Capitolo 22

La geometria delle aree

In questo Capitolo si richiamano sinteticamente alcune nozioni di geometria delle
aree (baricentro di una figura piana, momento statico e momento di inerzia di
una figura piana rispetto ad un asse) che saranno essenziali per il seguente studio
della trave.

22.1 La nozione di baricentro

Si consideri un’area ¥ nel piano, sia (O, X1, X3) un sistema di riferimento orto-
gonale levogiro, sia P un punto generico di ¥, di coordinate = (z1,z2) .

Una traslazione del sistema di riferimento, che sposti 'origine O = (0,0) nel
punto &g = (210,220) si ottiene correlando le coordinate = del generico punto
P nel vecchio sistema di riferimento alle coordinate z* dello stesso punto P nel
nuovo riferimento tramite le relazioni (cfr. Figura 22.1):

' =2 -z (22.1)
0, equivalentemente:

t
Try =1 — X
1 1 01
. (22.2)
Ty =T2 — T2

Una rotazione del sistema di riferimento, definita attraverso una rotazione
di ampiezza ¢, si ottiene correlando le coordinate & del generico punto P nel
vecchio sistema di riferimento alle coordinate " dello stesso punto P nel nuovo
riferimento tramite le relazioni:

z" =Rz (22.3)

dove R ¢ la matrice di rotazione:

R=< cos ¢ sin¢) (22.4)

—sin¢g cos¢
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Figura 22.1: La traslazione rigida del sistema di riferimento

Ed infatti, dalla Figura 22.2 risulta agevole calcolare:

1 = x] cos ¢ — xh sin ¢ (22.5)
o = x| sin ¢ + x4 cos ¢
ed invertire questa relazione. Si noti che la matrice di rotazione R ¢ ortogonale
propria, ossia ha determinante pari a 41, e la sua inversa coincide con la sua
trasposta.
Cio premesso, si definisce vettore dei momenti statici relativo all’area ¥ ed
al sistema di riferimento (O, X1, X5) il seguente vettore:

s—/;m—(ﬁijj)—(ﬁf) (22.6)

Si noti subito che la prima componente del vettore dei momenti statici e stata
individuata col simbolo Ss, ed indica il momento statico dell’area X rispetto
all’asse X5, mentre la seconda componente del vettore dei momenti statici e stata
individuata col simbolo S7, ed indica il momento statico dell’area ¥ rispetto

all’asse Xs:
Sl = / i) dA
)

52:/.2?1(1A
=

A seguito di una traslazione (22.1) del sistema di riferimento, il vettore dei
momenti statici di ¥ rispetto al sistema di riferimento traslato diverra:

St:/xtdA:/(xfzo) dA =8 - Xz (22.8)
) b

(22.7)
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Figura 22.2: Rotazione rigida del sistema di riferimento
o anche, piu esplicitamente:

Sé = SQ - EXOl (22 9)
S{ == Sl - EXOQ '

Esistera allora un punto G, di coordinate (zg1,xg2), tale che il vettore dei
momenti statici di 3 rispetto al sistema di riferimento traslato in G sara nullo.

Tale punto si definisce baricentro di ¥, e dalle relazioni precedenti possono trarsi
le sue coordinate nel sistema di riferimento originario:

x SQ
Gl — &
5
s (22.10)
G2 — 5

Puo dimostrarsi che le coordinate del baricentro non dipendono dal particolare
sistema di riferimento (O, X1, X2) originariamente prescelto.

Dalle (22.10) si trae anche la possibilita di calcolare i momenti statici con-
centrando 'area ¥ nel baricentro, e moltiplicandola per 'opportuna distanza.

22.2 1l tensore dei momenti di inerzia

Si definisce tensore dei momenti di inerzia di un’area Y rispetto ad un sistema
di riferimento (O, X1, X3) il seguente tensore simmetrico del secondo ordine:

f x2dA f T129 dA
I:/medA: 2 . - ( L2 Lz ) (22.11)
5 Ly Iy

fz T129 dA fz x% dA
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Si noti che anche in questo caso si & definito il momento d’inerzia di X rispetto
all’asse X7:

I :/zg dA (22.12)
)

il momento d’inerzia di ¥ rispetto all’asse Xs:
Iy = /E 2 dA (22.13)
ed infine il momento centrifugo di X rispetto agli assi X7 ed Xo:
Iy = /2901352 dA (22.14)

La traccia della matrice dei momenti di inerzia, invariante rispetto al variare
del sistema di riferimento, prende il nome di momento di inerzia polare I,
dell’area X::

I, = I + I (22.15)

22.2.1 Le leggi di Huyghens

Si vuol vedere ora come varia il tensore dei momenti di inerzia a seguito di una
traslazione del sistema di riferimento. Applicando la regola di traslazione (22.1)
si avra:

It:/:z:t:vtTdA:/(mfzo)(a:fxo)T dA
) b

:/medA— (/di)xg—xo/deA—i-xo (/ dA)a:OT
b b b b

ossia ancora:

(22.16)

I' =1+ Sxoxl — Sxl — z0ST (22.17)
Esplicitando si ha:
Iy = Iop + Az, — 2020
I, = Iy + Az}, — 251702 (22.18)
Ity = Iy + Azo1z02 — S101 — Sazo2
Se Dorigine del sistema di riferimento originario coincide col baricentro, si
ha S; = S5 = 0, e si giunge alle classiche leggi di Huygens:
1Yy = Iy + Az,
I, = Iy + Az}, (22.19)
Ity = Iz + Azo1z02

Da esse si deduce immediatamente che il momento di inerzia baricentrico e
il minimo tra quelli ottenibili per traslazione del sistema di riferimento?.

L Horologium oscillatorium, sive de motu pendulorum ad horologia aptato demonstrationes
geometricae, Parigi 1673
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Figura 22.3: Christiaan Huygens

22.2.2 I momenti centrali di inerzia

Si vuol vedere ora come varia il tensore dei momenti di inerzia a seguito di una
rotazione del sistema di riferimento. Applicando la regola di rotazione (22.3) si
avra:

I" = / 2’z dA =

= (22.20)

/ Rz(Rz)" dA = / Rzz"RTAA=R ( / zz” dA) R” = RIR"
b b P

Esplicitando si ha, utilizzando la (22.4):

I, = Iy sin® ¢ + 2115 cos ¢ sin ¢ + Ipg cos® ¢
IT, = I cos® ¢ — 2115 cos ¢sin ¢ + Ioo sin® ¢ (22.21)
175 = (I11 — Iz) sinpcos ¢ + I1o (0052 ¢ — sin? gb)

Ricordando le formule trigonometriche:

sin 2¢ = 2sin ¢ cos ¢

22.22
cos 2¢ = cos? ¢ — sin? ¢ ( )
il momento d’inerzia centrifugo potra anche scriversi:
1
1{2 = 5 (111 — 122) sin2¢+112 COSs 2¢ (2223)
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Esistera quindi un valore dell’angolo ¢ per cui il momento d’inerzia centrifugo
I, viene ad annullarsi. Indicando tale angolo con ¢* si avra:

% (I11 — I22) sin 29" + I15cos 29" =0 (22.24)
ossia: in 26" ) I 025)
cos 2¢* Ioo — 111
da cui:
PF = %arctan (1'2221;12[11) (22.26)

con la restrizione —7/4 < ¢* < 7 /4

Assegnando al sistema di riferimento (O, X1, X2) una rotazione di ampiezza
¢* si giunge al cosiddetto sistema di riferimento principale (O,&1,&2), mentre
gli assi &1 e & cosl ottenuti si dicono assi principali di inerzia. In tale sistema
di riferimento il tensore dei momenti di inerzia si diagonalizza:

- ( r 2 ) (22.27)

ed i due momenti di inerzia I; ed I rispetto agli assi &1 e &5 si dicono momenti
principali di inerzia. Se inoltre l'origine O del sistema di riferimento coincide
col baricentro G dell’area X, allora il sistema di riferimento (G,&;,&) si dice
sistema centrale di riferimento, gli assi & e & sono gli assi centrali di inerzia,
ed i momenti d’inerzia I; ed Iy sono i momenti centrali di inerzia.

22.3 La sezione rettangolare

Si vuole illustrare, a titolo di esempio, la ricerca del baricentro e dei momenti
centrali d’inerzia per una sezione rettangolare di base b ed altezza h. A tal fine,
si sceglie ad arbitrio un riferimento iniziale, ad esempio con origine nel vertice
in basso a sinistra, e gli assi coincidenti con i lati del rettangolo, come illustrato
in Figura 22.4. Poi si calcolano i due momenti statici rispetto a questi due assi.
Rispetto all’asse orizzontale X7 si ha:

bt bh?
Sl = / ZIJQdA = / / X9 dCZ’Q dxl = — (2228)
b)) 0 Jo 2
e rispetto all’asse verticale Xo:
bt v?h
SQ = / IldA = / / X1 dl’l d$2 = — (2229)
b)) o Jo 2
Le coordinate del baricentro si ottengono allora applicando le (22.10):
Sy b
Ter = 3= 5
bh 2
22.
S, h (22.30)
Tao = — = —
T ph 2
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Figura 22.4: Una sezione rettangolare di base b ed altezza h

In genere, puo dimostrarsi che il baricentro di un’area piana dotata di un asse

di simmetria e obbligato ad appartenere a quest’asse, e poiche il rettangolo
possiede due assi di simmetria, il baricentro si trova necessariamente alla loro
intersezione.

I momenti d’inerzia rispetto allo stesso sistema di riferimento possono cal-

colarsi come:
b rh 3
bh
Illz/xgdA:/ / x%dxgdxlz—
by o Jo 3

h b b3h
Ioy = / 2 dA = / / 22 dry doy = — (22.31)
b o Jo 3

b h b2h2
Iy = / z1z2dA :/ / T122 dwy dwg =
5 o Jo 4

Traslando il sistema di riferimento fino a portare l'origine a coincidere con il
baricentro, si hanno i momenti di inerzia baricentrici ottenibili a partire dalle
leggi di Huyghens (22.19):

3 2 3
b>h hb b>h

t = — — _— =

o2 = 3 b 4 12
bh3 h?  bh3

=2 et = 22.32

= 3 h4 12 ( )
b2h2 bh

o= """ —ph—— =

12 4 bhzz

Poiche il momento centrifugo ¢ nullo, si puo concludere che i (22.32) sono i
momenti centrali di inerzia.
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22.4 La sezione circolare e la corona circolare

Si consideri un’area circolare di raggio R, come riportato in Figura 22.5. Per
ragioni di simmetria, il baricentro coincide con il centro della circonferenza. Il
calcolo dei momenti di inerzia si conduce nel modo piu spedito in coordinate
polari, ponendo:

X2 )
R/
x
e |
X1 o
0 X1
Figura 22.5: Il caso della sezione circolare
x1 = rcosf (22.33)
29 =1siné ’
per cui si ha uno Jacobiano pari a:
gy O
0 00 s —rsi
J=det | 7" = det ( cosf —rsinf ) =r (22.34)
Oy  Ox sinf  rcost
or 80
e quindi:
R 27 4
Iu:/ac%dA:/ / TQSiHQGTdeTZ@
) Jo Jo 4
R 27 4
R 22.35
Iggz/m?dAz/ / r2c0s29rd9dr=7r— ( )
) o Jo 4
I1o=0
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Sia I'uguaglianza dei due momenti di inerzia I;; e Iso che annullarsi del
momento centrifugo sono ovvie conseguenze della simmetria della sezione. Il
momento d’inerzia polare sara pari a:

4
TR
I, =111 + I = 5 (22.36)

Considerando ora una sezione a forma di corona circolare, con raggio interno R;
e raggio esterno R., si osservi che le sue caratteristiche inerziali possono dedursi
pensando la sezione come la differenza tra una sezione circolare piena di raggio
R, ed una di raggio R;. Si ha cosi, immediatamente:

r (RS~ RY)
4
22.37
~ (R~ RY) (22:37)
Ip = f

Iy =1y =

22.5 La sezione triangolare

Si consideri ora una sezione a forma di triangolo rettangolo, di base b ed altezza
h, come riportato in Figura 22.6. Il momento statico rispetto all’asse X si puo

calcolare come:
b ph(zy)
Sl = / i) dA = / / i) dl’g dd?l (2238)
> o Jo

Ora, sfruttando la similitudine dei triangoli, dalla Figura 22.6 si evince:

h h (.%'1) h (b - -7;1)
- = h =—2 22.39
b b ) b (22:39)
Sara pertanto:
b h (b—ﬂ?l)/b th
Sl = / X9 dA = / / X9 d%g d.Z'1 = — (22.40)
b 0o Jo 6
e rispetto all’asse verticale Xo:
b h (bfxl)/b b2h
SQ = / T dA :/ / T dl‘g dIl = — (2241)
s o Jo 6
Il baricentro del triangolo ha quindi coordinate (cfr.Figura 22.7):
Se b
rGg1r = =35
A 3
22.42
s, h (22.42)
TG = =—
G2= 4 =3

Lezioni di Scienza delle Costruzioni 195



22.5. LA SEZIONE TRIANGOLARE

X1

X1 b—X]_

Figura 22.6: Il caso della sezione triangolare

I momenti di inerzia rispetto agli assi X; ed X5 sono calcolabili attraverso
la loro definizione:

b ph(b—z1)/b bh3
Illz/l‘%dAZ// x%dxgdxlz—
2 o Jo 12

b ph(b—z1)/b b3h
o 0 Jo 12
b h (b—l‘l)/b b2h2
112 = / T1X9 dA = / / Xr1T9 dZ’Q d{El = ——
o 0 Jo 24

I momenti di inerzia rispetto agli assi baricentrici si calcolano applicando la
legge di Huygens:

Vh_bhb? bk
12 29 36
bh3  bh h? bh?
=i - Argy =5 =55 =3¢
b2h? bhbh_ b2h?

!’ 2
122 = IQQ — AxGl =

(22.44)

fo=he = Aen@ = 5 = 535 =~y
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Figura 22.7: Il baricentro della sezione triangolare e gli assi baricentrici

22.6 La sezione ellittica

Si consideri una sezione a forma ellittica, con semiassi di lunghezza a e b,
rispettivamente, e quindi di equazione:

x?  x3
—1 - b—j =1 (22.45)

in un riferimento con origine nel baricentro ed assi coordinati orientati secondo
i semiassi (cfr. Figura 22.8). Il baricentro ¢ immediatamente identificabile come
intersezione dei due assi di simmetria, mentre I’area racchiusa dall’ellisse si puo
calcolare tramite integrazione:

1— 12/b7
A= / / dzy dzy = wab (22.46)
—a 1 72/()2

Del tutto analogamente, i momenti di inerzia si calcolano facilmente uti-

lizzando Mathematica, oppure facendo uso delle formule di riduzione. E’ ad
esempio:

Iy = / 22 dxy day (22.47)
3

e I'integrale ¢ esteso all’area ellittica ¥ definita dall’equazione (22.45). Facendo
uso delle formule di riduzione, si puo scrivere:

\/1-a3/0% 243 [t 21 3/2
122 = / d.Z'g/ dl’l = i (1 — :E;) dmg (22.48)
—ay/1— 12/b2 3 —b b
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——
——

Figura 22.8: Una sezione di forma ellittica

Per calcolare I'ultimo integrale si adotti il cambio di variabile:

n="22 (22.49)
b
da cui dzo = bdn. Inoltre gli estremi di integrazione diventano —1 ed 1, e quindi
infine:

I =22 _11 (1) bty = 2008 T (22.50)
Del tutto analogamente si ha:
Iy = T (22.51)
4
ed anche: 5 5
I, =111 + 1 = ma b+7Tb a ZLab(a2+bz) (22.52)

4 4 4

Per motivi di simmetria, il momento centrifugo e nullo, quindi gli assi scelti
sono centrali di inerzia.
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Capitolo 23

Il problema della trave

In questo Capitolo si inizia lo studio dettagliato del comportamento strutturale
di un solido dalla particolare geometria: la trave.

23.1 La descrizione del solido

Si consideri un solido omogeneo B, a forma di cilindro retto, formato da ma-
teriale linearmente elastico ed isotropo. La sezione retta si ottiene tagliando il
solido con un piano parallelo alle due basi, mentre 1’asse del solido e la retta
cui appartengono i baricentri delle sezioni rette. I segmenti paralleli all’asse si
chiamano fibre.

E’ usuale assumere come riferimento una terna ortogonale con origine in G,
baricentro di una delle due basi, ed assi X7, X5 contenuti nel piano di una delle
due basi, mentre ’asse X3 € orientato verso l'interno del corpo, come illustrato
in Figura 23.1.

21 X 22

-

Figura 23.1: Il solido del tipo trave
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23.2 La posizione del problema

Un’ipotesi fondamentale riguarda i carichi applicati alla trave. Si assume infatti
che le forze di massa siano assenti, e che la superficie laterale sia scarica, sicche
le uniche forze ammesse sono le forze superficiali sulle due basi ¥; e X5, E’
evidente che almeno l'ipotesi sulle forze di massa ¢ una approssimazione, attesa
la presenza quanto meno delle forze di gravita. Tuttavia, spesso l'influenza di
tali forze risulta trascurabile.

Il problema forte di De Saint—Venant consiste nel ricercare gli spostamenti
dei punti della trave omogenea B, in ipotesi di materiale isotropo e linearmente
elastico, in assenza di forze di massa e di forze superficiali sul mantello laterale
II, soggetta ai carichi p(!) sulla base di sinistra ©; e p(?) sulla base di destra 3.

Una condizione necessaria per la risoluzione del problema appena posto e
che il solido trave — considerato come un corpo rigido — sia in equilibrio nei
riguardi delle tre traslazioni e delle tre rotazioni, ossia che si abbia:

/ pM dA+/ pPdA=0
3 o

/ rxp(l)dA+/ rxp?dA=0
21 22

(23.1)

dove r e il vettore posizione di un punto rispetto all’origine G. In questa ipotesi
sulle forze, e con opportune condizioni di regolarita per il mantello II e per
le forze stesse, puo dimostrarsi che il problema di De Saint—Venant ammette
soluzione. In forma scalare, le (23.1) si scrivono:

/ pi” dA+/ piPdAa=0
PR P

/ PV dA + / PP dA =0 (23.2)
3 pIY

/ pg”dA+/ pydA=0
p35Y PP

/ xgpgl) dA + / xgp(;) dA — L/ p§2) dA =0
21 E2

PP
—/ xlpgl) dA — / xlpg) dA + L/ pg2) dA=0 (23.3)
31 PP PP

/ (flpél) - fngl)) dA +/ <$1p§2) - 3321052)) dA=0
> PP}

23.3 Le caratteristiche della sollecitazione ester-
na

Sulle due basi X1 e X5 si definiscono le caratteristiche della sollecitazione esterna,
come i vettori risultanti ed i vettori momenti risultanti delle forze elementari,
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nell’ipotesi che 'origine del sistema di riferimento venga traslato fino a coincidere
con il baricentro della sezione in esame. Sulla base X si ha allora:

F<1>=/ pVdA (23.4)
P
i j k
M<1>:/ rxpVdA = o oz 0 | dA (23.5)
o o (1)

1 1
p” Y p
0, scalarmente:

Y= / py dA
31

(23.6)
./\/lgl) :/ xgpgl)dA
P

Mél) = —/E J(leél)dA

Mz(%l) :/ (9611351) - LU2P§1)) dA
P
Sulla base X5 si hanno invece le caratteristiche della sollecitazione esternas:
F® = / p?dA (23.7)
PP}
1 j k

M<2>:/ rxp@)dA:/ 2w 0 | dA (238
22 E1

b

0, scalarmente:

) ) (23.9)
M§ ) = / zgpé ) dA
PP

MéQ) = —/E mlpgf) dA
2

./\/lgz) :/ (.rlpéQ) — x2p§2)) dA
Yo
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Definite queste quantita, le equazioni di equilibrio (23.1) forniscono sei rela-
zioni tra le dodici caratteristiche della sollecitazione esterna:

FO — _p®
MY = - MmP 4 FP L
M = —MmP - FP L,
Mgn _ _Mgz)

(23.10)

23.4 Le caratteristiche della sollecitazione inter-
na

Si introduce ora un concetto di fondamentale importanza per 1’analisi delle travi
e delle piastre, ossia il concetto di caratteristiche della sollecitazione interna. Si
consideri all’'uopo un solido del tipo trave, e si operi un taglio secondo la sezione
retta X, situata alla generica ascissa x3, rimuovendo la parte del solido che non
contiene 'origine. Si scelga come riferimento una terna ottenuta traslando la
terna originaria fino a portare 'origine in X, sicche ’asse X3 resta inalterato,
mentre i due nuovi assi X1, X9 sono paralleli ad X; ed X», rispettivamente.
Sia t,, il vettore tensione agente sulla sezione 3, di normale equiversa ad Xs.

Definizione 8. Si definiscono caratteristiche della sollecitazione interna in 3,
le risultanti delle forze elementarity, dA secondo i tre assi X1, Xo ed X3, ed i
momenti risultanti delle stesse forze rispetto agli stessi assi.

Sara quindi, per definizione:
T1 (1’3) = / 013 dA
)
Tg (1'3) = / 0923 dA
)
N (z3) = / o33dA
> (23.11)
M1 ({Eg) = / 033%2 dA
b
Mg (1‘3) = —/ 03321 dA
b

M (z3) :/ (02321 — 01322) dA
D)

e, sempre per definizione, T7 e T5 si chiamano sforzo di taglio secondo X; ed
X5, rispettivamente, N si chiama sforzo normale, My ed My si chiamano mo-
menti flettenti relativi ad X; ed Xo, rispettivamente, ed M; si chiama momento
torcente. In genere, queste sei caratteristiche coesistono. Tuttavia, per partico-
lari sollecitazioni esterne, si possono ottenere dei casi piu semplici, in cui una
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Figura 23.2: Le caratteristiche della sollecitazione interna

sola, o al massimo due, caratteristiche sono diverse da zero, mentre le altre si
annullano. A questi casi semplici sono dedicate le prossime lezioni.

23.5 Le caratteristiche della sollecitazione ester-
na in termini di tensioni

Si noti che & anche possibile esprimere le caratteristiche della sollecitazione ester-
na in termini di tensioni, anziche di forze superficiali. Basta all’uopo utilizzare
il teorema di Cauchy—Poisson, tenendo conto che la normale alla sezione »; ha
coseni direttori (0,0, —1), mentre la normale alla sezione ¥y avra coseni direttori
(0,0,1). Sara quindi:
(1)

b, = —0i3
@) (23.12)
p; " =043

e quindi le caratteristiche della sollecitazione esterna sono esprimibili come:

F1(1> = —/ 0'13(?1A

3
F2(1) = —/ g23 dA
31
n _
Fy = o33dA (23.13)
P
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TENSIONI
Mél) = */ (31310'23 — 1’20’13) dA
¥
sulla base di sinistra, e:
F1(2) = / 013 dA
PR
F2(2) = / 023 dA
32
FéQ) _/ 033 dA
> (23.14)

i
21/} 12 22
T T (2) 2
I (1) I F3 wi?)
P 1—»%3 I 2 T =
<1)’/ ik [ Fy
Fq e et AP -t
V4
(1) F{2)
F 2
%<1>’/ i 2 %1(2))/ i
1 2
o 3%

Figura 23.3: Le caratteristiche della sollecitazione esterna sulla trave

La relazione tra caratteristiche della sollecitazione esterna
ed interna.

Quando la sezione retta Y viene scelta all’ascissa x3 = L, essa viene a coincidere
con la sezione di destra Yo, e le normali uscenti sono equiverse. Ne segue che

le caratteristiche della sollecitazione interna calcolate sulla sezione di destra
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coincidono, anche in segno, con le caratteristiche della sollecitazione esterna:

My (25 = L) = MO (23.15)
M; (25 = L) = M?
M (x3=1L)= /\/l:(f)

Se invece la sezione retta Y viene scelta all’ascissa x3 = 0, essa viene a

coincidere con la sezione di sinistra >, ma le normali uscenti sono controverse,
e quindi le caratteristiche della sollecitazione interna sulla sezione di sinistra
sono uguali e contrarie alle caratteristiche della sollecitazione esterna:

T1 (173 = O) = —Fl(l)
T2 (ZEQ, = 0) = —Fz(l)
N (23 =0) = —Fy"
M (25 =0) = MY
M (25 = 0) = — MY
M, (23 =0) = — M)

(23.16)

23.6 Il problema debole di De Saint—Venant

Nelle stesse ipotesi geometriche del problema di De Saint—Venant, si consideri
ora il seguente:

Problema debole di De Saint—Venant: ricercare gli spostamenti dei punti della
trave omogenea B, in ipotesi di materiale isotropo e linearmente elastico, in
assenza di forze di massa e di forze superficiali sul mantello laterale I, soggetta
alle tre forze risultanti F1) ed ai tre momenti risultanti M) sulla base di
sinistra 7 ed alle tre forze risultanti F®) ed ai tre momenti risultanti M
sulla base di destra Xs.

Come gia detto, di queste dodici quantita solo sei sono effettivamente indi-
pendenti, poicheé per l'equilibrio della trave dovranno valere le relazioni (23.10).
Si vedra, nella prossima lezione, che sotto certe ipotesi il problema forte puo
ricondursi al problema debole, se si accetta il postulato di De Saint—Venant.
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Capitolo 24

Il postulato di De
Saint—Venant

In questo Capitolo si illustra la particolarizzazione, alla teoria della trave, delle
equazioni dell’elasticita fin qui presentate, e si introduce il postulato di De Saint—
Venant, che permette di dare validita generale alle sei soluzioni del problema
debole.

24.1 L’ipotesi di De Saint—Venant sulle tensioni

Si nota subito, da quanto esposto nel Capitolo precedente, che le tensioni o1,
092 € 012 non giocano alcun ruolo nella definizione delle caratteristiche della
sollecitazione esterna sulle due basi della trave, o nella definizione delle carat-
teristiche della sollecitazione interna sulla generica sezione retta. Cio induce ad
ipotizzare che in ciascun punto della trave sia:

J11 20'22:0'12:0 (241)
e che quindi lo stato tensionale sia del tipo:

0 0 013
S = 0 O 0923 (24.2)

013 023 033

Questa assunzione verra giustificata a posteriori, nel senso che si mostrera
che utilizzando la (24.1) si puo calcolare una soluzione al problema dell’equilibrio
elastico. Poiche il principio di Kirchhoff assicura che essa ¢ anche unica, saremo
abilitati a confermare la (24.1). L’interpretazione fisica dellipotesi (24.1) &
evidente: per esse la trave e ridotta ad un insieme di elementi piani longitudinali
che si trasmettono tra loro solo tensioni tangenziali in senso parallelo all’asse
della trave, ma non tensioni normali, come illustrato in Figura 24.1.
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22

O z7
t
z
X3 7
¢'( z7 3
Z - o /”’ n
1 L
G |-
- Z

Figura 24.1: Il comportamento della trave alla luce dell’ipotesi sullo stato
tensionale

Ed infatti, un qualsiasi elemento piano parallelo all’asse avra normale definita
dai coseni direttori (n1,m2,0) e quindi la tensione normale in un qualsiasi suo
punto sara fornita da:

op =1ty -n= Ullnf + 022n§ + 2019n1m9 =0 (24.3)
se si suppone valida la (24.1). Si studia ora come si venga a semplificare il
problema dell’equilibrio elastico per il solido trave soggetto allipotesi (24.1)
sullo stato tensionale
Le equazioni indefinite dell’equilibrio

Le equazioni indefinite dell’equilibrio divengono, utilizzando le (24.1):

0013
=0
8x3
doxs _ (24.4)
8I3
Jo13 L 003 . dosz _ 0

61‘1 8:1:2 87‘3

Ne segue, dalle prime due equazioni, che le tensioni tangenziali non dipendo-
no dalla variabile x3, e quindi si riproducono identiche su tutte le sezioni rette.
Inoltre, derivando la terza rispetto ad z3 si giunge a scrivere:

82033

= 24.
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e quindi la tensione o33 varia al piti con legge lineare rispetto ad x3.

24.1.1 Le condizioni ai limiti

Occorre scrivere le condizioni ai limiti o;;n; = p; in corrispondenza della su-
perficie laterale e di ciascuna delle due basi. La normale alla superficie laterale,
per definizione, ha coseni direttori (n1,ns2,0), e quindi le condizioni ai limiti si
riducono, utilizzando anche le (24.1), alla singola:

o13n1 + 02312 =0 (246)

ossias:
o,-n=0 (24.7)

013
o = 24.8
! ( 023 ) ( )
della tensione tangenziale.

Segue dalla (24.7) che in corrispondenza di un punto qualsiasi del contorno
della generica sezione retta, la tensione tangenziale ¢ diretta secondo la tangente
al contorno.

Sulla base di sinistra, in 23 = 0, i coseni direttori sono (0,0, —1), e quindi si
hanno le tre condizioni:

avendo definito il vettore:

0i3 = —P,(-l) (24.9)

Infine, sulla base di destra, per x3 = L, i coseni direttori sono (0,0,1), e
quindi le tre condizioni ai limiti sono:

oiz = pi° (24.10)

24.1.2 Le leggi di Hooke
Applicando la legge di Hooke:

14+v v
TO'U — Eéijokk (24.11)

dallo stato tensionale (24.2) si ottiene lo stato deformativo:

eij =

14
€11 = — 5033
v
€22 = — Easzs
€33 75
E (24.12)
€192 =0
14+ v 013
e = o = —
13 13 2q
14+v 023
€93 = 093 = —
23 23 2G
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Si noti che tra le tre deformazioni normali esiste la relazione:

€11 = €99 = —Ul/E€33 (2413)
ossia: 5 5 5
U U9 us
—=2=_= 24.14
8:1;1 8902 l/al‘g ( )

24.1.3 Le equazioni di Navier—-Cauchy

Si ripercorra il cammino gia fatto per ottenere le equazioni dell’equilibrio elasti-
co, come descritto nel Capitolo 19. Partendo quindi dalle equazioni indefinite
dell’equilibrio (24.4), si utilizzino le leggi di Hooke inverse, ottenibili facilmente
dalle (24.11), giungendo a scrivere:

de1s o
Oeas o
e 0 (24.15)
E 8613 8623 8633
E =0
1+1/<8x1+3:r2 * O3

Introducendo le relazioni tra deformazioni e derivate degli spostamenti, si
ha:

82U1 (92’LL3 o
855% Or101s
02us 0%us
it = 24.16
a%% 81'28.%'3 ( )
1 0? 0? 0? 0? 0?
U23 + Uy U23 + U2 + Uz —0
21 +v) \ Oz3 Ox10x3  O0x5  Ox20x3 Ors
Infine, semplificando la terza in base alla (24.14) si ha:
82u1 3QU3
8$§ Or10xs
82U2 827L3
= 24.17
0x%  Ox0xs ( )
82’&3 82’&3 82u3
2 =0
Ox? + Ox2 + Ox?

Si noti che, nell’ambito della teoria della trave, le equazioni di Navier—Cauchy
non dipendono dalle costanti elastiche, e quindi dal materiale di cui e costituita
la trave. Posto in tal modo, il problema dell’equilibrio elastico puo essere af-
frontato utilizzando il cosiddetto metodo semi-inverso di De Saint-Venant. In
breve, esso si basa sul fatto che una qualsiasi terna di spostamenti (uq,ug us)

210 Lezioni di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 24. IL POSTULATO DI DE SAINT-VENANT

che soddisfi sia le equazioni di equilibrio sia le condizioni ai limiti deve esse-
re 'unica possibile soluzione del problema della trave, in base al principio di
Kirchhoff. Assegnando quindi uno stato tensionale rispettoso delle prescrizio-
ni suddette (tensioni tangenziali costanti lungo 1’asse, tensione normale al pilt
lineare lungo 'asse) si ricava lo stato deformativo, tramite le leggi di Hooke,
lo stato di spostamento integrando le relazioni deformazioni-spostamenti, e si
deducono a posteriori le caratteristiche della sollecitazione esterna che causano
le assegnate tensioni.

Mentre soddisfare le equazioni di Navier—Cauchy (24.17) non & particolar-
mente complicato, risulta molto pitt complesso soddisfare le condizioni ai limiti,
e non tanto quella sulla superficie laterale quanto quelle sulle due basi, che dipen-
dono dalle forze applicate e — per il problema forte — dalla loro distribuzione
puntuale.

Un postulato, ormai universalmente accettato, e largamente provato da ogni
tipo di esperimento, permette di ricondurre il problema forte al problema debole,
eliminando alla radice la necessita di esaminare effettiva distribuzione delle
forze sulle basi.

24.2 1l postulato di De Saint—Venant nella sua
forma storica

Il postulato di De Saint—Venant ¢ stato da lui enunciato e commentato in pit
occasioni. Ad esempio, nella prefazione alla celebre memoria De la torsion des
prismes, Dunod, Parigi (1855), cosi scriveva:

Le diverse espressioni fornite nel corso della Memoria per gli sposta-
menti dei punti dei prismi elastici, per le dilatazioni e le variazioni
angolari delle loro parti, le torsioni etc. sono tutte rigorose, allo
stesso titolo delle equazioni generali dell’equilibrio elastico, sia in
isotropia che in anisotropia, poicheé noi le deduciamo con un’analisi
esente da ipotesi od omissioni. Esse devono quindi fornire risultati
esatti, a condizione che le forze esterne che producono questi effetti
siano applicate e distribuite sulle basi, o sezioni estreme dei prismi,
esattamente nella maniera prescritta, con la caratteristica di pro-
vocare su tutte le sezioni intermedie una distribuzione analoga di
sforzi.

Queste espressioni divengono soltanto approssimate nel momento in
cui se ne estende 'uso ad altri modi di applicazione e distribuzio-
ne delle forze esterne. Il grado di approssimazione non potra essere
precisato — allo stato attuale dell’analisi — ma numerose esperien-
ze, in mancanza di calcoli, fanno ritenere che esso sia notevole. Ad
esempio, se si afferra con una tenaglia un estremo di un prisma in
caucciu, si vedra che 'effetto prodotto si estende solo fino ad una
piccolissima distanza dal punto di applicazione dell’azione, e che il
resto del prisma si comporta come se questa azione non esistesse
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affatto. Da cio, e da una quantita di esperienze simili, si puo conclu-
dere che forze applicate su una medesima parte di un prisma elastico
e che si fanno equilibrio in media, e quindi con risultante ¢ momen-
to risultante nullo, non causano spostamento che in quella parte e
in quelle estremamente vicine, senza influenzare percettibilmente le
parti del prisma che si trovano un po’ al di qua o al di la. Ne segue
che tutte le volte che si hanno, verso le estremita di un prisma di
una certa lunghezza, forze qualsiasi che stirino il prisma, lo flettano,
lo torcano etc., si puo sempre rimpiazzare queste forze, con tutta
I’approssimazione desiderabile nei riguardi dei loro effetti su tutte
le altre parti del prisma, con delle forze staticamente equivalenti o
che non ne differiscano che per sistemi in equilibrio, o — in altre
parole — con delle forze che abbiano la stessa risultante geometrica
e lo stesso momento risultante, e che siano applicate e distribuite nel

modo particolare che presuppone la nostra soluzione!.

e svariati anni dopo cosi precisava, alla pagina 145 del libro di A. Clebsch,
Théorie de lélasticité des corps solides, tradotto da M.M. Saint Venant e Fla-
mant, con Note estese di M.M. Saint-Venant, Dunod, Parigi, 1883:

forze staticamente equivalenti, ossia con la stessa risultante e lo stes-
so momento risultante, producono gli stessi effetti lungo tutto il
solido, qualunque sia il loro modo di applicazione e di distribuzio-

Les expressions diverses que nous donnons dans le courant de ce Mémoire pour les
déplacements des points des prismes élastiques, pour les dilatations et glissements relatifs
de leurs parties, les torsions, etc, sont toutes rigoureuses au méme titre que les équations
générales de 'équilibre d’élasticité, soit égale, soit inégale dans les trois sens, dont nous les
déduisons par une analyse exempte d’hypothéses et suppressions. Elles doivent ainsi fournir
des résultats exacts, & la condition que les forces extérieures qui produisent ces effets soient
bien appliquées et distribuées sur les bases ou sections extrémes des prismes de la maniere sup-
posée, ayant pour caractére d’entrainer sur toutes les sections intermédiaires une distribution
intérieure semblable.

Elles ne deviennent simplement approzimatives que deés I'instant ot 'on en étend 1'usage aux
cas d’un autre mode d’application et de distribution des forces extérieures. Le degré de ’ap-
proximation ne saurait étre précisé dans I’état actuel de 'analyse, mais diverses expériences,
a défaut du calcul, font juger qu’il est considérable. Que, par exemple, ’on pince avec une
tenaille 'un des bouts d’un prisme en caoutchouc, I'on verra que l'impression produite ne
s’étend qu’a une distance fort petite des lignes ot ’action s’exerce, et que le reste du prisme
se comporte comme si cette action n’existait pas. De ce fait et d’'un grand nombre d’autres,
on peut conclure que des forces appliquées sur une méme partie d’un prisme élastique et qui
se font équilibre par son moyen, ou dont la résultante et le moment résultant sont nuls, ne
déplacent que les points de cette partie et ceux qui en sont extrémement voisins, sans agir
perceptiblement sur ceux qui se trouvent quelque peu en dega ou au dela. D’ou il suit que
toutes les fois qu’il y a, vers les extrémités d’un prisme d’une certaine longueur, des forces
quelconques qui ’étendent, le fléchissent, le tordent, etc., on peut toujours les remplacer avec
toute "approximation désirable, quant & leurs effets sur toutes les autres parties, par des forces
statiquement équivalentes ou n’en différant que par des systémes en équilibre, autrement dit
par des forces ayant méme résultante géométrique et méme moment résultant, et qui soient
appliquées et distribuées de la manieére particuliere que supposent nos solutions.

212 Lezioni di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 24. IL POSTULATO DI DE SAINT-VENANT

ne, eccetto che nel luogo dove esse agiscono, e su porzioni vicine e
piccolissime, si da poterle trascurare?

ed ancora, in una nota al paragrafo 28, pagina 174 dello stesso testo:

le soluzioni, anche se, per essere rigorosamente esatte, presuppon-
gono un modo particolare, e mai realizzato, di applicazione e di-
stribuzione delle forze alle estremita della trave che esse stirano,
flettono o torcono, si possono nondimeno utilizzare, con tutta 1’ap-
prossimazione desiderabile, se forze ad esse staticamente equivalenti
sono applicate e distribuite in un altro modo su queste estremita: in
altri termini, le seconde forze causeranno gli stessi stiramenti, fles-
sioni e torsioni delle prime lungo tutta la trave ch’esse sollecitano,
eccetto porzioni piccolissime della sua lunghezza, misurata a partire

dai punti dove esse agiscono®.

Fra. 201.  J. V. Boussinesq.

Figura 24.2: J. Boussinesq

2« .. des forces, statiquement équivalentes, ou ayant la méme résultante et le méme moment

résultant, produisent les mémes effets sur toute la longueur de solides, quel que soit leur mode
d’application et de distribution, excepté tout aupres des endroits ou elles agissent, ou sur des
portions a peine sensibles et dont on peut négliger de tenir compte

3« .. les solutions ..., bien qu’elles exigent, pour étre rigoureuses, un mode particulier,
jamais réalisé, d’application et de distribution des forces aux extrémités des tiges qu’elles
étendent, fléchissent ou tordent, conviennent néanmoins, avec toute ’approximation désirable,
si des forces qui leur soient statiquement équivalentes sont appliquées, et distribuées d’un autre
manieére quelconque vers ces extrémiteés: c’est—a—dire que les dernieres forces donneront
les mémes extensions, flexions et torsions que les premieres, tout le long de la tige qu’elles
sollicitent,en exceptant toutefois des portions tres petites de sa longueur, comptées & partir
des points ou elles agissent ...”
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Una generalizzazione ai solidi tridimensionali fu poi subito fornita da Bous-
sinesq nel 1885:

Un sistema equilibrato di forze esterne applicato ad un corpo elasti-
co, i cui punti di applicazione giacciano all’interno di una sfera as-
segnata, produce deformazioni di grandezza trascurabile a distanze
dalla sfera sufficientemente grandi rispetto al suo raggio *

24.3 Conseguenze del postulato

La piu importante conseguenza del postulato di De Saint—Venant risiede nella
possibilita di disinteressarsi dell’effettiva distribuzione delle forze applicate alle
basi, ma di ritenere che solo le caratteristiche delle forze stesse siano importanti,
ai fini della soluzione del problema della trave. Ed infatti, si consideri un solido

=+ (1)
1
pD = S o i p(?
1
i 2)
—_— | ( -
| o
g® S — ] q@
1 1 1
—+ 7 1 4+—
4—::5 L o) _5(2) 5 o ! ;::—»
PRI R IO e o S S — L1 p@) ¢
— —
de de

Figura 24.3: Al di la della distanza di estinzione d., le tensioni sono trascurabili

trave soggetto alle forze superficiali p(") e p(?) sulle due basi, (Figura 24.3), e
siano oM le tensioni da esse prodotte. Siano poi ¢Me ¢(? altri due insiemi
di forze superficiali, e (?) le tensioni da esse prodotte. Per il principio di
sovrapposizione, I'insieme di forze superficiali pt") — g¢(*) ¢ p — ¢ causera le
tensioni ) —a(?). Se ora i due insiemi di forze hanno le stesse caratteristiche,
allora la loro differenza sara un insieme di forze a caratteristiche nulle, e quindi
in equilibrio. Ne segue, per il postulato, che ad opportuna distanza d. dalle basi
dovra essere (1) — g(?) = 0.

4J. Boussinesq Application des potentiel & l'étude de 1’équilibre e des mouvements des
solides élastiques - Gauthier-Villars, Paris 1885
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Se ne deduce che due insiemi di forze diverse, applicate alle basi, ma con le
stesse caratteristiche, danno luogo alle stesse tensioni, al di la di una certa di-
stanza d. dalle basi, detta distanza di estinzione. In altri termini, la soluzione del
problema di De Saint—Venant dipende dalle caratteristiche della sollecitazione,
ossia da sei parametri.

Ne segue che se si conoscono sei soluzioni indipendenti per il problema debole,
allora tutte le altre possibilita potranno ottenersi tramite sovrapposizione. Nelle
prossime Lezioni queste sei soluzioni verranno dedotte utilizzando il metodo
semi-inverso, partendo dalle seguenti ipotesi sullo stato tensionale:

00 O
e Caso 1 - 00 O e 033 costante
0 0 033
00 O
e Caso 2 - 00 O e o33 variabile linearmente secondo x|
0 0 033
00 O
e Caso 3 - 0 0 O e o33 variabile linearmente secondo o
0 0 033
0 0 J13
e Caso 4 - 0 0 o093
o13 o023 O
0 0 013
e Caso b - 0 0 o093 e 033 variabile linearmente secondo z1 ed 3
013 023 033
0 0 013
e Caso6 - 0 0 o093 e o33 variabile linearmente secondo x5 ed 3

013 023 033

24.4 Le formulazioni energetiche del postulato
di De Saint—Venant

Sia la versione originaria del postulato di De Saint Venant che la formulazione di
Boussinesq, mentre utilissimi da un punto di vista pratico, non possono essere
accettati in un ambito teorico. Ed infatti, come puntualizzato da Fichera:

Poiche la classica teoria lineare dell’Elasticita, aderente o meno che
possa essere alla realta fisica, ¢ una teoria matematica, cioe rigorosa-
mente ipotetico-deduttiva, & evidente che il principio di Saint-Venant
non puo essere accettato come postulato, ma deve essere dimostrato
matematicamente, come conseguenza di tutta ’assiomatica che sta
alla base di quella teoria. Naturalmente, questo presuppone una
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precisa formulazione matematica del principio stesso, che indichi
chiaramente quello che occorre dimostrare®.

Figura 24.4: Gaetano Fichera

Inoltre, si ¢ mostrato che travi a sezione retta sottile possono essere caricate
agli estremi da forze in equilibrio i cui effetti si risentono lungo tutta la trave, cosi
fornendo un controesempio all’enunciato classico del postulato. E d’altro canto
R.von Mises ha puntualizzato che in presenza di forze tangenziali il postulato
di Boussinesq cade in difetto. Ne segue la necessita di riformulare il postulato,
specificando con attenzione il modo in cui le forze sono applicate, arrivando cosi
alla versione di Sternberg del 1954, rigorosamente enunciata e provata, ma ben
al di 1a dei limiti del corso. Si veda, per una estensiva discussione, il libro di
P.Villaggio Qualitative Methods in Elasticity, Noordhoff 1977.

Un approccio diverso allo stesso problema e stato suggerito da O. Zanaboni
in una serie di memorie del 1937, Dimostrazione generale del principio di De
Saint Venant , Atti Accademia Lincei 25 (1937), pagg. 117-121, Valutazione
dell’errore massimo cui da luogo I’applicazione del principio di De Saint Venant,
Atti Accademia Lincei 25 (1937), pagg. 595-601 e Sull’approssimazione dovuta
al principio del De Saint Venant nei solidi prismatici isotropi, Atti Accademia
Lincei 26 (1937), pagg. 340-345. Secondo Zanaboni, non ha senso occuparsi
dello smorzarsi puntuale delle deformazioni, ma occorre calcolare ’andamento
globale delle deformazioni, esaminando ’ammontare dell’energia di deformazio-
ne posseduta da porzioni di solido via via piu lontane dalle basi. L’intuizione
era giusta, i tentativi di formalizzazione matematica erano inaccettabili, e si e
dovuto attendere la sistemazione definitiva di Richard Toupin nel 1965 per ot-
tenere un teorema matematicamente ineccepibile che puo a buon diritto essere
considerato la controparte moderna del postulato di De Saint-Venant:

5G.Fichera, Problemi analitici nuovi nella Fisica Matematica Classica pag. 50, Quaderni
del Consiglio Nazionale delle Ricerche 1985
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24.4.1 1l teorema di Toupin

Si indichi con (u',€’,0") la soluzione del problema debole di De Saint—Venant,
e con (u”,e”,0") la soluzione del corrispondente problema forte. Il campo di
spostamenti © = u’ — u” conduce allora ad uno stato tensionale ¢ = ¢’ — ¢”
nullo sul mantello laterale, ed a caratteristiche nulle sulle due basi.

Se ora B indica la trave in esame, sia By, la porzione di trave compresa tra
la sezione retta all’ascissa x3 e la sezione retta di mezzeria x5 = L/2, e sia L,,
I’energia di deformazione contenuta in By, :

1
ng = 5 Cijhkeijehkdv (24.18)
By
Si noti che si ¢ supposto il materiale anisotropo. Comunque, poiche il po-
tenziale elastico e definito positivo, I’energia elastica L,, sara una funzione non
crescente di 3, e dovra essere, per ovvi motivi Ly, o = 0. Il teorema di Toupin
fornisce indicazioni su come L, decresce al tendere di x5 da 0 (meta trave) a

x3 = L/2 (volume nullo):

Bxs I 7
21 /0 i 1 22
.. ! !
| | | X3
| R R | I 8 -
4 // //
X3
43 .
X1
L/2 i
X
2y

Figura 24.5: 1l cilindro identificato dalle sezioni rette a distanza x3 ed L/2 dalla
base di sinistra

Teorema 15. (Toupin) - Nelle ipotesi introdotte, 'energia elastica L, soddisfa
la disequaglianza:

(z3 — )
L, <L —_ 24.1
5 > Lo €xp [ k‘(S) } ( 9)
per x3 >0, s >0, e:
,[14*
k(s) =4 —5— 24.20
)=\ (24.20)
con:
12
pt ="M (24.21)
Pm
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€ fbm € fpr sono il minimo ed il massimo modulo elastico. Infine, p € la densita
di massa del materiale di cui & costituita la trave, ed wo(s) puo identificarsi con
la prima frequenza libera di vibrazione di un cilindro di spessore s e base Y1,
composto dello stesso materiale della trave. Il parametro s puo essere variato,
in modo da ottimizzare la quantita k(s).

Il teorema — la cui dimostrazione va ben al di 1a dei limiti del presente testo
— ¢ contenuto in R. Toupin Saint-Venant’s principle, Arch. Rat. Mech. &
Anal. 18, pagg. 293-304 (1965), e puo essere letto nella sezione Ricerche del sito
http://www.scienzadellecostruzioni.co.uk. Una sua dimostrazione dettagliata si
puo consultare nel libro di D.lesan, Saint-Venant problem, Springer Lecture
Notes in Mathematics.
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Capitolo 25

Sforzo assiale e flessione

Si studiano in questo Capitolo i casi di sollecitazione caratterizzati dall’assenza
di tensioni tangenziali, e quindi dalla presenza della sola tensione normale oss.
Pinu in particolare, si studieranno i casi in cui o33 € costante, e quelli in cui varia
linearmente con x; o con Ts.

25.1 Lo sforzo assiale
Si esamini un solido del tipo trave, e si ponga lorigine del riferimento nel
baricentro della sezione di sinistra.

Si ipotizzi che le tensioni all’interno della trave, a distanza superiore a quella
di estinzione, siano date da:

(25.1)

S OO

e che o33 = 0 sia costante.

Nello spirito del metodo semi—inverso, da questa ipotizzata distribuzione di
tensioni si vuol dedurre la corrispondente distribuzione di deformazione e di
spostamenti, e si vuol sapere a quale caratteristiche della sollecitazione esterna
sulle basi essa corrisponda.

In altri termini, invece di assegnare le forze applicate alle basi, e ricavare le
tensioni, si segue la via inversa, partendo dalle tensioni, e ricavando a posteriori
quell’insieme di caratteristiche che producono le assegnate tensioni.

Dalla (25.1) si puo trarre lo stato deformativo, utilizzando le leggi di Hooke,
come dedotte nel Capitolo precedente:

v
€11 = —EO'O (252)

14
€99 = *EUO (253)
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25.1. LO SFORZO ASSIALE

g0
= — 25.4
€33 = & (25.4)
€12 = €13 = €23 — 0 (255)

e quindi esistono solo deformazioni normali. Per ricavare gli spostamenti, si
parta dalle (25.2-25.4), ottenendo:

0

el = 7821 =0=u = —%0011 + 1 (22, 73)
0

ey = a%z =0 = uy = ,%am + ¢ (21, 23) (25.6)
0

€33 = 87;2 =0= uz = %2734-@53(171,362)

Sostituendo nelle altre tre equazioni (25.5) si ha:

1 (0u;  Ous 1 (091  0¢a
= (22 ) =0=- (2 +Z2) =0
“12 =9 <8$2 + 8951) 3 <8x2 * 0xy
1 (0u; Ous 1 (0¢1  O¢3
— o (M T g 2 (9L 998) 25.7
8= <8$3 + 8951) 3 <8x3 + 0xy (257)
1 (Ouy | Ous 1 (0¢ps  Oos
= — | — — | =0= - | =/ — 1 =0
23 2 <8$3 * 831‘2) 2 <8$3 * 8952
e queste equazioni, unite alle ovvie relazioni:
!
— =0 25.8
o, (25.8)
2
— =0 25.9
D (25.9)
o3
— =0 25.10
Dis (25.10)
é1
portano a concludere che il campo di spostamenti ¢ = [ ¢2 | genera deforma-
®3

zioni nulle, e quindi ¢ un moto rigido. Supponendo, come usuale, che i vincoli
siano tali da impedire moti rigidi, la terna definitiva di spostamenti connessi
con le (25.2-25.5) sara allora:

14

Uy = —EO'().%'l
v
U = 75002?2 (2511)
a0
U3z = — ¢
3 E 3

Poiche le (25.11) sono lineari, le equazioni di Cauchy-Navier del Capito-
lo 24 sono identicamente soddisfatte. Inoltre, poiche le tensioni tangenziali sono
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CAPITOLO 25. SFORZO ASSIALE E FLESSIONE

nulle, soddisfatta & anche 'unica condizione ai limiti dello stesso Capitolo 24,
da imporre sulla superficie laterale. Ne segue che la distribuzione di tensioni
(25.1) da luogo ad una possibile soluzione del problema della trave. Vediamo
quali caratteristiche della sollecitazione esterna applicate alle basi producono la
distribuzione (25.1) delle tensioni.

Le caratteristiche della sollecitazione esterna sulla faccia di destra sono
fornite, per definizione, da:

F1(2):/O'13dA:0

A

FQ(Z)I/O'diA:O
A

FéQ):/O'ggdA:UOA
A (25.12)

M1(2)2/0'33£L’2d1420'0/$2dz4:0
A A

MQ(Q) = —/ 03321 dA = —0'0/ T dA=0
A A
MéQ) :/ (0'23131 - 0'13.T2) dA=0
A
dove si ¢ fatto uso dell’annullarsi del momento statico rispetto ad assi baricen-
trici.
Analogamente, si ha, sulla faccia di sinistra:
FY=F" =0
PV = —/ o33dA = —0pA (25.13)
A
M =M =MV =0

Quindi, le caratteristiche della sollecitazione esterna sulle due basi si ridu-
cono a due forze uguali e contrarie:

Fég) = F3 = O'()A

(25.14)
Y = F

e la sollecitazione si chiama sollecitazione semplice di sforzo assiale di trazione
(se F3 > 0) o di compressione (se F3 < 0).

L’unica caratteristica di sollecitazione interna e lo sforzo normale N, positivo
se I3 e positiva, negativo se F3 e negativa. Esso e costante lungo la trave, e
vale:

N:/UggdA:UoA (2515)
A

da cui:

(25.16)

N
00103312
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25.1. LO SFORZO ASSIALE

Figura 25.1: La sollecitazione di trazione e compressione (adattato da G. Fichera
Problemi analitici nuovi nella Fisica Matematica classica)

Sostituendo nella terna di spostamenti si ha infine:

J— N "
Uy = Z/EA.’Ll
N
Uz = VT2 (25.17)
N
BT EAT

25.1.1 L’energia di deformazione

L’energia di deformazione L di un tronco di trave lungo [, soggetta a sforzo
normale puo agevolmente calcolarsi in base alla definizione:

1 1 N? N2l
L== dv = — Zdv=—— [ dv= 25.1
2 /V‘megg YD /‘/033 VT opA2 /V U T oA (25.18)

Un’utile espressione alternativa si ottiene esprimendo I’energia elastica in
funzione degli spostamenti:

1 E EA (' (dusz\?
L=:> dv== 2 dy = —— —) d 25.19
5 /‘/033633 V=g /‘/633 v A (dx3> T3 ( )
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CAPITOLO 25. SFORZO ASSIALE E FLESSIONE

25.2 Flessione retta nel piano

Si esamini un solido del tipo trave, si ponga l'origine del riferimento nel bari-
centro della sezione di sinistra, e si orientino gli assi X; ed X5 secondo gli assi
principali di inerzia della sezione, portandoli quindi a coincidere con gli assi
centrali di inerzia.

Si ipotizzi che le tensioni all’interno della trave, a distanza superiore a quella
di estinzione, siano date da:

00 O
S=|00 o0 (25.20)
0 0 033

e che stavolta o33 = cxo, ossia che la tensione vari linearmente secondo ’asse Xs.

25.2.1 La deduzione degli spostamenti

Dalla (25.20) si puo trarre lo stato deformativo:

v
€11 — EC.ZQ
v
€290 = ——CI
S Ol (25.21)
c
€33 = El“z

ez =e13 =e3 =0

e quindi anche in questo caso esistono solo deformazioni normali. Gli sposta-
menti sono allora ricavabili con un procedimento simile a quello gia illustrato
per il caso dello sforzo normale. Partendo dalle espressioni delle deformazioni
normali si ha:

0

€11 = 67;111 =0 = Uy = —%Cl‘ll'Q + ¢1 (.%'2,.%'3)
0

€22 = 81;:2 =0= uy = —%cx% + @2 (21, x3) (25.22)
0

€33 = GZZ =0= u3z = %.TQI‘g + ¢3 (z17x2)

e sostituendo nelle altre tre equazioni (25.21) si ha:

_ 1 (0w Ouz _ L(0¢ v . 0%\ _
612_2<8$2+8I1>_0:>2<8I2 EC$1+8m1>—O
1 (0uy | Ouz\ _ 1 (0¢1  O¢3\ _
613_2<8:1:3+8z1>_ 2<8x3+8x1)_0 (25.23)
_1 8u2 8U3 o 1 8@52 8(;53 £ _
623_2<8$3+81‘2>_O:>2<6I3+8I2+E$3>_0
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Dalla prima e dalla terza si ricavino le derivate della ¢o:

6(]52 _ ch 6¢1
2 = Zepy — 1
¢ _ _c 0%
axg E 3 (9332
Dalla prima si ottiene, integrando:
v
P = ﬁcxf + 1o (21, 23) (25.25)
ed infine, dalla seconda:
c
’L/JQ = *ﬁl‘g -+ X2 (331, Ig) (2526)
In definitiva, quindi, si ha una terna di spostamenti pari a:
v
ur = -1+ ¢1 (22, 73)
v v c
U9 —ﬁcmg + ﬁ&f% - ﬁxé + X2 (1‘1, x3) (2527)

ug = %ﬂfﬂs + @3 (21, 22)

Sara ora possibile verificare che "'annullarsi delle tre deformazioni taglianti

implica:
- (30 0 (242)-
e13=;<22+gﬁ>202>;<?2+?§>:0 (25.28)
e (30 8) 0= (2 82) -
b1
portando a concludere che il campo di spostamenti ¢* = X2 genera defor-
b3

mazioni nulle, e quindi ¢ un moto rigido. Supponendo, come usuale, che i vincoli
siano tali da impedire moti rigidi, la terna definitiva di spostamenti connessi con

le (25.20) sara allora:

224

- 14
Uy = ECCL’:[(Z‘Q
cv 2
Uy == <z§ + 23— ﬁ) (25.29)
-
us = E$2I3
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25.2.2 La deduzione delle caratteristiche

Le caratteristiche della sollecitazione esterna sono fornite da:

F1(2)2/013d14:0
A
F52)2/023dA:0
A
FéZ):/UggdA:C/ l’QdA:O
A A

(25.30)
M?) = / 033X2 dA = C/ x% dA = CIll
A A

MéQ) = 7/ 033X dA = 70/ :l?l.TQdA =0
A A
M:(;Q) :/ (0'23.’1,‘1 - 0'13$2) dA =0
A

dove si e fatto uso dell’annullarsi del momento statico rispetto ad assi baricen-
trici e del momento centrifugo rispetto a due assi principali di inerzia. Inoltre
I'integrale:

I :/xgdA (25.31)
A

¢ il momento di inerzia della sezione retta rispetto all’asse X;.
Analogamente, si ha, sulla faccia di sinistra:

FO =FW = pM = MV = MY =0 (25.32)

M®P = - MmP = —eryy (25.33)

Quindi, le caratteristiche della sollecitazione esterna sulle due basi si ridu-
cono a due coppie uguali e contrarie:

MP = My = el
! S (25.34)

e la sollecitazione si chiama sollecitazione semplice di flessione, o anche flessione
retta, relativa all’asse X

L’unica caratteristica di sollecitazione interna e il momento flettente My,
costante lungo 'asse della trave, e pari a:

M1 = / 033T2 dA = CIll (2535)
A
da cui: v
c=—1 (25.36)
Iy
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Figura 25.2: Flessione nel piano

ed infine: v
033 = —ay (25.37)
Iy

E’ questa la fondamentale formula di Navier: essa assicura che le tensioni si
annullano sull’asse X7, sono costanti in corrispondenza di ogni corda parallela
all’asse X1, proporzionali alla distanza da questo. Per M; > 0 le tensioni sono
positive, ossia di trazione, per xo > 0, negative, ossia di compressione, per
9 < 0, come illustrato in Figura 25.3:

Osservando la trave disposta con l'asse X3 orizzontale e 'asse X9
verticale ed orientato verso il basso, il momento flettente ¢ positivo se
le due coppie applicate M; sono dirette in senso orario sulla estremita
di sinistra ed in senso antiorario su quella di destra, e le tensioni che
ne derivano sono positive al di sotto dell’asse neutro Xi, e negative
al di sopra. Si spiega cosi la dizione comune, secondo cui in una
trave ad asse orizzontale il momento flettente positivo tende le fibre

inferiori e comprime quelle superiori®.

Di basilare importanza ¢ la seguente:

Definizione 9. Il piano su cui si annullano gli spostamenti si dice piano neutro,
e la traccia di tale piano sulla sezione retta si dice asse neutro. Ne segue, in

V. Franciosi, Fondamenti di Scienza delle Costruzioni Vol. 11, pag. 137, Liguori, Napoli,
1987
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questo caso, che il piano neutro coincide con il piano (X1,X3), e l'asse neutro
coincide con l'asse X1

7 w0 — -

X2

Y

X2

Figura 25.3: Momenti flettenti positivi e diagramma di tensioni alla Navier

25.2.3 Analisi degli spostamenti

Utilizzando la (25.36), gli spostamenti da flessione si scrivono:

MlV
Uy = uy (I1,$2) = 7EI T1T2
11
Miv 22
Uz = ug (T1,72,73) = szll (xg + 73 - ;ﬁ) (25.38)
11
1
Uz = ug (9327333) = Fllfﬂ??,

Le sezioni rette

Si consideri ora un punto A, di coordinate (x1,z2,23), e si deducano le coordi-
nate (£1,&2,&3) del suo trasformato A’:

5 o + - M11/
1 =21 T U = T1 Elnzlxz
Mv x3
Ey=a0+ Uy = a9 — 2E1111 <x§ + 73 - :ﬁ) (25.39)
¢ " n M,
= U2 = T — 9T
3 3 3 3 El; 273

Quindi, i punti della sezione retta, di equazione x3 = k, si troveranno, a
deformazione avvenuta, sulla superficie di equazione:

M M
&=k (1 + EIlll xg) =k {1 + EIlll (&2 — ug)] (25.40)
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X2

Figura 25.4: La planeita delle sezioni rette

In prima approssimazione si puo trascurare us rispetto ad xs, e quindi
confondere x5 con &, e 'equazione precedente diviene:

— M1
&=k (1 + EIH&) (25.41)

E’ questa 'equazione di un piano, e si giustifica I'affermazione che nella
sollecitazione di flessione le sezioni rette si conservano piane. Inoltre, la traccia
del piano di equazione (25.41) sul piano (X3, X3) interseca I'asse X3 nel punto
T di coordinate (0, —FE1I11 /M), come illustrato in Figura 25.4 ed in Figura 25.5.
Poiche quanto detto non dipende da k, e quindi e valido per qualsiasi sezione
retta, si puod concludere che a seguito della deformazione i punti della generica
sezione retta apparterranno al fascio di piani il cui sostegno ¢ la retta passante

per T ed ortogonale al piano (X2, X3) La quantita r = — M dice raggio di
1

curvatura, ed il suo inverso:

1 M,y

P= T T EL

(25.42)

¢ detta curvatura. Si pud quindi concludere che le rette del piano (X7, X3), e
quindi anche I'asse X3, si trasformano in archi di cerchio.

Le deformazioni nel piano

Le sezioni rette di equazione z3 = k restano piane, come si ¢ appena visto,
ma cio non significa che non esistano deformazioni nel piano delle sezioni rette
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Figura 25.5: La planeita delle sezioni rette (adattato da G. Fichera Problemi
analitici nuovi nella Fisica Matematica classica)

stesse. Ed infatti, si consideri il piano di equazione z1 = h, i cui punti si portano,
a deformazione avvenuta, sulla superficie di equazione:

B B My L M,
SL=x1+ur=h (1 VEIHx2> ~ h <1 VE111§2> (25.43)

Nell’ordine di approssimazione che ha condotto a confondere x5 con & la
precedente rappresenta ancora un piano, parallelo all’asse X3, la cui traccia
sulla generica sezione retta interseca l’asse X5 in un punto 7" di coordinate

Z/M1 Vivlq
inverso p' = vp & detto curvatura anticlastica. Complessivamente, un tronco di
trave soggetto a flessione si deforma come illustrato in Figura 25.6.

E EI
(O, 1 ) La quantita v’ = ]\}1 € ancora un raggio di curvatura, ed il suo

L’asse

Si consideri l'asse della trave, di equazione z; = xzo = 0. A seguito della
deformazione, i suoi punti subiranno gli spostamenti:

uy = 0
M,
— 25.44
YT (2544)
Us = 0
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superficie
neutra

asse neutro \
della sezione
|

Figura 25.6: La deformazione di un tronco di trave soggetto a flessione
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Pertanto l'asse si trasforma in una parabola, di curvatura:

2
d u9
2
dxs

3/2
(B
d.Z'3

D’altro canto, nella solita ipotesi di piccoli gradienti di spostamento e lecito
approssimare ad 1 il denominatore, ritrovando la curvatura (25.42):

X = (25.45)

dQUQ M1
X T B, f (25.46)

Sono utili le due seguenti:

Definizione 10. Il piano che contiene la deformata dell’asse si chiama piano
di flessione, ed in questo caso coincide con il piano (Xo, X3). La traccia del
piano di flessione sulla sezione retta, si chiama asse di flessione, ed in questo
caso coincide con l'asse Xs.

Definizione 11. Il piano ortogonale all’asse momento della coppia applica-
ta si chiama piano di sollecitazione, ed in questo caso coincide con il piano
(X2,X3). La traccia del piano di sollecitazione sulla sezione retta si chiama
asse di sollecitazione, ed in questo caso coincide con l'asse Xo.

25.2.4 L’energia di deformazione

L’energia di deformazione L di un tronco di trave lungo I, soggetta a flessione
nel piano, pud agevolmente calcolarsi in base alla definizione:

1 1 M2t M?2]
L=2> dv = — 2. dv=—1 2dAdzs = —1L
2 /V‘733633 Y /VJ33 T 9B, /0 /{32 =581,
(25.47)

Un’utile espressione alternativa si ottiene anche in questo caso esprimendo
Penergia elastica in funzione degli spostamenti, utilizzando la (25.46):

1 1 ElL, /l Pug \ 2
L =2 dv = — 2. dv = ——= dz- 25.48
2/‘/033633 v 2E/‘/033 v B o dx§ T3 ( )

25.3 Flessione retta fuori dal piano

Analogamente al caso precedente puo trattarsi il caso in cui la tensione normale
o33 sia 'unica componente di tensione presente, e che sia distribuita con legge
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lineare lungo l'asse X;. E’ questa la terza sollecitazione semplice di De Saint—
Venant, per cui quindi:

0
0 (25.49)

»nn

I
coo
coo

033
CONn 033 — CX1q.
25.3.1 La deduzione degli spostamenti

Ripetendo i passaggi analitici gia illustrati per la sollecitazione semplice di
flessione nel piano si ottengono le deformazioni:

14
€11 = —Ecxl
v
€99 = ——=CI
B (25.50)
C
€33 = Eml

e12 =e13=e3 =0

che in termini di derivate di spostamenti si scrivono:

ouq v
— =——cx
8131 E !
Oug v
— =——cx
81‘2 E !
Oug c
B Ty
Ors B (25.51)
Ouy | duz _,
81‘2 8331 a
o .
Ouy | Ous _
Oxs  Ox1
0 0
Quz  dus _
81’3 6%’2
Le prime tre condizioni forniscono:
u *flcx2+¢ (z2,3)
Y 1 (T2, 73
Uy = —%Cl’ll‘z + o2 (21, 23) (25.52)
c
Uz = 173 + ¢3 (71, 72)
che utilizzate nella quarta condizione conducono a scrivere:
dp1  ve 0o dp1  ve ol ve o
81}2 E T2+ 6.2?1 8172 E 2 8x1 ¢1 2E$2 + 1/)1 (1‘2,3’}3)
(25.53)
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Ne segue che ora la prima componente di spostamento si scrivera:

u = c:cl + z2 + 11 (w2, 23) (25.54)

C2E 2F

Introducendo anche questa espressione nella quinta condizione si ha:

o | ¢ I3 Oy c 093
—_ = — == —— = —— e = s
ars BT amy Bry = B ga, = V1= gt (a2 e)
(25.55)
e quindi la terna di spostamenti diviene:
v ve
up = *ﬁcﬁ Top” a5 2E$3 + X1 (22, 23)
ug = —%cwlm + ¢2 (1, 3) (25.56)

Uz = %Iﬂg + @3 (71, 22)

E’ possibile ora verificare che il campo di spostamenti (x1, ¢2, ¢3) non causa
deformazioni, e quindi si potra assumere la terna di spostamenti:

cv .1‘2
w="5g (x“f‘”g)
14
Ug = —*EC.Z’L%Q (2557)

C
Uz = ST1T3

E

25.3.2 La deduzione delle caratteristiche

Applicando le definizioni di caratteristiche di sollecitazione esterna si ottiene, po-
nendo l'origine nel baricentro ed orientando gli assi secondo le direzioni centrali

di inerzia
F1(2) :/ 0'13dA =0
A

F2(2) = / O’diA =0
A

FéQ):/UggdA:C/wldAZO
A A

(25.58)
MgQ) = / 033X9 dA = C/ 1T dA=0
A A

MgZ) :/ (0'231‘1 — 0'13.T2) dA = 0
A

Mg) = 7/140'33331 dA = *C/AI’? dA = 70,[22
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25.3. FLESSIONE RETTA FUORI DAL PIANO

Figura 25.7: La flessione fuori del piano

dove l'integrale:

Iy = / 2 dA (25.59)
A

¢ il momento di inerzia della sezione retta rispetto all’asse verticale xs.
Analogamente, sulla faccia di sinistra si annullano tutte le c.s.e. a parte la
coppia risultante Mgl) :

FY =FY = gV = MY = M) = o; (25.60)

MY = - MP) = eIy, (25.61)

Quindi, le caratteristiche della sollecitazione esterna sulle due basi si ridu-
cono a due coppie uguali e contrarie:

(25.62)

e la sollecitazione si chiama sollecitazione semplice di flessione, o anche flessione
retta, relativa all’asse xo.
L’unica caratteristica di sollecitazione interna ¢ il momento flettente Moy:

M2 = —/ 03321 dA = —CIQQ (2563)
A
da cui: oL
c=-——2 (25.64)
gy
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(%)

Y

X2

Figura 25.8: Momenti flettenti positivi per la flessione fuori dal piano

ed infine:

M.
o33 = — (25.65)
I

Si e giunti quindi ad una formula analoga alla formula di Navier: essa as-
sicura che le tensioni si annullano sull’asse X5, sono costanti in corrispondenza
di ogni corda parallela all’asse X5, proporzionali alla distanza da questo. Per
My > 0 le tensioni sono positive, ossia di trazione, per x7; < 0, negative, ossia
di compressione, per z; > 0. In questo caso, quindi, il piano medio ¢ il piano
X9 — X3, mentre ’asse neutro coincide con 'asse Xs.

25.3.3 Analisi degli spostamenti

E’ possibile dimostrare che anche in questo caso le sezioni rette si trasformano
in piani, e quindi e preservata la planeita delle sezioni rette. Inoltre, I'asse della
trave si tramuta in una curva contenuta nel piano X; — X3, che quindi e in
questo caso il piano di flessione, mentre ’asse di flessione sara la traccia del
piano di flessione sulla sezione retta, e quindi sara 'asse X;. Cio giustifica il
nome corrente di flessione fuori del piano.

Infine, la relazione tra la caratteristica della sollecitazione interna Mase la
curvatura dell’asse della trave si scrivera in questo caso:

d2u1 Mg
A 25.66
XT "4 T Bln (25.66)

Il piano ortogonale all’asse momento della coppia applicata si chiama piano
di sollecitazione, ed in questo caso coincide con il piano X; — X3. La traccia del
piano di sollecitazione sulla sezione retta si chiama asse di sollecitazione, ed in
questo caso coincide con 'asse X;.
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25.4. L’'ORTOGONALITA ENERGETICA

25.3.4 L’energia di deformazione

L’energia di deformazione L di un tronco di trave lungo [, soggetta a flessione
fuori del piano puo agevolmente calcolarsi in base alla definizione:

1 1
L = — G O ¢ = — 2 A
2/V033€33 W=5E /‘,033 dv= 2E1222 / /xld dos = 2E122
(25.67)

ed ancora:

1 1 Ely ['(du\"
in/‘/033633d1}:ﬁ/ U§3d 222/0 <d$§1) d$3 (2568)

25.4 L’ortogonalita energetica

Si immagini ora che il tronco di trave sia soggetto contemporaneamente ad

una forza assiale FéQ) e a due coppie flettenti MgQ)e ./\/l;2). Per il principio di
sovrapposizione degli effetti, la tensione normale o33 sara fornita da:

N Ml My

033 = — -

AT 01 I

Ne segue che I'energia di deformazione sara fornita da:

1 1 1 N My My, \?
L=~ dv=— [ o33dv=— - d
2/‘/‘733633 v QE/VU?’?’ v ZE/V (A T, 122“) v

(25.70)
L’integrando non dipende dalla variabile x3, e quindi potra scriversi, indi-
cando con [ la lunghezza della trave:

! N M, My \?2
=— — g, - 2 dA =
QE/E (A * Illx2 I x1>

N2 M2 M2 (25.71)
2EA ' 2EI, ' 2EIy

I N M; I N M, I My M,y
ﬁZE/“dA EZE/WM ﬁﬂE/W‘M

1 (25.69)

Se gli assi X7 ed X5 sono coincidenti con gli assi centralli di inerzia, allora
gli ultimi tre integrali si annullano, e quindi:

N2 MA M2l

L =
2EA  2FILy  2Elx

(25.72)

L’energia di deformazione di un tronco di trave soggetto contemporanea-
mente a sforzo normale, flessione retta nel piano e flessione retta fuori del piano
¢ pari alla somma delle energie elastiche dovute alla presenza di solo sforzo nor-
male, di solo momento flettente nel piano, e di solo momento flettente fuori del
piano. In altri termini, le energie mutue di deformazione si annullano, e le tre
sollecitazioni sono ortogonali in senso energetico.
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Capitolo 26

Flessione deviata e sforzo
normale eccentrico

Con lo studio della flessione fuori del piano si € esaurito I’esame delle sollecita-
zioni semplici di De Saint Venant caratterizzate dalla presenza di sola tensione
normale o33. In questo Capitolo si vogliono esaminare le travi soggette a coppie
flettenti con asse non coincidente con gli assi centrali di inerzia della sezione, e
le travi soggette ad una forza assiale non applicata nel baricentro della sezio-
ne retta. In ambedue i casi lo studio potra condursi sovrapponendo i casi di
sollecitazione semplice gia esaminati

26.1 Flessione deviata

Si consideri una trave di De Saint—Venant, sollecitata sulla base di destra da
una coppia M il cui asse s non coincide con gli assi centrali di inerzia della
sezione, e per I’equilibrio, sulla base di sinistra da una coppia uguale e contraria
—M con lo stesso asse. In questo caso, quindi, a differenza di quanto accadeva
nel caso delle sollecitazioni semplici, il piano di sollecitazione non coincide con
alcun piano coordinato, come illustrato in Figura 26.1.

La coppia M puo scomporsi nelle due componenti secondo gli assi, My
ed My, da cui si puo dedurre che le caratteristiche della sollecitazione interna
agenti sulla trave saranno i due momenti flettenti M; ed Ms,. Inoltre, 'asse
di sollecitazione ¢ individuato dall’angolo che esso forma con l'asse X5, e sara,
come ovvio dalla Figura 26.2:

tan (sXy) = ——= (26.1)
Applicando il principio di sovrapposizione degli effetti, possiamo considerare
questa sollecitazione come la somma delle due flessioni rette appena studiate, e

quindi calcolare spostamenti, deformazioni e tensioni sommando gli spostamen-
ti, le deformazioni e le tensioni ottenute nello studio delle due flessioni rette. Ne
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26.1. FLESSIONE DEVIATA

X2

Figura 26.1: 1l regime di flessione deviata

segue che la terna di spostamenti si potra esprimere come:

Mv Myv <2 x3 2)
2P :

Uy = ———T1T2

ElL 2B \"1 T T2
Mv 9 x% 9 Msv
- 3 727 26.2
e 2E,[11 (iEQ + 14 e + EIQQ T2 ( )
My Moy
uz = ToX T1:
13 Fli 223 Ely 173

033 = 72 — 71 (26.3)

Come sempre, il luogo di tensioni nulle si chiama asse neutro, ed in questo
caso sara definito dall’equazione:

M,y M,
o33 =—x2— —x1 =0 (26.4)
I Iy
Per individuare I’asse neutro, € necessario individuare ’angolo che esso forma
con gli assi coordinati. A tal fine, si ricorda che una retta generica n passante
per lorigine ha equazione:

axy +bry =0 (26.5)

e forma con gli assi coordinati X; ed Xo gli angoli nX; = ¢ ed nXs = nX; +
/2 = ¢+ /2, le cui tangenti trigonometriche si leggono dalla Figura 26.3:

tan (nX;) = tan ¢ = ,%2 - % (26.6)
1
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CAPITOLO 26. FLESSIONE DEVIATA

Figura 26.2: La flessione deviata come somma di due flessioni rette

b
tan (nXs) = tan(¢ + 7/2) = —cot ¢ = -2 (26.7)
T2 a
. S . —M,
A partire dalla (26.4), si pud quindi giungere a scrivere, con a = 7
22
M,
b= —:
fu M I
t X,) =12 26.8
an (nXa) = 31 72 (26.3)

Si osservi anche, che dalla relazione precedente, e dalla (26.1), si trae la
relazione, dipendente solo dalle proprieta geometriche della sezione:

M I M. I
tan (nXs) tan (sXo) = (lej?) <—MT> = —ﬁ (26.9)

Il piano di flessione si puo ottenere immediatamente, scrivendo gli spostamenti
dei punti dell’asse, come:

My
= 26.10
RV (26.10)
M,
=— - 26.11
" ToEn, P (26.11)
us =0 (26.12)
sicche il piano di flessione ha equazione:
M.
1=z tu = 2E12 &
. (26.13)
§o =x2 tuz = *ﬂfg
2F 11
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A X
S

Y X2

Figura 26.3: Calcolo dell’angolo tra ’asse neutro e I'asse X3

La traccia di tale piano sul piano della sezione retta & detta asse di flessione.
Si ha il:

Teorema 16. Asse neutro ed asse di flessione sono tra loro ortogonali

Dimostrazione. Ed infatti, eliminando &3 dalle due relazioni precedenti si ottiene
subito I'equazione dell’asse:

My

Toe=0 (26.14)
22

My
Tlfl +

e quindi la relazione di ortogonalita tra la (26.13) e la (26.4) ¢ soddisfatta.
Basta, a dimostrare cio, ricordare che due rette di equazione:

ary +brs =0
r (26.15)
cx1+dre =0
sono tra loro ortogonali se:
ac
22— 26.16
Nel caso in esame si ha:
M, M, M,y M,
a=—— b=— c=— d=—= 26.17
]22 111 I11 122 ( )
e quindi:
ac ]\/[2 111 M1 ]22
2 N e — 26.18
bd Izo My Iy Mo ( )
]
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CAPITOLO 26. FLESSIONE DEVIATA

26.2 Sforzo normale eccentrico

Un altro caso notevole di sollecitazione composta ¢ costituita dalla sovrapposi-
zione dello sforzo normale e delle due flessioni rette, o, equivalentemente, dalla
sovrapposizione di uno sforzo assiale e da una flessione deviata.

Sulla base di destra, quindi, agiscono sollecitazioni le cui caratteristiche si
riducono ad una forza F§2) e due coppie flettenti M§2) e /\/lgz). Le coppie
possono comporsi in un’unica coppia M agente in un piano ortogonale a quello
della base (piano di sollecitazione), come riportato in Figura 26.4. A loro volta,

7

Figura 26.4: La composizione delle due coppie

la coppia M e la forza FPSQ) possono comporsi in un’unica forza F3(2) diretta
secondo 'asse X3, ed agente nel piano di sollecitazione ad una distanza:

M

e = ———
s

(26.19)

dall’asse X3. Il punto C' in cui questa forza incontra il piano della base si chiama
centro di sollecitazione: esso si trova sull’asse di sollecitazione s, a distanza e dal
baricentro G, e la distanza e si dice eccentricita della forza. (cfr. Figura 26.5).
Per D'equilibrio, sulla base di sinistra agiscono solo sollecitazioni con caratte-
ristiche pari ad Fél) = —F§2), /\/l(ll)z —M§2), e Mél)z —./\/lg), ed anch’esse
possono comporsi in un’unica forza eccentrica pari a —FéQ).

Le caratteristiche della sollecitazione interna in corrispondenza di ciascuna
sezione retta si riducono ad uno sforzo normale N e due momenti flettenti My
e Ms. Per il principio di sovrapposizione degli effetti si potra scrivere subito la

formula trinomia:
AR M (26.20)
73 =Y Iy 2 Iz o ’
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-
-¢

\J

X2

Figura 26.5: La composizione in un unico sforzo normale con eccentricita e

Si noti subito che I’asse neutro, fornito dall’equazione:

N M Mo
Tro —
Py

171,

21 =0 (26.21)

non € piu baricentrico.

26.3 1l profilato ad L

Si consideri una trave con sezione retta fornita dal profilato a L, con lati uguali, di
Figura 26.6, soggetta ad una coppia flettente con asse di sollecitazione verticale.
La base e 'altezza del profilato siano pari a 100 mm, lo spessore sia pari ad 8
mm, 'intensita della coppia sia pari a 8000 kgmm.

26.3.1 Il calcolo delle caratteristiche di inerzia

Si studia preventivamente il profilato al fine di:
— calcolare il baricentro della sezione
— calcolare la matrice dei momenti di inerzia baricentrali

— calcolare i momenti di inerzia centrali, insieme alle direzioni centrali di
inerzia
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AX2 100

-4

8
++

100

\ is );1
Figura 26.6: Il profilato ad L a lati uguali

Il calcolo del baricentro

Si divida la sezione nei due rettangoli di Figura 26.7, e si definiscano — per
speditezza di calcolo — quattro vettori:

— b = {8,92} contenente le basi dei rettangoli

— h = {100,8} contenente le altezze dei rettangoli

— dy, = {50,4} contenente le distanze dei baricentri dei rettangoli dall’asse
orizzontale X,

— d.,= {4,54} contenente le distanze dei baricentri dei rettangoli dall’asse
verticale Xo

Con queste definizioni, si possono calcolare immediatamente 'area della
sezione retta ed i due momenti statici rispetto agli assi x1 e za:

2
A= Z b;h; = 1536 mm?

=1
2
Sey =Y bihid,; = 42944 mm’ (26.22)
i=1
2
Sy = bihidy,i = 42944 mm®
=1

Ne segue che le coordinate del baricentro saranno fornite dalle formule:

S
TG1 = A2 = 27.9583 mm
(26.23)

95)

Tag = 21 = 27.9583 mm
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by by

-+

1 Q | Th X

L

Figura 26.7: T due rettangoli in cui ¢ scomposta la sezione, e gli assi di primo
riferimento

Il calcolo della matrice dei momenti di inerzia baricentrali

Si inizi a calcolare i momenti di inerzia rispetto agli assi di primo riferimento
X7 ed X5. A cio fare, si calcolano — rettangolo per rettangolo — i momenti
di inerzia rispetto ai propri assi baricentrali, aggiungendo poi il momento di
trasporto:

2 bh3 2
Ip=Y_ ot > bihid3 ;= 2.68 x 10° mm*
=1 =1
2 b3h 2
Ii=>)_ ot > bihids,; = 2.68 x 10° mm* (26.24)
i=1 i=1
2
112 = Z bzhzdmlzdacgz = 318976 mm4
=1

Infine, si usa il teorema di Huyghens per calcolare i richiesti momenti di inerzia
baricentrici:

I§h = Iy — Az, = 1.48173 x 105 mm*
16 =1y — Az, = 1.48173 x 10 mm* (26.25)

I% = Ly — Azgizgs = —881667 mm*
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CAPITOLO 26. FLESSIONE DEVIATA

Il calcolo dei momenti di inerzia centrali e delle rispettive direzioni

Assegnata la matrice dei momenti di inerzia baricentrali:

I= < fi ﬁ? > B ( 1'42323162;06 1.4%???1657106 ) (26.26)
I’equazione secolare si scrivera:
A — Tr(I)A + Det(I) =0 (26.27)
ossias:
A —2.96345 x 105X\ + 1.41817 x 10'% = 0 (26.28)
con radici:
A =1 =2.36339 x 10° (26.20)

Ao = I, = 600057

La matrice dei momenti di inerzia e allora divenuta:

(I 0\ _ [ 600057 0
I= ( 0 L ) - < 0 2.36339 x 10° ) (26-30)

Le rispettive direzioni centrali si ottengono risolvendo i due sistemi:

(Is2 — I) n11 + I1ano =0

(26.31)
Ipinayg + (I — I1) 2y =0
e:
Iss — I3) nya + I1ongs =0
(I22 — I2) n12 12722 (26.32)
Iinig + (I11 — I2) nop =0
Il primo si traduce numericamente in:
—881667n1; — 881667ng; =0
M 2 (26.33)
—881667n11 — 881667ns; =0
con soluzione normalizzata (%, —%) Il secondo sistema diviene invece:
881667112 — 881667122 = 0
- 2 (26.34)

—881667n12 + 881667n22 = 0
con soluzione normalizzata (%, %) Ne segue che la prima direzione principale
sara inclinata, rispetto ad ambedue gli assi, di un angolo pari a 45 gradi, mentre
laltra direzione, ad essa ortogonale, sara inclinata di 45 gradi rispetto ad X;
e di —45 gradi rispetto ad X5. Cio esaurisce lo studio geometrico della sezione
retta, portando al sistema di riferimento di Figura 26.8.
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A X2

27.9

Figura 26.8: Gli assi centrali di inerzia

26.3.2 1l diagramma delle tensioni

Scomponendo la coppia M lungo i due assi centrali di inerzia si avranno le due
coppie:

My = M cos (135") = —5656.85 kg mm (26.35)
My = M cos (45°) = 5656.85 kg mm (26.36)

e potranno studiarsi separatamente le due flessioni rette secondo gli assi centrali
le?2

Nel primo caso si ottiene il diagramma di Figura 26.9. Un punto signifi-
cativo in cui la tensione puo calcolarsi con relativa facilita ¢ il punto 6, col
suo simmetrico 2. Ed infatti le coordinate di 6 nel riferimento originario era-
no (0,100), sicche nel riferimento traslato nel baricentro si hanno le coordinate
(—zg1,100 — zg2) = (-27.9583, 72.0417), e nel riferimento ruotato di 45 gradi
si avranno le coordinate:

™ .
COS — s —

&1\ 4 4 —-27.9583 \ _ [ 31.1717 (26.37)
&0 ) o T 72.0417 —\ 70.7107 '
—sin— cos —
4 4
La formula di Navier:
— Ml
033 = ng (2638)
1
fornisce allora nel punto 6 la tensione normale:
(6) —5656.85 o
= ———————70.7107 = —0.169248 kg m 26.39
785 = 236339 x 100 g (26.39)
Nel punto simmetrico 2 si avra ovviamente a:g? = 0.169248 kg mm~2.

Nel punto 5 si avra la tensione -0.15571, ottenibile sfruttando la linearita del
diagramma.
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___________ 0.169Kg mm~2
27.9 4 G 3 7
ad X1
1 2
27.9
+2

Figura 26.9: 1l diagramma delle tensioni dovute alla coppia M;

Nel secondo caso si ha il diagramma della Figura 26.10. Servono ora le coor-
dinate del punto 5, e del punto 1. Con lo stesso procedimento illustrato in prece-
denza si hanno le coordinate baricentriche del punto 1 come (0 — 2¢1,0 — xg2)=
(-27.9583, -27.9583), e quindi le coordinate, nel sistema di riferimento centrale:

s . T
COS — s —

§in\ _ 4 4 —-27.9583 \ [ —39.539
( € ) = - —27.9583 ) ~ 0 (26.40)
4

—sin— cos
4

mentre le coordinate baricentriche di 5 sono fornite da (8 — zg1, 100 — zg2) =
(—19.9583,72.0417) e quindi nel sistema di riferimento centrale:

cosE sinz
&1 ) _ 4 4 —~19.9583 \ [ 36.8285 (26.41)
&2 ) . w 72.0417 ) — \ 65.0538 :
781111 COSZ

Seguono le tensioni fornite dalla formula di Navier:

M.
o =16 (26.42)
2
e quindi:
5656.85
5= — 8285 = —0.347189 k —2 26.4
03, 00057 36.8285 0.347189 kg mm (26.43)
e:
5656.85
1 -2
=_ —39.539) = 0.372742 k 26.44
033 600057 ( ) gmm ( )

Lezioni di Scienza delle Costruzioni 247



26.3. IL PROFILATO AD L

-0.347Kg mm~2

0.373Kg mm~2
Figura 26.10: Il diagramma delle tensioni dovute alla coppia M,

L’equazione dell’asse neutro

Si ha, secondo la formula binomia:

M M.
O33 = =&y — —2& =0 (26.45)
L I
e quindi:
—5656.85 5656.85
&y — =0 26.46
236330 x 10°°2 600057 " (26.46)
ossia: .
2.36339 x 10
& = —W& = —3.93861¢&; (26.47)
e quindi ’asse neutro forma con ’asse 2 ’angolo pari a:
600057
tan (nXs) = & =—————— = —(0.253897 (26.48)

£ 2.36339 x 106
Infine sard ¢ = nX, = arctan(—0.253897) = —0.248643, pari a —14.246
gradi.
Il diagramma finale delle tensioni

Disegnato I’asse neutro, si nota che i valori estremi delle tensioni si raggiungono
nel punto 1 e nel punto 5. Per sovrapposizione degli effetti si avra allora:

055 = —0.15571 — 0.347189 = —0.5029 kg mm > (26.49)
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-0.503Kg mm~2

Figura 26.11: Il diagramma finale delle tensioni

035 = 0+ 0.372742 = 0.372742 kg mm >

come riportato in Figura 26.11.
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Capitolo 27

Torsione

Si studia in questa lezione il caso di sollecitazione caratterizzato dall’assenza
di tensioni normali, e quindi dalla presenza delle sole tensioni tangenziali o135 e

023"

0 0 013
S = 0 0 0923 (27.1)
o3 o023 0
I primi studi sulla torsione rimontano a Coulomb, che a seguito dei suoi studi
su elettricita e magnetismo ebbe la necessita di inventare uno strumento in
grado di misurare piccole forze elettriche o magnetiche. A tal fine, invento una
precisissima bilancia torsionale, e contemporaneamente sviluppo una teoria sulle
“forze torsionali”, illustrata in Recherches théoriques et experimentales sur la
force de torsion et sur l’élasticité des fils de métal, Mem. acad. sci. (1784).

In questa memoria, Coulomb determina la rigidezza torsionale di un filo
metallico studiando le oscillazioni torsionali di un cilindro metallico appeso al
filo, come illustrato in Figura 27.1, ipotizzando che la coppia torcente reattiva
sia linearmente proporzionale all’angolo di torsione #. Piu in particolare, la
coppia torcente M, sara fornita dalla relazione:

d4

M, = p-6 (27.2)

dove [ ¢ la lunghezza del filo, d ¢ il suo diametro, e p ¢ una costante numerica
caratteristica del materiale!. Alcuni anni dopo, nel 1820, A. Duleau presento,

1Usando fili estremamente sottili, ed anche sufficientemente lunghi, la legge di Coulomb
permette di misurare forze estremamente deboli. In particolare, Coulomb la utilizzo per mi-
surare forze elettromagnetiche di repulsione, anche se recentemente si ¢ messa in dubbio la
correttezza dei suoi esperimenti. Una descrizione dettagliata della bilancia torsionale, insieme
ad una replica moderna degli esperimenti di Coulomb puo leggersi in A.A. Martinez, Replica-
tion of Coulomb’s Torsion Balance Ezperiment, Arch. Hist.Exact Sci., 60 (2006), 517-563,
da cui invece si evince che il lavoro originale di Coulomb costituisce una descrizione accurata
dei componenti dell’esperimento, delle procedure sperimentali e dei risultati.
Sia il lavoro originale di Coulomb, sia il lavoro di Martinez possono leggersi sul sito
http:\ \www.scienzadellecostruzioni.co.uk.
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in Essai théorique et expérimental sur la résistance du fer forgé, Paris, alcune
sperimentazioni sul comportamento a torsione di travi prismatiche di acciaio.
Assumendo, come Coulomb, che l'ipotesi di planeita della sezione retta potesse
estendersi anche a questo tipo di sollecitazione, egli confermo la teoria di Cou-
lomb sia per le travi a sezione circolare sia per quelle a sezione circolare cava.
Viceversa, utilizzando travi a sezione rettangolare, egli mostro che le ipotesi
di base non reggono pit. Ad esempio, le tensioni non sono piu proporzionali
alla distanza dall’asse della trave. Dopo un tentativo di Cauchy di modificare
I'ipotesi di Coulomb per tener conto dell’ingobbimento delle sezioni rette (Sur
la torsion et le vibrations tournantes d’une wverge rectangulaire, Exercices de
Mathématiques, 4, pagg. 47-64, 1829), la soluzione completa fu offerta da De
Saint—Venant nella famosa memoria del 1853, Mémoire sur la torsion des pri-
smes, il cui frontespizio e riprodotto in Figura 27.2. Utilizzando il suo metodo
semi—inverso, De Saint-Venant deduce la forma degli spostamenti e pone corret-
tamente il problema per il calcolo della funzione di torsione. Inoltre, il suddetto
problema viene risolto per varie forme di sezione retta, ellittica, rettangolare,
triangolare, etc. ..

Figura 27.1: La bilancia torsionale di Coulomb

Nel presente Capitolo si parte dalla distribuzione di tensioni caratteristica
della torsione, ossia da una matrice di tensioni puramente tangenziale. Uti-
lizzando le equazioni indefinite dell’equilibrio, le leggi di Hooke, e le relazioni
spostamenti-deformazioni si giunge a definire la terna di spostamenti. Tale ter-
na, a differenza di quanto ottenuto per le precedenti sollecitazioni normali, varia
al variare della forma della sezione retta, e la sua completa determinazione passa
attraverso la soluzione di un classico problema di Dini-Neumann.

A partire dallo stato tensionale vengono poi dedotte le caratteristiche della
sollecitazione, riconoscendo quindi a posteriori che si e in presenza di una sol-
lecitazione semplice di torsione. Cio fatto, 'analisi degli spostamenti conclude
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CAPITOLO 27. TORSIONE

I’esposizione generale della teoria della torsione: si deducono gli spostamenti
da ingobbimento della generica sezione retta, e si puntualizza che, nelle usuali
ipotesi di piccoli spostamenti, la generica fibra non si tramuta in un’elica cilin-
drica, ma in un’altra retta. Infine, ¢ interessante caratterizzare il vettore delle
tensioni tangenziali da torsione attraverso la deduzione della sua divergenza e
del suo rotore, dedurre una espressione concisa dell’energia di deformazione, e
disegnare i cerchi di Mohr principali.

DE LA

TORSION DES PRISMES ||

P e )

SUR LEUR FLEXION

e

ET DES FORMULES PRATIQUES
A L CALCT, I LAER MY

A FIVRRS RYPORTS STAEMANT SMtCTANRMENT
PAN M, DE SAINT-YENANT,

PARIS.
IMPRIMERIE IMPERTALE.

;% wbcee Ly “\%;

Figura 27.2: 11 frontespizio della memoria di De Saint-Venant sulla torsione

27.1 La deduzione degli spostamenti
Dalle prime due equazioni indefinite dell’equilibrio puo trarsi:
(90'13

(9.1‘3
O0oas

(27.3)

61'3
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27.1. LA DEDUZIONE DEGLI SPOSTAMENTI

da cui si deduce subito, come del resto gia tratto in ambito generale, che le
tensioni tangenziali non dipendono dall’ascissa x3:

013 =013 (3017582)

(27.4)
023 = 023 (71, 22)
Le leggi di Hooke permettono di ricavare le deformazioni:
0 0 €13
E = 0 0 €23 (275)
e13 ez 0
con:
€13 = 213
- 2G
gy = 22 (27.6)
2= 50
Poiche le deformazioni normali sono nulle, dovra essere anche:
0 0 0
ot (27.7)

8;101 o 6352 o 81’3
e quindi u; non dipende dalla variabile x1, la componente us non dipende dalla
variabile x5, e la componente us non dipende dalla variabile x3:
uy = ug (72, 73)
U2 = Uy (Il, 1’3) (278)
uz = uz (v1,72)

Poiche anche la deformazione tagliante ejs € nulla, ne segue:

ouq (.%'2,.%'3) . 78U2 (x17x3)
brazy) __Bualen (27.9)

11 secondo membro di questa uguaglianza non dipende da x5, quindi u; sara
una funzione lineare in z5. D’altro canto, il primo membro della (27.9) non
dipende da x1, e quindi uy dipende linearmente da z1. Inoltre, alla luce della
(27.9) si dovra scrivere:

u; = —a(z3) r2 + B (x3)

27.10
uz = a(w3) 21 + 7 (23) ( )
con «(x3), B (x3) e v (x3) funzioni di 23 ancora da determinare.
A tal fine, dalla definizione di e;3 ed es3 si trae poi:

8u1 (9’[1,3
day 7 oy

27.11

8u2 9 8u3 ( 7 )
T2 9, — 2B
8x3 # 8952
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CAPITOLO 27. TORSIONE

Poiche sia eq3 che es3 non dipendono da x3, si nota che i secondi membri non
dipendono da x3, e quindi « (z3), 8 (x3) e v (x3) devono essere al piu funzioni
lineari di x3, per cui dovra essere:

a(x3) = ap + a1xs
B (zs) = Po + Przs (27.12)
v (x3) = Y0 + 1123

ed ancora:
U] = —Q1Tox3 + — qox2 + P11
1 12223 + Bo 02 + 173 (27.13)
Uy = 12173 + Yo + QT + Y123
Posto infine:
uz = Otl\I/ (3)1,%2) — ﬁlxl — Y12 (2714)

¢ facile rendersi conto che il campo di spostamenti:

Bo — apxa + P13
o=\ 7 +aor1 +7173 (27.15)
—Bix1 — 12

non provoca deformazioni, e quindi, se il solido ¢ propriamente vincolato, deve
essere nullo. In definitiva, sara:

U1 = —CTx2X3
Uy = CT1T3 (27.16)

uz = eV (z1, 22)

lasciando per ora incognita la funzione W.

27.2 La deduzione della funzione W

Per come sono stati dedotti gli spostamenti, risulta chiaro che le prime due
equazioni di Cauchy—Navier sono soddisfatte:

82U1 62U3 o
0x? = Ox,0xs
s e (27.17)
0 (15 0 us -
Or3  Oxe0drs
La terza, invece, conduce ad una equazione in W:
0°v 9%V
— t = = U =0 27.18
Ox? N ox3 Va ( )

valida sulla sezione retta X, che impone alla funzione ¥ di essere armonica. Sul
contorno I', poi, occorrera imporre la condizione ai limiti:

o13n1 + oa3ng =0 (27.19)
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27.2. LA DEDUZIONE DELLA FUNZIONE ¥

Utilizzando le (27.6) si ha:

013 = 2G€13 = G <8.7,3 -+ 8.’1,1> = GC ( €T9 + 8.%'1>

(27.20)
Ous  Ous ov
=2Gexn3=G|—+——| =G
723 23 ((%5 + 812) ¢ (wl + (91'2)
e quindi la (27.19) diviene:
ov ov
o anche: P 51
Txlnl + 871‘2712 = —x1n9 + x2n1 (27.22)

E’ immediato realizzare (Figura 27.3) che i coseni direttori della normale
uscente al contorno possono scriversi come:

X1
- 0

\J

X2

Figura 27.3: I calcolo dei coseni direttori

d d
ny = cos (dn,dz,) = cosa = % = %
" : (27.23)
(d d ) dIQ dxl
ng = cos (dn, drs) = cosy = —— = ———
? e 7T i ds

sicche il primo membro della relazione precedente diviene la derivata direzionale
secondo la normale n uscente dal contorno:

ov ov oV dry OV dzy OV

95 V90,2 " der dn T Oms dn — on (27.24)
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CAPITOLO 27. TORSIONE

e la condizione al contorno (27.22) diviene:

ov dl’g dl‘l d.Z‘l CL’L‘Q 1d 2 2
_ = — P—— —_— = _ _— = = — 2 .2
on i dn t a2 dn e ds + 2 ds 2ds (xl +x2) (27.25)

L’equazione (27.18) ¢ la ben nota equazione di Laplace, ed una funzione
che la soddisfa si dice funzione armonica. 1l problema della determinazione di
una funzione che soddisfa 1’equazione di Laplace in un dominio piano, con le
condizioni al contorno del tipo (27.25) va sotto il nome di problema di Dini-
Neumann, e ben noti teoremi matematici garantiscono ’esistenza della funzione.

Ed infatti, puo dimostrarsi che il problema di Dini—-Neumann ha soluzione
se I'integrale della derivata normale esteso a tutto il contorno I' si annulla:

dw
—ds = 27.2
ﬁdn s=0 (27.26)

e questo, nel caso in esame, ¢ certamente vero, come puo provarsi utilizzando la
(27.25):

dw _ dl‘l d.TQ _ _
ﬁﬁds = f} <x1 I + 29 I ) ds = 7{ (r1dzy + z2dxe) =0 (27.27)

essendo x1dry + xodry un differenziale esatto, e quindi annullandosi il suo
integrale esteso a qualunque curva chiusa.

27.3 La deduzione delle caratteristiche

Le definizioni di caratteristiche della sollecitazione esterna sulla base di destra
portano a scrivere:

FP = MP = mMP =0 (27.28)
ed analogamente, sulla sezione di sinistra:
Y = M = mY =0 (27.29)

Poi, utilizzando le relazioni tra le caratteristiche della sollecitazione esterna,
che qui si riscrivono per comodita:

MP =MV + B L
MP = M — (27.30)
Mgz) _ 7/\/1%1)

si ricava subito:
FP =F? =0 (27.31)

L’annullarsi della forza risultante di taglio puo anche dimostrarsi diretta-
mente, utilizzando la formula di Green—Riemann (illustrata e dimostrata in
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27.3. LA DEDUZIONE DELLE CARATTERISTICHE

Appendice). Si parta dalla definizione, utilizzando poi le (27.20):

T1:/013dA=GC/ <—.Z'2+8\Il> dA =
» 5 0xy
0 ov 0 ov
Ge Uz {axl [”1 (‘””2 " axlﬂ " o [”“ (3932 *”“)H dA]

ed utilizzando la formula di Green—Riemann si trasformi I'integrale d’area in un
integrale di linea:

e e[ [o (o 2] aea [ (2% )] 0] ens

Infine, utilizzando la (27.21), in connessione con le (27.23), si giunge all’as-
serto.

Quindi, I'unica caratteristica della sollecitazione esterna agente sulle basi
resta la coppia M§2) sulla faccia di destra e la coppia Mgl) sulla faccia di
sinistra. Si e in presenza della sollecitazione semplice di torsione, e I'unica
caratteristica della sollecitazione interna presente € il momento torcente:

(27.32)

My = / (0231 — 01322) dA =
b

GC/ 87\114—131 CUldA—/ 87\11_%,2 I'QdA _
b)) (9.%2 5 8.7}1
i oV o (27.34)
Ge / — 21— —a9 | dA+ 1] + Ion| =
L/x; \ Oz2 ory
[ [ (0¥ o
Ge /2 ((%2:51 (%1:52) dA + p} Gell, ()]
L’integrale:
ov ov
D) = /E <3w1x2 N 3:521;1> d4 (27.35)

dipende solo da W, ossia dalla forma della sezione retta, ed € noto come integrale
di Dirichlet, mentre I, ¢ il momento di inerzia polare.

Si puo dimostrare che l'integrale di Dirichlet (27.35) € una quantita non
negativa. Ed infatti, partendo dalle ovvie uguaglianze:

ov 0
ows ~ oay Y
il (27.36)

.%'2871‘1 = Tml (\I].%'Q)

si ha, applicando il teorema della divergenza:

ov ov 0 0
D(¥) = /E <8$1I2 - a@»ﬁ) dA = /E <8961 (Pxq) — 92 (\I/m)) dA =

/ U (xony — z1n2) ds
r
(27.37)
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CAPITOLO 27. TORSIONE

e per la (27.22):

ov ov ov
DW)= [ V—ds= v— v— 27.
( ) - on ds /I: < 8$1 ni + 8952 ng) ds ( 7 38)

e riapplicando il teorema della divergenza:
0 ov 0 ov
D) = — [ — — (v — dA
( ) /2<61‘1 < 8$1>+8I2 < 8.272))
=/ QN2 (0% 24UV dA
» 6I1 61‘2

ed infine, per la (27.18):
v (v’
8.231 81‘2

D(¥) :/E

Nelle applicazioni, si introduce un fattore di torsione ¢, in modo da poter
scrivere:

(27.39)

dA >0 (27.40)

M, = Glo, (27.41)
q
e quindi:
Ip
S 97.42
1=, - D) = (2742)

Le tensioni, quindi, non saranno funzione del modulo di elasticita tangen-
ziale, e si potranno scrivere come:

M; ov
013 =q—— | —T2+ 7

1, 0y
27.43
M, ( n 8@) ( )
023 =q— (@1 + 7—
23 = (¢ I, 1 05
27.4 Analisi degli spostamenti
Utilizzando la (27.41) si pud scrivere la terna di spostamenti come:
Uy = —q T
1 cl, 23
M 27.44
Uy =~ T1T .
2 qGIp 123 ( )
M,
=q—V
us qGIp (z1,22)
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27.4. ANALISI DEGLI SPOSTAMENTI

27.4.1 La sezione retta

Si consideri la sezione di equazione:
x3 =k (27.45)

Essa, a seguito della deformazione si porta nella superficie di equazione:

M, M;
0 =— - = 7\:[/ ~ 7‘1’ 2 .4
§3 = x3 + uz ]H_qGIp (w1, 72) k+qGIp (1,&2) (27.46)

dove:

M,

Sl=a1+u =24 —Q7t ko
GI,

(27.47)

M,
§o =20 +up = 12 +qupkx1
Ne segue che, in generale, le sezione rette non si conservano piane, e poiche gli
spostamenti uz (cosiddetti da ingobbimento) sono indipendenti da x3, la forma
della sezione a deformazione avvenuta sara la stessa per tutte le sezioni rette.
Dalle (27.47) si deduce che gli spostamenti secondo z7 ed x5 della sezione
retta a distanza k dall’origine sono riconducibili alla rotazione rigida 6(k) di

M
centro O ed ampiezza qG—Itk. Ed infatti, dalle (27.47) si trae:
P

h_ (27.48)
Uz Ty

e quindi, per la similitudine dei triangoli OCP e PAB si deduce che lo sposta-
mento s del generico punto P ¢ ortogonale ad OP.

X1 c
- : (%)
1
:
1
1
:
Xzi
1
i
1
i
P (E e D
i X1
le:
A'—L—l-- B
1 Y X

Figura 27.4: Lo spostamento dei punti nel piano della sezione retta
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CAPITOLO 27. TORSIONE

In particolare, due sezioni a distanza unitaria ruotano tra loro dell’angolo:

M,
0= 27.49
‘ar, (27.49)

detto angolo specifico di torsione. Il rapporto M;/ 6" prende nome di rigidita
torsionale della sezione Cy, ed ¢ pari a:

M, _ Gl

Cr=— = 27.50
== (27.50)
27.4.2 Le fibre
Si consideri la generica retta parallela all’asse x5, di equazione:
1 —T1.=0
P (27.51)
Tg — T =0
i cui punti subiranno gli spostamenti :
M,
U] = —(—=—T2.T
1 qGIp 2¢L3
. (27.52)
Uy = §——T1cT .
2 qGIp 1cT3

M,
ug = quIt‘If (@16, T2c)
p

A deformazione avvenuta, i punti di tale retta soddisfano le condizioni:

M,
§1=m1 +up =210 — qGillmZCx?’ =T — q?é12c (&3 — ug)
M, M,
§o =2+ uz = Toc + qGillftlcws = o+ qGi];ldc (&3 — us) (27.53)
M,
= = —— ¥ cyL2c
§3 = w3 +us $3+qup (Z1c, T2c)

Tenendo conto della terza delle (27.52), la fibra (27.51) si sara trasformata
nella retta di equazione:

M, M,
51 = Tic *qithC 53 +q7tqj(xlcyw2c)
GI, GI,
(27.54)
f—x—f—%x 54‘%\1/(%' Toc)
2 — 42¢ qGIp lc 3 qGIp les L2c

Cio e valido in ipotesi di piccoli spostamenti, mentre in caso contrario & pos-
sibile dimostrare che le fibre si trasformano in eliche cilindriche, come illustrato
in Figura 27.5
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27.5. LO STUDIO DEL VETTORE DI TENSIONE TANGENZIALE

Figura 27.5: La sollecitazione di torsione, adattato da G. Fichera Problemi
analitici nuovi nella Fisica Matematica classica

Dalle (27.20) si trae poi immediatamente che possono esistere delle fibre cui
corrisponde stato tensionale nullo, dette assi di torsione. La loro equazione sara
data da:

- ov
1= 5
61‘2
o (27.55)
2T 8951

ed in base alle forma della sezione e della funzione di torsione potranno esserci
travi senza assi di torsione, o travi con piu assi di torsione.

27.5 Lo studio del vettore di tensione tangen-
ziale

Si consideri il vettore bidimensionale 7,, delle tensioni tangenziali, con compo-

nenti (013, 023), € si voglia calcolare il suo rotore e la sua divergenza. Si ha, in
genere:

ik
0 0 0 Ooaz 0013
t7, = det _— ——  — = — k 27.
TOuT ¢ Ox1 Oxy Oxs ( 0xy 0w ) (27.56)
013 023 0
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Inoltre, utilizzando 'espressione (27.43) delle tensioni tangenziali, in con-
nessione con la (27.49), si ha che I'unica componente del vettore rotore di 7,, &
costante, e pari a:

(rot7,)s = 2G6’ (27.57)

La divergenza del vettore 7,, delle tensioni tangenziali si calcola come:

divr, = g (R
T Oxy + Oxs 1 I, \ 0z? + Oz

P . 2 2
80'13 (90'23 Mt (8 1\ M’) -0 (27.58)

e quindi il campo vettoriale delle tensioni tangenziali di tensione ¢ solenoida-
le. Sinoti che la (27.58) ¢ la terza equazione indefinita dell’equilibrio elastico,
specializzata al caso in studio, e quindi essa € una condizione di equilibrio. La
(27.57), viceversa, ¢ una condizione di congruenza, che discende direttamente
dalla specializzazione delle condizioni di compatibilita interne. Ed infatti, nel
caso in esame si ha e;; = egs = e33 = e1o = 0, sicche le uniche due condizioni
di compatibilita non identicamente nulle forniscono:

19} 8613 8623
_ = 27.
0 6623 8613 o
o <8:61 _ a@) —0 (27.60)

e poiche ey3 ed ea3 non dipendono dalla variabile 3 si ha anche, ovviamente:

0 6613 8623
_ = 27.61
61‘3 <6x2 &Tl > 0 ( 76 )
e quindi, in definitiva:
Oeas Oe1s
—_— — = cost 27.62
833'1 3%’2 €08 ( )

che non ¢ altro che la (27.57).

27.6 L’energia di deformazione

Il potenziale elastico connesso alla sollecitazione di torsione & fornito da:

=3G

(013 + 033) (27.63)

e quindi 'energia di deformazione é:

M2l ow\? ow\?
_ _ 2 t _
L_/Vqsdv_q 2013/2« I2+83:1> +(x1+ax2> ) dA  (27.64)
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27.7. LE TENSIONI PRINCIPALI ED IL CERCHIO DI MOHR

Sviluppando i quadrati si ha:
M2l ouN\?  ow\?
=gt ?+23) dA / e o dA—
a QGII? L (Il + x2) + 81‘1 * 8332

ov ov

Il primo integrale ¢ ancora una volta il momento polare I, rispetto al punto
0, il secondo integrale & pari, per la (27.40), all'integrale di Dirichlet, il terzo
integrale e ancora pari allintegrale di Dirichlet. Ne segue, in definita:

(27.65)

M2

M2
— 2 t — =
= 1, = D(W)] = g3 T (27.66)

q
2612

Identico risultato si ottiene attraverso I’applicazione del teorema di Clapeyron,
uguagliando I'energia di deformazione al lavoro compiuto dalle caratteristiche
di sollecitazione esterna. In questo caso, le coppie torcenti compiono lavoro per
effetto della rotazione torsionale tra le due basi Xg e X:

1
L= 51\4322)9(1) (27.67)
ed utilizzando la (27.49) si ha:
Lo L M (27.68)
— 2%, '

27.7 Le tensioni principali ed il Cerchio di Mohr

E’ immediato calcolare le tensioni principali corrispondenti allo stato tensionale
(27.1). Per esso infatti si ha ’equazione secolare:

—0%+ 0 (0f34+035) =0 (27.69)

e quindi, ricordando che si & posto 72 = o%; + 035, le tre tensioni principali
sono o1 = —7y,, 03 = 0, 03 = 7,. Le due direzioni principali corrispondenti alle
due tensioni estreme sono inclinate di 7/4 rispetto all’asse, come illustrato dal
cerchio principale di Mohr, riportato in Figura 27.6.

27.8 Appendice

La formula di Green—Riemann

Si consideri una curva chiusa I', delimitante un’area X, come illustrato in Figura
27.7. La formula di Green—Riemann permette di trasformare un integrale di
linea esteso a I' in un integrale di area esteso a . La sua utilita in Scienza delle
Costruzioni e quindi evidente.
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O03=Tp
tn?D¢fn o01=-Tn
Tn
On
’ Y >
I" \\
’ ~
" +
T T
o1 o3

Figura 27.6: Il cerchio di Mohr per stati tensionali da torsione

Date due funzioni P (21 ,x2) e @ (x1 ,x2), essa si scrive:

%P(l‘l,ﬂjg) dey + Q (x1, x2) dag = /
r

Z o

Si ha infatti:

/;—gi d$1 dCEQ =

L2
b w2=fa(21) gp b
[ an [ G 4z = [ [P @1, fi(22)) = P o1, 2 (w2))] do
a za=f1(z1) YL2 a
(27.71)

ossia, cfr. Figura 27.7:

/—aid$1d$2:
s Ory

/ P (21,22) dan —/ P (x1,29) dzy = 7{ P (z1,22) dzy
ADB ACB r

Analogamente si ha:

/ @ d:El dIQ =
» 3x1

(27.72)

d x1=g2(x2) d
[aef o Grdn = Q625 - Qo (e2) )] dos
(27.73)
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X1 a b
- ! °
I x2=f1(x1) !
1 C 1
A S $ommmmmee] c
1 1
1 1
1 1
i i
) 1
A B
x1=12 (X2)
_____________________ d
D
"XZ

Figura 27.7: La formula di Green—Riemann

ed ancora:
/ ng dxl dxg =
» O (27.74)
Q (z1,2) day — Q (z1,22) dag = ?{ Q (z1,2) day
r

DBC DAC

266 Lezioni di Scienza delle Costruzioni



Capitolo 28

Torsione nelle sezioni
circolari ed ellittiche

In questo Capitolo si applicano i risultati del Capitolo precedente allo studio di
alcune sezione di forma geometrica semplice, a partire dalla sezione circolare.
Per essa, come accennato nell’introduzione della lezione precedente, la teoria di
Coulomb fornisce risultati corretti, poiche gli ingobbimenti sono nulli.

Si studia poi la sezione ellittica, la cui importanza deriva sia da motivi
storici che dalla possibilita di ottenere semplici formule approssimate e valide
per qualsiasi sezione.

28.1 La torsione nelle travi a sezione circolare

Si consideri una trave di lunghezza [, a sezione circolare di raggio R, e si ipotizzi
di voler particolarizzare ad essa i risultati della lezione precedente. L’origine
del sistema di riferimento, che finora e rimasto arbitrario, potra essere con-
venientemente spostato nel baricentro della sezione retta, siccheé una semplice
similitudine geometrica permette di scrivere (cfr. Figura 28.1):

d$1 X1
_— = — 28.1
d$2 X9 ( )

e di conseguenza la derivata normale della funzione di torsione dovra essere
pari a:
ov _ ov dl’l ov dl‘g d.%’z dl‘l

e e T = —p -2 — = 28.2
on  Oxy dn  Oxo dn o dn T dn 0 (28.2)

La funzione di torsione potra quindi essere assunta pari ad una qualsiasi
costante, e conseguentemente la sezione retta si manterra piana, 'integrale di
Dirichlet si annulla, e quindi il fattore di torsione sara pari ad uno. Le tensioni
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Figura 28.1: La sezione circolare

saranno fornite da:

M,
013 = —TI2
P
M, (28.3)
023 = —1T
23 I, 1

ed il vettore T,, delle tensioni tangenziali avra intensita pari a:

M, M, 2M;
Tpn =)0 + 02 = — /(23 +23) = —r = T 28.4
ERE IS (a1 + 23 1, R (28.4)

Quindi la tensione tangenziale assume valore costante su ciascuna circonfe-
renza concentrica al contorno, assumendo il suo valore massimo sul contorno
esterno, dove si ha:

M, 2M,
Tmax = IR = TR3 (285)
Si consideri il generico punto P, di coordinate (1, 23), e si calcoli il prodotto
scalare tra il vettore 7, = (013, 023) ed il vettore OP = (1, x2):
Tn * O? — 01371 + 09239 — 0 (286)

Ne segue che il vettore T,, dello stato tensionale ¢ ortogonale al vettore O?,
come illustrato in Figura 28.2.
Infine, 'angolo specifico di torsione puo scriversi:
;M 2M,

=L, T GrR (287)
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——————

\j Xy

Figura 28.2: Lo stato tensionale su una sezione circolare soggetta a torsione

28.1.1 La sezione a corona circolare

Si consideri ora una sezione circolare cava, con raggio esterno R, e raggio interno
R;, illustrata in Figura 28.3. Per ambedue i contorni vale ancora la condizione
(28.2), e quindi anche in questo caso puod scegliersi una funzione ¥ costante.
Ne segue che il fattore di torsione resta unitario, e che resta valida l'ipotesi di
planeita delle sezioni rette. Le tensioni sono fornite dalle (28.3), ed il vettore
T, avra intensita:

M, M, 2M,
_ /.2 2 _ [(2 1 22Y — _
Tn =1/ 03 + 055 = I (2% +23) = Ipr— W(R‘C}—Rf)r (28.8)

raggiungendo il suo valore massimo sul contorno esterno, dove vale:

2M R,

max — 28.9
T ) 259
Infine, I'angolo specifico di torsione vale:
M, 2M,
0 =" ! (28.10)

GI, Gn(R:—RD)

28.2 La sezione ellittica

Nello spirito del metodo semi—inverso si ipotizzi ora che la funzione di torsione
U sia fornita dalla funzione, sicuramente armonica:

U (z1,29) = K129 (28.11)
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X2

Figura 28.3: La sezione a corona circolare ed il suo stato tensionale

dove K ¢ una costante da determinare. Con questa assunzione, le tensioni
saranno fornite da:

M, ov M,
013 =q— <$2 + x> = q— (Kuy — z3)

I 0 1
P ! P (28.12)
B M, n ov B M, (K " )
023 = ( Ip Z1 Do =4q Ip Ty T T1

e la condizione al contorno sul mantello laterale I':

g13N1 + 093N = 0 (2813)
d d
potra essere scritta, utilizzando anche le ny = a2 ed ng = —ﬂ:
ds ds
d.’L’Q dl’l
Kxo — — — (K — = 28.14
( i) Ig) ds ( T +l‘1) dS O ( 8 )
ossia: p K 4
X1 1— X9
— 4+ ——x2—— =10 28.15
s P1E K™ ds (28.15)
ed ancora:
d 5 1-K ,
il = 28.1
o <x1+1+Kx2> 0 (28.16)
ed integrando, infine:
- K
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E’ questa un’equazione che deve valere in ciascun punto del contorno, e come
¢ immediato vedere, essa e I’equazione di una ellisse.

Ed infatti, un’ellisse di semiassi a e b avra equazione, in un riferimento con
origine nel baricentro ed assi coordinati orientati secondo i semiassi:

2 2
% + % —1 (28.18)

e dal paragone tra la (28.17) e la (28.18) puo’ ricavarsi la costante K:

b? — a?
= 28.19
a? + b2 ( )
Si puo allora concludere che la funzione di torsione per una trave a sezione
ellittica, di semiassi a e b, e fornita da:
b2 o Cl2

U (21, 29) = prEWGRES + cost (28.20)

Si calcoli I'integrale di Dirichlet, come definito nel precedente Capitolo:

ov ov b? — a? o 9
o= [ (o Grn) 4= [ (-t aa=

2o 22 (28.21)
T (i —T) = ——— " ab (b2 — a2
a2+b2(11 22) a2+b24a( a’)
Ne segue che il fattore di torsione ¢ pari a:
mab , 5 4 9
I, - (@40 (a2 + 1)
q = = = =
I,—D(¥) 7wab, 5 o b —d’~ 5 9 4a2b?
7 @) - g (P )
1 a+ b\ >
4\b a
(28.22)

avendo utilizzato ’espressione del momento di inerzia polare, come calcolato nel
Capitolo 22:
Tab

Iy ="~ (a® +b?) (28.23)

L’angolo specifico di torsione ¢ quindi fornito da:

M, M, (a®>+0?)

=-q— = ——F—= 28.24
qGIp G  madhd (28.24)

9/
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Lo stato tensionale

Lo stato tensionale e fornito, dopo brevi calcoli, da:

M, ov M, M;
013 = (13 <—£E2 + azm) = _QExQ = —2ﬁx2

M, o M, M, (28.25)
023 = QZ <$1 + 8@) = 2%371 = QTaQIl

con A = mab area dell’ellisse. La tensione tangenziale avra risultante:

M, 2 2
TnZ\/U%3+U%3=2f\/%+% (28.26)

Si puo dimostrare ora il seguente:

Teorema 17. Sia P = (wf,xéj) un punto della sezione ellittica di equazione:

vi | 23
flavas) = 5+ 35 -1=0 (28.27)
e sia AB il diametro contenente P. Sia m = (n1,n2) la normale al contorno in
A. Il vettore T, delle tensioni tangenziali in P ¢é diretto secondo la tangente t

al contorno in A, come illustrato in Figura 28.4.

Dimostrazione. Basta dimostrare che il prodotto scalare tra il vettore 7,, delle
tensioni tangenziali, valutato in P, ed il vettore n della normale al contorno in
A ¢ nullo. Si ha allora:

X1

A
Il
T

——
-

\j Xa

Figura 28.4: L’andamento della tensione tangenziale
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Tnn =013 (21, 28) n1 + 013 (27, 28) no (28.28)

E’ d’altro canto noto che i coseni direttori della normale n al contorno in A
sono proporzionali alle derivate della funzione f(z1,22) in A, e quindi:

A
n1=k<8f> :2kx71
A

Ox1 a?
! R (28.29)
ng =k (2L} — otz
2 83:2 A N b2
e quindi la (28.28) diviene:
Mt P 17‘14 Mt P 1‘124
Ty N = _2ab37r 2 2k— + 2a3b7rx1 ka—z (28.30)
e poiche (cfr. Figura 28.5):
B
P
X1
- —
1y (4]
G 2 Ak
1 P _____
A
1
AN----- Lo
Y x;
Figura 28.5: Similitudine geometrica per dimostrare la (28.30)
P A
! 11
— = — 28.31
T (28:31)
si ha ’asserto. O

Su tutti i punti del generico diametro AB, il vettore 7,, delle tensioni tan-
genziali ¢ diretto secondo la tangente al contorno in A, o in B, ed ha andamento
lineare lungo il diametro, annullandosi nel baricentro O, come schematizzato in
Figura 28.6. Il valor massimo — relativamente al generico diametro AB — si
attinge agli estremi del diametro stesso, ossia in A ed in B.

Ne segue ancora che la tensione tangenziale massima si ha agli estremi del
diametro minore. Assumendo ad esempio che sia a > b si ha, dalla (28.26):
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M, [0 82 _M, M,
Tmax = 2— +—=2"t=9""

A Vat " bt Ab T rab?

(28.32)

X1

A

Y X,

Figura 28.6: Lo stato tensionale lungo il generico diametro

Gli spostamenti da ingobbimento

Il Capitolo precedente porge i seguenti spostamenti da ingobbimento:
M,

ug =q—=——V(r1,22) = —5 —

8 qGIp (21,2) ma’bd G

e quindi la sezione retta di equazione x3 = k si tramuta nella superficie di
equazione:

T1To (28.33)

a®? — b M, a® —b* M
&=k+ Wﬁtﬂflm ~k+ Wﬁt&& =k — oM & (28.34)

dove o ¢ una costante positiva per a > b. E’ questa la superficie di un parabo-
loide iperbolico, le cui curve di livello sono riportate in Figura 28.7. In presenza
di un momento torcente positivo, e nell’ipotesi in cui a > b, gli spostamenti
ug sono positivi nei quadranti in cui z; ed x5 sono di segno diverso, negativi
altrove.

28.2.1 Alcune considerazioni pratiche

Partendo dall’espressione (28.24) dell’angolo specifico di torsione, e ricordan-
do che 'area dell’ellisse ¢ pari ad A = mwab e che il momento polare ¢ I, =
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wab 2 2 : 3 : .
S (a +0b ), si potra scrivere:

I, M,
0 =4r* L0 28.35
da cui subito potra dedursi I'espressione della rigidita torsionale della sezione
ellittica:

M, 1 GA* GA*

Ci=—=——=~0.0253 28.36
T A, I, (28:36)

0, generalizzando ad altre forme di sezione retta:

GA*
Ci=k (28.37)
I
a a

—

Figura 28.7: Gli spostamenti da ingobbimento della sezione ellittica

Il coefficiente numerico k varia, per le principali sezione compatte, in un
intervallo abbastanza limitato. Secondo De Saint—Venant, infatti! si ha:

0.0228 < k£ < 0.0260 (28.38)

e quindi puo accettarsi la formula approssimata, valida per tutte le sezioni

compatte:

A4
Cy = 0.025G
IP

(28.39)

Analogamente, moltiplicando e dividendo la (28.35) per il momento di inerzia
polare, si ha:

I2 M, M,
A (28.40)

9/:42 il S
Taicr, ” ‘ar,

LSur une formule donnant approxzimativement le moment de torsion, Comptes Rendus,
88, 142-147 (1879)
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da cui subito 'espressione del fattore di torsione per la sezione ellitica:
q=4m* L (28.41)

Nello stesso ordine di idee che ha condotto alla formula approssimata (28.39),
potra accettarsi la formula approssimata del fattore di torsione, valida per

qualsiasi sezione compatta:
[2
q= ALOA—’Z1 (28.42)
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Capitolo 29
Taglio

Si studia in questo Capitolo I'ultimo caso di sollecitazione elementare, caratte-
rizzata da una distribuzione di tensioni normali e tangenziali:

0 0 013
S = 0 0 0923 (29.1)
013 023 033
ipotizzando che la tensione normale sia funzione lineare in x5 sulla sezione di
sinistra:

033 (.’Eg = 0) = CI2 (292)
e che si annulli sulla sezione di destra:

Assumendo infine una variazione lineare di o33 lungo l'asse, si giunge alla

ipotizzata forma della tensione normale:
033 (CC27333) = CX9 <1 — %) (294)

Le tensioni tangenziali, per rispettare le prime due equazioni indefinite del-
I’equilibrio elastico non dovranno dipendere dalla x3:

013 = 013 (9517962)

(29.5)
023 = 023 (71, T2)
29.1 La deduzione degli spostamenti
Dalla distribuzione di tensioni (29.1) si trae lo stato deformativo:
v v (1 x3>
€11 = EJ‘B = ECHUQ I
v v x
€99 = —50'33 = _Ech (1 — f3> (296)
_98_° (1 _ ﬁ)
€33 = E ECCE2 I
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€12 = 0
013

€13 = 5~ — €13 (1“17952)
2G
023

€93 = —= = eg3 (21, %2)
2G

I corrispondenti spostamenti potranno calcolarsi integrando le sei seguenti
relazioni:

ouq v (1_§)

or, B L
Ouy _ v (1 _ @)
8:1:2 n E 2 L
Ous c (1 xg)
v S, _ 3
dry  E° L (20.7)
ou , Ous _ '
81‘2 81‘1 -
Our | Oug _ o013
8x3 (9:E1 o G
Ouy | Ous _ 023
6x3 8CE2 o G
Dalle prime tre si trae subito:
v x
UL = = e (1 - f?’) + ¢1 (w2, 23)
v X
Uy = fﬁcscg (1 - f) + @2 (21, 13) (29.8)
c c
us = p2T3 ~ ﬁﬂfﬂ% + ¢3 (w1, 72)
Utilizzando le prime due delle (29.8), la quarta delle (29.7) porge:
v z3\  Od1 | 0¢o
_v 1_7) ger L 992 29.9
Ecxl ( L * 8352 + (9.7)1 ( )
e quindi:
Opy v T3 091
902 _ ¥ 1—7)—— 29.10
0x ECI1 ( L 0xo ( )

Separando le funzioni di (z1,x3) dalle funzioni di x5 si giunge alle due
condizioni:

%:%cwl(lfﬂ)zo

29.11
o6 _, (20.11)
81‘2
che possono integrarsi, a fornire:
v 2 X3
= — 1 _ —
02 = ypert (1= ) + 2 () (29.12)
¢1 = d1(w3)
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La seconda componente di spostamento subisce una prima correzione, dive-
nendo:

14 2 2 T3
up = =5 c (2§ - a3) (1 - f) + by (23) (29.13)
Dall’ultima delle (29.7) puo trarsi ora:
14 2 14 81/)2 (& 8¢S3 0923
- V2 C - S =7 29.14
BT T 3B T By 3+ R TR R il (20.14)

Si dovranno separatamente uguagliare tra loro le funzioni di (x1,z2) e le
funzioni di z3. Si hanno pertanto le due condizioni:

Gv 093
e: o

2 C
— = —— 29.16
9z BT 3EL QEL 73 (29.16)

A sua volta, quest’ultima condizione permette di scrivere:
c
pr— 2 .1
1/}2 2E 3+6EL:B3+X2 (9 7)

dove x» € una costante. La seconda componente di spostamento subisce una
seconda correzione, divenendo:

- : x ) 2( 1.3)
- 1— Y2 (1-18 99.1
12 2EC$2 ( )" 2EC$1 L 2Ex3 * 6EL$3 tx2 (29.18)

ossia, semplificando:

v x2 c (23 x3— a1\ a3
uz_QEc(az%x§+3>+E<3+u 2 1)+X2 (29.19)

14

Infine, dalla penultima delle (29.7) si deduce:

01 | O¢s 013
— T 29.20
Echlxz + ox X3 + 81‘1 G ( )
ed uguagliando separatamente le funzioni di (1, x2) e di x3 si giunge a scrivere:
vG 93
= 29.21
O13 = ELC.T1$2+G6 = ( 9 )
0

991 )y 4y = cost (29.22)

(9.7,'3

La terna di spostamenti in esame potra quindi esprimersi come:

v
Uy = = CT1T2 (1 - f) + ¢

v x x2 x5 — a1\ @3
uz__TEc(x;-x1+;>+E<63+u i 1)L+X2 (20.23)

ug = %szs - ﬁm% + ¢3 (1, 22)
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P
Si puo concludere che il campo di spostamenti ¢ =| x2 |rappresenta
0
una traslazione rigida, e puo essere trascurato, e quindi la terna definitiva di
spostamenti sara:

U ——Zcxac (1—5)
1 — E 142 L
2 2 2 2
_ V(.2 2,7 C (%, P21\ T3
Uy = 2EC<£2 x1+y>+E<6+V 5 )L (29.24)
2
uz = %@1‘3 - é <x22x3 +® ($17332)>

avendo definito per comodita una nuova funzione ®, detta funzione di taglio:

P (z1,72) = *%% (29.25)

29.2 La deduzione della funzione ®

La terna di spostamenti (29.24) conduce, per il modo in cui & stata costruita,

alle tensioni:
_(0m 0w\ _ Ge oo
o1 = G <8$3 + 81‘1) - EL (V T2 8I1>

"23—0(3%*3@) EL( 2 om
'ZH
033 =— CXg (1 — f)

Le prime due equazioni dell’equilibrio elastico sono soddisfatte, in quanto le
tensioni tangenziali non dipendono dalla variabile x3. La terza equazione:

52113 82’U,3 8QU3
2 = 29.2
Ox? Ox2 + Oz 0 (29.27)

si traduce in un’equazione da soddisfare nel dominio piano della sezione retta:

0% 0%

Sul contorno I' occorrera soddisfare 'unica condizione ai limiti non identi-
camente nulla:
013N + 023N = 0 (2929)

che si traduce nello scrivere:

0P 2—z22 09
(l/ 129 — 3:51> ny + (Z/IZ 5 1 a@) ng =0 (29.30)
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ossia in una condizione sulla derivata normale al contorno della funzione ®:

0P dx, 23 — 2% dao
= VI Lo —— ——

on dn VT 2 dn

Il risultante problema ai limiti per la funzione di taglio ® ¢ simile al problema

al limiti gia incontrato nell’esame della torsione, e per esso valgono analoghi
teoremi.

(29.31)

29.3 La deduzione delle caratteristiche
Sulla base di destra X5 la tensione normale si annulla, e quindi si ha:
FP = MP = mP =0 (29.32)

e poi ancora, secondo le definizioni:

Ge 0P
F(Q):/ o dA:—/ (Vgcx —) dA
1 ., 13 EL Js, 172 911

2 2
) Ge x5 —xy 0P
5= 3dA = — ——]d4
2 /)E 2 EL Js, (” 2 8;102)

Mé2) = / (0'231’1 — O’13$2) dA
PP
Ge 3 —2% 00 o®
= — )y - (vaimy — —— A
EL Js, K” 2 9y ) (”Tlm? 3:101) v2] d

ossia, semplificando:

@ _ Ge e 0% 7ch/ . )
ML /zz <81'1x2 e, "t) Y47 3EL ), (27 + z125) dA - (29.34)

Sulla base di sinistra, invece, la tensione normale assume il valore o33 = cxo
e di conseguenza sorgono le caratteristiche:

Fgfl) _ _/ 033dA = _c/ zodA =0 (29.35)
21 ZJ2

se 'origine degli assi si assume coincidente con il baricentro della sezione,

MSU = —/ 03319 dA = —C/ w3 dA = —cl

o o1 (29.36)

./\/lél) — / 033%1 dA = C/ T1To dA = 0112
P

P

Per 'equilibrio dell’intera trave, poi, dovra essere:
F1(1) _ _F1(2)
Y =_p® (29.37)
Mg) _ 7Mg2)
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ed anche:
1 2
Mg ) _ F2( )[

(29.38)
MY = —FPL

Le caratteristiche della sollecitazione esterna sono quindi quelle di Figu-
ra 29.1: sulla base di destra agiscono due forze secondo gli assi X7 ed Xs ed
una coppia torcente, mentre sulla base di sinistra agiscono due forze secondo gli
assi X7 ed X, uguali e contrarie a quelle agenti sulla sezione di sinistra, una
coppia torcente uguale a contraria a quella agente su s, e due coppie flettenti
secondo gli assi X7 ed Xo.

)
1 1
Fy i IF1< ) .
|
2y 4 B 2
] i x
o I
1
|

Figura 29.1: Le caratteristiche della sollecitazione esterna per il quinto caso di
De Saint—Venant

Le corrispondenti caratteristiche della sollecitazione interna, sulla generica
sezione retta Y, sono fornite da:

— uno sforzo di taglio Ty = F1(2)7 costante lungo la trave
— uno sforzo di taglio Th= F2(2), costante lungo la trave

— un momento torcente M; = M z(f), costante lungo la trave

— un momento flettente M; = —T5 (L — x3) linearmente variabile lungo
Iasse

— un momento flettente Mo= T; (L — x3) linearmente variabile lungo 1'asse

Le due forze di taglio possono comporsi in una singola forza di intensita T =
\/T? + T2 agente secondo una retta 7 e le due coppie flettenti possono ridursi
ad una singola coppia M flettente di modulo 7' (L — x3) il cui asse ¢ normale al
piano passante per 7 e parallelo all’asse della trave. Si giunge cosi alla situazione
di Figura 29.2b). Un’ulteriore riduzione puod operarsi facendo agire la forza T
a distanza d; dal baricentro, con d; tale che risulti M; = T d;, giungendo alla
situazione di Figura 29.2¢). Si noti che l'asse di sollecitazione flessionale s, per
quanto detto, e parallelo alla retta d’azione dello sforzo di taglio.
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4
7/

| — | —L ]

4
4
4

<y
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v \ / \
T M M
Y1, # T

| 1 1

M2

Figura 29.2: Le caratteristiche della sollecitazione interna su una generica
sezione retta

Talvolta questa sollecitazione prende il nome, per ovvi motivi, di sollecita-
zione di flessione, taglio e torsione, e talvolta anche di sollecitazione di flessione
non uniforme.

29.4 La forma finale di spostamenti e tensioni

Dalla (29.36) si trae un’espressione della costante c:

(1)
e M (29.39)
I
e poiche, come noto, Mgl) = —M; (x3 = 0), si ottiene anche:
M =0 Tyl
oo Mi(zs=0) Tl (29.40)

Iy T In

Sostituendo il valore di questa costante nell’espressione degli spostamenti
(29.24), ed operando qualche semplificazione si ottiene la forma finale degli
spostamenti:

T.
Uy = VE[21 2129 (I — x3)
T2 2 2 ZL‘% T2 ZL‘%
_ 2 ) (1~ 3 29.41
Y2 =YoE, (“2 it (=) + FEl 3 ( )
T2 Zs3 T2
=2 I — —) —2 P (2,
s EIHIQIB( ) T B, 2 )

o G 0N 1 D 0P
1 12 &rl o 2(1+l/) 111 12 81’1
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GTy, [ 25—22 0P 1 Ty [ 23—23 0%
g3 = ———— (V2" - —— ) = — —= (v -
E [11 2 81'2 2(1 -+ l/) [11 2 8%’2
T:
033 = —1*2932 (I —x3)
11
(29.42)

Figura 29.3: La sollecitazione da taglio, adattata da G.Fichera, Metodi
matematici nuovi nella Fisica Matematica classica

29.5 L’energia di deformazione

In base alla definizione, puo calcolarsi I'energia di deformazione connessa alla
sollecitazione da taglio:

1 1
L= B / oTedV = 5 / (0'33633 + 2013€13 + 20’23623) dV = L(f + Ly (2943)
14 14

Si ¢ suddivisa I’energia di deformazione in una aliquota flessione, in termini di
tensioni normali, ed in una aliquota tagliante, in termini di tensioni tangenziali.
Per la prima si ha agevolmente:

1 . 1 T2 L
Ly= 5/‘/033633(1‘/: ﬁ/vaggd‘/= 2E§121/0 (L—xg)Q/ngdAd:L'g
_ T3
T 6EI,

(29.44)
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mentre la seconda puo esprimersi come:

1 1
L, = 7/ (2013€13 + 2093€23) AV = 7/ (0%3 +U§3) dv =
v )%

2 2G
29.4
G TZL o 2+ 2—22 00\’ u (29.45)
— Vr1Ty — —— v -
2E2 [121 » 12 8z1 2 81‘2
ed utilizzando la nota relazione G = ———— si potra infine scrivere:
2(14v)
1 T2L 9% \* 22 —a? 09\’
L, = 2= - 2 L — dA
"TEI 21+ ) )y ((” am) i ( 2 or
(29.46)
Volendo scrivere 'energia di deformazione tagliante nella forma:
kTZL
Li=--2 29.47
T (29.47)

occorrera introdurre un fattore di taglio, fornito da:

GA 0 \? 2 —a? 09\’

Si noti che ’energia di deformazione flessionale & proporzionale alla luce della
trave elevata al cubo, mentre I'energia di deformazione da taglio ¢ proporzionale
alla luce della trave. Ne segue che per travi snelle 'energia flessionale predomina
nettamente, mentre per travi tozze I’energia tagliante diviene non trascurabile.

29.6 Lo studio delle tensioni tangenziali

A somiglianza di quanto indicato per la sollecitazione di torsione, ¢ utile calcolare
la divergenza ed il rotore del campo vettoriale delle tensioni tangenziali T,, =
(013,023). Si ha, a partire dalle definizioni delle tensioni tangenziali:

diVT = 6013 + 6023 = —i #E Vri1xro9g — —
" Oy Oxe 0z \2(L+v) I, "M o,

Lo mfaea 0wy _
8x2 2(1 + V) 111 v 2 81'2 -

v T 1 Ty 9% v T 1 Ty 9%
e my e o — gy 2
2(1+V) I 2(1+ll) I 611?1 2(1—|—l/) I 2(1+V) I 81‘2
(29.49)

ed infine, tenendo conto della condizione (29.31):

. 14 T2 1 T2 T2
dive. — — 22 22,22, 29.50
" (1+Z/) 111 2 (1+V) Ill : Ill : ( )
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Allo stesso risultato si puo giungere attraverso la terza equazione indefinita
dell’equilibrio:
0o do do
13 0023 | 0033

= 29.51
6.’[31 6562 8373 0 ( 95 )
che fornisce:
. 80'33 8 T2 T2
d n —_ e — P —— L —_ = —_-— 2 . 2
vt O o < Illxg( x3)> ]111:2 (29.52)

Le tre componenti del rotore di 7,, si possono calcolare in base alla defini-
zione:

0023
(rot ), = — 025 0
0013
(rot 7p)y = e 0
- 8023 8013 -
(rot ), = o2, Doy =

0
81'1

1 T x5 — 23 00 0 0P
st (omn (75 ) m (7)) -
1 Ty 0? 20
T2l +v) Iy <_”x1 T Omon, T 61:18232) -
14 T2
1+ Z/Exl

(29.53)

Alternativamente, la terza delle (29.53) puo ottenersi attraverso l'utilizzo
delle equazioni di congruenza interna, e piu precisamente dal secondo gruppo di
esse. Ed infatti, dalle tre equazioni:

62611 o i _3623 + desy + deqz
8I28$3 - 6561 81’1 83:2 83:3
ey 0 [ Oes n Oe1a n Oeas
83:38951 a 8.1‘2 (9.%2 81‘3 (9.7,'1
82633 0 (_ 8612 + 6623 + 6631)

axlaxg - 67.T3 81‘3 8171 8952

(29.54)

si osserva subito che I'ultima ¢ identicamente soddisfatta, mentre le altre due si
semplificano in:

e 1 0 Oog3 | 0oy
0r2013 n ﬁai-m ( 0x1 N 0z ) (29.55)
62622 1 19} 80'31 80'23

_1 9/ 29.
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e poiche:
v T:
€11 — €929 = 750'33 = Vﬁzllxz (l - 1‘3) (2957)
le (29.54) divengono:
1 0 ( Ooss n Jdoz1\ _ _, 12
2G 81’1 0x1 (9332 o EIH (29 58)
1 0 [ 9oz  0Ooaz\ _ 0 ’
2G 81’2 0I2 (9331 B
ed anche, ovviamente:
0 (90’31 80’23
I =0 29.59
(91'3 ( (93}2 + (9.%1 ( )

Ne segue che la terza componente del rotore di 7,, non dipende da x5 e da
3, mentre dipende linearmente da z1. Si potra quindi scrivere:
T2 v T2

Elllxl -+ k = 1 T Vﬂxl + k (2960)

(rot7,); = 2Gv

Alla costante di integrazione k puo darsi un significato fisico osservando che
I’equazione precedente ¢ stata tratta — a partire dalle equazioni di congruenza
interna — senza specificare la posizione dello sforzo di taglio 75, ma solo la sua
direzione. Se quindi la distanza tra la retta d’azione di T5 ed il baricentro ¢ pari
proprio a dy, allora sono valide le (29.53), e kK = 0, mentre se la retta di azione di
T, viene spostata, sorge una sollecitazione aggiuntiva di torsione, caratterizzata
da una coppia torcente:

MP =T, (d—dy) (29.61)

Tale sollecitazione aggiuntiva corrisponde ad uno stato tensionale tangenziale

a rotore costante, e pari proprio a k = 2G¢’. Ricordando poi che §' = %, si
potra scrivere: '

k= Q%Tg (d—dy) (29.62)

e quindi la terza delle (29.53) diviene:

(I"Ot T)3 = —x1+2=—1T% (d — dt) (2963)

1+I/111 Ct
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Capitolo 30

La teoria di Jourawsky

Nel Capitolo precedente si ¢ illustrata la trattazione del quinto e sesto caso di
sollecitazione semplice di De Saint—Venant, giungendo a definire uno stato ten-
sionale caratterizzato da una tensione normale variabile linearmente lungo 1’asse
della trave e da un campo vettoriale piano di tensioni tangenziali. Tuttavia, la
determinazione effettiva di tale campo vettoriale richiede la conoscenza della
funzione di taglio ® (z1, x2), soluzione di un problema di Dini-Neumann defini-
to sulla sezione retta, e tale strada risulta poco agevole, conducendo a formule
troppo complesse da poter essere utilizzate nella pratica tecnica.

Si illustra pertanto in questo Capitolo una trattazione approssimata per la
ricerca delle tensioni tangenziali', che rinunzia a soddisfare la condizione di con-
gruenza, sulla terza componente del rotore, limitandosi a soddisfare le condizio-
ni di equilibrio. Tale teoria, precedente la soluzione esatta di De Saint—Venant,
¢ dovuta all'ingegnere russo D.J. Jourawski, ed ¢ anche talvolta attribuita al
tedesco Bredt?.

30.1 La trattazione di Jourawski
Si consideri un solido del tipo trave, soggetto a momento flettente e taglio,

e si isoli un elemento di trave d 'V, identificato da due sezioni rette qualsiasi a
distanza x3 ed x3+dx3 dalla base di sinistra. Poi si identifichi la porzione d V' di

LJourawski, D. J., “Sur la résistance d’un corps prismatique...” Annales des Ponts et
Chaussées, Mémories et Documents, 32 serie, vol. 12, parte 2, 1856, pigs. 328-351

2Traggo queste notizie da S.P. Timoshenko, History of Strength of Materials, McGraw-Hill
Book Company 1953, pagg. 141-142:

Jourawsky [1821-1891] si diplomd nel 1842 presso U'Istituto di Ingegneria delle
Comunicazioni di S.Pietroburgo, dove ebbe per professori M.V. Ostrogradsky
(matematica) e A.T. Kupffer (resistenza dei materiali). Sviluppo la teoria degli
sforzi da taglio nelle sezioni rettangolari durante la progettazione dei ponti in
legno per la ferrovia Mosca-S.Pietroburgo, negli anni 1844-50, presentandola
all’Accademia russa delle scienze nel 1854. Per essa, ottenne il premio Demidoff.
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Figura 30.1: Dmitrij Ivanovi¢ Jouravskij

dV, ottenuta segando d V' con un piano ABC'D parallelo al piano (X7, X3) che
divide la sezione retta ¥ mediante una corda b, come illustrato in Figura 30.2.

Come illustrato in Figura 30.3, I’elemento di volume dv' e soggetto alle
tensioni normali o33, positive se di trazione, agenti sulle due facce verticali
del volume, ad una distribuzione di tensioni tangenziali oo3 agenti sul piano
ABCD, positive se dirette in senso contrario all’asse della trave (atteso che la
normale uscente dal piano ¢ orientata in senso contrario all’asse X5), e ad una
distribuzione di tensioni tangenziali 032 agenti sui piani verticali e dirette —
secondo la convenzione sui segni — verso 1’alto sulla sezione a distanza s dalla
base, e verso il basso sulla sezione a distanza x3 + drg dalla base di sinistra.
Imponendo lequilibrio del volume d V' alla traslazione lungo l'asse X3 della
trave si ha:

—/ J33 (.Lg) dA+/ J33 (fL3+d.’L‘3) dA—/ 0923 dA=0 (301)
=’ =’ ABCD

dove ' & l'area della sezione retta sottostante la corda b. Si potra poi sfruttare

I'arbitrarieta di dxs per scrivere:

80’33 (Ig)
6333

trascurando i contributi di ordine superiore. Ne segue che la (30.1) potra
scriversi:

o33 (x3 + dxg) = o33 (x3) + dxs (30.2)

0
D033 1oy dA — / oa3dA =0 (30.3)
s Oxg ABCD
e poiche, come € noto dal Capitolo precedente:
T
033 — 7]72132 (l — 1’3) (304)
11
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II
1 AN %2
1 1 1
1 1 1
1 X3 C| 1 B
/[ NV A
/ | - i o ) S .
I, // //
X1
\
1X2 X3 N dX3 d
X
- G
A B
Z 1
, b/2 b/2 |
I 1
Y X5
Figura 30.2: 1l volume d V' , € la corrispondente sezione Y
si ha:
Ty
7d$3 IQdA - J923 dA=0 (305)
I 5 ABCD

Indicando con S/1 il momento statico della parte di sezione retta Y rispetto
all’asse X7 baricentrico si ha poi:

T»S,
221 g — / 023dA =0 (30.6)
Iy ABCD

Infine, si utilizza la fondamentale:
Ipotesi di Jourawsky - La tensione tangenziale oa3 si puod supporre costante sul
piano ABCD
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C B
023
023
-
< 032 932715 1,032
D A
ZI

Vl
l"" b

dX3 033 dX3 O33+d033

Figura 30.3: L’elemento di trave da equilibrare alla Jourawski e le tensioni su
di esso agenti

In questa ipotesi, I'integrale e facilmente risolvibile, ottenendo:

TS,
I,

dxg - O'ngdl‘g =0 (307)

Data l'arbitrarieta di dxs si giunge infine alla formula di Jourawski:

0923 — (308)

che permette il calcolo approssimato della componente tangenziale di tensione
093 senza conoscere la funzione di taglio ®.

L’altra componente di tensione, o13, puo calcolarsi in base alla terza equa-
zione indefinita dell’equilibrio:

Jo Oo o
13 0023 0033

=0 30.9
61‘1 81‘2 81‘3 ( )
Utilizzando le (30.4) e le (30.8) si ha quindi:
: T T: 4 T T 1 T5S57 ob
oy To, T2 0 (5 _ T TS TS b g,
8$1 IH 111 8902 b 111 Illb 8:132 I11b2 (9.7]2

D’ altro canto sara possibile calcolare la derivata del momento statico S
rispetto ad xs:

oS8! ) b rhy 9 hy
o= / §odA = 872/ b(&2) &2 dée = —bay (30.11)

(9.%'2 8%2 0 22
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dove h; ¢ la distanza tra 'intradosso e l’asse neutro. Ne segue che la (30.10) si
semplifica in:
80’13 - TQSi ob

= — 30.12
(9(171 Illb2 8232 ( )
da cui, integrando:
TQS:’[ ob T
= —— 1
013 T11b 9z b +C (30.13)

La costante di integrazione rappresenta I’eventuale valore della tensione sul-
I’asse x2, ed € spesso — per ragioni di simmetria — nulla. In tal caso si giunge,
utilizzando la (30.8), alla formula di Kharlab®:

ob x
o13 = 023873:2?1 (30.14)

Una formula analoga si ottiene considerando che la o013 deve variare li-
nearmente lungo x1, come puo riconoscersi derivando opportunamente la terza
equazione indefinita dell’equilibrio::

0%0: 0%c %o 0%0:
> 2 B2 =0 (30.15)
Oxy 0x10x9 01013 0xy

Conoscendo quindi due valori di 13 lungo la corda b, di conseguenza, si
puo ricavare la o3 in qualsiasi altro punto. Ma nei punti estremi A e B della
corda b, (cfr. Figura 30.4) occorre che sia verificata la condizione di equilibrio:

o131 + og3n2 =0 (30.16)

e quindi la tensione o, risultante di 013 e 023 dovra essere tangente al contorno,
come gia noto dalla teoria generale di De Saint—Venant. Questo risultato per-
mette di ricavare 'andamento di o13. Se infatti le tangenti al contorno in A ed
in B si incontrano nel punto @, la 13 in un qualsiasi altro punto R di AB puo
esser determinata dalla conoscenza della direzione del vettore oy, e del valore
della sua componente verticale o93. Se a € I'angolo formato tra RQ e I'asse x3,
si ha:

013 — 023 tan « (3017)

Il caso generale

La teoria fin qui discussa & caratterizzata dall’aver scelto la corda b = AB
parallelamente all’asse neutro X, e quindi un piano ABC' D parallelo al piano
coordinato (X7, X3). Tuttavia Uipotesi di Jourawski puo ritenersi valida su
qualunque piano (Figura 30.5), come si illustrera in questo paragrafo.

3La formula é dedotta in Karlab V.D., On tangential stresses in the elementary theo-
ry of planar bending (in Russian) in: Researches in mechanics of structural constructions
and materials, Proceedings of Leningrad Institute of Civil Engineering, pp.92-95 (1991), ma
la trattazione qui presentata segue V.Slivker, “Mechanics of Structural Elements”, Springer
(2007), pp. 715-728
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-
B

Figura 30.4: 1l calcolo della componente o153 di tensione

Scelta infatti una corda AB generica, atta ad identificare il volume di trave
dV', si fissi un sistema di riferimento locale (O,1,m,x3), con asse [ lungo la
corda, e l'asse m ad esso ortogonale, ed in modo che la terna (I,m,xz3) sia
levogira. Ne segue che le componenti di tensione che ora entreranno in gioco
per lequilibrio del volume av’ lungo l'asse X3 sono la tensione normale o33 e
la componente tangenziale o,,3, come illustrato in Figura 30.6. La formula di
Jourawsky si scrive ora:

TS,
I1b

Le componenti tangenziali o;3 lungo la corda possono calcolarsi, a somiglian-
za di quanto detto nel caso particolare, partendo dalla terza equazione indefinita
dell’equilibrio, che ora si scrive:

(30.18)

Om3 =

doi3 807713,4_3033
ol om 0xs3

Si dovra ora derivare due volte rispetto ad [, ottenendo:

=0 (30.19)

Bop  Bo,s o
08§ 2 0ms L 9I8 ) (30.20)
ol 0l20m  0l20x3
Il secondo termine ¢ nullo, in quanto o,,3 ¢ per ipotesi costante lungo la
corda, mentre il terzo termine ¢ nullo perche o33 varia linearmente lungo la
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H -
1 /] by : z2
I I I
! X3 (o il
R L/
g L
Conienieniene e R Canbuniy R aniie e | ==
/ // // //
X1
\
X2
X3 S dx3 |
X1 = ¢
| B
A
-
[4 5
; b/2 b/2 FYm
\ Xa
Figura 30.5: Il caso della corda generica
corda stessa. Ne segue che dovra essere:
830'13
— =0 30.21
e quindi 'andamento di o;3 lungo la corda sara parabolico:
o3 =al®> +bl+c (30.22)

Come gia discusso, e possibile conoscere i due valori della o;3 agli estremi
della corda, sfruttando la conoscenza della direzione del vettore o;. Occorre ora
un terzo valore, che potra essere fornito dalla pendenza del diagramma in un
punto qualsiasi. Tale pendenza si calcola, a partire dalla (30.19), come:

oz Odomg Oogz  Tr [ O 571 B
ol Om Ors Iy \om \ b 2

T, (1851 S) ob )

(30.23)

I \bom b2 om
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Om3 1

g
- O3m m

Figura 30.6: Le tensioni tangenziali nel caso della corda non parallela all’asse
neutro

30.2 1l fattore di taglio

L’energia di deformazione tagliante si scrivera, adottando le espressioni appros-
simate di Jourawski:

1 1
Lt = 5 / (2013613 + 2023623) dV = ﬁ / (0‘%3 + USS) dV =
14 14

T2 g2 (30.24)
2 1 2
— (1+t dA
2G12, /Z pe (1t tana)
Volendo scrivere 'energia di deformazione tagliante nella forma:
K T21
Li=_-2 2
"7 2GA (30.25)
occorrera introdurre un fattore di taglio, fornito da:
A [ 82

K= —5 —12 (1+ tan®a) dA (30.26)

Ify Js b

30.3 La sezione rettangolare

Si consideri una trave a sezione rettangolare, e sia essa soggetta ad uno sforzo
di taglio diretto secondo una delle direzioni centrali di inerzia, ad esempio la
verticale, come illustrato in Figura 30.7. Ne segue che la flessione che sempre si
accompagna allo sforzo di taglio sara una flessione retta con asse di sollecitazione
verticale, s = X5 ed asse neutro Xj.
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h
2
X1 = G
X2 h xp

nl A : Y
2 > h

"7.2 E_XZ

b/2 b/2
Y X5

Figura 30.7: La sezione rettangolare soggetta a taglio

Identificata la generica corda parallela all’asse neutro, a distanza x, da esso,
il momento statico dell’area ombreggiata rispetto all’asse X e fornito da:

/ h 1/h b [ h? 9
= - = P : =—|—- 2
e poiche il momento di inerzia baricentrico I7; dell’intera sezione rispetto all’asse

X e pari a:

Iy = — 2
n= (30.2)

si ha subito, per la formula di Jourawski:

(30.29)

023

DS, 6T (B2,

T TI.b ok (4 _x2>
La componente di tensione gy3 varia quindi con legge quadratica lungo 1’al-

tezza, si annulla agli estremi, dove xo = +h/2, e raggiunge il valore massimo

in mezzeria, ossia in corrispondenza dell’asse neutro, dove zo = 0 (cfr Figura

30.8):

3Ty

S (30.30)

023 max —

La risultante delle tensioni o93 € una forza 7). pari allo sforzo Ty, baricentrale
e diretta verso il basso:

b h/2 T b rh/2 2
Tr = / / 0923 dl’l dl‘g = 67;/ / (h - CL’%) d.Tl dCE’Q = T2 (3031)
0 —h/2 bh 0 —h/2 4
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h
2
- G
X1
h
2
\ T
} } { t
b/2 | b/2 37,
Y Xa 2 bh

Figura 30.8: 1l diagramma delle tensioni per la sezione rettangolare

La componente 013 ¢ ovunque nulla, poiche ¢ ovunque a = 0, mentre il
fattore di taglio puo calcolarsi come:

2 2 2 2
po A S—l(l—l—tanza) aa =122 20 1 /b(h—xg) dA

T s v o b2 Jy 4 \ 4
neEs , > (30.32)
()
=12 = — -z To
4n> —h/2 4 ?
e svolgendo l'integrale si ha, in definitiva:
6
K=y (30.33)
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Capitolo 31

La teoria di Eulero per la
trave snella

In questa parte del corso si particolarizzano i risultati della teoria dell’elasticita
e della teoria della trave di De Saint—Venant, studiando un solido monodimen-
sionale piano ad asse rettilineo (trave piana). Dopo aver definito la geometria
del solido, si specificano le possibili condizioni di carico, in modo da annullare
identicamente le componenti di spostamento lungo un asse, e si pongono al-
cune ipotesi cinematiche, che costituiscono la base per la cosiddetta teoria di
FEulero-Bernoulli per la trave. Infine, si particolarizzano le equazioni dell’e-
quilibrio elastico giungendo a due equazioni differenziali disaccoppiate, con le
corrispondenti condizioni ai limiti. A far cio, si utilizza sia il principio degli spo-
stamenti virtuali che il principio di stazionarieta dell’energia potenziale totale,
identificando cosi i vincoli che la teoria permette di utilizzare. Infine, si applica
il metodo geometrico, o metodo diretto, illustrando in dettaglio i meccanismi di
vincolo (incastro, appoggio e bipendolo).

Le due vie esposte in questa lezione sono ambedue antichissime, come puo
dedursi dalla seguente citazione di Eulero:

N

Poiche la fabbrica dell’Universo e perfetta, ed e il lavoro del piu
saggio Creatore, nulla accade nell’universo per cui non si manifesti
qualche relazione di massimo o minimo.

Non c¢’e quindi alcun dubbio che qualunque cosa nell’'universo possa
spiegarsi in modo soddisfacente a partire dalle cause finali, con 1’au-
silio del metodo dei massimi e minimi, cosi come con 'ausilio delle
stesse cause effettive.

Percio, si aprono due vie per studiare i fenomeni naturali, uno tra-
mite ’analisi delle cause effettive, comunemente chiamato metodo
diretto, e 'altro per mezzo delle cause finali

11..Euler, Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes, sive
solutio problematis isoperimetrici latissimo sensu accepti. Lausannae et Genevae, 1744
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Figura 31.1: L. Eulero

31.1 Le ipotesi geometriche di base

Si consideri (Figura 31.2) un solido del tipo trave, di luce L, con una sezione
retta caratterizzata da un asse di simmetria rispetto all’asse X, e si ipotizzi
anche che i carichi su di essa agenti non abbiano componenti lungo 'asse X7,
mentre le altre due componenti siano simmetricamente disposte rispetto all’asse
Xs.

Sono quindi ammessi:

— carichi distribuiti secondo 'asse della trave X3, (carichi assiali), che
possono ricondursi — considerando una striscia di trave di larghezza unitaria
— a stese di carico di intensita ¢ (x3) con dimensione fisica [F'L™}]

— carichi distribuiti secondo 'asse verticale Xy, (carichi trasversali) che
possono ricondursi — considerando una striscia di trave di larghezza unitaria
— a stese di carico di intensita p (r3) con dimensione fisica [FL™1]

— distribuzioni di coppie con asse momento coincidente con I’asse X7, che
possono ricondursi — considerando una striscia di trave di larghezza unitaria —
a stese di coppie di intensita m (z3) con dimensione fisica [F]. Di esse si terra
raramente conto.

— forze concentrate dirette secondo 'asse della trave (forze assiali), o se-
condo asse verticale (forze trasversali), e coppie concentrate con asse momento
coincidente con 'asse X;. Da queste ipotesi sulla geometria e sui carichi segue
che i punti della trave potranno subire spostamenti in senso assiale e trasversa-
le, mentre saranno necessariamente nulle le componenti di spostamento secondo
I'asse X;. Ci si puo quindi limitare a studiare i punti del piano X5, X3, ridu-
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. - P P P P P P It(x3) |
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Figura 31.2: La trave da studiare

cendo il problema spaziale di De Saint—Venant ad un piu semplice problema
bidimensionale, in cui la terna di spostamenti si e semplificata in:

0
s = U (.’1)2,1‘3) (31.1)
us (55271’3)

31.2 Le ipotesi cinematiche di base

Tutti i modelli strutturali di trave piana possono ricondursi ad una terna di
spostamenti del tipo (31.1), in cui le due componenti us ed uz andranno ulte-
riormente specificate attraverso opportune ipotesi cinematiche. La piu semplice
teoria rimonta a Bernoulli ed Eulero, ed ¢ basata sulle seguenti ipotesi:

1. gli spostamenti verticali ed assiali dei punti dell’asse dipendono solo dalla
variabile x3. Indicando con I’apice a i punti dell’asse, si ha allora:

a a
re T (z2) (31.2)
ug = ug (3)
2. segmenti normali all’asse si conservano segmenti a seguito della defor-
mazione (ipotesi di planeita delle sezioni rette). Ad esempio, il segmen-
to A — A, situato in Figura 31.3 a distanza x3 dalla base di sinistra, si
trasformera in un segmento A’ — A’.

3. segmenti normali all’asse si conservano normali all’asse deformato. Quindi
il segmento A — A subisce la rotazione ¢ (z3) pari alla rotazione dell’asse
neutro alla stessa ascissa.

Segue dalle tre ipotesi appena formulate, che una sezione retta a distanza
x3 dalla base di sinistra subisce un abbassamento us (z3) = u$ (z3), uguale per
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tutti i punti della sezione, uno spostamento assiale uz(x2,x3), ed una rotazione
di ampiezza ¢ (x3), uguale alla rotazione dell’asse. Pertanto, tale angolo & fornito
da: p
U2
¢ (1.3) o dl‘g
indicando con I’apice la derivazione rispetto ad x3. Ne segue che lo spostamento
assiale uz (2, x3) di un punto generico P della sezione retta, situato a distanza
xo dal baricentro, € pari a:

= —u (z3) (31.3)

ug (e, w3) = u§ (x3) + 220 (23) = u§ (x3) — w2uh (T3) (31.4)

ug (x3)
a
uz (x3) @ (x3)X2
Figura 31.3: Le ipotesi di Eulero-Bernoulli
Il vettore s della terna di spostamenti e fornito pertanto da:
0 0
s = (%) (.1‘2, xg) = U (1’3) (315)
u3z (T2, 73) ug (r3) — w2us (T3)

dove, per semplicita, d’ora in poi si trascurera ’apice a.
Le deformazioni corrispondenti a questa terna di spostamenti sono deducibili
a partire dalle ben note leggi che legano le deformazioni alle derivate prime degli
spostamenti:

ou
611—87‘%.1*0
_]. 6u1 8U2 -
€12 =5 <8x2 8x1> =0 (31.6)
o= L (0w Ous) _
B2\ 02y 01 )
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ou
€99 — 371‘2 =0
B 1 6u2 6U3 . } / _
=y (G2 5] = 5 (0 o)~ (a2) =0
Ousz  dug d?us

€33= 5 = — T2
Oxs  dxs dxz3

Le precedenti relazioni si conciliano con la relazione generale di De Saint—
Venant, (cfr. eqn.(24.13) del Capitolo 24):

€11 = €99 — —UlE€33 (317)

solo nel caso v = 0, ossia di solido a contrazione laterale impedita. Nella stessa
ipotesi, la legge di Hooke porta alla sola tensione normale o33, pari a:

g33 — FE (ug (1'3) — .’L‘QUIZI (.L'g)) (318)

Ne segue che le caratteristiche sforzo normale N (z3) e momento flettente
M (z3) sono fornite da:

N (23) = /EE(ug (23) — woul (23)) dA = BAU (z3) (31.9)

M (x3) = /EE (zouf (z3) — 23Ul (23)) dA = —ETjquf (23) (31.10)

coincidenti con i risultati ottenuti nel Capitolo 25.

Il calcolo dello sforzo di taglio

Una notevole incongruenza della teoria di Eulero-Bernoulli risiede nella impossi-
bilita di calcolare lo sforzo di taglio T3 come risultante delle tensioni tangenziali,
secondo la definizione del Capitolo 23. Ed infatti, essendo nulla la componente
tangenziale di tensione oa3 si avra senz’altro:

T2 ($3)2/023dA:0 (3111)
P

D’altro canto, banali considerazioni di equilibrio mostrano che uno sforzo di
taglio dovra essere necessariamente presente. Ed infatti, si consideri un concio
di trave di larghezza dzs, situato all’ascissa x3, come riportato in Figura 31.4.
Perche esso sia in equilibrio, occorrera che siano soddisfatte le tre equazioni di
equilibrio alla traslazione orizzontale, alla traslazione verticale, ed alla rotazione
intorno ad una sezione generica, ed € immediato realizzare che 1’assenza di forze
taglianti verticali impedisce di soddisfare I’equazione di equilibrio alla traslazio-
ne verticale. Si puo giungere pero ad una definizione soddisfacente dello sforzo
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[ — — — ]I t(x3)

VYV V¥V V1] pix3)

M(x3) A M (x3+dx3)
N (x3) N (x3+dx3)
\J
T(x3) T(x3+dx3)
»l l
| I
X3 dxs

Figura 31.4: Tl concio elementare e le forze su di esso agenti

di taglio imponendo I’equilibrio delle forze presenti alla rotazione intorno alla
faccia di destra:

d
— M, (z3) + My (23 + dzs) — Ty (23) dos + p (3) dx3§ =0 (31.12)

Se dz3 & abbastanza piccolo, si puod approssimare M; (x3 + dx3) con i primi
termini di un suo sviluppo in serie:

dAfl (’Eg)

Ml (.’L‘g + d.’L3) = M1 (.’L‘g) +
dmg

ed inoltre I'ultimo termine della (31.12) pud trascurarsi. Se ne trae:

dM1 (173)

—M; (z M, («-
1 (x3) + My (x3) + ds

dl’3 - T2 (3‘3) dl‘g =0 (31.14)

ed infine si giunge alla definizione di taglio secondo la teoria di Eulero-Bernoulli:

dM
15 (z3) = # = —EIuy (x3) (31.15)

La (31.15) ¢ in netta contraddizione con la (31.11), ma ¢ il prezzo da pagare
per l'estrema semplicita della teoria di Eulero—Bernoulli per travi snelle.

31.3 Lo studio della linea elastica col principio
degli spostamenti virtuali

Si scriva il principio degli spostamenti virtuali, come dedotto nel Capitolo 21.
In base a quanto finora assunto, il lavoro interno si limita al solo contributo
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delle tensioni normali o33, mentre si ipotizza che insistano sulla trave solo stese
di carico distribuito di tipo assiale e di tipo trasversale. Inoltre, si ipotizza che
tali carichi agiscano su tutta la trave. Si avra quindi:

L L
/ 0'33(5633 dV = / p(xg) 6’U,Qd1’3 + / t(xg) 6U3 dl‘g (3116)
B 0 0

Altri esempi di carichi distribuiti, estesi ad una luce parziale, e di carichi con-
centrati, possono essere facilmente trattati modificando 1’espressione del lavoro
esterno.

Si introduca ora la legge di Hooke, esprimendo la tensione o33 in termi-
ni di deformazione ez3, e poi si utilizzi 1'ultima delle (31.6) per esprimere la
deformazione in termini di spostamento. Si ha:

/ /E (uf (w3) — wauy (w3)) (dup (w3) — waduh (z3)) dAdws
0 Jx (31.17)

L L
= / p(x3) dus drs +/ t(r3) dus drs
0 0

Svolgendo i prodotti, si ha, eliminando per semplicita la dipendenza funzio-
nale da x3:

L
/ (EAusduy + Eljuyduly — pdus — tduz) dag (31.18)
0
tenendo conto che:

dA=A4
b

/ 2y dA =0 (31.19)
b

/ .’L'%dA = 111
b))

dove A & I'area della sezione retta, ed I1; ¢ il suo momento di inerzia rispetto
all’asse X;.

Ipotizzando da ora in poi che la trave sia omogenea ed a sezione costante, e
che quindi il modulo di Young, I’area ed il momento di inerzia possano conside-
rarsi costanti, il primo integrale della (31.18) puo integrarsi per parti una volta,
ottenendo:

L L
/ usdusdrs = [ugdu;;]é —/ uldug ds (31.20)
0 0
mentre il secondo integrale va integrato per parti due volte:

L L
s o 1L "1 e 1L " L
/ uyousy das = [uydus), —/ uy duy dws = [ugdus|, — [ug dusly +
0 0

L (31.21)
/ uly Sug dxs
0
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Inserendo ambedue questi risultati nella (31.18) si giunge a scrivere:

L
/0 [(—EAuf —t) duz + (EI ub” — p) 6ug) dos+ (31.22)

[EAUL%(SIB}OL + [EIHUIQI(SU,’Q](I; _ [EIHUIQH(SUQ}OL —0

Le variazioni dus e dus sono arbitrarie, e quindi dovranno annullarsi le quan-
tita in parentesi, conducendo alle due equazioni differenziali disaccoppiate in us
ed in us:

EAuj = —t

31.23
EIU/QH/ — p ( )

Le restanti quantita dovranno annullarsi ai due estremi della trave. Per lo
spostamento ug dovra quindi essere:

EAuj(0)6uz(0) =0

FEAu4(L)dus(L) =0 (31.24)
mentre per lo spostamento us sara necessariamente:

EI1u3(0)dus(0) =0

ElLuy(L)duy(L) =0 (31.25)

EIllug/(o)6U2 (0) =0
E'qug/(L)éuQ(L) =0

Lo studio della funzione ug (z3) degli spostamenti assiali & quindi completa-
mente separato dallo studio della funzione ug (z3) degli spostamenti trasversali.
Inoltre, gli spostamenti assiali sono governati da un problema ai limiti diffe-
renziale del secondo ordine, mentre quelli trasversali da un problema ai limiti
differenziale del quarto ordine. Occorre quindi risolvere le equazioni differenziali
(31.23), e determinare le costanti di integrazione imponendo le condizioni ai limi-
ti (31.24) per lo spostamento assiale, e le condizioni (31.25) per lo spostamento
trasversale.

La soluzione delle equazioni differenziali della linea elastica

La soluzione delle (31.23) puo scriversi come somma di un integrale generale,
soluzione dell’omogenea associata, e di un integrale particolare, che dipende
dalla particolare forma delle funzioni ¢ (z3) e p (z3). Riscritte le equazioni nella
forma piu conveniente:

u// _ _L
3
£A (31.26)
mr_ P
2 T FEI
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si ha:

ug (z3) = Ao + Arxg + Iy

) . (31.27)
ug ($3) = CO + 01:E3 -+ 02.173 + 031133 + Iv

con I, e I, integrali particolari, mentre Ag, Ay, Cy, C1, Cy e C3 rappresentano
costanti di integrazione da specificare imponendo le opportune condizioni ai
limiti, in 3 = 0 ed in x5 = L. Tali condizioni, da ricavare in base alle (31.24)
ed alle (31.25), rispettivamente, riflettono le condizioni con cui ¢ vincolata la
trave, secondo la classificazione riportata nel prossimo paragrafo

Le condizioni di vincolo

E’ conveniente separare lo studio del problema assiale dallo studio del problema
flessionale.

Il problema assiale

In base alla (31.9), le condizioni (31.24) si possono scrivere:

N(0)du3(0) =0
N(L)éus(L) =0 (81.28)

Agli estremi della trave, pertanto, si puo avere questa duplice alternativa:
— Estremo fisso — u3z = 0
— Estremo libero — N = 0 ossia uf = 0

Il problema flessionale

In base alla (31.10) ed alla (31.15) le condizioni (31.25) si possono scrivere:

(31.29)

Agli estremi della trave, pertanto, si possono simulare queste condizioni di
vincolo:

— Estremo fisso — 1, =0e ¢ =0

— Estremo appoggiato — us =0 e M; =0, ossia v =0

— Estremo con bipendolo — ¢ =0 e Ty = 0, ossia uf =

— Estremo libero — M; =0, ossia uj =0 e Ty =0, ossia u)’ =0
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31.4 1l principio di stazionarieta dell’energia po-
tenziale totale

Come si ¢ visto, il principio di stazionarieta dell’energia potenziale totale di-
scende dal principio degli spostamenti virtuali. Nessuna sorpresa, quindi, se
utilizzando questo principio si giungera alle stesse equazioni del paragrafo pre-
cedente.

Si parte dalla definizione dell’energia potenziale totale, somma dell’energia
elastica e dell’energia potenziale dei carichi:

1 L L
B, = 5/ Ee%3 dVv —/ p(z3) ug (3) dog — / t(r3)us(xz3) des  (31.30)
B 0 0

ed utilizzando 'ultima delle (31.6), si puo scrivere I'energia elastica come un
funzionale delle due componenti di spostamento us ed us:

1t . 1 [k o
0 0 (31.31)

_ /OLp(xs)uz (73) dws — /OLt(ﬂcg)ug (23) das

Si scriva ora la variazione di Fy rispetto alle due variabili us ed us, ottenendo:

0F, = E, (’LL3 + dugz, us + (5’&2) — B (U3,u2) =

1 o[- 1 [r
5/0 EA (u} + oul)” das + 5/0 EIy (uf + 6ul)® dws—

(31.32)

L L 1t )
/ p (ug + oug) das — / t (ug + dug) das — 3 / EAug dzz—
0 0 0

1

L L L
f/ E111UQ//2d$3+/ PUs dx3+/ tus dxs
2 Jo 0 0

Svolgendo i quadrati e semplificando si ottiene:

L L L L
0B, = / EAujdul dzs + / ElLuyduy dog — / pouy das — / tduz das+
0 0 0 0

1 [E , 1 [ ”
5/ EA6u32 dxs + 5 / E1116u22 dxs
0 0

(31.33)

Ne segue che la variazione dell’energia potenziale totale si esaurisce in due
aliquote: la prima, lineare, e la seconda quadratica:

L L L L
0B, = / EAujouf dzs +/ Eljuyduy dog — / pdug das — / tduz dxs
0 0 0 0

(31.34)
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1 [k . 1 [F "
6o B, = 5 / EAbuf das + 5 / EI 6uy’dxs (31.35)
0 0
Per il principio di stazionarieta, dovra essere:
L L L L
nhE: = / EAujoul dx3—|—/ Elubdus d:cg—/ pous d.’L’3—/ touz dxs = 0
0 0 0 0

(31.36)

coincidente con la (31.18).

31.5 L’approccio geometrico

Talvolta ¢ utile impiegare il metodo geometrico, o diretto, per dedurre le equa-
zioni differenziali della linea elastica. Si tratta di imporre ’equilibrio del concio
di Figura 31.4, oltre che alla rotazione, anche rispetto alla traslazione orizzontale
ed alla traslazione verticale. Si ha:

Equilibrio alla traslazione orizzontale :

—N (z3) + N (23 + dvs) + t (z3)des =0 (31.37)
ossia:
—N (23) + N (z3) + Mdizg?))dxg +t(xs)drs =0 (31.38)
ed infine:
d]\;x(‘:i”) +t(xs) =0 (31.39)
Equilibrio alla traslazione verticale :
—T5 (x3) + T (x5 + das) + p (x3)dxs =0 (31.40)
ossia:
T3 (x3) + T3 (23) + dT;igg)dIs +p(x3)des =0 (31.41)
ed infine:
deliJE:g) +p(x3) =0 (31.42)
Equilibrio alla rotazione :

come gia visto.
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Cio fatto, occorre utilizzare i legami tra le caratteristiche e gli spostamenti, ossia
occorre introdurre nella (31.39) I’espressione dello sforzo normale (31.9) mentre
nelle (31.42) e (31.43) bisognera utilizzare la (31.10) e la (31.15). Nel primo
caso, se la trave & omogenea, e quindi se £ ed A sono costanti, si ritrova la
prima equazione differenziale (31.23):

d2U3 (1‘3)

EA
dz§

+t(z3) =0 (31.44)

Nel secondo caso si ottiene, derivando la (31.43) ed utilizzando la (31.42),
una fondamentale relazione tra momento e carico applicato:

d2M1 (1‘3)
R 2) =0 31.45
T ) (31.45)
Infine, utilizzando ’equazione (31.10), che lega il momento alla curvatura,

si riottiene la seconda equazione differenziale (31.23):

d*uy (z
Efuij(‘l 3) =p(x3) (31.46)
T3

Le condizioni ai limiti

Proseguendo nello spirito dell’approccio diretto, € opportuno suddividere le con-
dizioni ai limiti che e possibile imporre in due distinte categorie: condizioni di
congruenza, che coinvolgono spostamenti e rotazioni, e condizioni di equilibrio,
che coinvolgono i momenti flettenti, gli sforzi di taglio e gli sforzi normali. Li-
mitandosi all’esame del problema flesso—tagliante, le condizioni di congruenza
vanno imposte a priori, in base al tipo di vincolo che si vuole realizzare. Se
quindi si prevede che un estremo della trave debba essere incastrato, si dovra
imporre che in quell’estremo siano nulli sia gli spostamenti che le rotazioni, se
invece I'estremo e solo appoggiato, allora le rotazioni saranno libere, e dovra
annullarsi solo lo spostamento. Dualmente, un bipendolo prevede rotazioni nul-
le e spostamenti liberi, mentre un estremo lasciato libero puo spostarsi e puo
ruotare.

Tali condizioni possono essere realizzate predisponendo opportuni dispositi-
vi di vincolo, in grado di annullare gli spostamenti e/o le rotazioni sviluppando
opportune forze reattive. Da questo punto di vista, 'appoggio puo essere con-
siderato equivalente ad una forza verticale incognita R, in grado di annullare
il corrispondente spostamento, il bipendolo e equivalente ad una coppia reat-
tiva incognita Mp, in grado di annullare la rotazione della sezione retta cui il
bipendolo ¢ applicato, e I'incastro puo essere sostituito con una forza reattiva
R ed una coppia reattiva Mg, in grado di annullare sia lo spostamento che la
rotazione.

Imposte le condizioni di congruenza, possono dedursi le ulteriori condizioni
di equilibrio, imponendo I’equilibrio del concio vincolato, sia nei confronti di
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una eventuale traslazione verticale che di una rotazione. Le due condizioni che
in tal modo si ottengono andranno considerate condizioni di vincolo se non
coinvolgono reazioni incognite, oppure equazioni in grado di far conoscere le
reazioni, dopo aver risolto il problema ai limiti.

In Figura 31.5 € offerta una panoramica dettagliata delle condizioni di vincolo
possibili ai due estremi di una trave di Eulero-Bernoulli. La prima riga si
riferisce all’estremo di sinistra, la riga inferiore invece all’estremo di destra.
Per ciascuno di questi due estremi sono illustrati i quattro vincoli possibili,
nell’ordine a) incastro, b) appoggio, c¢) bipendolo, d) estremo libero.

b) d)

‘;A 77é7r %)A A

My (L) ML) My (L) My (L)
te] e (e (e
T2 (L) T2 (L) ~ T (L) T2 (L)
%r\B l %I"B
Rp Rp

Figura 31.5: Le condizioni di vincolo previste dalla teoria di Eulero-Bernoulli -
a) incastro, b) appoggio, ¢) bipendolo, d) estremo libero

a) incastro

Le due condizioni di congruenza che definiscono 'incastro esprimono ’annullarsi
di spostamenti e rotazioni:
uz(§) =0

H(6) = 0 — uh(€) = 0 (3147)
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dove ¢ = 0 se I'incastro ¢ a sinistra, e £ = L se I'incastro ¢ a destra.

Esse definiscono completamente 'incastro, ai fini delle condizioni ai limiti
da introdurre nel corrispondente problema ai limiti.

Come detto, per annullare spostamenti e rotazioni l'incastro sviluppera una
forza reattiva R¢ ed una coppia reattiva Mpe, di cui occorrera tener conto
nell’imposizione delle condizioni di equilibrio del concio elementare. Se I'incastro
¢ situato a sinistra, in £ = 0, allora le forze agenti sul concio elementare sono
quelle indicate in Figura 31.5a), in prima riga: la reazione verticale R4, positiva
se equiversa all’asse Xs, e quindi positiva se verso il basso, la coppia reattiva
M., 4, positiva se antioraria, il taglio 75(0), positivo se induce rotazioni orarie
del concio elementare, il momento flettente M;(0), positivo se tende le fibre
inferiori del concio. Si noti che le caratteristiche della sollecitazione interna,
ossia il taglio ed il momento, sono state applicate solo sulla faccia di destra del
concio, in quanto la faccia di sinistra coincide con la faccia esterna della trave.
Tutto cio premesso, 1'equilibrio del concio e garantito dalle due condizioni:

R+ T3(0) =0

31.48
MrA + Ml (O) =0 ( )

Tali condizioni possono essere utilizzate, dopo aver risolto il problema ai
limiti, per calcolare le reazioni dell’incastro.

Se l'incastro e situato a destra, in £ = L, allora le forze agenti sul concio
elementare sono quelle indicate in Figura 31.5a), in seconda riga: la reazione
verticale Rp, positiva se equiversa all’asse X3, e quindi sempre positiva se verso
il basso, la coppia reattiva M, g, positiva se antioraria, il taglio T»(L), positivo
se induce rotazioni orarie del concio elementare, il momento flettente M; (L),
positivo se tende le fibre inferiori del concio. Si noti che le caratteristiche della
sollecitazione interna, ossia il taglio ed il momento, sono state applicate solo
sulla faccia di sinistra del concio, in quanto la faccia di destra coincide con la
faccia esterna della trave, e che quindi ora il taglio positivo ¢ diretto verso 1’alto,
mentre il momento flettente & positivo se orario. Tutto cid premesso, I'equilibrio
del concio ¢ garantito dalle due condizioni:

Rp —Ta(L) =0

Mg — My (L) = 0 (31.49)

Le (31.48) e (31.49) esprimono una conclusione di carattere generale:
- nell’estremo di sinistra, le reazioni sono uguali e contrarie alle corrispon-
denti caratteristiche della sollecitazione interna, mentre nell’estremo di destra
le reazioni sono uguali alle corrispondenti caratteristiche della sollecitazione
interna.

b) appoggio

L’unica condizione di congruenza che definisce 'appoggio esprime ’annullarsi
dello spostamento:

uz(§) =0 (31.50)

312 Lezioni di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 31. TEORIA DI EULERO

Ad essa deve essere affiancata una condizione di equilibrio, da introdurre nel
corrispondente problema ai limiti.

A cio fare, si consideri che 'appoggio sviluppa una forza reattiva R, di cui
occorrerd tener conto nell’imposizione delle condizioni di equilibrio del concio
elementare. Se ’appoggio ¢ situato a sinistra, in £ = 0, allora le forze agenti
sul concio elementare sono quelle indicate in Figura 31.5b), in prima riga: la
reazione verticale R 4, positiva se equiversa all’asse X5, e quindi positiva se verso
il basso, il taglio T5(0), positivo se induce rotazioni orarie del concio elementare,
il momento flettente M (0), positivo se tende le fibre inferiori del concio. Ne
segue che ’equilibrio del concio e garantito dalle due condizioni:

Ra+1T5(0)=0
©) (31.51)
M;(0)=0
La seconda condizione, esprimente l'annullarsi del momento flettente, puo
e deve essere utilizzata come condizione ai limiti, per cui le condizioni che
definiscono completamente 1’appoggio, saranno:

u2(0) =0 , (31.52)
M;(0) =0 — u5(0) =0
La prima delle (31.51), invece, pud essere utilizzata, dopo aver risolto il
problema ai limiti, per conoscere la reazione dell’appoggio.
Infine, se 'appoggio ¢ situato a destra, ¢ immediato analizzare la situazione
di Figura 31.5b), seconda riga, e dedurre che le due condizioni ai limiti da
imporre sono:

ug (L)

0
31.53
My(L) =0 — uy(L) =0 ( )
mentre la restante condizione di equilibrio serve a calcolare la reazione:
Rp —T3(L) =0 — Rp =T»(L) (31.54)

¢) bipendolo

Il bipendolo ¢ un vincolo che puo essere considerato duale all’appoggio: la con-
dizione di congruenza che lo definisce esprime infatti ’annullarsi della rotazione:

$(§) = uy(§) =0 (31.55)

e di conseguenza esso sviluppera una coppia reattiva incognita. Alla (31.55) biso-
gnera affiancare una condizione di equilibrio, ottenibile come usuale esaminando
il concio elementare dove agisce il bipendolo stesso.

Se il bipendolo ¢ situato a sinistra, in & = 0, allora le forze agenti sul concio
elementare sono quelle indicate in Figura 31.5¢), in prima riga: la coppia reattiva
M., 4, positiva se antioraria, il taglio T2(0), positivo se induce rotazioni orarie
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del concio elementare, il momento flettente M7 (0), positivo se tende le fibre
inferiori del concio. Ne segue che ’equilibrio del concio ¢ garantito dalle due
condizioni:

T(0) =0

Mia+ M(0) =0 (3150

La prima condizione, esprimente ’annullarsi del taglio, puo e deve esse-
re utilizzata come condizione ai limiti, per cui le condizioni che definiscono
completamente il bipendolo, saranno:

!/
?(0)=0— u,2,,(0) =0 (3157)
T5(0) =0 — u5'(0) =0
La seconda delle (31.56), invece, puo essere utilizzata, dopo aver risolto il
problema ai limiti, per conoscere la coppia reattiva del bipendolo.
Infine, se il bipendolo ¢ situato a destra, ¢ immediato analizzare la situazione
di Figura 31.5¢), seconda riga, e dedurre che le due condizioni ai limiti da
imporre sono:

O(L) =0 —> uy(L) = 0

31.58
To(L)=0—uy(L)=0 ( )

mentre la restante condizione di equilibrio serve a calcolare la reazione:
M, —Ml(L) =0— M;p :Ml(L) (31.59)

d) estremo libero

Se un estremo della trave e libero sia di spostarsi che di ruotare, non sara possi-
bile in esso scrivere alcuna equazione di congruenza, mentre imponendo 1’equi-
librio del concio di Figura 31.5d) verranno scritte due equazioni di equilibrio,
esprimenti 'annullarsi del momento e del taglio:

M) = 0 — u(€) = 0
Ty(€) = 0 — u(€) = 0 (31.60)

Problemi

Problema n.1 - Utilizzando il principio degli spostamenti virtuali, dedurre i due
problemi ai limiti della teoria della trave presupponendo che il modulo di
Young, ’area ed il momento di inerzia della sezione retta siano arbitrarie
funzioni continue di z3 (trave non omogenea a sezione variabile)

Problema n.2 - Dedurre per via geometrica le condizioni ai limiti del problema
ail limiti assiale
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Il problema ai limiti assiale

In questo Capitolo si applicano i risultati del Capitolo precedente, calcolando
spostamenti e caratteristiche di alcune travi ad una sola campata soggette a
carichi di tipo assiale. Si imposta quindi e si risolve il problema ai limiti del
secondo ordine, illustrando alcuni semplici condizioni di carico. Nel seguito si
intendera con il termine asta una trave soggetta a soli carichi assiali, mentre il
termine trave sara riservato ai casi di forze trasversali.

32.1 L’asta soggetta a carico uniformemente di-
stribuito

11 caso di carico piu semplice & quello per cui ¢ (z3) =ty = costante. In questo
caso l'equazione differenziale che regge il problema ai limiti si scrive:

" t()
= —— 32.1
Us EA ( )

ed ¢ immediato constatare, per integrazioni successive, che il suo integrale ¢ pari
a:

2

xTe
us (133) = AO -+ All’g — toﬁ (322)

Per ottenere le due costanti di integrazione Ay ed A; occorre specificare le
condizioni di vincolo. Si hanno due casi di interesse pratico.

32.1.1 Asta fissa agli estemi

Per un’asta i cui due estremi sono impediti a muoversi, occorrera che sia:
us (O) = U3(L) =0 (323)
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ossia, dalla (32.2):

Ay =0
12 (32.4)
A0+A1L—t0m =0
e quindi la linea elastica e data da:
tox:
us (z3) = 2°E jx (L — x3) (32.5)
mentre lo sforzo normale e dato da:
, L
N (Ig) = EAU3 (1‘3) = t() 5 — I3 (326)

In Figura 32.1 ¢ riportato ’andamento dei grafici degli spostamenti e degli
sforzi normali. Come puo osservarsi, e come deducibile dalle formule, lo sforzo
normale ¢ distribuito con legge lineare, mentre lo spostamento assiale varia con
legge quadratica lungo 'asse, raggiungendo il suo massimo in mezzeria.

Spostamenti
X3
tg L2
2
us
N(x3) Sforzi assiali
to L
2 to L
| 1

Figura 32.1: Asta fissa agli estremi soggetta a carico distribuito uniforme:
diagramma degli spostamenti e degli sforzi assiali

Le reazioni dei due vincoli agli estremi sono facilmente calcolabili con con-
siderazioni di equilibrio. A sinistra si avra, come deducibile dalla Figura 32.2:

L
ed a destra: I
HLfN(L):0—>HL:N(L):7t0§ (32.8)
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—_ — — — — —P It@
X3
—
Y X5
L
—_ —_— - —
Hg N(09) N (L) H|

Figura 32.2: Le reazioni assiali per 'asta soggetta a carico uniformemente
distribuita

32.1.2 Asta fissa a sinistra e libera a destra

In questo caso dovra essere:

uz(0) = u3(L) =0 (32.9)
ossia, dalla (32.2):
Ao=0
4 % » (32.10)
e quindi la linea elastica e data da:
us (z3) = % (L - %) (32.11)

mentre lo sforzo normale ¢ dato da:
N (w3) = EAug (x3) = to (L — 23) (32.12)

In Figura 32.3 sono riportati i grafici degli spostamenti e degli sforzi normali.
Calcolare le reazioni vincolari.

32.2 L’asta soggetta a forza concentrata all’e-
stremo
Si consideri ora un’asta fissa a sinistra, libera a destra, e soggetta ad una forza

concentrata F all’estremo libero. Utilizzando il principio di stazionarieta dell’e-
nergia potenziale totale, al fine di stabilire le condizioni al contorno all’estremo

Lezioni di Scienza delle Costruzioni 317



32.2. L'’ASTA SOGGETTA A FORZA CONCENTRATA ALL'’ESTREMO

Spostamenti X3

tg L2
2 EA

us -+

N(X3)  Sforzi assiali

Figura 32.3: Asta fissa a sinistra e libera a destra : diagramma degli spostamenti
e degli sforzi assiali

libero, si scrive I'energia potenziale totale come:

L
E = / EAug (z3) dzs — Fug(L) (32.13)
J0

e quindi la variazione prima di E; ¢ fornita da:
L
0B = / EAuéulydes — Fous(L) =0 (32.14)
0

Integrando per parti si giunge alla solita equazione differenziale, con tg = 0,
ed alle condizioni ai limiti:

EAus(0)6usz(0) =0 (32.15)

(EAus(L) — F) duz(L) =0 (32.16)

Nell’estremo di sinistra, fisso, dovra essere uz(0) = 0, mentre a destra,
nell’estremo libero, sara:

EAuy(L) =F (32.17)

Nota - La (32.17) esprime Iequilibrio tra sforzo normale e forza applicata, come

puo facilmente evincersi enucleando il concio elementare all’ascissa x3 = L,

ed esprimendo la condizione di equilibrio nei riguardi delle possibili traslazioni
orizzontali (cfr.Figura 32.4)
Gli spostamenti saranno allora dati da:

F

us (Ig) =
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X2

—_— | - | —

He N(0) N (L) F

Figura 32.4: L’asta soggetta a carico concentrato nell’estremo libero

mentre lo sforzo normale ¢ costante, e pari ad F. Si noti che non ¢ necessario,
in queso caso, risolvere il problema ai limiti per ottenere la (32.18). Ed infatti,
in assenza di carichi distribuiti, la relazione:

dN (x3)

= 2.1
dz3 +t(z3) =0 (32.19)

implica che lo sforzo normale sia costante lungo 1'asse x3. Di conseguenza, per
la (32.17), esso sara pari ovunque ad F, e poiche:

N (z3) = BEAuj (23) (32.20)
sara subito:
/ F F
us (¥3) = L7 — us (03) = ez +C (32.21)

Infine, la costante di integrazione C' si annulla, in base alla condizione a
sinistra, dove u3(0) = 0.
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Capitolo 33

Le travi ad una campata

In questo Capitolo si studiano le travi ad una sola campata con i piu comuni
tipi di vincolo. La classificazione completa ¢ abbastanza agevole, e porta ad
identificare sedici schemi, come riportato nella tabella 33.1.

inc-inc | inc-app | inc-bip | inc-lib
app—inc | app—app | app-bip | app-lib
bip—inc | bip—app | bip—bip | bip-lib
lib-inc | lib-app | lib-bip | lib-lib

Tabella 33.1: La classificazione delle travi ad una campata di Eulero—Bernoulli

I sei schemi del triangolo inferiore possono ricondursi ai corrispondenti casi
del triangolo superiore, sicche si puo limitare I’esame a dieci schemi strutturali.
Una prima classificazione si puo ottenere in base alla possibilita di calcolare
le reazioni vincolari con le sole equazioni di equilibrio della statica del corpo
rigido. E’ infatti immediato realizzare che per le travi in esame si hanno a di-
sposizione due equazioni di equilibrio indipendenti, e precisamente un’equazione
di equilibrio nei riguardi delle possibili traslazioni verticali, ed una equazione di
equilibrio nei confronti delle rotazioni intorno ad un punto arbitrario (polo).

Nel caso di travi iperstatiche, non sara possibile calcolare le reazioni vinco-
lari in base a sole considerazioni di equilibrio, ma occorrera affiancare ad esse
ulteriori equazioni. Ad esempio, si potra risolvere il problema ai limiti, calcolare
i momenti ed i tagli, e da essi dedurre le reazioni.

Nel caso di travi isostatiche, si potranno usualmente ricavare le reazioni
vincolari semplicemente risolvendo le equazioni di equilibrio. Nel caso di travi
labili, invece, la trave non possiede abbastanza vincoli da eliminare i moti rigidi,
e quindi subira traslazioni e/o rotazioni. E’ evidente la limitata utilita di simili
schemi, almeno in ingegneria strutturale.

Si controlli la classificazione seguente:

— travi due volte iperstatiche: trave doppiamente incastrata

Lezioni di Scienza delle Costruzioni 321



33.1. LA TRAVE INCASTRATA AGLI ESTREMI

— travi una volta iperstatiche: trave incastro—appoggio, trave incastro—
bipendolo

— travi isostatiche: trave incastro-libera (mensola), trave appoggio—appoggio,
trave appoggio—bipendolo

— travi una volta labili: trave bipendolo—bipendolo, trave appoggio-libera,
trave bipendolo—libera

— travi due volte labili: trave libera-libera

Nel seguito si esamineranno in un certo dettaglio i dieci schemi strutturali
appena dedotti, supponendo inizialmente che siano assenti carichi concentrati.

33.1 La trave incastrata agli estremi

11 caso di carico pit semplice & quello per cui p (x3) = pg = costante. In questo
caso l'equazione differenziale che regge il problema si scrive:
1n

uy” (x3) = El;)n (33.1)

e la sua soluzione puo ottenersi per integrazioni successive:

: Po
U9 ({L‘g) =(C1 4+ Coxs + Cgilig + C4ZL‘§ + SYVoI e il?% (332)
YYYYYYYYYYYYYYYYVYVYYVY)Y Ipe
A B k X3

AANANANAN

X2

Figura 33.1: La trave doppiamente incastrata soggetta ad un carico
uniformemente distribuito

Per ottenere le quattro costanti di integrazione C;, occorre specificare le con-
dizioni di vincolo. Si osservi comunque, in via preliminare, che poiche il carico &
distribuito con legge costante, il taglio sara necessariamente una funzione linea-
re, il momento una funzione quadratica, la rotazione una funzione cubica, e lo
spostamento — come confermato dalla (33.2) — sara un polinomio del quarto
ordine.
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Per una trave i cui due estremi sono impediti sia di muoversi che di ruotare,
come in Figura 33.1, occorrera che sia:

'U/Q(O):OHC:[:O
Wy(0) =0 — Cy =0

4
Uy(L) = 0 — Cy 4+ CoL 4+ C3L? + C4 L + pg——— =0 (33.3)
24F1,
3
uh(L) =0 — Cy +2C3L + 3C4 L* + po =0
61
Le ultime due delle (33.3) possono facilmente risolversi, a fornire:
L2
Cy = Po
24F 1, (33.4)
___polL
YT O12EL,
sicche gli spostamenti sono forniti da:
2 I — 2
up () = T L= T5) 7 (33.5)

24E1;

Conosciuti gli spostamenti, si possono facilmente ricavare rotazioni, momenti
e tagli:

____Doxs 2 2
¢ (x3) = 2ET, (L? — 3Lxs + 223)
M (z3) = —% (L* — 6Las + 622) (33.6)

T2 (Ig) = % (L — 2133)

Si noti che il taglio varia con legge lineare, e, per la simmetria geometrica e
di carico dello schema, si annulla in mezzeria ed assume valori uguali ed opposti
agli estremi, mentre il momento varia con legge parabolica, assumendo valori
uguali agli estremi ed attingendo il suo massimo in mezzeria. Sara:

13(0) = Pog

Tr(L) = *pog (33.7)
L2

Mi(0) = My(L) = —Polg

L L?
Mi| - ) =poss :
1(2> Pogy (33.8)

I diagrammi di spostamenti, rotazioni, momenti e tagli sono riportati in
Figura 33.2. Dal loro esame possono trarsi alcune conclusioni di carattere gene-
rale, che spesso possono aiutare sia nel tracciamento approssimato dei grafici,
sia nel controllo di eventuali errori. Si noti allora:

mentre in mezzeria si ha:
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Spostamenti
X3
T ' ' >
1 1
| |
pL?
384 EI
uz
)
]
I
Rotazioni !
1 X3
1 pL3 1
LI ]
72-/3 EI !

2
Momenti / pL”
12

2 L
—p L 1 *\_/2 N X3
24

pL Tagli
2 X3
2

Figura 33.2: Spostamenti, rotazioni, momenti e tagli per una trave doppiamente
incastrata
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1. la relazione che lega momenti e tagli garantisce che il diagramma del ta-
glio rappresenta la derivata del momento flettente. Ne segue che il taglio
fornisce informazioni sulla pendenza del diagramma del momento, sicche
— ad esempio — dove il taglio si annulla il momento avra pendenza oriz-
zontale, attingendo un minimo, un massimo o un punto di flesso. Nella
fattispecie, il taglio si annulla in mezzeria, dove il momento € massimo.

2. la relazione che lega rotazioni e spostamenti garantisce che il diagramma
delle rotazioni rappresenta, a meno del segno, la derivata dell’abbassamen-
to. Ne segue che le rotazioni forniscono informazioni sulla pendenza del
diagramma dell’abbassamento, a somiglianza di quanto detto prima per la
coppia taglio-momento flettente. Nella fattispecie, le rotazioni sono nulle
in mezzeria, dove si verifica I’abbassamento massimo.

3. la relazione che lega momenti flettenti e rotazioni garantisce che il dia-
gramma del momento ¢ proporzionale alla derivata delle rotazioni. Ne
segue che esso fornisce informazioni sulla pendenza del diagramma delle
rotazioni. Se ad esempio si vuol conoscere le ascisse di rotazione massima
e minima, occorre calcolare le ascisse dove il momento flettente viene ad
annullarsi. Dalla (6) si ha:

L? —6Lxz+ 623 =0 (33.9)

e quindi i momenti si annullano in 1* e 2*, di ascissa

1 V3
zil = (2 - \6[> L ~0.211325L
(33.10)
1 V3
zy = (2 + ‘g) L ~ 0.788675L

In corrispondenza di tali ascisse le rotazioni raggiungono i loro valori
minimi e massimi, pari a:

¢ (xl*) = Pmin = b E
3 — Omin — 72\/§P0 EI
T (33.11)
2%\ __ —
¢ (Ig ) ¢maaz 72\/3170 Bl

4. la relazione che lega il momento all’abbassamento fornisce utili indicazioni
sulla curvatura del diagramma degli abbassamenti. Ed infatti puo notarsi
che la curvatura cambia di segno in 1* e 2*.

5. Lo spostamento massimo ¢ attinto in mezzeria, dove sono nulle le rotazioni,

e vale:
L 1 LA

max — =~ | = 55 P0 7=+ 12
2 2 <2> 384 ET (83.12)
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6. Infine, & necessario che i diagrammi soddisfino le condizioni ai limiti. Nel
caso in esame, ad esempio, nel diagramma delle rotazioni puo controllarsi
che esse si annullino agli estremi, mentre il diagramma degli spostamenti
dovra annullarsi agli estremi, e dovra partire in questi punti con tangente

orizzontale.
Po
YYYYYYYYYYYYYYYYYYY
A B
Wrn MrB
\/ \> My (0) My (L) \/
T2 (0) T2 (L) (T
Ry Y l YR
Wrn B

Figura 33.3: Le reazioni per la trave incastrata agli estremi

Come si ¢ detto, la trave incastrata agli estremi ¢ doppiamente iperstatica, e
vano sarebbe il tentativo di calcolare le quattro reazioni vincolari attraverso le
due equazioni di equilibrio della statica (cfr.Figura 33.3):

Ra+ Rp+poL=0

12 (33.13)
Moa+ Mg+ RaL +po7 =0
Le reazioni quindi dovranno ricavarsi dalla conoscenza delle c.s.i. agli estre-
mi, come illustrato in Figura 33.3:

L
Ry =-T5(0) = —Pog
2

L
Mpa=—-M(0) =po—

L12 (33.14)
Rp=Ty(L) = —Pog
L2
5= M(L) = —po—o
M, B 1(L) P05

Ne segue che le due reazioni verticali sono dirette verso 1’alto, che la coppia
reattiva a sinistra e antioraria, mentre la coppia reattiva a destra & oraria.
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33.1.1 Una digressione storica : ’errore di Weisbach

Come riportato da Karl-Eugen Kurrer (The History of the Theory of Structures,
Wiley 2009, pag.173), il primo ad utilizzare i diagrammi del momento per illu-
strarne la distribuzione lungo I’asse ¢ stato Julius Weisbach nel suo trattato en-
ciclopedico Lehrbuch der Ingenieur—-und Maschinen-Mechanik (1845). Ad esem-
pio, per la trave doppiamente incastrata, soggetta ad un carico uniformemente
distribuito, viene riportata 'immagine qui riprodotta come Figura 33.4.

Figura 33.4: 11 diagramma del momento flettente per trave doppiamente
incastrata, secondo Weisbach

Nella parte superiore della Figura, ¢ schematizzata la deformata della trave,
e sono ben evidenziati i due punti di flesso in D ed E. Nel diagramma inferiore
¢ riportato il dagramma del momento flettente (con l’asse verticale diretto verso
lalto), con i due punti di nullo in D ed E: la correlazione tra il diagramma del
momento flettente, e la curvatura del diagramma dello spostamento ¢ quindi
correttamente osservata.

Tuttavia, il diagramma del momento non ¢ corretto, in quanto nei punti D
ed F il momento non cambia curvatura, come invece implicito nel disegno di
Weisbach. In realta, la relazione tra momento e carico distribuito:

d? M, B
dm% o

(33.15)

implica, in questo caso, una curvatura costante del diagramma del momento.
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33.2 La trave appoggiata agli estremi

Per una trave i cui due estremi sono impediti di muoversi, ma possono ruotare,
come riportato in Figura 33.5, occorrera che sia:
I be

YYYYYYYYYYYYYVYVYYYYY

-

A B X3
l
///////1////// 7777777777777
X2

| L |
| |

Figura 33.5: La trave semplicemente appoggiata

u2(0):0—>01:0
M1(0) =0 — u(0) =0 — 2C5 = 0

4
Up(L) =0 — Cy + CoL + C5L% + C4L? 4+ pp——— =0 (33.16)
24E114
2
Mi(L)=0— u5(L) =0 — 2C3 + 6C4L + pp—— =0
2E1,
Le ultime due delle (33.16) possono facilmente risolversi, a fornire:
LS
Cy = DPo
24EIn (33.17)
o, — __PoL
T 2EL,
sicche gli spostamenti sono forniti da:
Pox3 :
up (z3) = SABL (L? — 2La3 + x3) (33.18)

Conosciuti gli spostamenti, si possono facilmente ricavare rotazioni, momenti
e tagli:

Do 3 _ 2 3
¢ (w3) = S4BT, (L? — 6La3 + 4x3)
My (3) = % (L — 23) 3 (33.19)

T2 (Ig) = % (L — 2I3)
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Spostamenti
X3
5 oplt
384 EI
Y
u2
A?
Rotazioni
X3
pL3
24 EI
Momenti
X3
pL2
12
M1
T2
pL Tagli
2 L

X3
\I p_L
2

Figura 33.6: Spostamenti,rotazioni, momenti e tagli per una trave doppiamente
appoggiata
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Si noti che il taglio varia con la stessa legge lineare della trave doppiamente
incastrata, mentre il momento varia con legge parabolica, assumendo valori nulli
agli estremi. Cio basta per garantire che il diagramma delle rotazioni partira ,
nei due estremi, con tangente orizzontale, come riportato in Figura 33.6, dove
sono anche definiti alcuni valori significativi:

1 poL?
¢min - ¢(0) = _ﬂ %I
(33.20)
D = (L) = PO
max 24 EI

mentre in mezzeria si hanno i valori massimi di momenti e spostamenti:

L L?
M max — M=) = -
1 ( 9 > Po S

B Ly 5 L*

U2 max = U2 9 = 384]70 EI

(33.21)

Nota - Rispetto alla trave doppiamente incastrata, il momento in mezzeria ¢
triplicato, e ’abbassamento massimo ¢ quintuplicato.

Le due reazioni verticali degli appoggi possono calcolarsi — stante I'isosta-
ticita della struttura — attraverso la scrittura delle due equazioni di equilibrio

della statica:

{ | 2@ PO | |

3 3

A

YYYYYYYYYYYYYYYYYY

B

Figura 33.7: Le reazioni per la trave appoggiata agli estremi

Ra+ Rp+poL=0
2 (33.22)

L
RAL+p07 =0
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da cui:

L
Ra=Rp=-pog (33.23)

Alternativamente, si puo leggere dallo schema di Figura 33.7:

L

Ry =-T5(0) = —Pog
L

Rp =T(L) = Py

(33.24)

E’ interessante osservare che nel caso di strutture isostatiche & spesso possi-
bile ottenere i diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione interna, senza
dover risolvere il problema ai limiti. Ed infatti, in questo caso si conoscono le
reazioni, attraverso le (33.22), da cui possono ricavarsi i tagli agli estremi, e
poiche I'andamento del diagramma ¢ lineare, non resta che congiungere i due
valori di T5(0) e di T5(L). Inoltre, il diagramma del momento ha andamento
parabolico, e quindi per il suo tracciamento basta conoscere il valore in due
punti (agli estremi, dove esso ¢ nullo) e la pendenza in mezzeria (nulla, perche
nullo & il taglio in mezzeria).

33.3 La trave a mensola

Si consideri ora una trave il cui estremo sinistro sia incastrato, mentre il destro
sia libero, soggetta al solito carico uniformemente distribuito su tutta la luce (cfr.
Figura 33.8). A sinistra occorre quindi imporre le due condizioni di congruenza,
annullando spostamenti e rotazioni, mentre nell’estremo libero dovranno esse-
re soddisfatte le condizioni di equilibrio che annullano le caratteristiche delle
sollecitazione interna. Sara allora:

YYYYYYYYYYYYYYYYVYYYY Pe

——
——

Figura 33.8: La trave a mensola
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u2(0)20—>C’1=O
Wy(0) =0 — Cp =0
2

My(L) =0 —> u(L) =0 —» 2C5 + 6C4 L + po —0 (33.25)
2E 1
L
To(L) =0 — uy'(L) =0 — 6Cy + pp—— =0
El
Le ultime due delle (33.25) possono facilmente risolversi, a fornire:
L2
Cs =por7—
4B (33.26)
Oy = —py—2
T TR,
sicche gli spostamenti sono forniti da:
2

_ _Dbors 2 3

us (r3) = S4BT (6L* — 4Lxs + 3) (33.27)
da cui, per derivazioni successive:
Po3 2 2
3) = — 3L* — 3Lu: :
¢ (1‘5) 6El, ( T3+ -%'3)

My (23) = _% (L —a3)* (33.28)

15 (x3) = po (L — x3)

I diagrammi di spostamenti, rotazioni, momenti e tagli sono riportati in
Figura 33.9.

Partendo dal diagramma del taglio, esso ¢ lineare, si annulla in corrispon-
denza dell’estremo libero (quarta condizione ai limiti), ed ha pendenza pari a
—po. Ne segue univocamente il diagramma di Figura.

1l diagramma del momento flettente ¢ parabolico, si annulla nell’estremo libe-
ro (terza condizione ai limiti), e in questo stesso estremo presenta una tangente
orizzontale. Le rotazioni, invece, sono nulle nell’incastro (seconda condizione ai
limiti), ed assumono il loro valore massimo nell’estremo libero, dove il diagram-
ma presenta una tangente orizzontale, dovuta all’annullarsi del momento in tale
punto. Infine, gli spostamenti sono nulli nell’incastro, ed il relativo diagramma
parte con tangente orizzontale, fino ad arrivare ad un valore massimo all’estremo
libero.

I valori significativi per le caratteristiche della sollecitazione interna si rag-
giungono in corrispondenza dell’incastro:

Mimin = M1(0) = —%LQ
TZmax = T2 (0) = pOL

(33.29)
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Spostamenti

Rotazioni
X3

oo
=l
Y

pL2 Momenti

Tagli

pL

Figura 33.9: La trave a mensola soggetta a carico distribuito: spostamenti,
rotazioni, momenti e tagli
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mentre rotazioni e spostamenti massimi si attingono nell’estremo libero:

L3
. (33.30)
u =wuy(L) = pol
2max 2 8E111

Anche la trave a mensola ¢ isostatica, sicche la reazione e la coppia reattiva
dell’incastro possono calcolarsi dalle due equazioni di equilibrio della statica,
come evidente dalla Figura 33.10:

YYVYYYYYYYYVYYYYYVYYVYYYY Ipe
A B
e
~—~ ») M1 (@)
T2 (9)
RA‘ i
Wrn
Ra L I
|

Figura 33.10: Le reazioni per la trave a mensola

Ra+poL=0— Ry = —poL
12 L2 (33.31)
Mpa+ RyL +p07 =0— M, = po?
Alternativamente, esse possono calcolarsi dall’equilibrio del concio elemen-
tare, e come sempre sono uguali e contrarie alle corrispondenti caratteristiche
della sollecitazione interna.

La trave incastrata—appoggiata

Si consideri ora una trave il cui estremo sinistro sia incastrato, mentre il destro
sia appoggiato, soggetta al solito carico uniformemente distribuito su tutta la
luce (cfr. Figura 33.11). A sinistra occorre quindi imporre le due condizioni di
congruenza, annullando spostamenti e rotazioni, mentre nell’appoggio di destra
alla condizione di congruenza, che annulla lo spostamento, occorre affiancare
la condizione di equilibrio, secondo cui dovra essere nullo il momento flettente.
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YYYYYYYYYYYYYYYYYYY IP@

A B X3

ﬁ _2
1 Y

Figura 33.11: La trave incastrata—appoggiata

Sara allora:
U2(0)20—>01:0

wy(0) =0 —> Co =0
4

up(L) =0 — Cy + CoL + C5L? + C4 L% 4 pp——— = (33.32)
24FE 1,
2
Mi(L)=0— uy(L) =0 — 2C3 + 6C4L + pp=—+— =0
2E1,
Le ultime due delle (33.32) possono facilmente risolversi, a fornire:
LZ
C
3T PO%6ED, (33.33)
o 5 L '
TR EL,
sicche gli spostamenti sono forniti da:
Po
uz (23) = 1o i a3 (3L — 5Lz + 223) (33.34)
da cui, per derivazioni successive:
Po 2 2
r3) = — o3 (6L° — 15La: :
¢ (x3) REL™ (6 5Lxs3 + 823)
M, (z3) = 7%0 (L? - 5L + 422) (33.35)
5
T (73) = po (SL - Ts)

I diagrammi di spostamenti, rotazioni, momenti e tagli sono riportati in
Figura 33.12. 1l diagramma del taglio € — come sempre finora — lineare, si
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annulla in corrispondenza dei 5/8 della luce, ed attinge i due valori estremi
sull’appoggio e nell’incastro:

5
T2 max — T2 (0) - ngL

3
Tomin =To(L) = —gpoL

(33.36)

Il momento flettente variera con legge parabolica, annullandosi sull’appoggio
e ad 1/4 della luce. Inoltre esso raggiungera il suo valore massimo laddove il
taglio si annulla, ossia a 5/8 della luce, ed il suo valore minimo nell’incastro:

L2
Mlmin = M(O) = _p08
5 9 (33.37)
Mipax =M | =L ) = ——poL?
! (8 > 128"°

Le rotazioni si annulleranno di sicuro in corrispondenza dell’incastro, e sicu-
ramente presenteranno una tangente orizzontale sull’appoggio, dove il momento
¢ nullo. Inoltre raggiungeranno un altro valore estremo (di minimo) ad 1/4
della luce, in corrispondenza dell’altro punto di nullo del momento. Infine, la
curvatura del diagramma, proporzionale alla derivata seconda della funzione —
ossia proporzionale al taglio — si annullera ai 5/8 della luce. I valori massimi e
minimi sono forniti da:

L 11 L3
¢min = ¢ (> = —5.5P0 =7

4 7;;8 El (33.38)
Pmax = ¢(L) = PORET,

L’ascissa della trave in cui le rotazioni si annullano puo trovarsi risolvendo
I’equazione:
23 (6L% — 15Las + 823) =0 (33.39)

ed ottenendo quindi la soluzione x3 = 0, corrispondente all’incastro, e le due
soluzioni:

L
=T (15 + \/ﬁ) (33.40)

La soluzione col segno positivo ricade al di fuori dell’intervallo [0, L], e quindi
non ha significato fisico, mentre la soluzione col segno negativo identifica una
ascissa oL, con a =~ 0.578.

Per tracciare il diagramma degli abbassamenti si hanno i seguenti dati: esso
deve annullarsi agli estremi, e nell’incastro deve avere tangente orizzontale. Inol-
tre, deve avere tangente orizzontale in corrispondenza dell’ascissa aL, e la sua
curvatura deve cambiare di segno ad 1/4 della luce, dove si annulla il momento
flettente. L’abbassamento massimo si verifica in al., e vale:

L4

U2 max = U2 (aL) = ’YPOFH (33.41)
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Spostamenti
1 X3
r -
1
pLt :
El L/4
+
+
0.578L
Y Uy
¢  Rotazioni
otazio oL3
1* X3 48 EI
1 pL> |
768 EI !
pL?
8 Momenti
9pL? 1* X3
128 |
\ N
T2
Tagli
—pL
i X

-+

Figura 33.12: La trave incastrata a sinistra ed appoggiata a destra, soggetta a
carico distribuito: spostamenti, rotazioni, momenti e tagli
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ed il coefficiente v ¢ valutabile come:

39 + 55v33
= ~0.00541612 33.42
65536 ( )
YYYYYYYYYYYYYVYYVYYVYYY IPO
A B
Yrp
~ ~> My (8)
) 2@ ) |
Ry Y N
1 |
Ra L Rp

Figura 33.13: Le reazioni per la trave incastrata ed appoggiata

Le tre reazioni non possono calcolarsi in base alle sole equazioni della statica,
poiche la trave € una volta iperstatica. Ne segue che esse dovranno dedursi a
posteriori, in base ai valori delle caratteristiche della sollecitazione interna agli
estremi, come illustrato in Figura 33.13.

5
L2
Mya = —M;(0) = p°8 (33.43)
Rp =Ty(L) = —_poL

33.4 La trave con incastro e bipendolo

Si consideri ora una trave il cui estremo sinistro sia incastrato, mentre il destro
sia libero di abbassarsi ma non di ruotare (bipendolo), soggetta al solito carico
uniformemente distribuito su tutta la luce (cfr. Figura 33.14). A sinistra oc-
corre quindi imporre le due condizioni di congruenza, annullando spostamenti
e rotazioni, mentre nel bipendolo di destra alla condizione di congruenza, che
annulla la rotazione, occorre affiancare la condizione di equilibrio, secondo cui
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dovra essere nullo lo sforzo di taglio. Sara allora:

UQ(O):O—>01:O
ul2(0>:0—>02:0

3
O(L) =0 — wy(L) = 0 —> Ca +205L + 3C4L + po o = (33.44)
11
To(L) =0 — uy (L) =0 — 6Cy4 + po =0
Eln
YYYYYYYYYYYYYYVYYVYVYYY Ipe
ﬁ A B X3
| L
|
Figura 33.14: La trave con incastro e bipendolo
Le ultime due delle (33.44) possono facilmente risolversi, a fornire:
L2
Cs =por7—
6En (33.45)
Oy = —py—2
4= —Po 6E 1
sicche gli spostamenti sono forniti da:
_ Do 2 _ 2
us (z3) = 24ET, x5 (v — 2L) (33.46)
da cui, per derivazioni successive:
¢ (x3) =— Po T3 (2L2 —3Lxs + ajg)
6F 111
M, (23) = —% (2L — 6Lxs + 322) (33.47)

Ty (x3) = po (L — x3)

I diagrammi di spostamenti, rotazioni, momenti e tagli sono riportati in
Figura 33.15. Il diagramma del taglio € — come sempre finora — lineare, si
annulla in corrispondenza del bipendolo, ed avendo pendenza pari a —pg attinge
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Spostamenti
1 X3
!
pL? :
24 EI
Y Uy
¢
Rotazioni
X3
3
sPL”
EI
pL?
3
Momenti
2 -
pL >
o v X
\
T2
Tagli
pL
X3

fg
' o

Figura 33.15: La trave con incastro a sinistra e con bipendolo a destra, soggetta
a carico distribuito: spostamenti, rotazioni, momenti e tagli
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il valore —poL nell’incastro. Il momento flettente variera con legge parabolica,
giungendo sul bipendolo con tangente orizzontale. I valori estremi si verificano
in corrispondenza dei vincoli, e valgono:

L2
Mimin = M1(0) = 71?03
(33.48)
poL?
]\/jlmam = Ml(L) =
Infine, esso si annulla nel punto 1* di ascissa L — 7 ~ 0.422L. Le rota-

zioni si annulleranno di sicuro in corrispondenza dell’incastro e del bipendolo, e
sicuramente presenteranno una tangente orizzontale in 1*, dove i momenti sono
nulli. In tale punto si avra il valore massimo, pari a:

1 L3 L3

———po—=— = 0Py 33.49
9\/5190 Ely, Po Ely, ( )

¢min = ¢(1*) =

Il diagramma delle rotazioni non presenta punti di nullo interni all’intervallo
[0,L], e di conseguenza il diagramma degli abbassamenti non avra punti di
estremo. Comunque, 1’abbassamento sara nullo nell’incastro, ed il diagramma
avra tangente orizzontale nel bipendolo. Infine, la curvatura sara nulla in 1%.
L’abbassamento massimo si avra nel bipendolo, e vale:

L4

pom (33.50)

U2max = U2 (L) =

Anche in questo le tre reazioni non possono calcolarsi in base alle sole equazioni

YYYYYYYYYYVYYYVYVYYVVY I Pe
A B
rn m,
B
L My (©) My (L) N4
\ D T2(9) (
Ra _
\1'/774% rB
Ra L

Figura 33.16: Le reazioni per la trave con incastro e bipendolo
della statica, poiche la trave & una volta iperstatica. Ne segue che esse dovranno
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dedursi a posteriori, in base ai valori delle caratteristiche della sollecitazione
interna agli estremi, come riportato in Figura 33.16:

Ry = —T5(0) = —poL

L2
Mpa=—-M(0) = Po5- (33.51)
L2
M,p =M(L) = P05

33.5 La trave con appoggio e bipendolo

Concludiamo questa rassegna con il caso piu semplice, in cui la trave e sem-
plicemente appoggiata a sinistra, mentre I’estremo di destra ¢ vincolato con un
bipendolo (cfr. Figura 33.17). La risultante struttura ¢ isostatica, e le due
reazioni possono calcolarsi in base alle due equazioni della statica, cosi come
indicato in Figura 33.18:

RAo+poL=0— Rga = —poL
L? L2 (33.52)
_p()? + MTB =0— MTB = pO?

Si noti che la seconda equazione esprime ’equilibrio alla rotazione intorno
al punto A.

Il diagramma del taglio segue immediatamente, in quanto se ne conosce
Pandamento (lineare) e due valori, in corrispondenza dell’appoggio, dove sara
T5(0) = —Ra = poL, ed in corrispondenza del bipendolo, dove T»(L) = 0. Sara
quindi:

T2 (1’3) = Po (L — 1‘3) (3353)

N

Il diagramma del momento ¢ altrettanto semplice, in quanto si conosce il
2

L
suo valore a sinistra M;(0) = 0 e a destra M;(L) = M,p = Po5 ed inoltre

esso avra tangente orizzontale in corrispondenza del bipendolo. Assegnato un
generico andamento quadratico:

M (xz3) = ag + a123 + aQ:vg (33.54)
le tre condizioni suddette permettono il calcolo delle tre costanti:

M1(0)20—>a0:0

L? L?

My(L) = Po— —7 o+ a1l + asL? = P05 (33.55)
dM
L) =0 — a; +2a3L =0
d.Tg

Ne segue:
x:
M1 (Ig) = poLIg — %Ig = PoT3 (L — ?3) (3356)
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YYYVYYYYYVYYYYYVYYVYYYVYYY I Pe

A B X3

]
///////1//////

X2
| L |

Figura 33.17: La trave con appoggio e bipendolo

A B
n
My (L) NG
Ra 17 l T (0) (
l %rB\'/
| Ra . |

Figura 33.18: Le reazioni per la trave con appoggio e bipendolo

Per conoscere il diagramma delle rotazioni, si puo utilizzare la relazione:

¢ (x3) = Bl (33.57)
che integrata fornisce:
po (73, 3
¢ (z3) = Bl ?L ~% +¢o (33.58)

La costante di integrazione ¢y puo calcolarsi imponendo che la rotazione sia
nulla in corrispondenza del bipendolo:

(33.59)
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Infine, le rotazioni sono fornite da:

2 3 3
Po I3 $3
J) = 3, x5 L7 .
olws) = g <2 6 3 ) (33.60)

Gli abbassamenti si deducono dalla relazione:

uy (x3) = —¢ (23) (33.61)

che conduce, utilizzando la (33.60), a:

3 4 3
Po T3 r3 Loz
5) = — R 33.62
uz (#3) = — g7 (6 21 3 >+C° (83.62)

In questo caso, la costante di integrazione ¢y si annulla, in quanto occorre
imporre che ’abbassamento sia nullo sull’appoggio, ossia in z3 = 0. I diagrammi
di spostamenti, rotazioni, momenti e tagli sono riportati in Figura 33.19, dove
sono anche indicati alcuni valori notevoli.

Si confermi attraverso la via usuale quanto ottenuto in questa sezione.
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Spostamenti
X3
5 plt
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Figura 33.19: La trave con appoggio a sinistra e con bipendolo a destra, soggetta
a carico distribuito: spostamenti, rotazioni, momenti e tagli
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Capitolo 34

Ancora sulle travi ad una
campata

In questo Capitolo si studiano le travi ad una sola campata con i piu comuni
tipi di vincolo e soggetti ai pitt comuni tipi di carico concentrato.

34.1 Introduzione
Si consideri una trave soggetta al carico distribuito pg (z3), alla forza Fy ed alla

coppia M agenti ambedue all’estremo di sinistra, ed alla forza F; ed alla coppia
M agenti ambedue all’estremo di destra, come illustrato in Figura 34.1.

YYYYYYYYYYYYYYYYYYY Pe
»E$\ Sh
Ms LE
lA B
X2
| L ]
I 1

Figura 34.1: La trave ad una campata soggetta a carichi concentrati agli estremi

L’energia potenziale totale di questa trave e pari alla somma dell’ener-
gia elastica, che per le travi di Eulero-Bernoulli si riduce alla sola aliquota
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flessionale:

I "
Lf = 5/0 EIHUQQ (Ig) dl‘g (341)

e dell’energia potenziale dei carichi applicati, uguale e contraria al lavoro da essi
svolto:

L
P=— /(; Po (1'3) ug (Ig) dl‘g —FSUQ(O) —FdUQ(L) —Ms¢(0) —Mdgb(L) (342)

Per il principio di stazionarieta, dovra essere:

L L
S8 = [ Brugu e — [ podusdag
0 0

— Fy8us(0) — Fydua(L) + Myoub(0) + Maduly(L) = 0

(34.3)

Integrando due volte per parti il primo integrale, si ha 'usuale equazione
differenziale della linea elastica, con le relative condizioni ai limiti:

(—ELiug(0) + M) duy(0) = 0 — (M (0) + M) dus(0) = 0 (34.4)
(Elug (L) + Ma) duy(L) = 0 — (=M (L) + Mg) dus(L) =0 '
(ELyul (0) — Fy) 6us(0) = 0 —» (T3(0) + Fy) dus(0) = 0

(=E@yul (L) — Fy) ug(L) =0 —> (To(L) — Fy) Sus(L) =0 (34.5)

In un estremo incastrato, le due condizioni di congruenza, che annullano
spostamenti e rotazioni, restano inalterate, e d’altro canto I’eventuale presenza
di forze o coppie concentrate verrebbe bilanciata dalle reazioni vincolari.

In un estremo appoggiato, invece, la condizione di congruenza che vieta I’ab-
bassamento resta inalterata, mentre la condizione di equilibrio non esprimera
pit l'annullarsi del momento flettente, bensi, dalle (34.4). Per un appoggio di
sinistra il momento sara pari alla coppia applicata, cambiata di segno, mentre
in un appoggio di destra il momento verra a coincidere con la coppia applicata
anche in segno.

Analogamente, in un bipendolo andra modificata la condizione di equilibrio,
che non vedra piu 'annullarsi del taglio. Dalle (34.5) si trae che per un bipendolo
di sinistra il taglio sara pari alla forza applicata, cambiata di segno, mentre in
un bipendolo di destra il taglio verra a coincidere con la forza applicata anche
in segno.

In corrispondenza di un appoggio, una eventuale forza verticale verrebbe
assorbita dalla reazione dell’appoggio, mentre una coppia agente in un bipendolo
viene assorbita dalla coppia reattiva. Infine, in un estremo libero ambedue
le condizioni di equilibrio vanno modificate in base alle (34.4-34.5), per cui
a sinistra le caratteristiche sono uguali alle corrispondenti forze applicate, ma
cambiate di segno, mentre a destra si ha concordanza di segno.

In definitiva, gli unici casi significativi di forze concentrate in corrispondenza
dei vincoli sono:
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1. trave a mensola soggetta a forza nell’estremo libero

2. trave a mensola soggetta a coppia nell’estremo libero

3. trave con incastro—appoggio soggetta a coppia sull’appoggio
4. trave con incastro—bipendolo soggetta a forza sul bipendolo
5. trave appoggiata con coppia sull’appoggio

6. trave con appoggio-bipendolo con forza sul bipendolo

34.2 La trave a mensola

Si abbia una trave a mensola, ossia incastrata a sinistra e libera a destra, sog-

) b
getta ad una forza F' nell’estremo libero (cfr. Figura 34.2). In assenza di carico
distribuito, ’equazione differenziale sara omogenea:

Figura 34.2: La trave a mensola soggetta a forza nell’estremo libero

EIH’U//Q/// =0 (346)

con soluzione:
U9 (:L’g) =C1 + Coxs + C3ZE§ + C4CU§ (347)

Ne segue immediatamente che in questo caso, ed in tutti i casi in cui sono
assenti carichi distribuiti, lo spostamento varia secondo un polinomio cubico,
e conseguentemente la rotazione variera con legge quadratica, il momento sara
una funzione lineare, ed il taglio sara costante.

Le condizioni ai limiti possono trarsi dalle (34.4-34.5). Alternativamente,
possono fissarsi a priori le condizioni di congruenza, ossia I'annullarsi dello
spostamento e della rotazione nell’incastro, e dedurre a posteriori le altre due
condizioni nell’estremo libero, equilibrando il concio elementare all’ascissa x3 =
L. Si ha, come puo dedursi dalla Figura 34.3:
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AN * F

M1 (0) M1 (L)
D T (0) ((1
Ra Ty (L)

Figura 34.3: Lo schema per la scrittura geometrica delle condizioni ai limiti

u2(0) =0
#(0) =0 — u5(0) =0
My(L) =0 —s ELjul(L) =0
Ty(L)+ F=0—s ELu (L) + F =0

(34.8)

Queste quattro condizioni possono tramutarsi in un sistema di quattro equa-
zioni algebriche e lineari nelle quattro costanti di integrazione, che quindi pos-
sono essere calcolate come:

C1=Cy=0
FL
Cs = 9FEI, (34.9)
F
C, = —
* 6E1,,

La linea elastica sara quindi fornita da:

Fz?2 (L =
uz (23) = 2 (2 —63) (34.10)

e, conseguentemente:

6 (zy) = L3 (- 1)

FEl, 2
T2 (5(,’3) = F
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Spostamenti
X3
FL3
3EI
\
u
o)
Rotazioni
X3
FL2
2 EI
Momenti
FL
X3
Y M
A T2 Tagli
F
X3

Figura 34.4: 1l caso della mensola soggetta a forza concentrata nell’estremo
libero
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Di interesse sono i valori degli spostamenti all’estremo libero, e delle carat-
teristiche all’incastro:

FL3
mazr — )= ——
e (L) = g7
FL? (34.12)

Mipmin = M1(0) = FL

1l tracciamento dei diagrammi (cfr. Figura 34.4 pud convenientemente par-
tire dal taglio, che & banale, e dal momento flettente, che & lineare, si annulla
in corrispondenza dell’estremo nullo, ed ha pendenza pari a F. Le rotazioni,
che variano con legge quadratica, si annullano nell’incastro, e nell’estremo li-
bero il relativo diagramma deve avere pendenza nulla, in quanto il momento si
annulla in quella sezione. Infine, gli abbassamenti si annullano nell’incastro e la
pendenza deve essere nulla nello stesso incastro.

Si abbia ora la stessa trave a mensola, soggetta ad una coppia M nell’estremo
libero (cfr. Figura 34.5). Le condizioni ai limiti, analogamente a quanto detto
per la mensola soggetta a forza concentrata, sono:

A
ﬁA B X3
—

Figura 34.5: La trave a mensola soggetta a coppia nell’estremo libero

0)=0—u5(0)=0

4(0) L(0) - )
*Ml(L) +M=0— EIHUQ(L) +M=0
ossia, in questo caso:
Cir=C=0Cy4=0
34.14
(M (34.14)
2F14
La linea elastica sara quindi fornita da:

M,

ug (w3) = oM x5 (34.15)
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e, conseguentemente:

¢ (x3) = L,
M, (23) = M (34.16)
T2 (1‘3) = 0
Di interesse sono i valori degli spostamenti all’estremo libero:
ML?
U2min = u2(L) = T 57
MLZEI (34.17)
maz = P(L) = —+

Il tracciamento dei diagrammi non presenta difficolta, ed ¢ riportato in
Figura 34.6.

A Y2

Spostamenti

L2

2 EI

X3
10) Rotazioni

L

EI X3
Momenti

%I X3

Y My

Figura 34.6: Il caso della mensola soggetta a coppia concentrata nell’estremo
libero

34.3 La trave appoggiata
Si abbia ora una trave appoggiata ad ambedue gli estremi, soggetta ad una

coppia M agente all’estremo di destra (cfr. Figura 34.7). In assenza di carico
distribuito, I’equazione differenziale sara omogenea:
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A / B X3
]
//////////I//////// W/I(///////////
X2 ”
| L |

Figura 34.7: La trave appoggiata soggetta a coppia nell’estremo di destra

EIHU/Q/// =0 (3418)

con soluzione:
U (xg) = Cl + CQIg + Cgl‘g + C4LL’§ (34.19)

Le condizioni ai limiti di congruenza impongono ’annullarsi dell’abbassa-
mento in ambedue gli estremi, mentre equilibrando i conci elementari in x5 = 0
ed in z3 = L si hanno le altre due condizioni:

u2(0) =0
M(0) =0 — u(0) =0
ua(L) =0
ML)+ M =0 — El{(L) + M =0

(34.20)

da cui le quattro costanti di integrazione:

C,=C3=0

ML

~ 6EI, (34.21)
M

Ca = T 6EILLL

Cy

La linea elastica sara quindi fornita da:

T3 (L — Ig) (L + 583)

uz (z3) = M 6EI L

(34.22)

e, conseguentemente:

M, (x3) = M=~ (34.23)
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Le reazioni degli appoggi hanno valore assoluto pari a T la reazione di

sinistra € negativa, quindi diretta versa l’alto, mentre la reazione di destra e
positiva, e quindi diretta verso il basso. In tal modo esse formano una coppia di
braccio L, che equilibra la coppia esterna. I diagrammi del taglio, del momento,
delle rotazioni e degli spostamenti sono riportati in Figura 34.8. Si noti che il
diagramma delle rotazioni porta a sinistra con tangente orizzontale, e si annulla

L
all’ascissa z3 = ﬁ In tale ascissa si verifica I’abbassamento massimo, pari a:
1 ML?
U2mar = —= 34.24
° 9v3 El ( )
Di notevole interesse sono poi le rotazioni negli appoggi:
ML
6E1,
(34.25)
Gunar = O(L) = 2
maxr — - 3EI11

34.4 La trave incastrata ed appoggiata

Un ulteriore esempio di trave ad una sola campata soggetta a carichi concentrati
¢ la trave incastrata ad un estremo, appoggiata all’altro estremo, e soggetta ad
una coppia sull’appoggio (Figura 34.9).

Ferma restando la distribuzione cubica degli spostamenti, e quindi quella
quadratica delle rotazioni, lineare dei momenti e costante dei tagli, le condizioni
ai limiti di congruenza saranno ora tre, esprimenti 'annullarsi dello spostamento
in ambedue gli estremi, e della rotazione nell’incastro. La restante condizione
deriva dall’equilibrio alla rotazione del concio elementare sull’appoggio:

0)=0—u5(0)=0
#(0) 4(0) a6
—M(L) +M=0— Equ'Q'(L) +M=0
ossia:
Ci=0Cy=0
M
Cs = 4ET;, (34.27)
M
G = TiEnL
La linea elastica sara quindi fornita da:
2
_ g% (L—as)
us (z3) = M AET L (34.28)
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Spostamenti
X3
L2
9+/3 EI
L
us \/?
- A 10) Rotazioni
3EIL X3
6 EI | L
Y ﬁ 'y
Momenti
X3
M1
/A
A T2 Tagli
4
L X3

Figura 34.8: Spostamenti, rotazioni, momenti e tagli per trave appoggiata
soggetta ad una coppia su un appoggio
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X2

ﬁ A / B X3
B ——
TT777RI77777777777
A
|

Figura 34.9: La trave incastrata-appoggiata soggetta a coppia nell’estremo di
destra

e, conseguentemente, per derivazioni successive:

MIg (31’3 - 2L)

o(rs) = = pr 1
s L
M (x3) = Mi?’x‘; 7 (34.29)
3 M
Tg (15) = ——

2 L

I diagrammi delle caratteristiche sono facilmente tracciabili: il taglio e co-
stante, il momento si annulla ad un terzo della luce, assume il valore M nel-
lappoggio (come da condizione ai limiti) ed il valore M/2 nell’incastro. Le
rotazioni, nulle nell’incastro, si annullano a 2/3 della luce, ed il relativo dia-
gramma ha tangente orizzontale ad un terzo della luce, dove il momento € nullo.
Infine, gli spostamenti sono nulli ad ambedue gli estremi, ed il diagramma avra
tangente orizzontale in corrispondenza dell’incastro, ed ai 2/3 della luce, dove
le rotazioni sono nulle. Si ha quindi la situazione di Figura 34.10, dove sono
anche riportati alcuni valori significativi.

Le reazioni non sono calcolabili con sole considerazioni di equilibrio, in quan-
to la trave & una volta iperstatica, ma possono essere dedotte dalla conoscenza
delle caratteristiche della sollecitazione interna:

3M

Ry =-T5(0) = 57
3M
M
Mopp = —Ml(o) = 7

E’ utile verificare che questi valori soddisfano le equazioni di equilibrio alla
traslazione verticale ed alla rotazione.
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Spostamenti
X3
L2
27 EI
uz
2L
’y 3 Y
L o) Rotazioni
4EI
X3
12 EI
L/3
" Momenti
2 1 -
X3
/A
M1
A2 Tagli
£
2L X3

Figura 34.10: Spostamenti, rotazioni, momenti e tagli per trave incastrata ed
appoggiata, soggetta ad una coppia su un appoggio
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34.5 La trave con incastro e bipendolo

L’unico carico concentrato agli estremi che sia ipotizzabile su una trave inca-
strata e con bipendolo ¢ una forza F agente in corrispondenza del bipendolo
(Figura 34.11). Tre condizioni ai limiti sono di congruenza, e devono esprimere
l'annullarsi dell’abbassamento nell’incastro, e della rotazione sia nell’incastro
che nel bipendolo, mentre 'ultima condizione dovra garantire ’equilibrio del
bipendolo alla traslazione verticale:

Figura 34.11: La trave con incastro a sinistra e bipendolo a destra, soggetta a
forza sul bipendolo

u2(0) =0
$(0) =0 — u5(0) =0
G(L) =0 —uy(L) =0
~Ty(L)+ F =0 — Eljyuy (L) + F =0

(34.31)

Assunta 'usuale soluzione cubica dell’equazione della linea elastica, le prece-
denti condizioni ai limiti si tramutano in quattro equazioni nelle quattro costanti
di integrazione, che possono essere quindi calcolate come:

Ci1Cy =0
FL
Cs = 4B, (34.32)
F
Cy=—
YT T 6EL

La linea elastica sara quindi fornita da:

uz (23) = F 12E1;

(34.33)
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e, conseguentemente, per derivazioni successive:

¢ (x3) = %;H_L)
M, (23) = F (x3 - 5) (34.34)
Ty (x3) = F

L’andamento dei diagrammi, riportati in Figura 34.12, ¢ banale, ed il suo
studio e lasciato come esercizio, cosi come la deduzione delle reazioni vincolari.
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Spostamenti
X3
FL3
12 EI
L
Y uz —
’y 2 ’y
o) Rotazioni
X3
FL?
8EI
FL
D) Momenti
X
FL 3
Y My
A2 Tagli
F
X3

Figura 34.12: Spostamenti, rotazioni, momenti e tagli per trave con incastro e
bipendolo, soggetta ad una forza sul bipendolo
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Capitolo 35

I vincoli imperfetti

In quanto si ¢ detto finora, si & sempre ipotizzato che il vincolo sia in grado
di svolgere perfettamente la sua funzione, annullando completamente 1’abbassa-
mento e/o la rotazione. Nella realta, un simile vincolo & difficilmente costruibile,
ed occorre prevedere in qualche modo uno schema teorico agli estremi che possa
riprodurre piu fedelmente cio che accade nella pratica tecnica.

A questi casi e dedicata il presente Capitolo.

35.1 I cedimenti anelastici

Si incontrano frequentemente vincoli che semplicemente non sono in grado di
annullare totalmente lo spostamento e/o la rotazione, nel senso che, all’atto della
costruzione, essi cedono, subendo un ben quantificato spostamento (o rotazione),
che poi resta fisso nel tempo. Si puod quindi avere, ad esempio, un appoggio
imperfetto, che abbia subito un cedimento di vy centimetri, e di esso andra
tenuto debitamente conto nel calcolo della deformata.

In generale, questi cedimenti sono detti cedimenti anelastici, e possono dar
luogo ai seguenti vincoli imperfetti:

— appoggio imperfetto, per cui us = vg

— bipendolo imperfetto, per cui ¢ = ¢g

— incastro imperfetto, per cui us = vy e/o ¢ = ¢

Non vi ¢ alcuna difficolta a tenere in conto questa generalizzazione, nello
studio di una trave cosl come condotto nelle lezioni precedenti: le condizioni
ai limiti di congruenza dovranno essere modificate, divenendo non omogenee,
mentre le condizioni di equilibrio non subiranno modifiche.

35.1.1 Le travi isostatiche

Gli schemi isostatici finora studiati, e quelli pit complessi che si studieranno
in seguito, hanno la proprieta di non veder sorgere caratteristiche della solleci-
tazione interna, a seguito di cedimenti anelastici dei loro vincoli. Si consideri
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infatti la trave a mensola di Figura 35.1, il cui incastro subisce un cedimento
verticale di vy ed un cedimento rotazionale di ¢g. Il problema ai limiti relativo
a questo schema strutturale vedra la solita equazione differenziale del quarto
ordine, omogenea:

ETuj" (z3) =0 (35.1)
insieme alle condizioni ai limiti
U2 (0) = Vo
i
u5(0) = —¢o
1 (35.2)
uy (L) =0
uy' (L) =0
dove gia si tenuto conto che ¢ (x3) = —uf (z3).
L |
|
A B X3
—

Figura 35.1: Trave a mensola soggetta ad un cedimento anelastico verticale ed
un cedimento anelastico rotazionale

L’usuale soluzione cubica dell’equazione differenziale (35.1):
U2 (.1’3) =C1 4 Chxsz + Cg.Tg + C4$§ (353)

conduce a trasformare le condizioni ai limiti in quattro equazioni nelle quattro
incognite C;:

Cl =19
Co— —
2= —¢o (35.4)
2C3 +6C4L =0
6Cy =0
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Ne segue facilmente che la linea elastica puo essere espressa come:
uz (r3) = vo — ¢T3 (35.5)

ed ¢ quindi interpretabile come sovrapposizione di una traslazione rigida di
ampiezza vy e di una rotazione rigida di ampiezza ¢g. Le caratteristiche, come
anticipato, sono identicamente nulle. Analoghi risultati si ottengono dall’analisi
di una trave appoggiata soggetta ai cedimenti verticali anelastici di ampiezza
va e vp degli appoggi, o dall’analisi di una trave con appoggio e bipendolo
soggetta al cedimento verticale vy dell’appoggio, ed al cedimento rotazionale ¢
del bipendolo.

35.1.2 Le travi iperstatiche

In una trave iperstatica, la presenza di un cedimento anelastico provoca 1’insor-
gere di caratteristiche della sollecitazione interna, ed esse risultano proporzionali
alla rigidezza flessionale FI;1, a differenza di quanto accade nei casi finora stu-
diati di travi a vincoli perfetti. A titolo di esempio, si consideri una trave
doppiamente incastrata, il cui incastro di destra subisca un cedimento verticale
anelastico di ampiezza vy, ed un cedimento rotazionale ¢,. Il relativo problema
al limiti ¢’ definito dalle condizioni ai limiti:

UQ(O) =0
2(0) =0
w(0) (35.6)
UQ(L) =V
uy(L) = —¢r,
ed ha soluzione:
22 (3L — 2z 22 (L —x
uy (r3) = 3 I3 3)'UL+ 3(L2 3)¢L
6x3 (r3 — L x3 (3x3 — 2L
¢ (x3) = 3(;;} )UL+ 3{ L32 )¢L
B BI (35.7)
M; (z3) = —6 L§1 (L — 223)vp, — 2T2H (L — 3a3) 61,
12ET 6ET
Ty (x3) = = 1le+ L211 oL

I relativi diagrammi sono presentati in Figura 35.2. Si noti che nell’incastro
di destra si dovra avere un abbassamento pari al cedimento imposto vy, ed una
pendenza pari a —¢r,.

35.2 I cedimenti elastici

Nella sezione precedente si sono trattati i casi in cui un vincolo cedeva, per
difetto di fabbricazione, per eccesso di carico, per colpa del terreno di fondazione,
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Spostamenti
X3
VLI
un
[0}
oL Rotazioni
X3
Momenti
X3
\ Ml
AT
. EI EI
Tagli 12°2v+ 6-2
X3 L3 L L2¢L

Figura 35.2: Spostamenti, rotazioni, momenti e tagli per una trave doppiamente
incastrata soggetta a cedimenti anelastici nell’incastro di destra
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o per qualsiasi altro motivo. Il risultato era uno spostamento, o una rotazione,
non piu nulla, ma costante.

In altri casi, invece, il vincolo e costituito da materiale elastico, che permette
spostamenti e/o rotazioni in funzione dei carichi, o meglio, delle reazioni ad esso
applicate. In tal caso, il vincolo possiede una sua energia di deformazione, che
andra calcolata ed aggiunta all’energia di deformazione inerente alla struttura.

35.2.1 L’energia elastica del vincolo cedevole

Per semplicita, ed anche per ovvie ragioni di coerenza, si ipotizza un lega-
me elastico lineare tra le reazioni ed i corrispondenti spostamenti, in modo da
minimizzare le inevitabili complicazioni computazionali.

Se quindi si suppone che ambedue gli estremi della trave possano abbassarsi e
ruotare elasticamente, come illustrato schematicamente in Figura 35.3, potranno
scriversi le relazioni:

B [row

Figura 35.3: La trave su vincoli elasticamente cedevoli

R4 = —k’UAUQ(O)

My = —kpa6(0) (35.8)

nell’estremo di sinistra, e:

Rp = —kypus(L)

Mys = —kopo(L) (35.9)

nell’estremo di destra, dove R4 ed Rp sono le reazioni verticali agli estremi, e
M4 ed M,.g sono le coppie reattive agli estremi.

Le quattro costanti kya, kyB, ksa € kyp sono costanti di rigidezza, assiale
o rotazionale, rispettivamente, ed hanno dimensione fisica di FL~' nel caso
assiale, e di F'L nel caso rotazionale.
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L’energia di deformazione domiciliata in ciascuno di questi vincoli cedevo-
li potra essere calcolata, a partire dalla (35.8) e dalla (35.9). Per i vincoli
assialmente cedevoli si avra:

1
LUA = §k‘1,AU§(O)

1 (35.10)
L,p = 5kaug(L)

rispettivamente a sinistra ed a destra, mentre nel caso dei vincoli rotazionali si
avra:

Lya = %I%AQSQ(O)
(35.11)

1
Ly = §k¢B¢Z(L)

nell’estremo di sinistra e, rispettivamente, nell’estremo di destra.

35.2.2 Le condizioni ai limiti in corrispondenza di un vin-
colo elasticamente cedevole

L’energia potenziale totale di un tronco di trave di luce L, soggetta ad un carico
trasversale p (x3), e vincolata elasticamente come in Figura 35.3, puo scriversi
come:

_ ElI
2

L
%k‘¢3¢2(L)—/O p(.%'3)U2d.%’3

L
" ]_ ]. 1
FE; / u22 (1‘3) drs + ik‘vA’UJ%(O) + EkUB’UJ%(L) + §k¢A¢2(O)+
0
(35.12)

o anche, ricordando il legame tra rotazione e derivata prima dell’abbassamento,
come:

_ ElI
2

1 , L
§k¢3u22(L) — / p(x3) u9 d.%'3
0

L
" ]_ ]. 1 !
E, / uy? (23) das + 51@,,41@(0) + Ekvgug(L) + §k¢,4u22(0)+
0
(35.13)

La variazione prima dell’energia potenziale (35.13) si calcola facilmente co-
me:

L
(51Et = EIH / ’U/ZI(S’U/IQI d.’Eg + kUAU2(0)6U2(0) + kaug(L)6U2(L)+
0 (35.14)

L
kyaub(0)dub(0) + kpaus(L)ousy(L) — / pous drs
0
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ed integrando per parti due volte il primo integrale si ha, come gia illustrato in
precedenza:

L
nE, = [Eluugéu'z]g — [Eluu'g”éuQ]g + EIH/ uby" Sug dws+
0

kyauz(0)0usz(0) + kypua(L)dua(L) 4+ kgaus(0)dus(0) + ke puy(L)dus(L)—
L
/ pous dxs
0

Per il teorema di stazionarieta dell’energia potenziale totale, allora, dovra
essere, come usuale:

(35.15)

B =p (35.16)

con le condizioni ai limiti che possono leggersi dalla (35.15), annullando le parti
finite:

[ETug (L) + kgpuy(L)] duy(L) + [— ELyug (0) + kg aus(0)] duy(0)+
[—Eluug/(L) + kUBUQ(L)] 5’U,2(L) + [EIH’U,/QN(O) + kUAu2(O)} 5U2(0) =0

(35.17)
Nell’estremo di sinistra, quindi, in 3 = 0, dovra aversi:
—EI11u5(0) + kgaus(0) =0
11 /?/( ) $A 5(0) (35.18)
E111u2 (0) =+ kUAUQ(O) =0
mentre in x3 = L, nell’estremo di destra:
E@yuy (L) + kgpus(L) =0
nuy (L) sBUs(L) (35.19)

—E[uug/(L) + k'»UBUQ(L) =0

Ad analoghe conclusioni si arriva per via geometrica, equilibrando i conci
elementari enucleati in corrispondenza degli estremi. Ad esempio, a sinistra si
ha, come puo leggersi dalla Figura 35.4:

R +T5(0) =0 (35.20)
. .

M4+ M(0) =

ed utilizzando le (35.8-35.9) e le relazioni che legano le caratteristiche alle
derivate degli spostamenti si giunge a scrivere le (35.18).

La trave con incastro ed appoggio imperfetto

Si consideri la trave di Figura 35.5, incastrata perfettamente a sinistra, ed appog-
giata a destra su un appoggio elasticamente cedevole, di rigidezza k, . Poiche il
carico si suppone costante su tutta la luce, p (x3) = po, la deformata sara data,
come ormai noto, da:
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[T ] oees

B

Mrp=-Rpad (0 \i/ ﬂ/ Mrg=-Rpp® (L)
\1/ Mrn=-Rond (8) \1/ Mop=—kepo (L

Ra=-kypuz (@ Rg=-kygu (L)

| . ]
l I

Figura 35.4: Lo schema per la deduzione delle condizioni ai limiti per via
geometrica

Figura 35.5: Trave con incastro ed appoggio elasticamente cedevole

poac;f
24F 111

(%) (.173) = Cl + szg + Cgl‘g + C4IE§ + (35.21)

mentre le quattro costanti di integrazione si calcolano in base all’imposizione
delle seguenti condizioni ai limiti:

0
0

35.22
. (35.22)
=0

Utilizzando la (35.21) e le sue successive derivate, si ottiene il seguente
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sistema di quattro equazioni algebriche nelle quattro costanti di integrazione:

Ci=0
Cy=0
poL kvB 2 3 p0L4
- L L L = 35.23
6C4+EIH Bl (01+CQ + Cs3L° 4+ Cy +24EIH 0 ( )
poL?
20 L =
Cs 4+ 6Cy +2EIH 0
Risolvendo, si ottiene:
Ci=0C=0
—12EI1 L% — k,pL®
s =— 37 Po
16 K1, (SEIH + kyL ) (3524)
24FET1 L + 5k, pL*
Cy =

T 48EILy (3EIL + kopL?)
Lo spostamento, quindi, si potra scrivere:
6EI, (6L% — 4Las + 23) + L® (3L? — 5Lxs + 223%) kup  pox3

3EIy + kypL? A8ETy;
(35.25)

v(xs) =

da cui, in cascata, rotazioni, momenti e tagli:

24E1Ty (3L% — 3Las + 22) + (6L% — 15Las + 82%) kyaL® poxs3

¢ (ws) = 3ETLy, + kogL? AREI,
12FE111 (L — $3) + (L — 41‘3) kvdL?’ Po
My (x3) = — — (L —
1 (w3) 3B + kyaL? g (L~ )
T ( ) 24F1411 (L — 1‘3) + (5L — 81‘3) kvdL3 Po
T3) = —
24 3E11 + k‘vdLg 8
(35.26)

Ponendo k,p = 0, si ritrovano i risultati della trave a mensola, mentre il
limite per k,p che va all’infinito riproduce I’altro caso limite di trave con incastro
ed appoggio.

Le reazioni vincolari possono calcolarsi a partire dallo schema in Figura 35.4:

. 24E111L + 5kUBL4 Po

Ry = —Ty(0) = £o
4 2(0) 3EI, + k,gl® 8
12EI L+ kygL* L
Moa = —M;(0) = = 35.27
4 {0 = 5B TR 73 (85.27)
3kUBL4 Po

Rp = —kupua(L) = To(L) = =g =75 7%

ed ¢ possibile verificare a posteriori che sono rispettate le equazioni della statica:

RAa+ Rp+poL=0

12 (35.28)
Mpa+ RaL +po7 =0
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Capitolo 36

Le travi a piu campate

L’analisi delle travi a piu campate, in linea di principio, non presenta difficolta
insormontabili. Si consideri infatti una trave suddivisa in ¢ tratti, identificando
quindi -1 sezioni intermedie in cui una, o piu, delle quattro quantita sposta-
mento, rotazione, momento e taglio, subisce una discontinuita. Cid puo essere
dovuto alla presenza di un vincolo esterno, oppure di un vincolo interno, op-
pure ancora di una forza o coppia concentrata, o ancora di una distorsione
concentrata.

Per ciascuno dei ¢ tratti si puo scrivere una equazione differenziale della linea
elastica, la cui soluzione dipende da quattro parametri incognite, ed in questo
modo si hanno, in totale, 4¢ parametri da determinare. Per la loro determinazio-
ne si possono pero scrivere due condizioni ai limiti in ciascuno dei due estremi,
e quattro condizioni in ciascuna delle ¢-1 sezioni intermedie di discontinuita. Si
giunge in tal modo ad un sistema di 4t equazioni in 4¢ incognite, la cui soluzione
definisce univocamente la funzione spostamento.

Tuttavia la complessita computazionale di un simile approccio cresce rapi-
damente all’aumentare del numero di tratti, e pertanto, se non si dispone di un
programma di calcolo simbolico, solo le piti semplici situazioni possono essere
affrontate secondo questa via.

In questo Capitolo si fornisce un catalogo di possibili vincoli intermedi e si
danno alcuni esempi che per la loro semplicita possono svolgersi manualmente.

36.1 1 vincoli intermedi esterni

Si intende per vincolo intermedio esterno un dispositivo di vincolo agente in cor-
rispondenza di una sezione retta non di estremita, e che sia tale da non interrom-
pere la continuita fisica della trave. Nell’ambito delle strutture considerate, sono
ipotizzabili due diversi vincoli, in grado rispettivamente di annullare ’abbassa-
mento (appoggio) o la rotazione (bipendolo esterno) della sezione retta cui essi
sono applicati. Per far cio essi esplicheranno sulla trave una reazione verticale
— nel caso dell’appoggio — o una coppia reattiva, nel caso del bipendolo.
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uz V2
Ly |

MY (L) (T D m? (@)

Y (L1) l 752 (0)

~
[any

Rc

Figura 36.1: Il caso dell’appoggio intermedio

36.1.1 1l caso dell’appoggio

Si consideri una situazione come quella di Figura 36.1, in cui esiste un appoggio
intermedio posto a distanza L; dalla sezione di sinistra. La trave e quindi
suddivisa in due tratti, di luce L; ed Lo, rispettivamente, e conviene definire
due sistemi di riferimento locali, ciascuno con origine nel suo estremo di sinistra,
cosi come illustrato in Figura. Il primo sistema, (O, 22, x3), ha origine in A ed
¢ definito in [0, L1], il secondo sistema (Oa, y2,y3) ha origine in C' ed & definito
in [0, Lo].

Si indicheranno con usy (x3) € va (y3) le due linee elastiche relative alla prima
ed alla seconda luce, rispettivamente, mentre ¢ (x3) e ¢(? (y3) saranno le due
rotazioni, Ml(l) (z3) ed M1(2) (y3) saranno i due momenti flettenti e TQ(U (z3) e
T2(2) (y3) saranno i due tagli.

Se il prodotto FI;; € costante lungo tutta la trave, si possono scrivere le due
equazioni della linea elastica:

ETyuy” (23) = p1 (73) (36.1)
valida in [0, L], e:
By (y3) = p2 (y3) (36.2)

valida in [0, Lo].
Le soluzioni generali di queste equazioni differenziali possono scriversi come:

U9 ($3) =C)+ CQZL‘g + C3IL’§ + C4{L‘g + I (Ig)

B (36.3)
va (y3) = Cs + Coyz + Crys + Csyz + 12 (y3)

con I ed Iy integrali particolari da calcolare in base al particolare carico agente
sulla trave. Le otto costanti di integrazione C; andranno determinate imponendo
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otto condizioni, di congruenza o di equilibrio, nelle tre sezioni A, B e C, e piu
in dettaglio, scrivendo le usuali condizioni ai limiti nei due estremi A e B, e
quattro condizioni nella sezione intermedia C, dove agisce il vincolo.

In corrispondenza di un appoggio intermedio, in particolare, occorre ripro-
durre analiticamente quanto avviene nella realta fisica: ’appoggio sicuramente
impone che lo spostamento del punto C' sia nullo, sia che esso venga considerato
come ultimo punto del primo tratto, sia che esso venga considerato il primo
punto del secondo tratto. Sara pertanto:

u9 (Ll) = 0

(0 — 0 (36.4)

Poiche poi 'appoggio non interrompe in alcun modo la continuita della trave,
la rotazione in C' dovra essere continua, e quindi:

uy (L) = v5(0) (36.5)

Queste tre condizioni sono di tipo esclusivamente geometrico, ed esprimono
la congruenza degli spostamenti e delle rotazioni con il vincolo presente.

Passando all’esame delle caratteristiche, 'appoggio intermedio in C' intro-
duce una reazione verticale, incognita, che impedisce di affermare che il taglio
in C' ¢ unico. Viceversa, il momento in C sara sicuramente unico, e quindi la
quarta ed ultima condizione impone I'uguaglianza dei momenti:

—EIH’LLg (Ll) = —EIll'Ug(O) (366)

Quest’ultima condizione esprime 1’equilibrio rotazionale della sezione retta
in C, come illustrato in Figura 36.1. Dalla stessa Figura si puo dedurre che la
reazione dell’appoggio sara data da:

Re =13V (Ly) — T3 (0) (36.7)

36.1.2 1l caso del bipendolo

E’ concettualmente possibile introdurre un secondo tipo di vincolo esterno in-
termedio, duale dell’appoggio, che imponga che la rotazione sia nulla:

uh (L) =0
2 (, 1) (36.8)
v5(0) =0

mentre la continuita degli abbassamenti ¢ garantita dalla ulteriore condizione:
U (Ll) = ’02(0) (369)

Un tal tipo di vincolo, per bloccare la rotazione, dovra reagire con una
coppia, incognita, e quindi il momento sara discontinuo in C. Viceversa, il
taglio non subira discontinuita, e quindi I'ultima condizione (di equilibrio) sara:

—EIll'U,IQN (Ll) = —EIll'Ué”(O) (3610)
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u2 V2

Figura 36.2: 11 caso del bipendolo esterno intermedio

Quest’ultima condizione esprime 1’equilibrio traslazionale della sezione retta
in C, come illustrato in Figura 36.2. Dalla stessa figura si puo dedurre che la
coppia reattiva del bipendolo sara data da:

Mo =MD (L) — MP(0) (36.11)

36.2 Esempi

Si consideri, quale primo esempio, la trave di Figura 36.3, incastrata a sinistra
ed appoggiata a destra, con un ulteriore appoggio intermedio situato ad un
terzo della luce complessiva della trave. Ipotizzando che essa sia soggetta al ca-
rico uniformemente distribuito di intensita pg, 'abbassamento potra esprimersi
come:

4
= O + Cozy + C322 + Cyzd + po—— 36.12
ug (23) 1+ Caxg + O3 + Caxy +p024E111 ( )
lungo il primo terzo di trave, e come:
4
vg (y3) = Cs5 + Ceys + C7y§ + ngg + Do Ys (36.13)
24E14,

lungo la restante porzione di trave. Le otto costanti di integrazione si calcolano
imponendo le seguenti condizioni ai limiti:

— nell’incastro di sinistra si impongono le due condizioni di congruenza,
annullando spostamenti e rotazioni:

’LLQ(O) =0

(0 = 0 (36.14)

— sull’appoggio intermedio le condizioni di congruenza impongono ’annul-
larsi dello spostamento e 'uguaglianza delle rotazioni, mentre per I’equilibrio del
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YYVYVYVYVYVYVYVYVYVYVYVYVYY

YVYVY Ipe

uz V2
| L/3 | 2 L/3 |

Figura 36.3: La trave incastrata con appoggio ad un terzo della luce, soggetta
a carico uniformemente distribuito

concio i momenti flettenti dovranno essere uguali. Se, come in questo caso, la
rigidezza flessionale risulta costante, I'ultima condizione equivale ad uguagliare
le derivate seconde dell’abbassamento:

o(5)-

’UQ(O) =0

uh <§> = v4(0) (36.15)

4 (5) =10

— sull’appoggio di destra la congruenza impone 'annullarsi dello sposta-
mento, e 'equilibrio alla rotazione implica ’annullarsi del momento flettente
(ossia della derivata seconda dell’abbassamento):

L
U2<23>:O
L
rloZ) =

”2< 3>

Derivando le (36.12) e (36.13), e valutando nei punti opportuni si giunge cosi
ad una sistema di otto equazioni algebriche nelle otto incognite:

(36.16)

Cy =0
Cy =0
L L? L3 poL* (36.17)
Ci + 502 + ?C;g + 7704 + 7194451111 =0
Cs =0
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Oy + %03 + %204+ 1(5207511 =C
205 + 2LC, + 153511 —20
C5+%C6+49£C7+%08+% =0
205 + 4LCs + SZSILE =0

la cui soluzione puo ottenersi con un qualsiasi metodo di calcolo numerico, per
sostituzione, con la regola di Cramer, tramite riduzione alla Gauss, etc .. .:

Cir=0C=C5=0

po L
Oy = — 202
3 264F1,
poL
Op=——02
* 396F 11,
5poL?
Ce = B
1782FE1,
17po L?
¢, — LL?
792E1,
35p0L
Oy = — 2002
8 52811,

Gli spostamenti possono infine scriversi come:

23 (3323 — 2Las — 3L?) py
792 EIy
ys (40L% 4 306L2ys — 945Ly3 + 594y3) po
14256 El

U2 (I3) =

va (y3) =

da cui, derivando, si possono ottenere rotazioni, momenti e tagli:

3 (2223 — Lz — L?) py

(1) () =
() 132 Bl
52 (y3) = (23763 — 2835Ly2 + 612L%y; + 40L%) pg
e 14256 Bl

P

M (y5) = — (39643 — 315Lys + 341%) 22

TSV (23) = (L — 6623) 16’%

157 (35) = (35L — 88ys) &2

(36.18)

(36.19)

(36.20)

(36.21)

(36.22)
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Spostamenti
237 L
: 2* 2 X3
7 pL? 1" 1 i
5000 EI i
uz
t t
7L
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Rotazioni
X3
Momenti
.14L
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T2
Tagli
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w
*

Figura 36.4: Spostamenti, rotazioni, momenti e tagli per la trave di Figura 36.3
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I relativi diagrammi sono presentati in Figura 36.4, e per il loro tracciamento
qualitativo valgono le stesse raccomandazioni valide per le travi ad una sola
campata. Si noti solo che i due punti di nullo del diagramma delle rotazioni, 1
e 2, posti rispettivamente alle ascisse 0.237L e 0.7L, corrispondono ai minimi
e massimi valori dello spostamento, mentre i punti di nullo del diagramma del
momento, 1* e 2%, posti rispettivamente a 0.14L e 0.46 L, corrispondono a punti
di massimo e minimo delle rotazioni, ed a punti di flesso per il diagramma degli
spostamenti. Infine, il punto 3* di nullo del taglio, situato a 0.73L, corrisponde
all’ascissa di massimo momento flettente.

Nella trave in esame sono presenti quattro reazioni vincolari, le tre reazioni
verticali in A, B e C, e la coppia reattiva in A, mentre potranno scriversi solo
due equazioni di equilibrio, poiche la trave ¢ costituita da un singolo tratto.
Ne segue che essa ¢ doppiamente iperstatica, e le reazioni andranno calcolate a
posteriori:

L
— 7T(1) _ 7p0
L2
Mya = —MD(0) = 7171032
o (2, __TinD (36.23)
B=72 \37) 7 264
L 63poL
B~ (LY @)~
C 2 3 2 ( ) <8

36.3 I vincoli interni

Si intende per vincolo intermedio interno, o sconnessione, un dispositivo di vin-
colo agente in corrispondenza di una sezione retta non di estremita, e che sia
tale da interrompere la continuita fisica della trave. Nell’ambito delle struttu-
re considerate, e ipotizzabile una sconnessione doppia, che suddivide la trave
in due tronchi indipendenti tra di loro, e due sconnessioni semplici: la prima,
detta cerniera, permette ai due tronchi di trave di ruotare intorno ad essa indi-
pendentemente 1'uno dall’altro, mentre impone che i due tronchi conservino lo
stesso spostamento trasversale. In altri termini, € ammessa una rotazione rela-
tiva A¢ tra le due facce del vincolo. La seconda sconnessione semplice, detta
bipendolo interno, permette ai due tronchi di trave di subire spostamenti tra-
sversali indipendenti I'uno dall’altro, mentre la rotazione dovra essere la stessa.
Equivalentemente, potra dirsi che il bipendolo interno permette una traslazione
relativa Aus tra le sue due facce. Le convenzioni sui segni per gli spostamenti
relativi si possono stabilire riconducendo tali spostamenti a spostamenti assolu-
ti, pensando bloccata la parte di sinistra della trave. In tal caso lo spostamento
relativo coincide con lo spostamento assoluto della parte di destra, e come tale
sara positivo se antiorario, nel caso della rotazione, e positivo se verso il basso,
nel caso dello spostamento. Tutto cio e riportato nelle Figure 36.5-36.6.
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A X3 C Y3 B
' O '
uz lV2
| L1 | L2 |
| | |
Apc=dg-bs

Figura 36.5: La sconnessione semplice del tipo cerniera

36.3.1 Il caso della cerniera

Si consideri il caso della Figura 36.5. Una cerniera intermedia a distanza L
dall’estremo di sinistra permette ai due tratti adiacenti di ruotare in modo
indipendente I'uno dall’altro. Viceversa, lo spostamento in corrispondenza della
cerniera ¢ unico, e quindi la prima (ed unica) condizione di congruenza é:

L’equilibrio della stessa cerniera impone poi che i momenti flettenti siano
nulli, e che il taglio abbia valore unico:

—EIHUIQ/ (Ll) =0

—EIL;jvY(0) =0 (36.25)
—Eluug/ (Ll) = —Eluvg'(O)

36.3.2 Il caso del bipendolo

Duale della cerniera ¢ il bipendolo interno, illustrato in Figura 36.6, che permette
ai due tratti adiacenti di muoversi verticalmente in modo indipendente 'uno
dall’altro. Viceversa, la rotazione in corrispondenza del bipendolo € unica, e
quindi la prima (ed unica) condizione di congruenza e:

uy (L1) = v5(0) (36.26)

L’equilibrio impone poi che il momento flettente sia unico, e che il taglio sia
nullo:

7EI11’LL/2/ (Ll) = 7E111’Ug(0)
7E1117)é//(0) =0
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Figura 36.6: La sconnessione semplice del tipo bipendolo

36.4 Esempi

Si consideri la trave di Figura 36.7, incastrata a sinistra ed appoggiata a destra,
con una cerniera in mezzeria, soggetta al carico unformemente distribuito di
intensita pg. Introdottii due soliti sistemi di riferimento, gli spostamenti saranno
esprimibili, lungo le due semiluci, dalle (36.12-36.13). Le otto condizioni ai limiti
che permettono la determinazione delle otto costanti di integrazione si scrivono:

YYYYYYYVYYYYVYYYVYVYVYYVYY IPB

Y3 B

e -

Y

--—OQn0n

u2 V2

Figura 36.7: Trave incastrata a sinistra ed appoggiata a destra, con una cerniera
in mezzeria, soggetta al carico unformemente distribuito

— nell’incastro a sinistra, come usuale, si impongono le due condizioni di

congruenza:

UQ(O) =0

(0) =0 (36.28)
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— nella cerniera intermedia si scrive la singola equazione di congruenza, che
impone la continuita degli spostamenti, e le tre condizioni di equilibrio:

() =0

U <§> =0 (36.29)
W(0) = 0

@ (5) =0

— sull’appoggio di destra, ancora una volta, si annulla lo spostamento ed il

" (§> - (36.30)

L
Ué/ (2> =0

Derivando le (36.12-36.13), e valutando nei punti opportuni si giunge cosi
alle otto equazioni algebriche nelle otto incognite:

momento flettente:

Ci=0
=0
L L? L3 poL* (
= = = _£0H 36.31)
Cl+202+403+804+384EIH Cs
poL?
2C3 + 3LC. =0
3+ 4+ SELL
Cs=0
pol
6Cy + 9FT, =6C%g
L L? L3 poL*
C5+§CG+IC7+§CS+M_O
poL?
2C7 + 3LC =0
R Y

La soluzione del sistema porta alle costanti di integrazione:

Ci=0=0C;=0

poL?
Cs = —
3 SETL,
poL (36.32)
Oy = —
8EIL,
_ 7 pol?
> 384 FI,,
383
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L3
Co = 73]2?0EI
1" 36.33
Y (36.33)
T 24EIl,
e cio permette di esplicitare gli spostamenti come:
22 (22 — 3Lxs + 3L2
g () = T8 S ) Ep;u (36.34)
(7TL* —12L3y3 — 16Ly3 + 16y3) po
= 36.35
0 () - A (36.35)
da cui, derivando, si possono ottenere rotazioni, momenti e tagli:
2 2
B0 () — — 73 (45 = OLay +6L%) py

24 El (36.36)

6@ () = — (16y3 — 12Ly3 — 3L3) py

vs 96 Bl

MO (23) = — (203 — 3Las + L?) %0

@ ) Do (36.37)
M7 (ys3) = — (2243 - Ly3) 1
TS (23) = (3L — 4as) %0

(36.38)

b
T3 (ys) = (L — dys)

I relativi diagrammi sono presentati in Figura 36.8. Il taglio varia con legge
lineare, annullandosi a tre quarti della luce, sicche in questa sezione il diagramma
del momento avra tangente orizzontale, raggiungendo il suo valore massimo:

o 3 _ p0L2
Mlmaz - Ml <4L) - 32 (3639)
Il minimo momento, invece, ¢ raggiunto sull’incastro, e vale:
L2
Mimin = Mi(0) = —p°4 (36.40)

Le rotazioni saranno nulle nell’incastro, ed il relativo diagramma presentera
tangente orizzontale laddove il momento ¢ nullo, ossia in mezzeria (dove & pre-
sente la cerniera) e sull’appoggio. Inoltre, in corrispondenza della cerniera il
diagramma sara discontinuo, indicando con la discontinuita la presenza di una
rotazione relativa A¢ tra le due facce della cerniera. Si avra:

L L3 /1 5 L3
— @) — oM (Z) =P L2 P
A¢=¢7(0)—¢ <2> El, (32 + 96) 12E1;4 (3641)

Infine, gli abbassamenti saranno nulli agli estremi, il relativo diagramma pre-
sentera tangente orizzontale nell’incastro, la sua curvatura cambiera di segno in
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Spostamenti
X3
7 pL?
384 EI
uz
o] Rotazioni
L3 E'/_—
24 EI : X3
-+ . >
I
5pL3 i
96 EI !
1

LLZ“ \_/ -

32 T \J

2
pL” Momenti
4
X3
M

A\ T2

Tagli

pL \l B}
4 4
Figura 36.8: Trave incastrata ed appoggiata con cerniera in mezzeria.

Diagrammi degli spostamenti, delle rotazioni, dei momenti e dei tagli
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mezzeria. L’abbassamento della cerniera coincide con I’abbassamento massimo,

e vale:
L 7 LA
U9 max = Uz <2> = v2(0) 2 (36.42)

T 384 EI,

Le reazioni vincolari possono dedursi dalla conoscenza delle caratteristiche
della sollecitazione interna (cfr. 36.9:

3
Ry =~1;(0) = = poL

L 1
Rp=T%(2) =—=poL (36.43)
2 4
L2
Mya = =bifh (o) = 202
YYYYVYYYYYYYVYYYYYYYVYYY Ipe
A C B
Zpol = pol
2P T T 4P
\_/(
2
L
Po—
%2

Figura 36.9: Le reazioni per una trave incastrata ed appoggiata con cerniera in
mezzeria.

Alternativamente, si consideri che la cerniera spezza la continuita fisica della
trave, che pud essere vista come un assemblaggio di due travi di luce L/2, a patto
di applicare al punto C' lo sforzo di taglio; per ciascuno dei due tratti devono
valere le equazioni di equilibrio per la traslazione verticale e per la rotazione.
Si hanno quindi quattro equazioni nelle quattro incognite R4 ed M, 4, Toc ed
Rp, e la trave risulta isostatica. Le equazioni di equilibrio (cfr.Figura 36.10)
SOno:

L
Rpo+Toc +po= =0

2
L L?
MTA—I—RAE +p0§ =0
. (36.44)
—Thc + Rp +p0§ =0
L L?
Ty = +po— =0
205 + po 3
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I

uz V2
L/2 L/2

|

Ra Tac Tac Rs

Mrn

Figura 36.10: Lo schema per il calcolo delle reazioni in una trave incastrata ed
appoggiata con cerniera intermedia

e risolvendole si ritrovano i valori (36.43).

Come ulteriore esempio, si consideri la trave di Figura 36.11, appoggiata a
sinistra ed incastrata a destra, con un bipendolo interno situato ad un terzo
della luce, e soggetta ad un carico uniformemente distribuito di intensita po,
agente dall’appoggio fino al bipendolo. Per essa, ’equazione differenziale della
linea elastica ha soluzione:

4
€
uz (w3) = C1 + Cows + Caa + Cazg + pog (36.45)
11
lungo il primo terzo di trave, e:
vg (y3) = Cs + Ceys + C7y§ + ngg (36.46)

lungo la restante porzione di trave. Le otto costanti di integrazione si calcolano
imponendo le seguenti condizioni ai limiti:
— sull’appoggio di sinistra sono nulli sia gli spostamenti che i momenti:

(36.47)
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[~

X3 Y3

-0 0O

V2
] L/3 | 2L/3
T

—

Figura 36.11: Trave appoggiata ed incastrata con bipendolo interno ad un terzo
della luce, soggetta a carico uniformemente distribuito sulla sola luce di sinistra

— nel bipendolo interno la rotazione ¢ unica, il momento € unico, ed il taglio

¢ nullo:
L
@ () =0

L
o <> = (0
*\3 2(0) (36.48)
L
vy'(0) =0

— nell’incastro di destra sono nulli sia gli spostamenti che la rotazione:

L —
(%) <23> =0
V) <2L> =0
2\"3

Come sempre, queste otto condizioni si traducono in un sistema di otto
equazioni algebriche nelle otto costanti di integrazione con soluzione:

Ci=03=03=0

(36.49)

oar
2T R1EL,
L
Ci= 13m0 (36.50)
L4
5T TR1ELL P
LS
Co= ———
6= 971, 0
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Spostamenti
pL4 E
81EI : X3
; >
29 pL4 |
- I
1944 EI :
u2
A? Rotazioni
X3
4pL3
81EI
Momenti
X3
pL?
18
Y M
2 Tagli
pL
3 X3

Figura 36.12: Diagrammi degli spostamenti, delle rotazioni, dei momenti e dei
tagli per la trave di Figura 36.11
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L2
T 36EL; "
Gli spostamenti possono allora scriversi:

C; =

x5 (32L% — 36Lad + 2723) po
648 EIy (36.51)
L* (2L —3y3)* po
324 EIy

U2 (303) =

Uéz) (y3) = —

da cui, derivando, si possono ottenere rotazioni, momenti e tagli:

T [

A X3 cH Y3 B

-0
7000000700077

L /3, 2L/3
T |

) ( !

~_ 7
A

—

Figura 36.13: Lo schema per il calcolo delle reazioni in una trave appoggiata ed
incastrata con un bipendolo interno ad un terzo della luce

3 2 3
162 FEliq
L? (2L — 3y3) p
(2) ) = 3 0
' (y3) 5 Bl
1) Po _
My (x3) = 757 (2L — 3x3) w3 (36.52)
L2
M(2) Po
1 (y3) 13
1 Po
T,V (a3) = 5 (L —313)

I grafici risultanti sono riprodotti in Figura 36.12, insieme ad alcuni valori
notevoli, quali il taglio massimo e la rotazione massima (nell’appoggio), il mo-
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mento massimo (lungo il tratto di destra) ed i due valori dello spostamento nelle
due facce del bipendolo.

Anche in questo caso la trave risulta isostatica, in quanto essa ¢ composta da
due tratti, e quindi si possono scrivere quattro equazioni della statica, necessarie
a calcolare la reazione verticale dell’appoggio di sinistra, la reazione verticale
e la coppia reattiva dell’incastro a destra, ed il momento agente in C'. Si ha
quindi la situazione di Figura 36.13, da cui si possono trarre le quattro reazioni:

L L
Ry +p0§ =0-— Ra=—po—

3
2
M1C*p0§%:04>Mlc:po% (36.53)
Rp=0
L2
Mg —Mic =0— M;p =Pogg
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Capitolo 37

Ancora sulle travi a piu
campate

Nel Capitolo precedente si sono introdotti i vincoli intermedi, suddividendo-
li in vincoli esterni, che non interrompono la continuita fisica della trave, ma
provocano discontinuita nelle caratteristiche della sollecitazione interna, e vin-
coli interni, che interrompono la continuita fisica della trave, generando quindi
discontinuita nelle rotazioni o negli spostamenti.

In questo Capitolo si studieranno invece schemi strutturali caratterizzati
dalla presenza di forze e/o coppie concentrate, che causano discontinuita nei
diagrammi del taglio e/o del momento flettente, mentre un Capitolo successivo
sara dedicato alla presenza di distorsioni concentrate, che causano disconti-
nuita nei diagrammi di rotazioni e/o spostamenti, e possono riguardarsi come
cedimenti anelastici intermedi.

37.1 Le forze concentrate intermedie

La presenza di una forza o di una coppia concentrate agenti in una ascissa in-
termedia a distanza L, dalla sezione di sinistra induce — come detto — una
discontinuita nei diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione interna, e
quindi risulta opportuno anche in questo caso suddividere I'esame della linea
elastica nei due tratti [0, L1] ed [Lq, L]. In corrispondenza della sezione retta su
cui agisce la forza e/o la coppia, bisognera scrivere due condizioni di congruen-
za, esprimenti il fatto che la continuita fisica della trave non ¢ interrotta, e due
condizioni di equilibrio, che dovranno garantire ’equilibrio alla traslazione ver-
ticale ed alla rotazione tra le forze esterne e le caratteristiche della sollecitazione
interna.
Le due condizioni di congruenza si scriveranno quindi:

U9 (Ll) =V2 (O)

il (Ly) =v(0) 37
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u 1]
Ly

MY (Lq) G DMl(Z) (@)

Y (L) T (e

Figura 37.1: La trave in presenza di forza concentrata in una sezione intermedia

mentre le due condizioni di equilibrio possono dedursi dal diagramma di Figu-
ra 37.1. Nel caso della forza occorrera imporre che i momenti non subiscano
variazioni, mentre il taglio di sinistra dovra equilibrare la somma della forza e
del taglio di destra:

MM (L) = M (0)

(37.2)
T3V (L) T3 (0) = F =0

Se invece agisce una coppia, come in Figura 37.2, il taglio non dovra subire
variazioni, mentre il momento flettente a sinistra dovra essere pari alla somma
della coppia applicata e del momento flettente a destra:

MY (L) -MP0) - M =0 (37.3)
T (L)) = T2 (0) (37.4)

37.2 Alcuni esempi

Si consideri una trave doppiamente incastrata di luce L, soggetta ad una forza
verticale F' agente nella sezione posta a distanza al dalla sezione di sinistra,
con « €]0,1].

Come usuale, si definiscono due sistemi di riferimento locali, ciascuno con
origine nel suo estremo di sinistra, cosi come illustrato in Figura 37.3. Il primo
sistema, (O, X2, X3), ha origine in A ed & definito in [0, aL], il secondo sistema
(O2,Y3,Y3) ha origine in C' ed & definito in [0, (1 — a)L].
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up V2
1 L1 1 L2 1
1 1 1
S
mit <L1>(’T DMI(Z) ()
Y1) 14 (o)

Figura 37.2: La trave in presenza di coppia concentrata in una sezione
intermedia

uz V2
oL 1 (1-o) L
I

—

—

Figura 37.3: Trave doppiamente incastrata con forza concentrata ad una ascissa
generica

Se il prodotto EI;1 € costante lungo tutta la trave, si possono scrivere le due
equazioni della linea elastica:

EIHU/QH/ (.%'3) =0 (375)
valida in [0, aL], e:
E111U/2/H (y3) =0 (376)

valida in [0, (1 — «)L].
Gli integrali generali rappresenteranno due polinomi cubici, stante I’assenza
di carichi distribuiti:
Ug (iEg) = Cl + Cgl‘g + Cgf[?g + 041‘2

: ; (37.7)
v (y3) = Cs + Ceys + Cry; + Csys

Le otto costanti di integrazione si calcolano imponendo le seguenti condizioni
al limiti:
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— nell’incastro di sinistra:
u2(0) =0
,2( ) (37.8)

— in corrispondenza della forza le due condizioni di congruenza impongono
che spostamenti e rotazioni siano uguali, mentre ’equilibrio del concio impone
I'uguaglianza dei momenti, ed una discontinuita nel taglio pari all’intensita della
forza applicata:

us(aL) =vy(0)

uy(aL) =v5(0)

MY (aL) = M (0) — ug(aL) = v5(0) (87.9)
F

T (L) = T(0) = F = 0 — —u/ (aL) + v1/'(0) — 7=
11

0

— nell’incastro di destra:
vo((1 =)L) =0
?(( D) (37.10)
vo((1 —a)L) =0

Derivando le (37.7), e valutando nei punti opportuni si giunge alle otto
equazioni algebriche non omogeneee nelle otto incognite:

C,=0
Cy=0
Ci + LaCsy + L?a?Cs + L3a?Cy = Cs
Cy +2LaCs + 3L%a*Cy = Cp
2C5 + 6LaCy = 2C; (37.11)

F

04—08:—m

05 + L(]. - 04)06 + L2(1 - a)26’7 + L3(1 - a)3C’8 =0
Co +2L(1 — a)C7 +3L*(1 — a)’Cs =0

con soluzione:

Ci =0
Cy=0
FL(-1+ a)?a
O3 = —————
2F1
2
6E11,
FL3(=1+a)3a®
Oy =2 T
3EI
FL?(—1+ a)?a?(—1 + 2a)
Ce=—

2F11;
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FL(—1+ a)%a?

=
_ F(3-2a)?
O = = GEr

Gli spostamenti sono allora deducibili inserendo questi valori nelle (37.7):

Fr%(—1+ a)? (z3 — 3La + 2z3a)

Uz ($3) = - 6EL, (37 13)
F(ys + L(=1+ @))* 0 (2L(—1 + a)a + y3(—3 + 20)) '
v2 (y3) = —
6E1,
con le successive derivate a fornire rotazioni, momenti e tagli:
Faxs(—1 2 —2L 2
6D (2g) = x3(—1 4+ a)* (x3 o+ 2x300)
2E 1,
@) Fa? (4Lys(—1 + a)? + y3(—3 4 20) + L*(—1 + a)?*(—1 + 2a))
¢ (y3) =
2FE 1,
Ml(l) (z3) = F(—1+ a)? (23 — Lo + 2x30)
M{? (y3) = Fo® (2L(~1 + @)’ + y3(~3 + 2a))
T (23) = F(=1+ )2(1 + 2a)
T3 (y3) = Fa?(~3 + 2a)
(37.14)

Un caso particolarmente interessante si ottiene per a = %, ossia quando la

forza agisce in mezzeria. In questo caso I’abbassamento massimo si raggiunge
al di sotto della forza, e vale:

FL3 2 FIL3
U2mazr — — = —
2 192E1,, 384 B,

(37.15)

mentre i momenti massimi e minimi si raggiungono in corrispondenza degli
incastri e della mezzeria:

FL
Mimin = Ml(O) = Ml(L) = —?
(37.16)
My = M (L) _ L
2 8

I diagrammi si presentano come in Figura 37.4. Si noti che le rotazioni
massime e minime vengono attinte ad un quarto ed a tre quarti della luce,
laddove i momenti flettenti si annullano. La trave ¢ doppiamente iperstatica, e
le reazioni possono facilmente calcolarsi a partire dai valori delle caratteristiche
della sollecitazione interna agli estremi.
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Spostamenti
1* 2% X3
T T :
I I
I I
2FL3 [ |
384 EI
up
Rotazioni
FL2 o .
1
64 EI T 1* 241 X3
FLZ \_:/
1
64 EI
FL Momenti
1* 2% 1(3
FL
Y u
Tagli
A2
F |
2 | X3
F |
2 i
1

Figura 37.4: La trave doppiamente incastrata in presenza di una forza
concentrata in mezzeria: spostamenti, rotazioni, momenti e tagli
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La teoria di Timoshenko

Quali sono i limiti della teoria di Eulero-Bernoulli? Come e possibile migliorare
la teoria, senza rinunciare alla semplicita analitica ed alla rapidita computazio-
nale? Per rispondere alla prima domanda, conviene ripensare alla incongruenza
di base della teoria di Eulero-Bernoulli, gia evidenziata nel Capitolo 31: 1'im-
possibilita di definire lo sforzo di taglio come risultante delle azioni elementari
093, nulle per ipotesi, e la conseguente necessita di definire il taglio tramite
considerazioni di equilibrio.

Affrontando il problema da un’altra ottica, puo partirsi dalla definizione del
taglio come derivata del momento flettente, e poi applicare la definizione di
taglio come risultante delle azioni elementari:

TQZ/UggdA (381)
b

Ipotizzando una distribuzione costante di tensione, ed introducendo un coef-
ficiente correttivo k', si ha:
T2 = HO’23A (382)

e quindi la tensione tangenziale é:

0923 = a (383)

A questo punto non puo evitarsi la contraddizione insita nella legge tensioni—

deformazioni, che porterebbe alla deformazione tagliante:

023
=== 4
€23 2G (38 )

che invece ¢ nulla per costruzione. Se perod il modulo G assume valori molto
elevati (materiale poco deformabile a taglio), allora si puod ragionevolmente tra-

L«mi pare che & questa I’espressione, di cui evidentemente ignoro il senso esatto, con la

quale I'ingegneria designa il trattamento a cui ¢ sottoposta la matematica affinche essa possa
applicarsi alla vita” Fernando Pessoa, Il libro dell’inquietudine pag.133)
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Figura 38.1: S.P. Timoshenko

scurare la deformazione tagliante es3 anche in presenza di un valore finito della
tensione e del taglio?.

Inoltre, una distribuzione costante di tensioni contraddice I'ipotesi di man-
tello laterale scarico.

Un miglioramento della teoria di Eulero-Bernoulli ¢ stato proposto da Timo-
shenko, e coniuga semplicita e vantaggi analitici in modo talmente soddisfacente
da essere ormai utilizzato in quasi tutti i codici di calcolo agli elementi finiti.

38.1 Le ipotesi di base per la trave di Timoshen-
ko

Si consideri un solido del tipo trave, di lunghezza L, con una sezione retta
caratterizzata da un asse di simmetria rispetto all’asse X1, soggetto ai carichi
distribuiti p (z3) diretti trasversalmente all’asse della trave, ai carichi distribuiti
t (x3) diretti lungo I'asse, ed alle coppie distribuite m (x3).

2In realtd, G ha dimensioni fisiche di forza per unita di superficie, e quindi parlare di valori
“elevati” non ha molto significato. Piu preciso risulta introdurre il fattore adimensionale:

AL?
a=@ (38.5)
El

e dire che la teoria di Eulero-Bernoulli ¢ tanto piu affidabile quanto piu elevato risulta il valore
di a.
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In generale, seguendo la teoria di De Saint—Venant, si puo dire che, per
problemi di simmetria e di carico, gli spostamenti uy (21, x2,x3) secondo Passe
X1 sono nulli. Per quanto riguarda le altre due componenti ug (21, z2,23) €
us (21,2, x3), conviene introdurre ipotesi ad hoc, che caratterizzano la partico-
lare teoria utilizzata.

Le ipotesi a base della teoria di Timoshenko sono:

1. gli spostamenti verticali ed assiali dei punti dell’asse dipendono solo dalla
variabile x3: u§ = u§ (x3), u§ = ug (vs3)
2. segmenti normali all’asse si conservano segmenti a seguito della deforma-

zione

3. segmenti normali all’asse non si conservano normali all’asse deformato,
ma ruotano rispetto ad esso di un angolo addizionale 1, come illustrato
in Figura 38.2.

A
o P -
A
> a
X3 U3 (x3) uz (x3)
v (x3) —
A' C-u5 (x3)
‘—————,—’ PI
u§ (x3)
+— 4+
¢ (X3) X2

Figura 38.2: Le ipotesi di Timoshenko: ¢ (z3) = —u} (z3) + ¢

Segue dalle tre ipotesi appena formulate, che una sezione retta a distanza xs
dalla base di sinistra subisce un abbassamento ug (z3) = u (x3), uguale per
tutti i punti della sezione, uno spostamento assiale us (2 z3), ed una rotazione
¢ (r3) fornita da:
¢ (x3) = —uy (23) + ¢ (38.6)
Ne segue che lo spostamento assiale ug (z2,23) di un punto generico della
sezione retta, situato a distanza xo dal baricentro, e pari a:

Us (.%2, $3) = U3 (.1’3) + ¢ (.Tg) To (387)
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dove uz(z3) denota lo spostamento assiale dei punti dell’asse della trave.
Il vettore u della terna di spostamenti e fornito pertanto da:

’U,T = {ul, Uz, U3} = {0, u9g ($3) ,us (163) + ¢ (1‘3) IL‘Q} (388)

Le corrispondenti deformazioni sono deducibili a partire dalle ben note leggi
che legano le deformazioni alle derivate prime degli spostamenti:

ey = M _
1= Doy
ey = L (P11 w2y
279\ 0r, | Oxy )
€99 = % =0
2

_ L (om us) )

13 2 8%3 (9.%1 N
1 8UQ 8'&3 - 1

e =3 <8x3 8952) =3 (ug (w3) + ¢ (x3)) = ¢ (23)

~ Ouz  dug dp /
€33 = 37:133 = %3 + $2de3 = uz (23) + 229" (r3)

Le componenti di tensione 93 e o33, in ipotesi di validita della legge di
Hooke, sono fornite da:

o33 = E (u3 (v3) + 229 (23))

093 = G (uh (x3) + ¢ (23)) (38.10)

Ne segue che le caratteristiche sforzo normale N (x3), momento flettente
M (z3) e taglio Ts (x3) possono calcolarsi come:

N = /EE (uf (z3) + 229 (73)) dA = EAuf (3) (38.11)
M1 = /Z E (IQUIS (1‘3) =+ $§¢/ (1?3)) dA = E111¢/ (Ig) (3812)
nzém%mwwmnw (38.13)

Nota - Lo sforzo normale non ¢ influenzato dalla ipotesi di Timoshenko, e la
sua trattazione resta disaccoppiata da quella dello sforzo di taglio-momento
flettente.

Nota - La seconda delle (38.10) indica che la tensione tangenziale non dipende
dalla variabile x5, e quindi ¢ in contraddizione con I’ ipotesi di De Saint—Venant
sulla superficie laterale scarica. Per tener conto della effettiva distribuzione
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CAPITOLO 38. LA TEORIA DI TIMOSHENKO

delle tensioni tangenziali lungo x5, si introduce, secondo Timoshenko, un fattore
correttivo , detto fattore di taglio, scrivendo, al posto della (38.13):

T, = / G () (23) + ¢ (23)) dA = GArt) (x3) (38.14)

Si puo dimostrare che k € minore di uno, e spesso si introduce 'area ridotta
della sezione retta A, = kA, detta area efficace a taglio.

Nota - L’incongruenza della teoria di Eulero—Bernoulli ¢ stata superata, e la
condizione di equilibrio:

dM1 (1‘3)

T2 (.%'3) - d.’L‘3

(38.15)

non deve piu essere utilizzata come definizione, ma si traduce nella relazione:

GAE (uj (w3) + ¢ (23)) = El11¢" (w3) (38.16)

38.2 Lo studio della linea elastica

Si parte dalla definizione dell’energia potenziale totale, somma dell’energia ela-
stica e dell’energia potenziale dei carichi. Ipotizzando la presenza di carichi tra-
sversali p, d carichi assiali ¢ e di coppie flettenti distribuite m si potra scrivere:

1 1
Etzi/ Ee§3dV+§/ 4Ges, dV
B B

L L L
7/0 p(x3)us (x3) dag 7/0 t (z3) us (v3) dos 7/0 m (z3) ¢ (x3) das
(38.17)

Utilizzando la (??) e la (38.9), si pud esprimere l'energia elastica come:

L L
B, = % /O EAu (x3) dx3+% /O EI¢? (x3) dws+
L L
%/0 GA, () (z5) + & (23))2 dV—/O p(s)us (3) dug—  (38.18)
L L
/ t (z3) us (r3) dos —/ m (z3) ¢ (x3) dzs
0 0

ed ora la variazione di F; rispetto alle variabili ug, u}, ug, ub, ¢ e ¢ puo
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38.2. LO STUDIO DELLA LINEA ELASTICA

agevolmente essere dedotta, ottenendo:

dE; = E; (uz + dug, ul + dul, ug + dug, uhy + duy, ¢ + 8¢, ¢' + 5¢')
- Et (U3,U%,U2,U/2,¢,¢/) =
1 L

g 1
5/ EA (uy + ub)? das + 5/ Eli (¢ +6¢')° das+
0

N | —

/ GA, (uh + duly + ¢ + (5(;5) dzs—
L L

p (ug + oug) das — / t(us + dusz) das — / m(¢+ 0¢) dzg—
0 0

EAu; dngf/ El ¢ dngf/ GA, (uy + ¢)° das+

\M\H\

L
pus drs + / tus das + md) das
(38.19)

Svolgendo i quadrati e semplificando si ottiene:

L L L
SEy = / EAujouly dzg + / El1¢'6¢" dzz + / GA; (uy + ) duy drs+
0 0 0

L L L L
/ GA; (uy + @) dpdaz — / poug dzg — / tous drs — mo¢ daxs
0 0 0 0

]_ L ’ 1 L ’ 1 L 2
+ */ EA5U32 dl’g + = / E1115¢ 2 d{Eg + = / GAS (5’[1/2 + 5¢) dCE3
2Jo 2. Jo 2 Jo
(38.20)

Ne segue che la variazione dell’energia potenziale totale si esaurisce in due
aliquote: la prima, lineare, e la seconda quadratica:

L

L L
0 0 0

L L L L
/ GA, (uhy+ ¢) 0 das — / pous dog — / touz dars — mdo drs
0 0 0 0
(38.21)

1t : I : I
0k, = 5/ EA6U32 dzs + 5 / E1115¢ 2 dxs + 5 / GA, (5’[1/2 + 5¢))2 dxs
0 0 0
(38.22)
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Per il principio di stazionarieta, la parte lineare si annulla in corrispondenza
della soluzione del problema dell’equilibrio elastico, e quindi:

L L L
51Et = / EAué(Sué dl’g + / E111¢/6¢/ dl’g + / GAS (U/2 + ¢) 6?1/2 d$3+
0 0 0

L L L L
/ GAs (uy+ ¢) dpdag — / poug dog — / toug dxrs — / mépdrs =0
0 0 0 0
(38.23)

I primi tre integrali della (38.23) possono integrarsi per parti una volta,
ottenendo:

L L
/ ujduly dog = [ugéu;;]g - / ug5u3 dzs
0 0
L . L
/ @69 das = [¢'d¢], —/ ¢"d¢p das (38.24)
0 0
L . L
/0 (uh + ¢) duby dag = [(us + ¢) dus], — /0 (uh + @) Sus das
Inserendo queste relazioni nella (38.23) si giunge a scrivere:

L
/ [(BAUY + 1) bus + (EL " +m — GA, (uh + ) 66+
0

(GA, (ug + qﬁ/) +t) dug] das+
+ [BAuSSus]y + [BL1¢'80]; + [GA (uh + ) duzly =0

(38.25)

Le variazioni dus, d¢, e dus sono arbitrarie, e quindi dovranno annullarsi le
tre quantita in parentesi, conducendo alle tre equazioni differenziali in us, ¢, ed
u:

EAuy = —t
ElL1¢" — GA, (uy + ¢) = —m (38.26)
GA, (UIQI + ¢l) =P
Le restanti quantita dovranno annullarsi ai due estremi della trave. Per lo

spostamento ug dovra quindi essere:

EAuj(0)6uz(0) =0

38.27
EAu4(L)duz(L) =0 ( )
mentre per lo spostamento us e la rotazione ¢ sara necessariamente:
EI11¢'(0)5¢(0) =0
16/ 0)56(0) 529
ElLi¢'(L)é¢(L) =0
GA, (0(0) + u5(0)) duz(0) =0
+ (9(0) + 15(0)) du2(0) 5529

GAs (¢(L) + up(L)) dup(L) =0
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Nota Lo studio della funzione u3 degli spostamenti assiali ¢ completamente
separato dallo studio delle altre due funzioni, come gia detto. Invece le ul-
time due equazioni delle (38.26) rappresentano un sistema accoppiato di due
equazioni differenziali del secondo ordine.

Esercizio 1 - Generalizzare le equazioni (38.26) al caso di trave a sezione varia-
bile.

Esercizio 2 - Utilizzare il principio degli spostamenti virtuali per riottenere le
equazioni della linea elastica e le corrispondenti condizioni ai limiti

Esercizio 3 - Utilizzare 'approccio geometrico per riottenere le equazioni della
linea elastica

38.2.1 Le condizioni di vincolo

E’ inutile studiare il problema assiale, non modificato rispetto al caso di Eulero—
Bernoulli. Per quanto riguarda il problema flessionale, invece, in base alla
(38.12) ed alla (38.14) le condizioni (38.28) e (38.29) si possono scrivere:

M;(0)d¢(0
My (L)éo(L
T5(0)6us(0
To(L)bus(L

0
0

38.30
. (38.30)
0

)
)
)
)

Agli estremi della trave, pertanto, si possono simulare queste condizioni di
vincolo:

— Estremo incastrato — us =0e ¢ =0

— Estremo appoggiato — us =0 e M; = 0, ossia ¢/ =0

— Estremo con bipendolo — ¢ =0 e To = 0, ossia uh + ¢ =0

— Estremo libero — M; =0, ossia ¢’ =0e To =0, ossia uhb +¢d =0

38.3 La trave a mensola con forza all’estremo
libero

Le equazioni da risolvere per il caso illustrato nel titolo sono:

EI¢" — GA, () + ¢) =0

GA. (u] + &) = 0 (38.31)
con le condizioni ai limiti:
u2(0) =
9(0) =0 (38.32)

dove F ¢ il valore della forza applicata nell’estremo libero. (cfr. Figura 38.3)
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CAPITOLO 38. LA TEORIA DI TIMOSHENKO

Figura 38.3: Trave a mensola con forza all’estremo

Per affrontare questo problema, si inizi ad integrare la seconda delle (38.31):
GAs (uy+ ¢) = Oy (38.33)

e per la quarta condizione ai limiti si ha subito C; = F. Ne segue che la relazione
precedente diviene:

GA, (dy+¢) = F (38.34)

Sostituendo questa relazione nella prima delle (38.31) si ha:

El¢" =F (38.35)

e quindi subito:
¢ = % + Oy (38.36)
¢ = % + Caz3 + Cs (38.37)

La seconda e terza condizione ai limiti permettono di calcolare le due costanti
di integrazione:

$(0)=0— C5=0

FL (38.38)
(L) =0 Co=——
¢'(L) — 2 Bl
e quindi la rotazione e data da:
o Fl‘g X3
¢ (3) = = ( 5 - L) (38.39)
Infine, dalla (38.34) si puo scrivere:
F F Fxs xrs3
o = _ 2
R W ey WA ol (L 2) (38.40)
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e quindi ’abbassamento e dato da:

+ 0y (38.41)

F Fa?
s I3 x3 (L l‘g)

~ GA, 2EI
La costante di integrazione, comunque, si annulla per la prima condizione ai
limiti, giungendo a:
2 .
Fzs  Fag T3

ua (rs) = i+ 5t (L - ?) (38.42)

38.3.1 Discussione dei risultati

La rotazione all’estremo libero ¢:
FIL?
2ET

e quindi coincide con quanto predetto dalla teoria di Eulero—Bernoulli.
L’abbassamento nell’estremo libero & invece fornito da:

FL FI?
— e 44
() = G+ 37 (38.44)

o(L) = (38.43)

Si ha quindi una aliquota flessionale, uguale a quella predetta da Eulero—
Bernoulli, ed una aliquota addizionale tagliante, che si viene a sommare alla
aliquota classica. Si vede subito che all’aumentare della luce, I'influenza del
termine flessionale diviene dominante. Per evidenziare I'influenza del taglio, e
opportuno riscrivere I’abbassamento come:

FL3 3 FEI FL3 3
L) = 1+ - J=""(1+2 38.45
(L) = 357 ( T GAS> 3ET < - a) (38.45)
Si e introdotto il parametro adimensionale:
GAL?
= : 38.46

che ben misura 'importanza relativa delle deformazioni da taglio rispetto agli
effetti flessionali. Per o — oo si ritrovano i risultati classici di Eulero-Bernoulli.

38.3.2 Esempio numerico

Si consideri una trave di luce L = 5 metri, a sezione retta rettangolare di base
b = 50 centimetri ed altezza h = 80 centimetri, e quindi con area A = bh ed
inerzia I = b h*/12. Inoltre, il modulo di Young sia pari a 300.000 Kg /em?, il
coefficiente v di Poisson sia pari a 0.25, ed il fattore di taglio sia pari a k = 0.85.

Per studiare 'influenza relativa del taglio si calcola la parte flessionale dello
spostamento all’estremo libero, dovuto ad una forza unitaria:

3

L
up = SEL 0.0000651042 cm (38.47)
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CAPITOLO 38. LA TEORIA DI TIMOSHENKO

ed analogamente la parte tagliante dello stesso spostamento:

L
up = —— = 1.2255 x 107%¢em (38.48)

L’influenza relativa delle deformazioni taglianti ¢ quindi calcolabile come
U

Up + Uf

, ed ¢ in questo caso pari a circa 1.8 per cento.

38.4 La trave a mensola con carico distribuito

Le equazioni da risolvere per il caso illustrato nel titolo sono:

-

I Y Y Y Y Y YYYYYVYYYVYYYY Ipe

Figura 38.4: Trave a mensola soggetta a carico distribuito

EI¢" — GA, (uy+ ¢) =0

38.49
GA, ( + ) = —p (38.45)
con le condizioni ai limiti:
$(0) =0
M(L)=FEI¢'(L) =0 (38.50)
T(L) = GAs (¢(L) +us(L)) =0

dove p ¢ il valore del carico distribuito. (cfr. Figura 38.4)
Per affrontare questo problema, si inizi ad integrare la seconda delle (38.49):

GAs (uhy + ¢) = —pzs + C4 (38.51)

e per la quarta condizione ai limiti si ha subito C; = pL. Ne segue che
I’espressione precedente diviene:

GA, (uy+ ¢) = p (L — x3) (38.52)
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Sostituendo questa relazione nella prima delle (38.49) si ha:

ElI¢" =p(L — x3) (38.53)
e quindi subito:
P T
o = (L . ) +Cy (38.54)
2
_ b3 T3
o=20 ( . ) + Caws + Cy (38.55)

La seconda e terza condizione ai limiti permettono di calcolare le due costanti
di integrazione:

P0)=0— C5=0

1.2 (38.56)
(L) = __p
(L) =0—Cs SE]
e quindi la rotazione e data da:
bla3) = —L22 (12— L Lo (38.57)
Y] A '

Infine, dalla (38.52) si puo scrivere:

p(L—z3)

/ p(L—x3)  prs (., Lxg a3
= eeee—— T e— —_— L —_—_— — .
w=Tga T T GA, 2Bl < > 73 (38.58)
e quindi ’abbassamento e dato da:
2 2 2
b3 z3 prs (L* Lxsz = a3
= L- 7) it Y (e .
"7 GA, ( ) T EI < 16 24) (38.59)

annullandosi anche in questo caso la costante di integrazione, per la prima
condizione ai limiti.

38.4.1 Discussione dei risultati
La rotazione all’estremo libero e:

L3
o(L) = —gE—I (38.60)

e quindi coincide con quanto predetto dalla teoria di Eulero-Bernoulli.
L’abbassamento nell’estremo libero ¢ invece fornito da:

pL? pL*  pL* ( 4>

uz(L) =

~5a4. el " sET\'Ta

o

(38.61)
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38.5 La trave appoggiata con carico distribuito

Le equazioni da risolvere per il caso illustrato nel titolo sono (cfr. Figura 38.5):

EI¢" — GA, (uy+ ¢) =0

38.62
GA, (uy +¢') = —p (38.62)
con le condizioni ai limiti:
"(0)=0
¢'(0) (38.63)
U9 (L) =0
¢'(L) =0

YYYYYYYYYYYVYVYYVYVYYYY I Pe

A B X3
|
///////1////// S/
X2
| L |
| |

Figura 38.5: Trave appoggiata soggetta a carico distribuito
Per affrontare questo problema, si inizi ad integrare la seconda delle (38.62):
GA; (uy + ¢) = —prs + C1 (38.64)
e la si sostituisca nella prima delle (38.62):
EI¢" +prz3—C1 =0 (38.65)
Integrando due volte si ottiene la rotazione:

2
px3 Cixs

P R L A (38.66)
prj  Cia}

La seconda e quarta condizione ai limiti permettono di calcolare le due
costanti di integrazione Cie Cy:
¢'(0)=0—Cy=0
pL (38.68)

¢/(L):0*>01:7
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e quindi infine la rotazione puo scriversi come:

3 2
pxsy  pLxj
= - C
©="6pr " apr T
Infine, dalla (38.64) si puo scrivere:
u/:p(L—ws)fd):p(L—xs) pri  pLay
2 GA, GA, 6EI 4AEI °
ed integrando si giunge a scrivere ’abbassamento come:
4 3
pr3 pry  pLag
= L— - - C C
2= qa, Em ) Y oupr T apr - Gt G
Le condizioni ai limiti su ug impongono che sia:
Cy=0
pL*  pL! pL?
_ — O-L - - _
apl izpl L TG=0— G= o
e quindi infine:
4 3 3
pr3 pr3  pLry pL°zs
= L— _
2= 564, L") T o0pr T Er T 20En
b= — @ pLxg B pL?
6FEI AEI  24FE1

38.5.1 Discussione dei risultati

La rotazione in corrispondenza degli appoggi é:

e quindi coincide con quanto predetto dalla teoria di Eulero-Bernoulli.

LS

(0) = _2231EI
L3
(L) = QZEI

L’abbassamento in mezzeria ¢ invece fornito da:

LY _ »l* |
2% ) 7 8GA,

38.6 Il caso della cerniera interna

384 EI ~ 384 EI

5 pL* 5 pL* (1

. 48
Sa

(38.69)

(38.70)

(38.71)

(38.72)

(38.73)

(38.74)

(38.75)

(38.76)

La trattazione di vincoli intermedi, interni o esterni, o di forze intermedie, siano
esse forze o coppie, non presenta particolari problemi concettuali, rispetto al caso
delle travi di Eulero-Bernoulli, ma solo una maggiore complessita analitica.

412
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7
A X < RE / B
\ \/
T77RG7777777
up v Vo
I L L I
| |

Figura 38.6: Trave incastrata—appoggiata con cerniera in mezzeria

A scopo esemplificativo, si voglia calcolare gli spostamenti e le rotazioni per
una trave incastrata a sinistra, appoggiata a destra, con una cerniera interna si-
tuata in mezzeria, e soggetta ad una coppia concentrata M agente sull’appoggio
di destra. (cfr. Figura 38.6).

Introdotti, al solito, due sistemi di riferimento con origine nell’incastro e nella
cerniera interna, rispettivamente, si hanno le quattro equazioni differenziali:

EIsM" — GA, (u'2 n ¢><1>) -0

(38.77)

con le condizioni ai limiti si ha:
— in corrispondenza dell’incastro:

’ (38.78)
. .

(38.79)

— in corrispondenza dell’appoggio:

UQ(L) =0

ML) - M (38.80)
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In termini di spostamenti e rotazioni, si hanno quindi le otto condizioni ai

limiti:

u2(0) =0
¢(0)=0

uz(L) = v2(0)
o) =0
¢ (0) =0

oM (L) + uy(L) = ¢! (0) + v5(0)
ve(L) =0
EI¢®' (L) = M

Dalla seconda della (38.77) si ha:
GA, (u’z + ¢<1>) e
ed inserendo nella prima delle (38.77) si ha:
EIW" =y

da cui subito:

C, 23
Qb(l) - E%?S + CQ$3 + 03

Segue dalla (38.82):

U=l T pre RO
e quindi infine:
o 011’3 Cl CL’% CE%
R W L B R

Del tutto analogamente si ha anche, per il secondo tratto:

¢ = %y3+06
o) = %%§+0693+C7
vy = chls *%%*0693*07
vy = gsjf - %% *Cs%g — Crys + Cs

(38.81)

(38.82)

(38.83)

(38.84)

(38.85)

(38.86)

(38.87)

(38.88)
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Valutando opportunamente queste funzioni, ed inserendo il risultato nelle
condizioni ai limiti si giunge al seguente sistema di otto equazioni nelle otto
incognite Cy,C5 ..., Cs:

C3=0
Cy=0
CiL CLP CoL?

GA. ~ GEI 5 —C3L+Cy—Cg=0

L
% +Cy=0
(38.89)
Ce=0
Ci—Cs=0
C5L C5L3 06L2 -
GA, 6EI 2 GG =0
CsL
ﬁ +Ce =M
con soluzione:
M
C, = T
M
02 — _ﬁ
C3=0C4=0
M
Cs=— (38.90)
Ce=0
o M ML
"7 GA,L " 6FI
Cn M ML?
87 GA, " 3EI
Spostamenti e rotazioni sono quindi forniti da:
 Mazz  Mai Maj
2 (@) = GA T T SE1  GEIL
o2 () = M (1_@) ML*> ML My}
2 W)= G, L) T 3EI T 6EIY® T GEIL
Mz T
1) — _ 3 (122
¢ (ws) EI ( 2L) (38.91)
2M ML My3?
P (y3) = v

GA;L + 6E1 + 2FIL

MO (z5) = M (-1 + %)

M® (y3) :M%
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M

T (y3) = i

Esercizio - Risolvere lo stesso problema in ipotesi di trave di Eulero-Bernoulli,
e verificare le differenze.
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Capitolo 39

Le distorsioni

Si definisce distorsione di un volume elementare una qualsiasi sestupla di de-
formazioni e;; di origine non elastica, ossia non generata da alcun insieme di
tensioni. Nell’ambito della teoria delle travi, ci si limitera poi alle cosiddette
distorsioni di Volterra, per cui il generico concio elementare di larghezza As si
deforma conservando la planeita delle sezioni rette. Considerando fissa la fac-
cia di sinistra del concio, pertanto, l'effetto delle distorsioni si riduce ad uno
spostamento assoluto Asg del baricentro della sezione di destra, ¢ ad una rota-
zione assoluta Ag della sezione di destra intorno ad un asse passante per il suo
baricentro.

39.1 Le distorsioni distribuite

Si presuppone che esistano, e siano finiti, i limiti :

4(s) = — lim AASG
As—0 S (391)

(5) = — tim 29

) == M As

I due vettori 6(s) e p(s) si chiamano distorsione distribuita di traslazione
relativa, e distorsione distribuita di rotazione relativa, rispettivamente, mentre
I'insieme delle loro sei componenti secondo gli assi si chiamano le caratteristiche
della distorsione distribuita

39.2 Le distorsioni concentrate
Si consideri la sezione generica S, situata all’ascissa s, e si consideri un concio
elementare di larghezza As, centrato in S. Siano D¢(s) = 6(s)As e Dg(s) =

u(s)As i vettori dello spostamento relativo da distorsione tra le due facce del
concio elementare. Se As tende a zero, mentre § e u vanno all’infinito, in modo
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39.3. IL CASO DEI SISTEMI MONODIMENSIONALI PIANI

Figura 39.1: Vito Volterra

che il loro prodotto resti costante, si genera nella sezione S una distorsione
concentrata le cui caratteristiche sono, in base alle formule precedenti, uguali e
contrarie allo spostamento assoluto Asg del baricentro della sezione retta .S, ed
alla rotazione assoluta A¢ della sezione stessa, intorno ad un asse passante per
il suo baricentro:

DG (8) = —ASG (S)

Dis(s) = —A(s) (392)

39.3 1l caso dei sistemi monodimensionali piani

Nel caso dei sistemi monodimensionali piani, sia (m, n, t) un sistema di assi trior-
togonale, con ’asse ¢ diretto secondo l'asse della trave, I’asse n diretto secondo
la normale, e giacente nel piano della trave, ed infine I’asse m a completare la
terna. Le tre componenti della distorsione distribuita 4 si riducono a due, annul-
landosi la componente secondo ’asse m. Pitu in dettaglio, si avra la componente
secondo l'asse t, detta distorsione distribuita di traslazione assiale relativa X,
e la componente secondo n, detta distorsione distribuita di scorrimento rela-
tivo 0. Delle tre componenti della distorsione distribuita g sopravvive solo la
componente secondo ’asse m, comunemente denotata f.

Analogamente, le componenti della distorsione concentrata Dg si riducono
alle due componenti secondo gli assi ¢ ed n, dette D, e D¢, mentre 'unica
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componente non nulla della distorsione concentrata Dy sard quella secondo I’asse
m, e sara indicata con D.

ds

+—t ] I eds

7

\ /
\ /
A \
————— —~ \
\ /
Ads Y Has

Figura 39.2: Distorsioni di traslazione assiale A, di scorrimento relativo 6, e di
rotazione u

In Figura 39.2 sono riportate le distorsioni agenti sul concio elementare. Si
noti che le caratteristiche della sollecitazione interna compiono lavoro negativo
per effetto di distorsioni positive, che A e € sono adimensionali (allungamenti
percentuali ed angoli taglianti), laddove ;1 ha dimensioni fisiche L=! (curvatura).

Nell’ambito dell’analisi delle travi rettilinee, 1’asse ¢ coincide con 'asse X3
della trave, I'asse n si sovrappone ad X5 ed m coincide con Xj.

39.4 Le distorsioni concentrate ed il metodo del-
la linea elastica

Il metodo della linea elastica ben si presta anche a risolvere i casi in cui una tra-
ve, ad una o pill campate, sia soggetta a distorsioni concentrate. Focalizzando
I’attenzione sul problema flesso-tagliante, si ipotizzi infatti che in una sezione S
si verifichi una distorsione di rotazione relativa Dy. In virtu della stessa defini-
zione (39.2) nella sezione S bastera imporre che gli spostamenti siano continui,
insieme a momenti e tagli, e che ¢gip — dges = Dy. Analogamente, in presen-
za di una distorsione di traslazione relativa D,,, bastera imporre che rotazioni,
momenti e tagli siano continui, mentre dovra essere uggsin — Uzdes = D).

Un semplice esempio ¢ riportato in Figura 39.3, dove una trave di luce L,
incastrata a sinistra ed appoggiata a destra, subisce una distorsione Dy nella
sezione a distanza L, dall’incastro. Indicando, come usuale, con us e v le due
linee elastiche relative ai tratti di sinistra e di destra, rispettivamente, si potra
porre:

U2 (.7,'3) =C1 4+ Chxs + Cg.%'% + 04.%%

: ; (39.3)
v (y3) = Cs + Ceyz + Crys + Cgys
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Dy
A I B X3
| >
TTT7777777777777777
X2
1 L1 Ly |
1 f 1

Figura 39.3: Trave incastrata—appoggiata con distorsione di rotazione relativa

Le otto costanti di integrazione si calcolano imponendo le seguenti condizioni
al limiti:
— nell’incastro di sinistra:

us(0) =0
,2( ) (39.4)
u5(0) =0
— in corrispondenza della distorsione:
uz (L1) = v2(0)
uz (L1) — v3(0) = Dy (305
MY (L) = M (0) — i (Ly) = v (0) '
Té” (L) = T(2’< 0)=0— ug’ (L1) = v3"(0)
— nell’appoggio di destra:
(%) (L ) =0
(39.6)

M (L) =0 — v (L) =0

Derivando le (39.3), e valutando nei punti opportuni si giunge alle otto
equazioni algebriche non omogeneee nelle otto incognite:

C,=0
Co=0
Cy+ L0y + L3Cs + L3C, = Cs
Cy+2L,C5 + 3L3Cy — Cg =
205 + 6L,Cy = 205
Cy =Cy
Cs 4 LyCg + L3C7 + L3Cs = 0
207 + 6LyCs = 0

(39.7)
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con soluzione:

O = (39.8)
Cy =0 (39.9)
3L
Cy = # A (39.10)
Ly
L3Lo (2L, + 3Ly)
Cs ==L 573 Dy (39.12)
(2L$ 4+ 3L3Ly + 2L3)
Cs = — 513 Dy, (39.13)
3L3
Cr = ﬁm (39.14)
L
Cs = —ﬁaﬁ (39.15)

avendo posto, per comodita, L = Ly + Ls.
Gli spostamenti sono allora deducibili inserendo questi valori nelle (39.3):

Ly (3L — 3
s (23) = %Qb
3 (39.16)
(Lo — y3) (2L3 + 3Ly Ly + L1ys (ys — 2L))
V2 (yd) = 3 D¢
2L
con le successive derivate a fornire rotazioni, momenti e tagli:
3Lixs (x5 —2L)
1 _ olyxz (x3
o) (w3) = = Dy
2L3 +3L%Ly + Ly (203 — 6Loys + 3132
¢(2)(y3):( 1 142 2(32 293 3)>D
2L
3EILy (L —x
MY () = -2 L=
SEIL (39.17)
1 2
T,V (23) = “5 > Do
3EILy (Lo —
MP (y3) = —%%
2 3EIL,
T (ys) = 25 Do

Si osservi subito come ora gli spostamenti e le rotazioni non dipendano dalla
rigidezza flessionale della trave, laddove le caratteristiche sono ad essa diretta-
mente proporzionali. In Figura 39.4 si riportano i diagrammi di spostamenti e
rotazioni, momenti e tagli per il caso in cui la distorsione si verifica ad un quarto
della luce L.
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Spostamenti

A

Y

331
>p
512 7

T Rotazioni

65

128 ¢
X3

Y

63
)
128 ¢

M1

Momenti

_9EI

4l
X3

Y

-
2 Tagli

X3

S
©

\j

Figura 39.4: Spostamenti, rotazioni, momenti e tagli per una trave incastrata—
appoggiata soggetta a distorsione rotazionale ad un quarto della luce
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Materiale a(in K1)
Acciaio 1.2 x107°
Alluminio generico | 2.3 x 107
Alluminio puro 2.4 x107°
Ferro 1.2 x107°
Ghisa 1.07 x 107°
Oro 1.432 x 107°
Ottone 1.9 x 1075
Platino 9x 1076
Pyrex 4 %1076
Quarzo fuso 5.9 x 1077
Rame 1.7 x 107°
Silicio 3x 1076
Tungsteno 5x 1076
Vetro 8 x 1076

Tabella 39.1: 11 coefficiente di dilatazione termica per vari materiali (tratta da
Wikipedia)

39.5 Distorsioni distribuite e variazioni termi-
che

L’importanza delle distorsioni distribuite risiede in larga parte nella possibi-
lita di tener conto attraverso di esse delle variazioni termiche, frequentemente
presenti sulle pitt comuni strutture. Esistono, in realta, due tipi di variazioni
termiche, che possono essere ridotte a distorsioni assiali di tipo A e rotazionali,
di tipo p. Il primo caso si verifica quando una trave, o una porzione di essa,
subisce una variazione termica AT, uniforme, che in caso di aumento di tem-
peratura tendera ad allungare la trave, mentre effetto contrario produrra una
diminuzione di temperatura. Si potra quindi porre:

A= —aAT (39.18)

dove « ¢ il coefficiente di dilatazione termica, caratteristico del materiale, ed
esprimibile come inverso di gradi. In Tabella 39.1 sono riportati i valori di «
per alcuni materiali. Il segno si giustifica poiche un aumento di temperatura
provoca una dilatazione del concio elementare, mentre una distorsione A positiva
tende a contrarre il concio.

11 secondo caso, anch’esso frequente, si verifica quando 'estradosso della tra-
ve e I'intradosso della trave si trovano a temperatura differente, generando una
variazione termica che si puo ragionevolmente supporre linearmente variabile
lungo l'altezza h della trave. Si consideri allora la situazione di Figura 39.5, in
cui una trave di altezza h si trova inizialmente ad una temperatura di riferimento
To. In seguito, 'intradosso subisce una variazione termica AT 4, positiva, e I'e-
stradosso una variazione termica negativa AT . In totale, quindi, la variazione
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termica tra i due estremi della trave e pari a AT = AT 4 — AT . Supponendo
che la temperatura vari linearmente tra i due estremi della trave, ne segue che
esistera una fibra che non subisce variazioni di lunghezza, e resta a temperatura
Ty, mentre le fibre superiori si accorciano e le fibre superiori si allungano. Potra
porsi, indicando con ds la larghezza del concio elementare:

AT=ATp-ATg
ds

l l lATB l

T 1 T T
hg
ha

+—t
ny ATa

Figura 39.5: Un concio elementare soggetto a variazione termica alla Navier

AT AT,
dp = a=—"2ds = a="Lds (39.19)
ha hp
Ne segue:
hadp = aAT sd
adg = alTyds (39.20)
th¢ = aATBds
e sottraendo membro a membro :
dp (ha — hp) = a(ATs — ATg) ds (39.21)
da cui: (AT — ATp) AT
dp =« AT Blils = —a——ds 39.22
¢ (ha —hg) h ( )

Ne segue che la descritta variazione termica ¢ equivalente ad una distorsione
distribuita di rotazione relativa pu, esprimibile come:

AT
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La variazione termica del primo caso ¢ anche detta variazione termica unifor-
me, o assiale, mentre nel secondo caso si parla di variazione termica flessionale,
o alla Navier. Ambedue questi casi possono trattarsi secondo la metodologia del-
la linea elastica, che ora deve essere generalizzata come indicato nella prossima
sezione.

39.6 Le distorsioni distribuite ed il metodo della
linea elastica

In presenza di distorsioni distribuite di tipo A, p e 6, le usuali equazioni di

equilibrio tra carichi e caratteristiche non vengono in alcun modo modificate.
Sara quindi ancora:

dN

=t

d.%'g ($3)

dly

— = 39.24
= b (@) (39.24)
dM,
T

dxg 2

Le equazioni costitutive, invece, vedranno i termini aggiuntivi dovuti alle
distorsioni, sicche occorrera scrivere:

N = EAuj; + EAX

B . (39.25)
M, = —Eluy + Elp

e nel caso della teoria di Timoshenko potra anche porsi, se 1 ¢ ’angolo addizio-

nale da taglio:
Ty = GAsY + GA0 (39.26)

Utilizzando le (39.25) nelle (39.24) si giunge quindi alle equazioni differenziali
della linea elastica in presenza di distorsioni distribuite:

1 t I
=—— = 39.27
Us EA ( )
1 p "
= = 39.28
Ug El +p ( )

Per la travi di Timoshenko, I'’equazione del quarto ordine deve essere sosti-
tuita dal sistema di due equazioni differenziali:

EI¢" + EI) — GA, (¢ +0) = 0

GALW +0) = —p (39.29)

Si consideri, quale primo esempio, un’asta fissa nell’estremo di sinistra e
libera all’estremo di destra (asta isostatica), soggetta ad una variazione termica
uniforme positiva A = —aAT . L’equazione della linea elastica diviene:

u =0 (39.30)
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con soluzione :
us (.1‘3) =Co+ Cias (3931)

Le condizioni ai limiti da imporre sono, se I’asta ha luce L:

U3(0):0—>00:0

39.32
N(L) =0 — BA(C) — aAT) = 0 — Cy = aAT (89.32)

In definitiva, 'asta subira gli spostamenti assiali (positivi in quanto 'asta si
allunga):

mentre lo sforzo normale sara identicamente nullo. Se invece ’'asta ¢ impedita
di muoversi ad ambedue gli estremi (asta iperstatica), allora le condizioni ai
limiti forniranno:

U3(O)=O—)CQ:O

39.34
US<L):O*>CQ+01L:0*>01:O ( )

Quindi gli spostamenti si annulleranno identicamente, mentre lo sforzo nor-
male sara pari a:

N = —EAaAT (39.35)

di compressione in quanto 'asta ¢ impedita ad allungarsi.
Come secondo esempio, si consideri una trave a mensola (trave isostatica)

AT
soggetta alla variazione termica positiva alla Navier 4 = —a——. La distorsione

e costante, quindi la linea elastica e rappresentata da un polinomio cubico:
U (Z‘g) =Co+ Cizs + Cga'}% + ngg (39.36)

Le condizioni ai limiti forniscono:

’LL2(O)=0—>C():O
UIZ(O):OHCH:O

AT AT 39.37
T(L)=0—uy(L)=0—C3=0
. . . a AT o .
L’unica costante diversa da zero e Cy =5 e quindi gli spostamenti
saranno forniti dalla parabola quadratica:
1 AT
us (x3) = f§a7x§ (39.38)

Le corrispondenti rotazioni saranno distribuite con legge lineare:

AT

¢(333) = Qa—

23 (39.39)
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mentre le caratteristiche saranno identicamente nulle:

M, =—-FEI <u/2/—|—aAT> =0

h (39.40)

Ty =M, =0

Si noti che la trave subisce spostamenti negativi (innalzamenti) a causa di
una variazione termica positiva, in quanto in questo caso 'intradosso ha tempe-
ratura superiore all’estradosso, e quindi la fibra all’intradosso si allunga, quella
all’estradosso si contrae.

Se invece la trave e iperstatica, ad esempio incastrata a sinistra ed appoggiata
a destra, si hanno le condizioni ai limiti:

U2(0):0—)00:0
Up(0) =0 — C, =0

us(L) =0 — Co+ C1L+ CoL? + C3L° = 0 (39.41)
AT AT
con soluzione :
AT
Ca=
QAT (39.42)
O =~
Ne seguono gli spostamenti e le rotazioni:
AT
ug (x3) = Lx% (1 — E)
4h L (39.43)
6 () = aAT +3aAT 9
T T o T T
e le caratteristiche saranno fornite da:
AT AT
M, = —EI <ug n ah> - —gEIaT (1 - %)
3Bl AT (39.44)
j— / P— R
T2 = Ml = oL « n
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Capitolo 40

I corollari di Mohr

In questo Capitolo si illustra un metodo per calcolare lo spostamento o la ro-
tazione di un punto di una trave rettilinea isostatica, sfruttando equazioni di
equilibrio.

40.1 L’analogia di Mohr

Si consideri una generica trave di Eulero-Bernoulli. Per essa, ¢ ben noto che
equilibrando un concio elementare nei riguardi della traslazione verticale e della
rotazione si ottengono due relazioni differenziali che legano tra loro il carico
verticale applicato ¢ (z3), lo sforzo di taglio 75 (x3) ed il momento flettente
M1 (1'3)2

dTy
dzs
dM;
das

(40.1)
Ne segue subito, derivando la seconda, ed usando la prima:

d?M, o
dm§ o

(40.2)

D’altro canto, € anche noto che la teoria di Eulero-Bernoulli si basa sull’ipotesi
di planeita delle sezioni rette, per cui esiste una relazione lineare tra momento
flettente e curvatura della sezione retta:

dp M

dZE3 B EIH

(40.3)

dove ¢ (x3) rappresenta la rotazione della sezione retta, e la costante di pro-
porzionalita ¢ la rigidezza flessionale E11, ossia il prodotto tra il modulo di
Young E del materiale, ed il momento di inerzia I1; della sezione retta. Infine,
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Figura 40.1: Otto Mohr

I'ulteriore ipotesi a base della teoria della trave di Eulero-Bernoulli impone che
la sezione retta ruoti dello stesso angolo di cui ruota I’asse neutro, e quindi la
rotazione puo essere espressa in termini di derivata dello spostamento verticale
ug (x3): ;
U2
— =— 40.4
2= (10.4)
Inserendo la (40.4) nella (40.3) si ha poi la nota equazione:
d271/2 ]Wl

= — 40.
C]’I% EIll ( 0 5)

Paragonando la (40.5) con la (40.2) si nota che la funzione uy (23) puo essere
riguardata come un momento fittizio M* (z3):

causato da un carico fittizio:
S (40.7)
7= El '

Dalla (40.3), poi, paragonata alla prima delle (40.1), si trae che le rotazioni
possono riguardarsi come l'opposto dello sforzo di taglio fittizio —T™ causato
dallo stesso carico fittizio:

T (x3) = —¢(a3) (40.8)

430 Lezioni di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 40. | COROLLARI DI MOHR

40.1.1 La trave ausiliaria e le condizioni ai limiti

Si e visto che gli spostamenti e le rotazioni possono calcolarsi come se rappresen-
tassero una distribuzione di momenti flettenti e tagli dovuti ad un particolare
carico fittizio (40.7). Corrispondentemente, le condizioni di vincolo della trave
di partenza devono essere opportunamente modificate, giungendo a definire una
trave ausiliaria su cui calcolare le caratteristiche. Per ottenere il vincolo fittizio
da sostituire al vincolo effettivo, si proceda in questo modo:

1. si scrivano le condizioni di congruenza, sia omogenee che non omogenee

2. le si tramuti in condizioni su momenti e tagli fittizi, in base alle (40.6) e
(40.8)

3. si deduca il vincolo fittizio in base a queste prestazioni statiche, cosi come
sintetizzato nel seguito, limitatamente ai casi pitt comuni. Altri vincoli
meno frequenti, come ad esempio i vincoli elasticamente cedevoli, possono
trattarsi similmente.

I vincoli di estremita

E’ noto che I'estremo A di una trave puo essere:
— incastrato — e per esso:

’LLQA:O
$a=0

In questo caso, il vincolo sulla trave ausiliaria dovra annullare il momento
fittizio M} ed il taglio fittizio 7%, e quindi 'incastro si trasformera in una sezione
libera

— appoggiato — e per esso:

(40.9)

UQA:O
da#0

In questo caso, il vincolo sulla trave ausiliaria dovra annullare il momento
fittizio M mentre il taglio fittizio 17"} potra essere diverso da zero, e quindi
I’appoggio si trasformera in un appoggio

— dotato di bipendolo — e per esso:

U2 A 5& 0
$a=0
In questo caso, il vincolo sulla trave ausiliaria dovra annullare il taglio fittizio
T mentre il momento fittizio M} potra essere diverso da zero, e quindi il

bipendolo rimarra un bipendolo
— libero — e per esso:

(40.10)

(40.11)

uzA#O

s 0 (40.12)

Lezioni di Scienza delle Costruzioni 431



40.1. L’ANALOGIA DI MOHR

In questo caso, il vincolo sulla trave ausiliaria dovra permettere un taglio
fittizio T ed un momento fittizio M7} diversi da zero, e quindi I’estremo libero
si dovra trasformare in un incastro

I vincoli esterni intermedi

Anche i vincoli intermedi possono studiarsi nello stesso modo, e quindi essere
opportunamente trasformati nella loro controparte fittizia:

Un vincolo locato all’ascissa generica x3 = ( che non interrompa la continuita
fisica della trave, puo essere:

— un appoggio intermedio — e per esso:

UQC:O
¢c# 0

In questo caso, il vincolo sulla trave ausiliaria dovra annullare il momento
fittizio M¢ mentre il taglio fittizio T potra essere diverso da zero, e quindi
I’appoggio si trasformera in una cerniera

— un bipendolo intermedio esterno — e per esso:

u2c7é()
¢ =0

(40.13)

(40.14)

In questo caso, il vincolo sulla trave ausiliaria dovra annullare il taglio fittizio
T mentre il momento fittizio M potra essere diverso da zero, e quindi il
bipendolo esterno si trasformera in un bipendolo interno

I vincoli interni intermedi (snodi)

Un vincolo locato all’ascissa generica x3 = ¢ che interrompa la continuita fisica
della trave, puo essere:
— una cerniera — € per essa:

AUZ( =0
Age #0
In questo caso, il vincolo sulla trave ausiliaria dovra permettere una discon-

tinuita del taglio fittizio T, e quindi la cerniera si trasformera in un appoggio
— un bipendolo interno — e per esso:

(40.15)

Auge #0 (40.16)
Ape =0
In questo caso, il vincolo sulla trave ausiliaria dovra permettere una di-
scontinuita del momento fittizio M¢, e quindi il bipendolo interno diverra un
bipendolo esterno
Altri casi di vincolo meno usuali possono trattarsi nell’identico modo.
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L’analogia di Mohr trova la sua applicazione piu ovvia nel calcolo di singole
quantitd cinematiche (spostamenti o rotazioni) su travi isostatiche. In questo
caso, infatti, la corrispondente trave ausiliaria ¢ anch’essa isostatica, rendendo
immediato il calcolo dei momenti e dei tagli fittizi. Cio non toglie che esso sia
estendibile anche alle strutture iperstatiche, che conducono a travi fittizie labili.

40.2 La trave appoggiata

Si consideri una trave appoggiata ad ambedue gli estremi, di luce L, soggetta
ad un carico distribuito ¢ (x3), forze verticali e coppie concentrate, e si vogliano
calcolare le rotazioni in corrispondenza dei vincoli ¢4 e ¢p. La trave ausiliaria e
ancora appoggiata agli estremi, sicche le rotazioni richieste possono identificarsi
con i tagli in A e B per la trave appoggiata soggetta al carico fittizio ¢*:

pa=-T}%

40.17
¢op=-Tg ( )

e poiche, come ¢ noto, il taglio a sinistra ¢ uguale e contrario alla reazione
dell’appoggio, mentre a destra il taglio ¢ uguale alla reazione, si puo anche
scrivere:

pa =Ry

(40.18)
¢p = —Rp
Nel seguito, si illustrano in dettaglio alcuni carichi particolari:

40.2.1 La trave appoggiata soggetta a forza in mezzeria

Si consideri la trave semplicemente appoggiata di Figura 40.2, soggetta ad una
forza concentrata in mezzeria.
Le reazioni R4 ed Rp sono fornite da:

Rys=Rp=-— (40.19)

F

2
Il momento flettente ¢ distribuito con legge lineare, si annulla ad ambedue

gli estremi, e raggiunge un massimo in corrispondenza della forza, dove vale:

L L FL
Mlmax — M1 (2> — —RBE — T (4020)

Si assoggetti allora la trave ausiliaria al carico bi-triangolare di Figura 40.2,
e si calcolino le reazioni:

1L FL FL?
RY =Rt =—-— =— 40.21
A B 292 4EI, 16E1, ( )
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- P
FL
4EIq1
i ot
FL2 FL2
16 EIq1 l l 16 EI1q

I i I I I
T T Y T Y

L/3 L/6 L/6 L/3

Figura 40.2: Trave appoggiata soggetta a forza concentrata in mezzeria

Infine, le rotazioni si deducono in base alla (40.18):

FL2
04 =Ry = 1557
1 (40.22)
bp — R — FL2
B= 7B T 16ET,

L’abbassamento in mezzeria & ricavabile tramite la (40.6), ossia calcolando
il momento flettente sulla trave ausiliaria:

L 1L FL 1 (L) FL?

= M* = * — | =
U2 max 48E111

mx =By T 55 1B, 3

5 (40.23)

40.2.2 La trave appoggiata soggetta a carico uniforme-
mente distribuito

Per questa condizione di carico, le reazioni R4 ed Rp sono fornite da:

L
Ru=Rp = —% (40.24)

Il momento flettente ¢ distribuito con legge parabolica, si annulla ad am-
bedue gli estremi, e raggiunge un massimo in corrispondenza della forza, dove
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vale: )
L L L L L
Mmax = Ml () = *RB* — qif — L (40.25)

Ne segue che la funzione momento ¢ esprimibile come:

M (z3) = % (L — x3) (40.26)

Si assoggetti allora la trave ausiliaria al carico parabolico:

qrs3
2F 114

q" (z3) = (L — xs3) (40.27)

e si calcolino le reazioni, sfruttando la simmetria del sistemas:

1 (L —x3) ql?
= R = — das = — 40.2
Ry = R 2F 1, /qm‘?’ 2 3 24F1,, (40.28)

Infine, le rotazioni si deducono in base alla (40.18):

. qL?
¢A = RA -
Qif ha (40.29)
_ e 4
o = —Rp 24ET,

L’abbassamento in mezzeria & ricavabile tramite la (40.6), ossia calcolando
il momento flettente in mezzeria sulla trave ausiliaria. Tenendo conto che il
baricentro del carico parabolico ¢ situato a 3/8 della semiluce si ha (cfr. Figura
40.3)

Uomaw = M, = —Rl— 5)= (40.30)

L qL? 3 (L 5 qL*
maw 2  24FI; 8 " 384 EIy4

40.2.3 La trave appoggiata soggetta a coppia concentrata
in un estremo

Per il caso di Figura 40.4 le reazioni R4 ed Rp sono fornite da:

M
(40.31)
Ry=M
B=r

Il momento flettente ¢ distribuito con legge lineare, si annulla a sinistra, e
raggiunge un massimo in corrispondenza della coppia.
Ne segue che la funzione momento ¢ esprimibile come:

M (z3) = M% (40.32)
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O 1 oa
A B

ot P~
qL?
A B 8EI1q
T -
qL3 gL3
24 EIqq ' ' 24 EIqq

-+
-~
-
-
B S

Figura 40.3: Trave appoggiata soggetta a carico distribuito

Si assoggetti allora la trave ausiliaria al carico triangolare:

M 25
El,; L

q" (z3) = (40.33)

e si calcolino le reazioni, imponendo 'equilibrio alla traslazione ed alla rotazione.
Dalla Figura 40.4 hanno le due equazioni:

1 M
Ry+Rp++-L=0
2 Elqq
(40.34)
RYL + LM LL =0
AYT9EL T3
che possono risolversi a fornire:
ML
11
. ML (40.35)
B 3EL
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A B
- P -
L
1 2EIqq
Ra Rp
2L L
3 3

Figura 40.4: Trave appoggiata soggetta a coppia nell’estremo

Infine, le rotazioni si deducono in base alla (40.18):

. ML
6a=Ry= -
6EI,
(40.36)
b= —R5 — ML
B= 7087 301,

40.3 La trave a mensola

Si consideri ora una trave a mensola, di luce L, con incastro a sinistra e li-
bera a destra, soggetta ad un carico distribuito ¢ (z3), forze verticali e coppie
concentrate, e si vogliano calcolare la rotazione ¢p e I'abbassamento usp in
corrispondenza dell’estremo libero. La trave ausiliaria ¢ ancora una mensola, in
cui pero l'estremo libero € a sinistra e I'incastro e a destra, sicche la rotazione
e I’abbassamento richiesti possono identificarsi con il taglio ed il momento in B
per la trave libera—incastrata soggetta al carico fittizio ¢*:

o =Tp

. (40.37)
U2B :]V[B

Nel seguito, si illustrano in dettaglio alcuni carichi particolari:

Lezioni di Scienza delle Costruzioni 437



40.3. LA TRAVE A MENSOLA

40.3.1 La trave a mensola soggetta a forza nell’estremo
libero

Il momento flettente ¢ distribuito con legge lineare, si annulla nell’estremo libero,
e raggiunge un minimo in corrispondenza dell’incastro, dove vale:

L

Si assoggetti allora la trave ausiliaria al carico triangolare di Figura 40.5, e
si calcolino le reazioni:

A \
BR

FL?
2EIqq
> B
R J

L/3 2L/3

Figura 40.5: Trave a mensola soggetta a forza nell’estremo

1 FL FL?
2 FEI; 2FE1 (40.39)
*_EFLLgL_FLi” '
"B 2FEL \37)  3EIL
Ne segue infine che le richieste rotazioni e spostamenti sono:
FL?
e | 2BL, 40.40
I (40.40)
"B =38,
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40.3.2 La trave a mensola soggetta a carico uniformemen-
te distribuito

Le reazioni Ry ed M, 5 per lo schema di Figura 40.6 sono fornite da:

RA = qu
12 (40.41)
Mea =75

Il momento flettente & distribuito con legge parabolica, si annulla nell’estre-

[ I o

1A B

qL?
2EIqq

A B K

\
> Mg
R l

Figura 40.6: Trave a mensola soggetta a carico distribuito

mo libero, insieme alla sua derivata, e raggiunge un minimo in corrispondenza
dell’incastro, dove vale:

Mimin = —Mra = ——— (40.42)

Ne segue che la funzione momento ¢ esprimibile come:

L2
M (z3) = —qT + gLy — %xg (40.43)

Si assoggetti allora la trave ausiliaria al carico parabolico:

. qL? qL q o
- - 40.44
¢ (v3) = =55t B T opr,, (40.44)
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e si calcolino le reazioni (cfr. Figura 40.6):

L
Ry = f/ q" (x3) dzg =
0

(40.45)
- /L (_ o + al T3 — x2> dzs = al’
o 2FEI,, FIy, 2FL; 3 6E1,

L
M7’B = —/ q* (Ig) (L — Ig) dl‘g =
0

(40.46)
- /L <_ " * > 23— o x:%) (L —z3) dzg = al’
0 2E111 EIH QEIH

8EI,
Infine, le rotazioni e gli spostamenti si deducono come:

. L’

o5 =R = _6(11571

Lo (40.47)
= 4L
U = =
BB T REL,

40.3.3 La trave a mensola soggetta a coppia concentrata
in un estremo

Il momento flettente ¢ distribuito con legge costante:

M (1’3) = ./\/l (4048)
Si assoggetti allora la trave ausiliaria al carico costante:
M
¥ = 40.49
¢ (23) = & I (40.49)

e si calcolino le reazioni, imponendo I’equilibrio alla traslazione ed alla rotazione.
Si ha:

Ry _E/\I/l

11
oML (40.50)
BT B 2

Infine, le rotazioni e gli spostamenti sono forniti da:
ML
= —R* = —
¢5 B EL,

40.51
ML (40.51)
e T
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Capitolo 41

Le equazioni di congruenza

Per definizione, in una trave iperstatica non e possibile calcolare le reazioni vin-
colari con sole equazioni di equilibrio. In questo Capitolo si illustra un metodo
per affrontare lo studio di travi iperstatiche, affiancando alle equazioni della
statica opportune equazioni di congruenza.

Si consideri una trave rettilinea costituita da t tratti, intendendo per tratto
un segmento di trave non interrotto da vincoli interni, e per cui possano scriversi
2t equazioni di equilibrio. Se il numero s di reazioni incognite dei vincoli agenti
sulla trave & maggiore di 2¢, ne segue che esse non possono essere calcolate con
sole considerazioni di statica.

Sia allora ¢ = s — 2t > 0 il grado di iperstaticita della trave. Il metodo
proposto evolve secondo i seguenti passi:

1. rimozione di un numero 4 di dispositivi di vincolo, sostituendo ad essi le
relative incognite reattive X1, Xo,...X;. E’ possibile anche operare oppor-
tune sconnessioni interne, aggiungendo le relative caratteristiche incognite.
Si identifica in questo modo una struttura isostatica, caricata dai carichi
originari, e dalle incognite reattive (dette incognite iperstatiche), che in
questa fase vanno riguardate come forze applicate di valore incognito.

2. per la struttura cosi ottenuta si scrivono i equazioni di congruenza, con
le quali si ripristina la prestazione cinematica del vincolo soppresso. La
struttura isostatica, caricata dalle forze e dalle incognite iperstatiche, e
soggetta alle condizioni di congruenza, prende il nome di sistema isostatico
equivalente (S.1.E.)

3. utilizzando il principio di sovrapposizione degli effetti, le ¢ equazioni di
congruenza divengono un sistema di ¢ equazioni lineari, nelle ¢ incognite
iperstatiche. Se la scelta delle incognite e stata corretta, tale sistema avra
determinante non nullo, e portera alla determinazione delle i incognite
iperstatiche

4. la struttura iperstatica di partenza puo ora essere sostituita dalla strut-
tura isostatica, caricata dalle forze originarie, e dalle iperstatiche, ora
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note. Su di essa possono calcolarsi le restanti reazioni, i diagrammi delle
caratteristiche, etc..

Si nota fin da ora che la scelta delle incognite iperstatiche non ¢ univoca, e puo
essere pill 0 meno conveniente, da due punti di vista:

1. & spesso utile ricondurre lo schema isostatico ad uno schema noto, su cui
operare risulta piu familiare. E’ tipico, quando possibile, ricondursi ad
uno schema a mensola, oppure ad una trave semplicemente appoggiata

2. per strutture ad alto numero di iperstaticita, una buona scelta di incogni-
te iperstatiche conduce ad un sistema di equazioni con matrice dei coeffi-
cienti a banda ristretta, con conseguente facilita di soluzione. E’ quanto
si illustrera sull’esempio della trave continua su molti appoggi

41.1 Un esempio

Si consideri la trave incastrata ai due estremi di Figura 41.1a, soggetta ad un
carico uniformemente distribuito di intensita py. Essa ¢ ovviamente due volte
iperstatica, e quindi non e possibile calcolare direttamente le reazioni vincolari,
in quanto le due equazioni della statica:

] e

a)
] e

X2

Ve

Figura 41.1: Una struttura doppiamente iperstatica ed una possibile scelta delle
incognite iperstatiche

b)

Ra+Rp+poL =0
oL’ (41.1)

MT‘A + M’I‘B + 9 =0
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non permettono il calcolo delle quattro incognite. Tuttavia per la trave in esame
¢ possibile scrivere quattro equazioni di congruenza, che esprimono 'annullarsi
di spostamenti e rotazioni in corrispondenza degli incastri:

Ug A = 0
=0
¢4 (41.2)
U2 = 0
¢p =10

Utilizzando due di queste quattro equazioni risulta agevole calcolare due
reazioni incognite, e ricondurre lo studio della trave iperstatica di partenza allo
studio di una trave isostatica equivalente. Si scelgano due reazioni incognite, ad
esempio le reazioni dell’incastro di destra, e si ponga:

Rp=X;

41.3
Mg =X (41.3)

Si ottiene in tal modo la struttura isostatica equivalente di Figura 41.1b,
ossia la mensola soggetta al carico pg, alla forza incognita X; ed alla coppia
incognita Xs. Il valore di queste due incognite si calcola imponendo il rispetto
delle due condizioni di congruenza:

UQBZO
¢ =0

Ed infatti, per il principio di sovrapposizione degli effetti, potra scriversi,
come illustrato in Figura 41.2:

(41.4)

Uop = ugB +u§BX1 +U§BX2 =0
op =%+ opX1 +65X2 =0

dove up e ¢% sono I'abbassamento e la rotazione all’estremo libero di una
mensola soggetta al carico py, uly e ¢k sono I'abbassamento e la rotazione
all’estremo libero di una mensola soggetta ad una forza di intensita unitaria
nell’estremo libero, e u35 e ¢% sono I'abbassamento e la rotazione all’estremo
libero di una mensola soggetta ad una coppia di intensita unitaria. E’ questo
un sistema di due equazioni nelle due incognite X7 ed X5, i cui coefficienti sono
ormai noti, o possono calcolarsi applicando i corollari di Mohr. Si ha:

I3 X L2 p()L4 B

(41.5)

X — - —
1357 29871 T sET (41.6)
12 L polL3 '
X Xo— — =
1551 X2 Er ~emr O
e quindi:
L
41.7
Xy = M,y = PE o
2=Mrp =75
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Cio fatto, le ulteriori reazioni possono calcolarsi a partire dalle equazioni
della statica (41.1)

T Tee

: s

X1

OO Iee

gA B
+ X1
gA B
'
+ X3
A B

Figura 41.2: 11 principio di sovrapposizione degli effetti applicato al calcolo delle
iperstatiche

Esercizio 1. - Si risolva ora lo stesso schema utilizzando come incognite
iperstatiche le due coppie reattive M, 4 ed M,p, e quindi operando su una
struttura isostatica equivalente di trave appoggiata agli estremi

41.2 Le equazioni dei tre momenti

Una delle strutture di piu frequente impiego nell’ambito dell’ingegneria civile e
la trave continua su n appoggi, dallo studio dei solai ai piti complessi schemi di
ponti a travata su molti piloni. Tale schema puo a buon diritto essere considerato
il prototipo originale, e fu studiato gia dal 1855 da Paul Emile Clapeyron, in
occasione della costruzione del ponte ferroviario di Asniéres, sulla Senna.

Si tratta di una struttura n — 2 volte iperstatica, e poiché n puo assumere
anche valori elevati, risulta opportuno scegliere le incognite iperstatiche in modo
da poter semplificare al massimo le n — 2 equazioni di congruenza. E’ evidente
infatti che per incognite iperstatiche potrebbero legittimamente scegliersi le n—2
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Figura 41.3: Paul Emile Clapeyron

reazioni degli appoggi intermedi, ed in tal modo la trave isostatica equivalente
sarebbe la trave appoggiata agli estremi, soggetta al carico ¢ ed a n — 2 forze
verticali incognite. E’ pero altrettanto evidente che lo studio di tale sistema non
¢ particolarmente agevole. Se invece si introducono n — 2 cerniere intermedie,
in corrispondenza degli n — 2 appoggi interni, si riduce la trave continua ad una
serie di travi appoggiate, 'una indipendente dall’altra, e su di esse le equazioni
di congruenza assumono una forma ripetitiva.

Si consideri allora una generica porzione di trave continua, costituita dal-
le due campate immediatamente precedente e seguente il generico appoggio
i-esimo, come illustrato in Figura 41.4.

L’i-esima equazione di congruenza e intesa a ripristinare la continuita delle
rotazioni in corrispondenza dell’i—esimo appoggio, e puo scriversi simbolicamen-
te:

65 = gP (41.8)

7 2

esprimendo con essa che la rotazione sull’appoggio i-esimo, considerato appar-
tenente alla campata di sinistra, deve essere uguale alla rotazione dello stes-
so appoggio considerato appartenente alla campata di destra. Sara quindi,
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di-2 9i_ qi1
el LTI
i-2 i-1 i i+1 i+2

o Lio JLig  Li Lisag
di-1 <k
HENN
i-11y /i [ i+l
e -
Mi_q Mi Mia1
qi-1 i
HENEN
i-1 i i i+l
Mi_1 My My Mi1
+ Lig + $ Li %

Figura 41.4: Lo schema per la scrittura dell’equazione dei tre momenti

esplicitamente:
L3 Li_y Li_y L3 L; Lis
i1 — M, 1= M= = —g,— — M;—— — M; ‘ 41.9
Giapr M sEr TYRET T Y uaEr spr ~ Mivigpr (19)
ossiaz:
L1 M; Ly L‘?_l L3
M;_ T (Liy + L) + M; = g T (411
16+3(1+)+ +1¢ -1, ~ digy (41.10)
ed ancora:
B, L
M; 1Li—y +2M; (Li—1 + L;) + M11Liv1 = —qi—1 —qi—- (41.11)

4 4

E’ facile osservare che con questa scelta delle incognite iperstatiche la singola
equazione di congruenza non contiene piu di tre incognite, e quindi la matrice
dei coefficienti assume un comodo aspetto tri-diagonale.

Le equazioni appena dedotte sono note come equazioni dei tre momenti, o
equazioni di Clapeyron (1857).
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La reazione R; sul generico appoggio e fornita dalla somma della reazione
calcolata per la campata ¢ — 1 e della reazione calcolata per la trave 7. Si ha

allora, per la campata ¢ — 1:

L? |
—RiLi—y — M1+ M; — ¢ia 127 =0
e per la campata successiva:
L?
RiL; — M; + M1 + Qz‘?z =0
e quindi la reazione complessiva sara:
M; 4 1 1 M1 Li1 L;
R = — M, — ) = — o g
i Li—l + 7 <L11 + Lz) Lz qi—1 2 qi 2
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Capitolo 42

Il principio dei lavori
virtuali nell’analisi delle
travi

Si specializza il principio dei lavori virtuali al caso dei sistemi monodimensio-
nali piani, utilizzando i risultati delle teorie tecniche di Eulero—Bernoulli e di
Timoshenko. Si ipotizza inizialmente che la struttura sia a vincoli perfetti, e
soggetta solo a carichi distribuiti, forze e coppie concentrate, per poi introdurre
distorsioni distribuite, cedimenti vincolari anelastici e vincoli elasticamente ce-
devoli. Il principio cosi ottenuto viene utilizzato per il calcolo di spostamenti in
strutture isostatiche, per il calcolo di incognite iperstatiche, e per il calcolo di
spostamenti in strutture iperstatiche. L’intero capitolo deve rifarsi ad Heinrich
MiillerBreslau!

42.1 1l principio dei lavori virtuali

Si consideri una struttura S, costituita da un assemblaggio di travi, per ciascuna
delle quali si possano ritenere valide le ipotesi a base delle suddette teorie, e si
immagini che tale struttura sia soggetta a carichi di varia natura: ¢ ad esempio
possibile immaginare che esistano carichi distribuiti ¢’(s) con legge generica,
coppie distribuite m’(s) con legge generica, un insieme di Nj forze concentrate
F!, ed un insieme di Ny coppie concentrate M.

Infine, in un primo momento si ipotizza che la struttura ¢ vincolata al suolo
con vincoli perfetti.

Si ricorda che l'insieme di queste forze e reazioni deve essere staticamente
ammissibile, ossia in equilibrio con un insieme di tensioni agj, che a loro volta
generano un insieme di momenti M’, sforzi normali N’ e tagli T".

1Si veda in particolare La Scienza delle Costruzioni, Hoepli 1927, in quattro volumi, di cui
il secondo ed il terzo interamente dedicati ai sistemi staticamente indeterminati
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Figura 42.1: Heinrich Miiller-Breslau

Si consideri poi un insieme di spostamenti u;, geometricamente ammissibili,
agenti sulla stessa struttura S, e siano M, N e T le c.s.i. corrispondenti a questo
stato di spostamenti.

Il lavoro virtuale esterno di questo insieme di forze staticamente ammissibile
per questo insieme di spostamenti geometricamente ammissibile si scrive:

N No
L.= /q'(s)uq(s) ds + /m'(s)qu(s) ds + Z Flup; + Z Mibmi  (42.1)
s s i=1 =1

dove si sono introdotte le seguenti notazioni: u4(s) rappresenta la componente
di spostamento del punto dell’asse in corrispondenza del carico ¢'(s), misurata
nella direzione del carico, ¢, (s) ¢ la rotazione della sezione relativa ai tratti in
cui sono applicate le coppie distribuite m’(s), ug; & la componente dello sposta-
mento in corrispondenza del punto di applicazione della i — ma forza, misurata
nella direzione di detta forza, ¢,,; ¢ la rotazione della sezione in corrisponden-
za della i — ma coppia concentrata. Inoltre, si ¢ genericamente indicato con s
Iestremo di integrazione, che di volta in volta andra specificato, suddividendo
I'integrale in piu aliquote.

La (42.1) pud essere considerata la traduzione — in teoria delle travi — del
termine:
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ottenuto nel Capitolo 21 per i solidi tridimensionali. Le forze di massa sono
invece assenti.
Il lavoro virtuale interno si scrivera come:

Li = / (0'233633 + 20'/23623) dv (423)
B

Per esprimere L; in termini di c.s.i., si possono utilizzare le relazioni che
legano le tensioni normali e tangenziali allo sforzo normale, al momento flettente
ed al taglio. Per lo stato tensionale O’;j si avra’:

N M
/
O33 = 7 + 22
A I
424
v (12.9
023 A

dove A, = kA ¢ 'area efficace a taglio, mentre la distribuzione di deformazioni
geometricamente ammissibili potra scriversi come:

N o M
€33 = 72

Ef} BT (42.5)
Deom —
%= GA,

dove le due distribuzioni di ¢.s.i. (M, N',T") ed (M, N,T) non sono in alcun
modo collegate tra loro. Utilizzando le (42.4) e le (42.5), il lavoro virtuale
interno diviene:

T
L*/N’—d +/M’—ds+/T’GA (42.6)

ed infine, il principio dei lavori virtuali si traduce nell’'uguaglianza:

r AV A ’
/N d+/M ds + TGA

/q()uq ds+/m )b (s dsqLZFulerZ/\/l(ﬁmZ

i=1 =1

(42.7)

valida per qualunque distribuzione (M’, N';T") di caratteristiche della solle-
citazione interna, che sia in equilibrio con le forze applicate, e per qualsia-
si distribuzione (M, N,T) che sia derivante da spostamenti geometricamente
ammissibili
Nota - I tre termini che compaiono a primo membro della (42.7) rappresentano
i contributi assiale, flessionale e tagliante del lavoro interno, rispettivamente.
Spesso, ¢ possibile trascurare un termine rispetto agli altri: ad esempio, nelle
travi snelle si potra certamente evitare di calcolare I'aliquota tagliante.

Dal principio dei lavori virtuali si possono trarre, secondo la falsariga di
quanto fatto per il solido tridimensionale, il principio degli spostamenti virtuali
ed il principio delle forze virtuali.
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Nel primo caso si sceglieranno un primo sistema di forze reali e di caratteristi-
che effettive (M’, N',T"), ed un secondo sistema di spostamenti virtuali (du, d¢)
che si annulli in corrispondenza dei vincoli, e che generi le c.si. (6M,0N,dT).
Si ha quindi il principio degli spostamenti virtuali:

§T
! ! !
/N—d +/M—ds+ T or

/q (s)0uq(s ds+/m )IDm(s) ds+ZF our; +ZM ODmi

=1

(42.8)

Il principio delle forze virtuali, invece, si scrive partendo dalla distribuzione
effettiva di spostamenti (u, ¢), che generi le c.s.i.(M, N,T) e da una qualsiasi
distribuzione di forze (e reazioni) virtuali che sia in equilibrio e che generi le

csd. (ON',6M' 0T"):

/5N’—d +/5M’—d +/5T’

42.1.1 La presenza delle distorsioni distribuite

(42.9)

Se il campo di spostamenti geometricamente ammissibile comprende anche di-
stribuzioni A(s), p(s) e 0(s) di distorsioni, il p.l.v. si generalizza, tenendo conto
che le caratteristiche staticamente ammissibili compiono lavoro per tali distor-
sioni, ma che tale lavoro ¢, per definizione, negativo. Quindi potra scriversi:

/N’(—A) ds+/M’<EI u) ds—i—/T’(GZ e) ds

/q (s)uq(s ds—i—/m (8)Pm(s) ds—O—ZF’uFZ +ZM Omi

=1 =1

(42.10)

42.1.2 La presenza di vincoli cedevoli

Si consideri ora il caso in cui la struttura presenta cedimenti anelastici nei
vincoli. Se si indicano con 7); e 6,; il cedimento assiale e rotazionale del generico
vincolo i — mo, bisognera introdurre il lavoro compiute dalle reazioni, calcolate
sul sistema staticamente ammissibile, per tali cedimenti. Sara quindi, in assenza
di distorsioni:

GA
/ ¢ (s)ug(s)ds + / m'(s)¢m(s) ds+ (42.11)

Ny No N3 Ny
D Flupi+ Y Midumi+ > Rimi+ Y M6,
1=1 =1 =1 i=1

/N/—der/M/—der T
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avendo ipotizzato che vi siano N3 cedimenti assiali, ed N4 cedimenti rotazionali,
ed avendo indicato con R} le corrispondenti reazioni vincolari, e con M., le
corrispondenti coppie reattive

Infine, se la struttura presenta vincoli elasticamente cedevoli nei confronti di
traslazione e rotazione, bisognera introdurre anche il lavoro delle reazioni per il
corrispondente spostamento. In assenza di distorsioni si avra allora:

N M T

/S ¢/ (5)ug(s) ds + / 0 (5) 6o (5) ds+

N1 N2 N3 N4
Z Flup; + ZMWW‘ + Z R (ni — criRi) + ZM;Z (Ori — cgiMyri)
i=1 i=1 i=1 i=1

(42.12)

dove si sono indicate con ¢,; € cg; le cedibilita assiali e rotazionali del generico
vincolo.

Gli ultimi due termini di questa relazione possono essere considerati la
traduzione — in teoria delle travi — del termine:

BBQ

ottenuto nel Capitolo 21 per i solidi tridimensionali.

42.2 1l principio dei lavori virtuali per il calcolo
degli spostamenti su strutture isostatiche

Si consideri una struttura isostatica S, e si voglia calcolare la componente di
spostamento di un suo punto P secondo la retta orientata r. A tal fine si puo
utilizzare il p.l.v. nel seguente modo:

1. si studia la struttura S soggetta ad una forza fittizia, e di valore unitario,
agente in P in direzione della retta r, e si calcolano le reazioni vincolari
(R}, M.,) e le caratteristiche della sollecitazione interna (M’, N',T"). Si
assume questa distribuzione di c.s.i. come insieme staticamente ammissi-
bile (sistema 1)

2. si studia la struttura S soggetta alle forze effettive, e si calcolano le rea-
zioni vincolari (R;, M,;) e le caratteristiche della sollecitazione interna
(M,N,T). 1 corrispondenti campi di spostamenti u(s) e rotazioni ¢(s)
sono assunti quali spostamenti geometricamente ammissibili. (sistema 2)

3. si scrive il p.l.v. assumendo come sistema staticamente ammissibile le
c.si. (M',N’,T"), insieme alle reazioni vincolari (R}, M), sicuramente
in equilibrio in presenza della forza fittizia, e come sistema di spostamenti
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geometricamente ammissibili gli spostamenti effettivi, che generano le c.s.i.
(M,N,T). Si ha:

/N/—ds+/M/—ds+ T/GA

1 xu, + ZR’m + ZMMHM

=1 =1

(42.14)

dove u, ¢ il richiesto spostamento.

Se occorre calcolare la rotazione di una sezione, la struttura andra fittizia-
mente caricata da una coppia concentrata di valore unitario, in corrispondenza
della sezione in esame

In presenza di cedimenti elastici, caratterizzati da una relazione lineare tra
spostamenti e reazioni:

Sri = —Crild
" (42.15)
bri = —CpiMuri
il principio dei lavori virtuali si scrivera :
N /— d M /— d T/ =
¥ g / o+ [T
(42.16)

Llu, + Z R} (ni — criRy) + Z M (0ri — ciMi)
=1

in quanto le reazioni del primo sistema (R}, M!,) compiranno lavoro per gli
spostamenti (42.15) del sistema 2.

42.2.1 Un esempio per il calcolo di uno spostamento su
struttura isostatica

Si consideri la trave di Figura 42.2, e si voglia calcolare la rotazione della sezione
in corrispondenza dell’appoggio.

Per utilizzare il principio dei lavori virtuali, si sceglie come sistema sta-
ticamente ammissibile (sistema 1) la trave caricata da una coppia fittizia in
corrispondenza dell’appoggio in D, come riportato in Figura 42.3:

Si sceglie come sistema geometricamente ammissibile (sistema 2) il sistema
reale, caricato dalla forza F, ritrovando quindi lo schema di Figura 42.2.

Il principio dei lavori virtuali fornisce, in ipotesi di trave omogenea a sezione

costante, e limitandosi al solo contributo flessionale:
1 /3L

— M'Mdxs =1 42.17

I r3 =1¢p ( )

Occorre quindi calcolare il momento M’ sullo schema 1, ed il momento M
sullo schema 2.
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F
D
A X C P
l L l L l L !
1 1 T 1

Figura 42.2: Un esempio per il calcolo di uno spostamento su una struttura
isostatica

——
-
——
-
——
-
——

Figura 42.3: 1l sistema 1, staticamente ammissibile, su cui calcolare il momento
M’

Sullo schema fittizio di forze virtuali, caricato da una coppia, il momento si
presenta come un’unica retta, con valore unitario a destra, e con un punto di
nullo sulla cerniera, presentandosi come in Figura 42.4.

—

!
T

——

Figura 42.4: Il momento M’ sul sistema 1

Sullo schema reale di spostamenti, invece, il diagramma varia linearmente
da A a C, per poi proseguire con un’altra inclinazione, annullandosi in D, come
illustrato in Figura 42.5.
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——
——

l
T

Figura 42.5: Il momento M, calcolato sul sistema 2

Analiticamente, si ottiene:

1 1
5%—5 z3 € [0,2L];
M'(x3) = (42.18)
1 1(E3
— 4+ - a: L.
5+57 wcl0]

ed analogamente, sul sistema di spostamenti:

F F
5.%'3 — 5[1 €3 € [O,QL],

M) =4 (42.19)
5[4 — 51‘3 xr3 € [O,L]

Si noti che il primo diagramma non doveva essere necessariamente suddiviso
in due aliquote, ma che si e preferito scrivere le due diverse equazioni da A a C,
e da C a D, in quanto il calcolo dell’integrale deve comunque essere separato in
due aliquote:

1 2L

1 L
= — M'Md — M'Mdzxs =
¢p = 77 ; z3+EI./0 3

1 L1ay 1\ (F F
S 2 (Zas—=L])d
[ (G2 -3) (3o 50) oo (42.20)

L
e Y (= A I
A <2+2L><2 2“) 3

EI
Esercizio - Dedurre i diagrammi dei momenti delle Figure 42.4 e 42.5, assieme
alla loro distribuzione analitica

FL?

3EI

Esercizio - Confermare il risultato (42.20) applicando il metodo della linea
elastica, oppure il metodo dei corollari di Mohr, oppure ancora il metodo di
Saviotti
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42.3 11 p.l.v. per la scrittura delle equazioni di
congruenza su strutture iperstatiche

Una seconda interessante utilizzazione del principio dei lavori virtuali si ottiene
nell’applicazione del metodo delle forze, con la relativa scrittura delle equazio-
ni di congruenza. Sia S una struttura ¢ volte iperstatica, si identifichi una
opportuna struttura isostatica equivalente (S.I.LE.), in modo da poter scrivere
simbolicamente:

S=589+%"x;50) (42.21)

j=1

dove S & la struttura isostatica prescelta, soggetta ai carichi applicati, ed S
e la struttura isostatica soggetta ad un carico unitario in corrispondenza della
j — ma incognita iperstatica X;.

Si assuma ora come sistema staticamente ammissibile la struttura S(j), e
come sistema geometricamente ammissibile la struttura reale S. Se si assume,
per semplicita, che i vincoli siano perfetti e che non siano presenti distorsioni,
il p.L.v. si scrive:

/SM“)%ds:o j=1,...i (42.22)
tenendo conto del solo effetto flessionale. Per il principio di sovrapposizione
degli effetti sara poi:

M=M4+x; MV  +x;M (42.23)

e quindi la (42.22) diviene :

MO M M@

M) ds+X /M(J) ds+...+Xi/M(J) ds=0 j=1,...i
/S EI ' EI s EI

(42.24)

Sono queste le i equazioni di congruenza, che permettono il calcolo delle 7
incognite iperstatiche X;.

42.3.1 Un esempio

Si consideri la trave doppiamente incastrata di Figura 42.6, per cui i = 2.

Si sceglie come struttura isostatica equivalente la trave a mensola incastrata a
sinistra e libera a destra, soggetta al carico ¢, alla forza incognita X; a destra, ed
alla coppia incognita X5 a destra. Si pud scrivere, formalmente, S = S(© + X
SM 4 Xy S nel senso che — utilizzando il principio di sovrapposizione degli
effetti — tutto cio che deve essere calcolato sul sistema isostatico equivalente
puo essere calcolato sui tre schemi S, (M) ed $2). Ad esempio, il diagramma
del momento M sullo schema di Figura 42.6 puo calcolarsi come M = M(©) +
XMW + X, M@,
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I valori delle due incognite iperstatiche devono essere tali da ripristinare i
vincoli in B, e quindi proibire abbassamenti e rotazioni:

—0
125 (42.25)
¢p =0

Si adotti ora come sistema staticamente ammissibile il sistema SV di Figu-
ra 42.8, e come sistema geometricamente ammissibile il sistema .S, o meglio, il
suo sistema isostatico equivalente. Il principio dei lavori virtuali si scrive:

L
/ MY Mdzs =0 (42.26)
0

Adottando invece come sistema staticamente ammissibile il sistema S di
Figura 42.9, e come sistema geometricamente ammissibile il sistema S, o meglio,
il suo sistema isostatico equivalente, il principio dei lavori virtuali si scrive:

L
/ MP Mdzs =0 (42.27)
0

Ora, per il principio di sovrapposizione degli effetti, si potra scrivere M =
MO+ X, M® 4+ X, M@ | e quindi si ottengono due equazioni nelle due incognite
X1 ed Xg:

L L L
/ MO MO dgy + Xl/ MOMD dg, + X2/ MOYMPDdzy =0
0 0 0
. : . (42.28)
/ M MO gy +X1/ MM daq +X2/ MM dgy =0
0 0 0

Il momento M (| da calcolare sullo schema di Figura 42.7, & distribuito con
legge parabolica, ed analiticamente puo scriversi:

2

L
MO (z3) = —g:p% +qLxs — 15 (42.29)

Il momento M ™) si deve calcolare sullo schema di Figura 42.8, ed & esprimi-
bile come legge lineare:

MW (z3) =25 — L (42.30)
Infine, M & da calcolare sullo schema di Figura 42.9, ed & pari ad 1:
M® (z3) =1 (42.31)
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YVvYy YVvYy YYYVYY

YYYVYYVYY Y Y

Figura 42.6: Una struttura S doppiamente iperstatica

5(0)

IETRERETRRRININNTIN] Iq

——
-
——

Figura 42.7: 1l sistema S isostatico e soggetto al carico uniformemente
distribuito

g A

i

T

Figura 42.8: 1l sistema SV, isostatico e soggetto all’incognita iperstatica X,
posta unitaria

X1=1
s !

—

5(2) X2=1

——
——

Figura 42.9: 11 sistema S(?), isostatico e soggetto all’incognita iperstatica Xo,
posta unitaria
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Le (42.28) si scrivono allora :

v —-q L? L 2
/ (3 — L) (2113, +qLxs — q2> dzs + X, / (3 — L)” das+
0 0

L
X2/ (l’g—L) d.’,l’g:o
0

L, 2 I (42.32)
/ (1’3 +qLas — q) dzs + X3 / (3 — L) des+
0 2 2 0
L
0
ossia, calcolando gli integrali:
L3 L?X, qL*
—X; — Xo=—— 42.33
3ot 2 7 8 (42.33)
L?X L3
LY b DX, = % (42.34)
con soluzione:
L
X1 = —q§
72 (42.35)
Xo = —g—
2 q 12
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Capitolo 43

Il teorema di reciprocita e
le linee di influenza

Influence line method presents the higher level of analysis of a struc-
ture, than the fized load approach. Good knowledge of influence lines
approaches an immeasurable increase in understanding of behaviour
of structure. Analyst, who combines both approaches for analysis of
a structure in engineering practice, is capable to perform a complex
analysis of its behaviour

I.A. Karnovsky, O. Lebed - Advanced Methods of Structural Ana-
lysis, Springer 2010

In questo Capitolo si dimostra un principio generale di reciprocita, da cui
poter far discendere facilmente i classici teoremi di Maxwell, Betti, Colonnetti e
Volterra. Cio € necessaria premessa allo studio delle linee di influenza, cui viene
dedicato il resto del Capitolo

43.1 1l principio generale di reciprocita
Si dimostrera ora il seguente:

Teorema 18. Si consideri una trave a vincoli lisci e bilaterali, costituita da
materiale linearmente elastico ed isotropo, e siano valide le ipotesi a base della
teoria lineare dell’elasticita. La trave sia soggetta ad un primo sistema di nq
forze FY | ed my tra cedimenti anelastici AV e distorsioni DY, che causa gli
spostamenti s e le caratteristiche della sollecitazione interna CV), e ad un
secondo sistema di no forze F(Q), ed ms tra cedimenti anelastici A e distor-
sioni D@ | che causa gli spostamenti s?) e le caratteristiche della sollecitazione
interna C?).
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1l lavoro mutuo del primo sistema di forze, cedimenti e distorsioni, dovuto
agli spostamenti s®) ed alle caratteristiche C?), & uguale al lavoro mutuo del
secondo sistema di forze, cedimenti e distorsioni, dovuto agli spostamenti s(*)
ed alle caratteristiche C(V).

Dimostrazione. La dimostrazione consiste nella doppia scrittura del principio
dei lavori virtuali, utilizzando una volta il primo sistema di forze ed il secondo
sistema di spostamenti, e la seconda volta impiegando il secondo sistema di forze
ed il primo sistema di spostamenti.

Nel primo caso il lavoro virtuale interno si scrive:

N(®@) M2 T(2)
- (1) (€0) (€] _
L; /SN EAds+/SM ol ds+/ST GAst )

/Nu)w) dS_/Mu)H(z) dS_/T(l)g(Q) ds

mentre il lavoro esterno sara fornito da:

n1 mi s
1 2 1 2 1 2
Le= Y FVs® + 3 RVAP -3 e:RVRP (43.2)
i=1 =1 =1

e quindi il principio dei lavori virtuali si scrive:
ZF(I) @) 4 ZR(UA(Z) Zc R(l)R(Z)

< > 7(2)
VRN &) 1) _ (43.3)
/N ds+/M Ids—l—/sT GASds

/N(lu(z) ds_/Mu)M(z) ds_/T(l)g(Z) ds

S

Si noti che si sono anche introdotti s vincoli elasticamente cedevoli, mentre
i cedimenti e le distorsioni concentrate sono stati — per semplicita — rias-
sunti in un unico termine. E’ peraltro ovvio che ciascun cedimento (assiale o
rotazionale) lavora per la corrispondente reazione o coppia reattiva, mentre cia-
scuna distorsione lavora per la corrispondente caratteristica della sollecitazione
interna.

Nel secondo caso, invece, si avra:

ZF(z) <1>+ZR<2>A<1> Z RORW —

1
/ N(2>N / M<2> / T(2>%ds, (43.4)

/N(zuu) ds,/M@)M(l) ds,/T@)g(l) ds
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Dalla (43.3) e dalla (43.4) si ha poi, per confronto:

SO EUS 43 RUAR +/N(1)>\(2) ds+/M<1>u<2> d8+/T<1>9<2> ds =
=1 i=1 s s s

no mo

SOEOSM £ 3 ROAD ¢ / N@AD gs + / M@0 ds 4 / T@9M) 4s
=1 =1 s S s

(43.5)

ossia 1’asserto. O

43.1.1 1l principio di Betti ed il principio di Maxwell

In assenza di cedimenti e distorsioni il principio di reciprocita si riduce al classico
teorema di Enrico Betti:

Corollario 1. (Betti 1872) - Si consideri una trave a vincoli lisci e bilaterali,
costituita da materiale linearmente elastico ed isotropo, e siano valide le ipotesi
a base della teoria lineare dell’elasticita. La trave sia soggetta ad un sistema di
ny forze FY | che causa gli spostamenti uY) e ad un sistema di no forze F?),
che causa gli spostamenti u(?).

Il lavoro mutuo del primo sistema di forze dovuto agli spostamenti w2, ¢

uguale al lavoro mutuo del secondo sistema di forze, dovuto agli spostamenti
1.
ult:

ni n2
STEVSP =N EP M (43.6)
i=1 i=1

Se inoltre i due insiemi di forze si riducono ambedue ad una sola forza di
intensita unitaria, si ha il piu antico teorema di reciprocita, dovuto a Maxwell:

Corollario 2. (Mazwell 1864) - Si consideri una trave a vincoli lisci e bilaterali,
costituita da materiale linearmente elastico ed isotropo, e siano valide le ipotesi
a base della teoria lineare dell’elasticita. La trave sia soggetta ad una forza
unitaria all’ascissa ¢ che causa gli spostamenti sV e ad una forza unitaria
all’ascissa 1, che causa gli spostamenti s(2).

11 lavoro mutuo della prima forza, dovuto agli spostamenti s, & uguale al
lavoro mutuo della seconda forza, dovuto agli spostamenti sV e quindi

s@(¢) = sM(n) (43.7)

In altri termini, il principio di Maxwell garantisce che la componente di
spostamento del punto 7, secondo una retta b, provocato da una forza unitaria
agente in un punto ¢, secondo la direzione della retta a, ¢ uguale alla componente
di spostamento del punto (, secondo la retta a, provocato da una forza unitaria
agente nel punto 7, secondo la retta b.
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Figura 43.1: EnricoBetti

43.1.2 1l principio di Colonnetti

Annullando le distorsioni ed i cedimenti anelastici del primo sistema, e le forze
del secondo sistema, si giunge al secondo principio di reciprocita, dovuto a
Gustavo Colonnetti:

Corollario 3. (Colonnetti) - Si consideri una trave a vincoli lisci e bilaterali,
costituita da materiale linearmente elastico ed isotropo, e siano valide le ipotesi
a base della teoria lineare dell’elasticita. La trave sia soggetta ad un primo
sistema diny forze FV) | che causa gli spostamenti sV e le caratteristiche della
sollecitazione interna CV | e ad un secondo sistema di my cedimenti anelastici
A®) e distorsioni D®, che causa gli spostamenti s2) e le caratteristiche della
sollecitazione interna C'?).

11 lavoro mutuo del primo sistema di forze, dovuto agli spostamenti s ed
alle caratteristiche C?), & nullo:

ZFi(l)SEQ)+ZR§1)A§2)+/N“)A(2) ds+/M(1>M<2> d8+/T<1>9<2> ds = 0
=1 i=1 s s s

(43.8)
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43.1.3 1l principio di Volterra

Annullando le forze sia del primo che del secondo sistema, si giunge al terzo
principio di reciprocita, dovuto a Vito Volterra:

Corollario 4. (Volterra) - Si consideri una trave a vincoli lisci e bilaterali,
costituita da materiale linearmente elastico ed isotropo, e siano valide le ipotesi a
base della teoria lineare dell’elasticita. La trave sia soggetta ad un primo sistema
di my cedimenti anelastici AV e distorsioni DV, che causa gli spostamenti s()
e le caratteristiche della sollecitazione interna CV, e ad un secondo sistema di
my cedimenti anelastici A®) e distorsioni D® | che causa gli spostamenti s®)
e le caratteristiche della sollecitazione interna C'2).

1l lavoro mutuo del primo sistema di cedimenti e distorsioni, dovuto agli
spostamenti s ed alle caratteristiche C?), ¢ uguale al lavoro mutuo del se-
condo sistema di cedimenti e distorsioni, dovuto agli spostamenti sV ed alle
caratteristiche C(1).

ma

STRVAP 4+ /N(l)A(Z) ds + /M“);ﬂ) ds + /T<1>9<2> ds =
i=1 s s s

(43.9)
ZREQ)AEI)+/N(2))\(1) ds+/M(2)u(1) ds+/T(2>9<1> ds

i=1

Nota - Quanto detto finora non e limitato alle travi ad asse rettilineo, ma
ha lo stesso livello di applicabilita del principio dei lavori virtuali. Nel seguito,
invece, per semplicita, ci si limita alle travi ad asse rettilineo.

43.2 Gli enti duali

Dall’esame dei principi di reciprocita emerge una relazione tra enti forza ed enti
spostamento: ciascun elemento dell’insieme delle forze ¢ legato ad un elemento
dell’insieme degli spostamenti, nel senso che ciascun ente forza compie lavoro
per il corrispondente ente spostamento. Si ha quindi la tabella 43.1 di dualita.

Ente Forza Ente Spostamento
Forza Spostamento
Coppia Rotazione
Momento flettente | Distorsione di rotazione relativa
Taglio Distorsione di scorrimento
Sforzo normale Distorsione assiale

Tabella 43.1: Gli enti forza ed i loro enti duali
Cio detto, e essenziale osservare che nella tabella precedente compaiono cin-
que quantita che ¢ possibile applicare alla trave, ossia forze, coppie e distorsioni,

e cinque quantita che vengono da esse generate, ossia spostamenti, rotazioni e

Lezioni di Scienza delle Costruzioni 465



43.2. GLI ENTI DUALI

caratteristiche della sollecitazione interna. L’insieme delle forze, coppie e distor-

sioni verra collettivamente indicato con C' (cause), mentre I'insieme degli spo-

stamenti, rotazioni e caratteristiche della sollecitazione interna sara denotato

con E (effetti). Infine siano ¢ ed e i generici elementi di questi due insiemi.
Cio detto, si fornisce ora la seguente:

Definizione 12. Si dice linea di influenza €% (x3) di un ente e € E nella se-
zione S, provocato da un ente ¢ € C viaggiante sulla trave, il diagramma la cui
ordinata alla generica ascissa xg fornisce il valore di e in S quando ¢, unitaria,
agisce in Ts.

Si precisa subito che il termine viaggiante non si riferisce in alcun modo alla
mobilita della causa ¢, ma solo al poterla situare in una generica ascissa.

Ad esempio, la linea di influenza dello spostamento in una sezione S dovu-
to ad una forza viaggiante ¢ un diagramma che fornisce, nella generica xs, lo
spostamento in S quando una forza unitaria agisce in zj.

Limitandosi alle travi ad asse rettilineo in regime flesso-tagliante, si hanno
quindi le seguenti possibilita:

1. Linee di influenza di spostamenti per forze viaggianti:

(a

Linea di influenza ng dello spostamento per forza viaggiante

)
b) Linea di influenza ¢Z della rotazione per forza viaggiante
S
c) Linea di influenza 74! dello spostamento per coppia viaggiante
N3 p p Pp g8
d) Linea di influenza ¢! della rotazione per coppia viaggiante
S

2. Linee di influenza di caratteristiche per forze viaggianti:

(a) Linea di influenza m% del momento per forza viaggiante
(b) Linea di influenza t£ del taglio per forza viaggiante
) Linea di influenza mg}/‘del momento per coppia viaggiante
)

(c

(d) Linea di influenza t%'del taglio per coppia viaggiante
3. Linee di influenza di spostamenti per distorsioni viaggianti:
(a) Linea di influenza n§ dello spostamento per distorsione rotazionale
viaggiante

(b) Linea di influenza ¢/ della rotazione per distorsione rotazionale viag-
giante

(c) Linea diinfluenza 1% dello spostamento per distorsione di scorrimento
viaggiante

(d) Linea di influenza ¢% della rotazione per distorsione di scorrimento
viaggiante

4. Linee di influenza di caratteristiche per distorsioni viaggianti:
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(a) Linea di influenza m/y del momento per distorsione rotazionale viag-
giante

(b) Linea di influenza t% del taglio per distorsione rotazionale viaggiante
(c) Linea di influenza m% del momento per distorsione di scorrimento
viaggiante
d) Linea di influenza t% del taglio per distorsione di scorrimento viag-
S g g
giante

I teoremi di reciprocita forniscono la metodologia per il tracciamento dei
richiesti diagrammi: il teorema di Betti deve essere applicato per il primo caso,
il teorema di Colonnetti si applica nel secondo e nel terzo caso, il teorema di
Volterra e utile nel quarto ed ultimo caso.

43.3 L’utilizzo del teorema di Betti: le linee
di influenza di spostamenti per forze viag-
gianti

Caso la - Linea di influenza 7} dello spostamento in S per
forza viaggiante

Si consideri una generica sezione retta S della trave in esame, e si voglia co-
noscere lo spostamento verticale uy(S) in S per effetto di una forza unitaria
F1 = 1 agente in un’altra sezione retta generica xs. Se si applica una forza F
nella sezione S e si utilizza il teorema di Betti, si puo scrivere:

ed & quindi possibile affermare che il richiesto spostamento us(.S) puo calcolarsi
applicando una forza unitaria F' = 1 in S, leggendo lo spostamento della sezione
x3. Ne segue che il diagramma degli abbassamenti dovuti alla forza unitaria ap-
plicata in S ¢ la linea di influenza n degli spostamenti in S per forza unitaria
viaggiante. Il tracciamento della linea di influenza e cosi ricondotto ad un pro-
blema ben noto, da potersi affrontare, ad esempio, con la scrittura dell’equazione
differenziale della linea elastica, o con qualsiasi altro metodo preferito.

A titolo di esempio, si consideri la trave doppiamente incastrata di Figu-
ra 43.2, e si voglia la linea di influenza dello spostamento in una sezione S
all’ascisa generica ¢ per effetto di una forza viaggiante.

Occorre calcolare il diagramma degli spostamenti per una trave doppiamente
incastrata caricata con una forza unitaria in S, e tale problema é risolvibile
immediatamente a fornire la richiesta linea di influenza:

(L —¢)*22 (3L¢ — Lag — 2Cx3)

GEILS T3 <6
g = (43.11)
(L —w3)* (L (¢ — 3w3) + 2ws) 3> ¢
6EIL? 8=
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F=1

L-¢

——
——
——

Figura 43.2: Trave doppiamente incastrata soggetta a forza verticale viaggiante

il cui grafico, per ( = %, si presenta come in Figura 43.3. Si noti che le espressioni
(43.11) presuppongono un unico sistema di riferimento, con origine in A.

F
LS ML/a X3

1 "

Yy u2

Figura 43.3: Linea di influenza 7]{/4 per una trave doppiamente incastrata
soggetta a forza verticale viaggiante

Dall’esame della linea di influenza si trae la conclusione, peraltro ovvia in
questo caso semplice, che la sezione S subira comunque spostamenti positivi,
ovunque agisca la forza viaggiante. Inoltre, lo spostamento sara massimo quando
la forza agisce proprio in corrispondenza del punto di tangenza orizzontale del

diagramma. Ad esempio, per ¢ = T lo spostamento massimo in S si ottiene

2 L3
do la f i —L le ———
quando la forza agisce a =L e vale 3900 BT

Caso 1b - Linea di influenza n}! dello spostamento in S per
coppia viaggiante

Per ottenere la richiesta linea di influenza bisogna calcolare il diagramma del-
Pente duale all’ente viaggiante (e quindi occorre calcolare il diagramma delle
rotazioni) dovuto ad un ente unitario che sia duale dell’ente in esame (e quindi
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occorre caricare la struttura con una forza unitaria). D’altro canto, conside-
rando la struttura caricata da una coppia M unitaria nella generica sezione 3
(primo sistema), e da una forza F in S (secondo sistema), il teorema di Betti
permette di scrivere:

M&(S) = Fuy (x3) (43.12)

Come esempio un po’ piu complicato del precedente, si consideri la trave a
due campate di Figura 43.4, e si voglia la linea di influenza dello spostamento
nella sezione S situata ad L/4, dovuto ad una coppia viaggiante, ossia si voglia
tracciare il diagramma delle rotazioni dovute ad una forza unitaria agente ad
un quarto della luce.

SONNN,
>
- (N
X
=
os]

At e

1 L/4 1 L/4 1 L/2

Figura 43.4: Trave a due campate soggetta a coppia viaggiante

Complicazioni analitiche a parte, la metodologia di soluzione del problema
strutturale non cambia, e fornisce la richiesta linea di influenza come:

9L +34 L
x3( 9 —|—3l‘3) xg < =
112E] 1
™ 7L? — 38Lxs + 4423 L L
= _ < < = 43.13
T/ 224E] 4 ="=7 (43.13)
11L% — 24Las + 1222 L
— < <
AARET 5 swsl

Graficamente si ottiene il diagramma di Figura 43.5.

Una interessante applicazione della teoria delle linee di influenza permette il
calcolo delle condizioni di carico piu sfavorevoli, da applicare su una struttura
ai fini di verifica e/o progetto. Se ci si chiede, infatti, dove occorre posizionare
la coppia per ottenere i valori massimi e minimi dello spostamento, uno sguardo
alla linea di influenza permette di stabilire che il massimo abbassamento si
avra quando la coppia agisce in una ascissa vicina alla mezzeria. Per essere
piu precisi, basta calcolare 'ascissa di massimo sulla seconda campata, ossia
risolvere ’equazione:

2 2
d <_ 7L% — 38Las + 44:c3) 0 (4314)

drs 2241
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/4
S| N4 X3

| D S—

u2

Figura 43.5: Linea d’influenza 172’/14 per una trave a due campate soggetta a
coppia viaggiante

immediatamente risolvibile a fornire:

19
2V = 1L~ 0432 (43.15)

Analogamente, si osserva che l'ascissa di minimo della linea di influenza
ricade nella prima campata, e quindi si ricava:

d I3 (—9L + 341‘3)
— ) = 43.1
drs ( 112ET1 0 (43.16)

fornendo l’ascissa in cui occorre applicare la coppia per ottenere il minimo
abbassamento:

9
2 = gL~ 0132L (43.17)

Caso 1c - Linea di influenza ¢% della rotazione in S per forza
viaggiante

In questo caso occorre caricare la trave con una coppia unitaria nella sezione S, e
calcolare il diagramma degli spostamenti da essa generata. Infatti, considerando
la struttura caricata da una forza F unitaria nella generica sezione 3 (primo
sistema), e da una coppia M in S (secondo sistema), il teorema di Betti permette
di scrivere:

Come semplice esempio, si voglia la linea di influenza della rotazione in
mezzeria per una trave incastrata a sinistra ed appoggiata a destra, causata da

una forza verticale viaggiante (cfr. Figura 43.6).
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L/2 1 L/2 1

——

Figura 43.6: Trave incastrata a sinistra ed appoggiata a destra soggetta a forza
verticale viaggiante

Per ottenerla, bisogna tracciare il diagramma degli spostamenti dovuti ad
una coppia unitaria applicata in mezzeria, giungendo a scrivere:

L — 3x3) 22 L

( 3w3) a3 25 < 2

h 16EIL 2
PrLj2 = (43.19)

213 — 8L%z3 + 9Lx% — 323 L

xrs3 > —

16EIL 2

Si ha quindi, in definitiva, il grafico di Figura 43.7.

“Cb

F
®1/2

S| X3
S —— 1 >

Figura 43.7: Linea d’influenza d)f 5 della rotazione in mezzeria per una trave
incastrata—appoggiata soggetta a forza viaggiante

Caso 1d - Linea di influenza ¢ della rotazione in S per
coppia viaggiante

In questo caso, come ormai dovrebbe essere chiaro, occorre caricare la trave con
una coppia unitaria nella sezione .S, e calcolare il diagramma delle rotazioni da
essa generato. Infatti, considerando la struttura caricata da una coppia unitaria
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M; nella generica sezione 3 (primo sistema), e da una coppia M in S (secondo
sistema), il teorema di Betti permette di scrivere:

Mi16(S) = Mo (z3) (43.20)

Come semplice esempio, si voglia la linea di influenza della rotazione nell’es-
tremo di sinistra per una trave appoggiata, causata da una coppia viaggiante
(cfr. Figura 43.8).

—,—
——

Figura 43.8: Trave appoggiata soggetta a coppia viaggiante: linea di influenza
della rotazione a sinistra

Per ottenerla, bisogna tracciare il diagramma delle rotazioni dovuto ad una
coppia unitaria applicata nell’estremo di sinistra, giungendo a scrivere:

_ 2L? — 6Lz + 323

M
oy = GEIL (43.21)
. . L .
Ovviamente, per x3 = 0 si ha ¢y" = 3BT mentre per x3 = L si ha ¢ =
———. Il relativo diagramma ¢ presentato in Figura 43.9

6E1"

43.4 1l primo utilizzo del teorema di Colonnetti:
le linee di influenza delle caratteristiche per
forze viaggianti

In questa sezione si vogliono tracciare le linee di influenza di momenti e tagli in
una sezione retta S, e poiche gli enti duali delle caratteristiche sono le distorsioni,
ne segue che occorre caricare la trave con una distorsione concentrata in S:
distorsione di rotazione se si vuole la linea d’influenza del momento, o distorsione
di scorrimento se si vuole la linea di influenza del taglio.

Tutto cido puo anche essere confermato dal teorema di Colonnetti. Se ad
esempio si vuole la linea di influenza del momento flettente per forza verticale
viaggiante, si consideri la trave soggetta ad una forza unitaria agente nella sezio-
ne retta generica x3 (sistema 1), e la stessa trave soggetta ad una distorsione di
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“¢

Figura 43.9: Linea d’influenza ¢{! della rotazione a sinistra per una trave
appoggiata soggetta a coppia viaggiante

rotazione relativa Dy nella sezione S (sistema 2). Per il teorema di Colonnetti
si puo scrivere:

da cui:
_ux(z3)
M(S) = —%4)53 (43.23)

Quindi, la linea di influenza m% del momento flettente per forza viaggiante
si ottiene caricando la struttura con una distorsione Dy = —1 nella sezione S,
e calcolando il relativo diagramma degli spostamenti.

Caso 2a - Linea di influenza m% del momento in S per forza
viaggiante

Si consideri una generica trave, e si voglia tracciare, per una sezione generica S,
la linea di influenza del momento flettente per forza viaggiante. In altri termini,
per quanto appena detto, occorre calcolare il diagramma degli spostamenti do-
vuti ad una distorsione Dy, di rotazione relativa concentrata nella sezione S. Puo
a tal fine utilizzarsi la ben nota metodologia della scrittura della linea elastica,
ed in corrispondenza della sezione retta S bisognera scrivere le due condizioni
di congruenza:

uy™ = udes (43.24)
5" — % = D, (43.25)

Lezioni di Scienza delle Costruzioni 473



43.4. CARATTERISTICHE PER FORZE VIAGGIANTI

e le due condizioni di equilibrio:

My = ppdes (43.26)
Ty = Tes (43.27)
Nel caso delle linee di influenza sara Dy = —1, e quindi la seconda condizione
di congruenza si scrivera: ‘
¢des _ ¢szn =1 (4328)

A titolo di esempio, si consideri la trave doppiamente incastrata di Figu-
ra 43.10, e si voglia la linea di influenza del momento ad un quarto della luce
per effetto di una forza viaggiante.

L/4 3L/4

——
——
——

Figura 43.10: Trave doppiamente incastrata soggetta a forza verticale viaggiante

Occorre calcolare il diagramma degli spostamenti per una trave doppiamente
incastrata caricata con una distorsione D, unitaria e negativa in L/4, e tale
problema ¢ risolvibile immediatamente a fornire la richiesta linea di influenza:

(5L — 2z3) 23 L
~ 0000 w7 9 x3 S —
42 4
My = (43.29)
(L — 2x3) (L — x3)* L
4L? =

il cui grafico si presenta come in Figura 43.11. Si noti che dalla Figura 43.11
& possibile dedurre subito che forze agenti sulla prima semiluce provocano mo-
menti positivi, mentre forze agenti nella seconda campata provocano momenti
negativi in S.

Esercizio - Si deduca la linea di influenza del momento in una sezione posta
ad L/3, dovuta a forze viaggianti. E’ possibile ottenere momenti negativi in S?

Il caso del solaio

Una classica applicazione della teoria delle linee di influenza si ritrova, storica-
mente, nell’analisi delle condizioni di carico piu gravose da assegnare ai solai. Si
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F
My, a

Y
uz

Figura 43.11: Linea di influenza mlz/4 per una trave doppiamente incastrata
soggetta a forza verticale viaggiante

consideri ad esempio il caso di Figura 43.12, relativo ad un solaio a due campate
con sbalzi agli estremi, e si vogliano studiare le sezioni piu significative, ossia
quelle in mezzeria delle campate, e quelle sugli appoggi.

F=1
e = o

L1

Ly L3 Lg Lg

—
——
——
—
——
—e

Figura 43.12: Un classico esempio di solaio: linea di influenza per una sezione
retta nella prima luce

Se ad esempio si vuole studiare una sezione retta ricadente nella prima cam-
pata, occorre scrivere cinque equazioni della linea elastica, ed imporre venti
condizioni ai limiti, ottenendo il diagramma degli spostamenti dovuti ad una
distorsione unitaria e negativa in S:

r_ (L1 —3)
o A
1

- o 73 2 o 2
= A (L2 T L3) (LES Ll) ( L2 + 2L3 (Lg + L4) + L2 ((LBg Ll) +

3L3 +2L3Ly))

m (x5 — L1) (L3 — LoLs — 2L3 (L3 + L4))

Wy

m

(43.30)
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uz

Figura 43.13: La linea di influenza del momento flettente per una sezione retta
in mezzeria della prima luce

P LQ(L1+L2+L3—$3)
° A (L2 + Ls)
(Lo + L3)x3 — l’% + Ly (Lo + Ly + 2.7)3))

m (=L} +2 (Lo + L3) (Lo + Ly + Ly) —

Lo(xs—Ly —La— L
mg:— 2( 3 IA 2 3) ((—$3+L1+L2+L3)2— (4331)
3(x3— Ly — Ly — Ls) Ly + 2L3)
Lo L
mgz 2 4($37L17L27L3*L4)

A

nelle cinque campate, con:
A=2 (L2 + Lg) (LQ + L3+ L4) (4332)
Se, ad esempio, i due sbalzi sono lunghi due metri, mentre le due campate
sono larghe rispettivamente quattro metri e cinque metri, la linea di influenza
in mezzeria della prima campata si presenta come:

(=2 + x3) 0<x3<2

(56 + (—2+23)2) (~2+a3) 2<az<4

Wy

1 (456 — 7615 — 623 + 23) 4<23<6 (43.33)

— 155 (=6 +x3) (176 — 2Tz3 4+ 23) 6 <3 <11

2 (=114 z3) 11 <23 <13

o, graficamente, come in Figura 43.13.
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Volendo invece studiare la linea di influenza del momento per la sezione in
corrispondenza del secondo appoggio, si dovranno scrivere quattro equazioni
della linea elastica, e sedici condizioni ai limiti, giungendo alla richiesta linea di
influenza:

r_ (—w3+L1) Loy

Mg =57 7.3
2(Ly + L)

p_ (w3 —L1)° — (x5 — L1) L3

mg =
2Lo (Ly + L3)

mF o (1‘3 — L1 — LQ) ((—1‘3 —|—L1 —|—L2)2 — 3(I3 — L1 — Lg) L3 +2L§)

g ==

2L3 (Lo + Ls)
rF _(l‘g—Ll —L2 —L3)L3
s 2(Ly + L3)

(43.34)

nelle quattro campate. Graficamente si ha il diagramma di Fgura 43.14.

ms

'UZ

Figura 43.14: La linea di influenza del momento flettente per una sezione retta
in corrispondenza del secondo appoggio

Caso 2b - Linea di influenza t% del taglio in S per forza
viaggiante

Per ottenere la richiesta linea di influenza bisogna calcolare il diagramma del-
lente duale all’ente viaggiante (e quindi occorre calcolare il diagramma degli
apostamenti) dovuto ad un ente unitario che sia duale dell’ente in esame (e
quindi occorre caricare la struttura con una distorsione di scorrimento unitaria
e negativa).

A titolo di esempio, si consideri la trave di Figura 43.15, e si voglia la linea di
influenza del taglio nella sezione di mezzeria S, dovuta ad una forza viaggiante,
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F-1

§

L/2 | L/2 1

Figura 43.15: Trave incastrata ed appoggiata

ossia si voglia tracciare il diagramma degli spostamenti dovuti ad una distorsione
di scorrimento unitaria e negativa agente in mezzeria.

Scrivendo due equazioni differenziali della linea elastica, in mezzeria dovran-
no allora scriversi le due equazioni di congruenza:

udes — w3t =1 (43.35)
¢sin — ¢des (4336)

e le due condizioni di equilibrio:

My = M (43.37)
Ty = Tges (43.38)

La richiesta linea di influenza ¢ analiticamente definita da:

.Z‘% (_3L + $3) x3 < £
Y SR <
th = 2L ? (43.39)
b 2I3 — 3L+ 23 L
—3Lx3 + 3
= T8 T8 T <
203 g Swsl

Graficamente si ottiene il diagramma di Figura 43.16.

Caso 2c - Linea di influenza m}’ del momento in S per
coppia viaggiante

In questo caso, poiche si vuole la linea di influenza del momento, bisognera
assoggettare la trave ad una distorsione di rotazione unitaria e negativa. Poiche
Iente viaggiante e una coppia, occorre calcolare il diagramma delle rotazioni.
Quindi, sulla trave a tre campate diseguali di Figura 43.17, la linea di influenza
del momento in mezzeria per effetto di una coppia viaggiante & data da:
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X3

E
tL/Z

y U2

Figura 43.16: Linea d’influenza tf /2 ber una trave incastrata—appoggiata

=1
A > B

2L/3 L/3

Figura 43.17: Trave a tre appoggi a luci diseguali

2713 L
<zx3 < —
1612 0=ts=5
M 2723 L 2
mye =14 —1+ 16[; 5 <3< gL (43.40)
26L% — 54Lx3 + 27x3 2
_ —L < <L
e g ==

mentre graficamente si giunge al diagramma di Figura 43.18.

Caso 2d - Linea di influenza t} del taglio in S per coppia

viaggiante

In quest’ultimo caso si dovra caricare la trave con una distorsione di scorrimento
nella sezione S, come sempre unitaria e negativa, e poi calcolare il risultante

diagramma delle rotazioni.
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x
w

Y

Figura 43.18: Linea d’influenza mf}Q per una trave su tre appoggi

43.5 Il secondo utilizzo del teorema di Colonnet-
ti: le linee di influenza degli spostamenti
per distorsioni viaggianti

In questa sezione si vogliono tracciare le linee di influenza di spostamenti (spo-
stamenti verticali o rotazioni) in una sezione retta S, dovuti a distorsioni (di
rotazione o di scorrimento) viaggianti. Ne segue che occorrera caricare la strut-
tura in S con gli enti duali degli spostamenti, ossia con una forza verticale o con
una coppia, e bisognera calcolare il diagramma degli enti duali delle distorsioni,
ossia momenti flettenti o tagli

Tutto cid puo anche essere confermato dal teorema di Colonnetti. Se ad
esempio si vuole la linea di influenza dello spostamento verticale per distorsione
rotazionale viaggiante, si consideri la trave soggetta ad una distorsione rotazio-
nale D, unitaria nella sezione retta generica x3 (sistema 1), e la stessa trave
soggetta ad una forza verticale F' nella sezione S (sistema 2). Per il teorema di
Colonnetti si puo scrivere:

Fuy(S) + M (x3) Dy = 0 (43.41)
da cui, essendo la distorsione unitaria:
M
us(S) = — l(f‘”’) (43.42)

Quindi, la linea di influenza 7]? ¢ dello spostamento per distorsione rotazio-
nale viaggiante si ottiene caricando la struttura con una forza unitaria e negativa
nella sezione S, e calcolando il relativo diagramma dei momenti

Su strutture isostatiche € spesso immediato calcolare i diagrammi di momenti
e tagli, su strutture iperstatiche complesse puo essere ancora utile ricorrere alla
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scrittura delle equazioni differenziali della linea elastica. Il metodo di soluzione,
lo si ribadisce, e del tutto indipendente dalla teoria delle linee di influenza

Caso 3a - Linea di influenza 77§¢ dello spostamento in S per
distorsione rotazionale viaggiante

A titolo di esempio, si consideri la trave doppiamente incastrata di Figura 43.19,
e si voglia la linea di influenza dello spostamento ad un quarto della luce per
effetto di una distorsione rotazionale viaggiante.

D(p:l

| L/4 [ 3L/4

——

Figura 43.19: Trave doppiamente incastrata soggetta a distorsione rotazionale
viaggiante

Occorre calcolare il diagramma dei momenti provocati da una forza unitaria
e negativa in L/4, e tale problema & risolvibile immediatamente a fornire la
richiesta linea di influenza:

9
@ (L — 6.13) X3 S

mL (43.43)

NN

1
@ (—7L + 10.L3) X3 Z

che graficamente si traduce nel diagramma di Figura 43.20.

Dal diagramma si evince, ad esempio, che se si vuole ottenere il massimo spo-
stamento ad un quarto della luce, bisogna applicare la distorsione nell’incastro
di sinistra.

Caso 3b - Linea di influenza qb§¢ della rotazione in S per
distorsione rotazionale viaggiante

Per ottenere la richiesta linea di influenza bisogna calcolare il diagramma del-
lente duale dell’ente viaggiante (e quindi occorre calcolare il diagramma dei
momenti) dovuto ad un ente unitario che sia duale dell’ente in esame (e quindi
occorre caricare la struttura in S con una coppia unitaria e negativa).
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Dy
NL/a

LS X3

Y

Figura 43.20: Linea di influenza 775)2 dello spostamento per una trave
doppiamente incastrata soggetta a distorsione rotazionale
viaggiante

_|_D¢:1
A > B

© e

——
——
——
——

L/3 L/3 L/3

Figura 43.21: Trave incastrata, con cerniera e due appoggi

A titolo di esempio, si consideri la trave di Figura 43.21, e si voglia la linea
di influenza della rotazione nella sezione sull’appoggio a due terzi della luce
S, dovuta ad una distorsione rotazionale concentrata viaggiante, ossia si voglia
tracciare il diagramma dei momenti dovuti ad una coppia unitaria e negativa
agente in corrispondenza del suddetto appoggio. Si ha:

o
IN
&
IA

Wl N

oY = (43.44)
—2- 28 Zp<a, <L
3

[\

8
w

[\]

Graficamente si ottiene il diagramma di Figura 43.22.
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Dg
$21/3

yoxX

\

M

Figura 43.22: Linea d’influenza ¢2Df/3 per la trave di 43.21

Caso 3c - Linea di influenza n?" dello spostamento in S per

distorsione di scorrimento viaggiante

In questo caso, poiche si vuole la linea di influenza dello spostamento, bisognera
assoggettare la trave ad una forza unitaria e negativa. Poiche I'ente viaggiante
€ una distorsione di scorrimento, occorre calcolare il diagramma del taglio. In
Figura 43.23 ¢ presentato il caso di una trave a tre campate con sbalzo, e si
vuole tracciare la linea di influenza dello spostamento all’estremo libero per
effetto di una distorsione di scorrimento viaggiante. In altri termini, si deve
tracciare il diagramma del taglio dovuto ad una forza unitaria e negativa agente

nell’estremo libero.

D,=1
A N B
At At o
P b1 L2 | L3 |
I 1 I I
Figura 43.23: Trave a tre campate e sbalzo
L’espressione analitica della richiesta linea di influenza e:
D, 3LoL3Ly
1S T 9L, (3Ly (Ly + Ls) + Ly (3La + AL3)) (43.45)
Dy _ 3(L1+2Ly) L3Ly :
s 2Ly (3L; (Lo + Ls) + Ly (3Ly + 4L3))
Lezioni di Scienza delle Costruzioni 483



43.5. SPOSTAMENTI PER DISTORSIONI VIAGGIANTI

3(2La (Ly + 2L3) + Ly (2La + 3L3)) Ly
2L;3 (3Ly (Ly + L3) + Ly (3Ly + 4L3))

-1

Ui

D7I
S
ns"
nelle quattro campate.

Come si vede, sullo sbalzo la linea di influenza varra sempre —1, poi vi sara
un tratto costante e positivo sulla terza e prima campata, alternata ad un valore
negativo sulla seconda campata. I valori dipenderanno dalle luci: per il caso
particolare Ly =2, Lo = 4, Ly =5, Ly = 2 si ha la linea di Figura 43.24.

HT

D
n
e

X3

Figura 43.24: Linea d’influenza nSD” per la trave di Figura 43.23

Caso 3d - Linea di influenza gb?" della rotazione in S per
distorsione di scorrimento viaggiante

In quest’ultimo caso si dovra caricare la trave con una coppia di valore unitario e
negativo, e poi calcolare il risultante diagramma del taglio. Sullo stesso esempio
precedente, bisognera calcolare il diagramma del taglio dovuto ad una coppia
applicata nell’estremo libero. Si ha;

b, 3LyLs
95" = 2Ly (3Ly (Lo + L3) + Lo (3L2 + 4L3))
$0n = 3(L1 +2Ly) L3
S 2Ly (3Ly (Lo + L3) + Lo (3La + 4L3)) (43.46)
D, _ 3 (2L2 (L2 + 2L3) + In (2L2 + 3L3))
95" = 2L3 (3L1 (Lo + L3) + Lo (3L2 + 4L3))
5" =0

Sullo sbalzo la linea di influenza sara nulla, poi sara negativa in prima e
terza campata, positiva in seconda campata. Con gli stessi valori numerici del
caso precedente, si ha il diagramma di Figura 43.25
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o)}

|

Figura 43.25: Linea d’influenza (bLD"’ per la trave di Figura 43.23

43.6 L’utilizzo del teorema di Volterra: le li-
nee di influenza delle caratteristiche per
distorsioni viaggianti

In quest’ultima sezione si vogliono tracciare le linee di influenza di caratteristiche
(momenti o tagli) in una sezione retta S, dovuti a distorsioni (di rotazione o
di scorrimento) viaggianti. Ne segue che occorrera caricare la struttura in S
con gli enti duali delle caratteristiche, ossia con una distorsione di rotazione o di
scorrimento, e bisognera calcolare il diagramma degli enti duali delle distorsioni,
ossia momenti flettenti o tagli.

Tutto cido puo anche essere confermato dal teorema di Volterra. Se ad esem-
pio si vuole la linea di influenza del momento per distorsione di scorrimento
viaggiante, si consideri la trave soggetta ad una distorsione di scorrimento D,
unitaria nella sezione retta generica x3 (sistema 1), e la stessa trave soggetta
ad una distorsione rotazionale Dy nella sezione S (sistema 2). Per il teorema di
Volterra si puo scrivere:

T (23) D, = M(S)Dyg (43.47)
da cui:
M(s) = L@a) (43.48)
= .

Quindi, la linea di influenza mg " del momento per distorsione di scorrimento
viaggiante si ottiene caricando la struttura con una distorsione di rotazione
unitaria in S, e calcolando il relativo diagramma del taglio.

Si noti subito che in presenza di strutture isostatiche I’applicazione di una
distorsione concentrata non causa caratteristiche, e quindi le relative linee di
influenza vengono ad annullarsi.
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Caso 4a - Linea di influenza m?d’ del momento in S per
distorsione rotazionale viaggiante

Assoggettata la trave ad una distorsione di rotazione relativa unitaria e positiva,
si calcola il diagramma dei momenti, ottenendo la richiesta linea di influenza.
Per la trave di Figura 43.26, doppiamente incastrata e con appoggio a due terzi
della luce, si voglia tracciare la linea di influenza del momento per la sezione di
incastro a sinistra, dovuta ad una distorsione rotazionale viaggiante.

Dy=1

A

2L/3 L/3

Figura 43.26: Trave doppiamente incastrata con appoggio a due terzi della luce

Per quanto detto, occorre imporre nell’incastro di sinistra una distorsione
unitaria e positiva, ossia occorre imporre che sia:

D¢0 =1— AQSO =—-1— ¢des — Qbsin =—-1— ¢($3 = O) =-1 (4349)

e calcolare il risultante diagramma del momento. Si ha:

EI
my? = 17 (220 — 4523)
b, EI (43.50)

2
my " = 73 (—8L + 9z3) §L
nelle due campate. Graficamente, invece, si giunge al diagramma di Figu-
ra 43.27.

Caso 4b - Linea di influenza t?d’ del taglio in S per distor-
sione rotazionale viaggiante

Sulla stessa trave di Figura 43.26, si voglia ora tracciare la linea di influenza del
taglio in mezzeria della prima campata (cfr. Figura 43.28), per effetto di una
distorsione rotazionale viaggiante, ossia si calcoli il diagramma del momento
dovuto ad una distorsione di scorrimento applicata in mezzeria della prima
campata. Utilizzando la metodologia della linea elastica, in S bisognera quindi
imporre le due condizioni di congruenza:

Dps=1— Augg = —1 — uds —usm = —1
:'in des ’ ” ” (4351)
s = ¢s
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YM

Figura 43.27: Linea di influenza del momento nell’incastro di sinistra per
distorsione rotazionale viaggiante

%

L/3 L/3 L/3

——
——
e —
——

Figura 43.28: Trave doppiamente incastrata con appoggio a due terzi della luce:
linea di influenza t?d’

e le due condizioni di equilibrio:

ME™ = Mdes (43.52)
T =T (43.53)

Si ha, analiticamente:

EI(10L —2 2
_9 (O 756’3) OS‘Z‘SS*L
5 Y 3
10 = (43.54)
9EI (8L — 9z3) 2
-~ 27 L < <L
2L3 gh =t =

mentre graficamente si ha il diagramma di Figura 43.29.
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M

Figura 43.29: Linea di influenza del taglio nella sezione di mezzeria della prima
campata per distorsione rotazionale viaggiante

. P D .
Caso 4c - Linea di influenza mg’ del momento in S per
distorsione di scorrimento viaggiante

In questo penultimo caso, occorre assoggettare la trave ad una distorsione rota-
zionale concentrata in S, unitaria e positiva, e calcolare il risultante diagramma
del taglio.

Caso 4d - Linea di influenza t?" del momento in S per
distorsione di scorrimento viaggiante

In quest’ultimo caso, occorre assoggettare la trave ad una distorsione di scorri-
mento concentrata in S, unitaria e positiva, e calcolare il risultante diagramma
del taglio.
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Capitolo 44

I carichi assiali sulle travi

Nel Capitolo 31 si ¢ iniziato lo studio della trave snella, o di Eulero-Bernoulli.
In particolare, ’energia potenziale totale di una trave di lunghezza L, con se-
zione retta di area A, e momento di inerzia I, costituita da materiale omogeneo,
linearmente elastico ed isotropo, con modulo di Young E, e soggetta ad una
distribuzione di carico trasversale distribuito p(z) ed una distribuzione di carico
assiale distribuito t(z), & stata calcolata come:

1 [ / 1t
E, = 5/ EAu? (x3) ds + 5/ ETuy? (x3) doz—
0 0 (44.1)

L L
/0 p(x3) ug (x3) das 7/0 t(x3)us (x3) dos

A questa relazione si e giunti per via energetica, utilizzando le deformazioni
lineari, ossia confondendo il tensore di Green—Lagrange con la parte simmetrica
del gradiente di spostamento, oppure per via geometrica, scrivendo 1’equilibrio
di un concio indeformato soggetto ai carichi esterni ed interni. In questo livello
di approssimazione, quindi, lo studio del comportamento flessionale della trave
puo disaccoppiarsi dallo studio del comportamento assiale.

In realta, pero, la deformazione flessionale della trave causa anche un ac-
corciamento assiale, come puo dedursi visivamente dalla Figura 44.1, che non
sempre ¢ possibile trascurare. Quando infatti la trave ¢ caricata assialmente,
I’accorciamento assiale dovuto alla deformazione flessionale fara compiere la-
voro alle forze assiali, e quindi vi sara un’aliquota supplementare di energia
potenziale, che andra debitamente introdotta nello studio delle linee elastiche.

Questo Capitolo sara dedicato alla deduzione dell’energia potenziale di un
carico assiale F', applicato all’estremo di destra di una trave rettilinea di lun-
ghezza L, come riportato in Figura 44.1. Applicando poi il principio di stazio-
narieta dell’energia potenziale totale si dedurra I’equazione differenziale della
linea elastica con le opportune condizioni ai limiti.
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2 A B X3
—_—
L
| |
| |
+—+
uz (L)

Figura 44.1: L’accorciamento assiale dovuto alla deformazione flessionale

44.1 L’energia potenziale del carico assiale

Si consideri un segmento di trave disteso lungo 'asse X3, di lunghezza dxs, che
a seguito della deformazione si trasformera in un segmento di lunghezza d¢s.
La lunghezza del segmento deformato d€s potra calcolarsi a partire da quanto
illustrato nel Capitolo 14. In particolare, la lunghezza del segmento deformato
¢ legato alla lunghezza del segmento indeformato attraverso la relazione:

|M'N’)* = |MN|* + 2ds” Dds (44.2)

Questa equazione deve essere specializzata, per tener conto che (cfr. Figu-
ra 44.2):

[M'N'| = |dés]
ds” = (0,0, dzs)

e quindi diventa:
|dés)® = da? + 2dssda? = (1 + 2dss) da? (44.4)
Inoltre, poiche la terna di spostamenti sara:

Uy = 0
uz = uz (r3) (44.5)

Uz = us ($2>953)

la componente ds3 del tensore di Green—Lagrange si scrivera:

811#3 1 dUQ 2 1 8U3 2
dan — 23 4 = [ 222 == 44.6
7 Oy 3 (dw% 3 0% (44.6)
L’ipotesi fondamentale, a base della trattazione, ¢ quella di incomprimibilta
della trave durante la deformazione flessionale, per cui dovra necessariamente
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Figura 44.2: Il segmento deformato d¢s e le sue due componenti

risultare |d€s| = |dxs), o, dalla (44.4):

dy3 =0 (44.7)
Ne segue, dalla (44.7), la fondamentale relazione:
8U3 2 dUQ 2
1+ — — =1 44.8
da cui subito:
8U3 d’UQ 2
— =¢/1-—] -1 44.9
8933 <d$3 ) ( )

Quest’ultima relazione puo essere utilizzata per il calcolo della desiderata
aliquota di energia potenziale del carico assiale, come illustrato in Figura 44.3.
Ed infatti, poiche I’energia potenziale puo calcolarsi come inverso del lavoro, si
avra:

L L 2
Perusn) = F [ 0% qq, :F/ 1- <d“2> 1] dws  (44.10)
0 dxg

ed utilizzando lo sviluppo in serie del binomio, si ha infine:

F L 2 F L ,
P — 77/ (dU2> de = 7—/ U22 (Ig) d{[g (44].].)
2 Jo 2 Jo

d.’L‘g

44.2 La deduzione della linea elastica

Si vogliono ora studiare le configurazioni di equilibrio di una trave soggetta ad
una forza di compressione F', applicando il principio di stazionarieta dell’energia
potenziale totale, e quindi annullando la variazione prima del funzionale:

1 L 1" F L !
g1 / Eluy? (ws) dos — 5 / w2 (z3) das (44.12)
0 0
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uz

L-u3 us3

——
——
—

Figura 44.3: L’accorciamento assiale in una trave soggetta a carico di
compressione

Come sempre, la variazione totale sara data da:

OE: = Ey (uhy + duby, ub + duy) — By (uh,uly) =
1 [r 2 F o[t 2
5/0 ET (uf + dub)” das — 5/0 (uh + dub)” dxs
1 E F o[t
—5/0 Elu22dx3+§/0 uy dag =

L L 1 lL 1" F L ’
/ Eluydul dxs — F/ ubouy dws + = / EIbu,? dxs — —/ Sy’ ds
0 0 2 Jo 2 Jo

(44.13)
La variazione prima, da annullare, sara allora:
L L
nhE, = / ETuléuly dzs — F/ ubduhdrs =0 (44.14)
0 0

Occorre derivare due volte per parti il primo integrale, come del resto gia
fatto precedentemente, ed una volta il secondo integrale. Si giunge a scrivere:

L
5L, — / (BT + Full) Sus das + [EI5ul)” + [(— Fuly — EI) us]t = 0
0

(44.15)
Ne segue, per l'arbitrarieta della variazione dus, che dovra essere soddisfatta
la seguente equazione differenziale:

Elul" + Ful =0 (44.16)

nell’intervallo [0, L], con le condizioni ai limiti tali da annullare i termini finiti
della (44.15). In particolare, ¢ immediato verificare che 'unica condizione da
modificare, rispetto a quanto detto nel caso classico di carichi trasversali, sara la
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condizione sull’annullarsi del taglio nell’estremo libero, dove questa volta dovra

essere:
EIuy + Fuy =0 (44.17)

44.3 L’approccio geometrico

Analogamente a quanto detto nel caso classico di forze trasversali, & possibile
anche ora utilizzare un approccio geometrico per giungere ai risultati del pa-
ragrafo precedente. Volendo calcolare l'effetto del carico assiale in presenza di
deformazioni flessionali non nulle, & necessario scrivere le equazioni di equilibrio
di un concio deformato, ossia estratto da una situazione del tipo di Figura 44.4,
e non piu di un concio indeformato.

Le equazioni di equilibrio alla traslazione verticale ed alla rotazione intorno
alla faccia di destra del concio conducono a:

=T (z3) + T (3 + dzs) + p (z3) des =0 (44.18)

d
—T (x3)dxs+ N (z3) dug — M (x3)+ M (3 + dzg) —p (x3) dx;;% =0 (44.19)

[—»»—» - - > ] % t(x3)

EEEEEEEREEN p(x3)
M(x3) A\

M(x3+dx3)

N(x3) I
duyp
N (x3+dx3)

e Ty
T (x3+dx3)

]
I

=1

X3 dxs

Figura 44.4: Tl concio in configurazione deformata

Utilizzando il solito sviluppo in serie, si puo porre:

T (23 + dwg) ~ T (w5) + T8 gy (44.20)
d:Eg
N (z

N (3 + dxg) =~ N (z3) + (;3) dxs (44.21)
T3

M (z:

M (x3 + das) =~ M (x3) + M (@s) df‘*)dxg (44.22)

3
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e quindi le equazioni precedenti divengono:

dr

Y p=0 44.23
do; P ( )
dM da2
—Tdrs + Nduy + S dag — p=23 — 0 (44.24)
dIg 2

L’ultimo termine della seconda equazione puo trascurarsi, e dividendo per

dxs si ha:
dUQ dM
-T+N—+—=0 44.25
Derivando rispetto a 3, supponendo N costante, ed utilizzando la (44.23),
si ha:

d2U2 dzM
— = 44.2
P + P +p=0 (44.26)

Infine, utilizzando la ben nota relazione:

dQUQ
M =—-FI 44.27
dx3 ( )
si giunge all’equazione differenziale della linea elastica:
d4UQ d2UQ
EI - N—2 = 44.28
dz} dx? P ( )

coincidente con la (44.16) non appena si noti che lo sforzo normale N ¢ pari
a —F.

La condizione ai limiti sul taglio nell’estremo libero puo suscitare delle per-
plessita. Si consideri tuttavia che nella stessa ottica che ha indotto a scrivere
I’equazione differenziale della linea elastica utilizzando la configurazione defor-
mata, occorre ora utilizzare la configurazione deformata anche per imporre 'e-
quilibrio all’estremo libero tra il taglio e la forza assiale. Si ha quindi, come
illustrato in Figura 44.5:

To(L)+ Fo(L) =0 (44.29)

giungendo quindi alla (44.17).

44.4 La soluzione dell’equazione differenziale

La (44.28) si puo riscrivere convenientemente come:

d4UQ 2 dQUQ
=0 44.30
dz} o da? ( )
avendo introdotto il parametro positivo:
F
— 4= 44.31
o ol ( )
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&
VA

T2 (L)

Figura 44.5: L’equilibrio all’estremo libero sulla configurazione deformata

u2

Figura 44.6: La trave appoggiata soggetta ad un carico assiale di compressione

ed il suo integrale generale ¢ fornito da:
ug (x3) = Cy + Cozg + Cs cos (axs) + Cysin (axs) (44.32)
Le quattro costanti di integrazione andranno determinate imponendo le con-
dizioni ai limiti. Se ad esempio la trave si suppone appoggiata ad ambedue gli

estremi, come in Figura 44.6 allora spostamenti e momenti flettenti dovranno
essere nulli agli estremi. Dovra essere, in altri termini:

(44.33)

La derivata seconda dello spostamento (44.32) pud calcolarsi facilmente
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come:
uly (x3) = —a?Cs cos (axs) — a?Cy sin (axs) (44.34)

e quindi le (44.33) divengono:

Ci+C3=0
—a*C3 =0
s (44.35)
Cy + CoL + Cscos(al) + Cysin(al) =0
—a?C5 cos(al) — a*Cysin(al) = 0
o, matricialmente:
1 0 1 0 Ch 0
00 1 0 c | | o
1 L cos(aL) sin(aL) Cs | |0 (44.36)
0 0 cos(al) sin(al) Cy 0

E’ questo un sistema di quattro equazioni nelle quattro incognite Cj;, lineare
ed omogeneo. Oltre alla soluzione banale, sempre presente, potranno aversi
altre configurazioni di equilibrio non identicamente nulle se il determinante dei
coefficienti si annulla. Dovra quindi aversi:

1 0 0 0
0 0 1 0
Det ] 1 cos(aL) sin(aL) | 0 (44.37)

0 0 cos(al) sin(al)

e svolgendo i calcoli si ottiene 1’ equazione secolare in « :

sin(aL) =0 (44.38)

con soluzione: o
n=— 44.39
an =7 (44.39)

ed n € N.
Se quindi la forza assiale attinge uno dei seguenti valori:
EI

F, = anF (44.40)

allora si puo avere una deformata non nulla, di ampiezza non definita, la cui
forma puo essere dedotta calcolando le quattro costanti C;.
La prima e la seconda delle (44.33) forniscono Cy = 0 e C3 = 0. Le altre
due divengono:
Cy L+ Cy s%n (OénL) =0 (4441)
Cysin (a, L) =0

e quindi dovra essere anche Cy = 0, mentre C4 resta non specificata. Le
deformate saranno fornite (cfr.eqn. 44.32) da:

Ugp (3) = Cysin (apx3) (44.42)

ossia, in definitiva, saranno onde sinusoidali.
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44.5 1l concetto di carico critico

Da un punto di vista pratico, i valori (44.40) del carico assumono importanza
fondamentale, tale che essi vengono chiamati usualmente i carichi critici della
trave. Ed infatti si consideri una trave soggetta ad una forza di compressione,
che a partire da un valore basso possa crescere a piacimento.

Per bassi valori della forza F', minori del primo carico critico, la trave resta
indeformata, con spostamenti identicamente nulli. Quando F' raggiunge il valore
del primo carico critico, improvvisamente e senza alcun preavviso sorge la pos-
sibilita di una deformata non nulla, di ampiezza non ricavabile con la presente
trattazione, ma comunque diversa da zero. Il fenomeno, noto come instabilita
euleriana, & tra i piu pericolosi della meccanica strutturale, e come tale ad esso
andra rivolta particolare attenzione.

I valori successivi dei carichi critici hanno invece pit limitato interesse pra-
tico, perche difficilmente potra incrementarsi il valore del carico assiale oltre il
primo carico critico, senza provocare lo shandamento della trave, con la nascita
della prima deformata non nulla.

44.6 Il calcolo del carico critico per differenti
vincoli

La trave doppiamente incastrata

Per una trave incastrata ad ambedue gli estremi, come illustrato in Figura 44.7
spostamenti e rotazioni dovranno essere nulli agli estremi. Dovra essere:
ﬁ A X3 B
i > =<
uz
|

Figura 44.7: La trave incastrata soggetta ad un carico assiale di compressione

u2(0)
u5(0)
(L)

)

U2
ub(L

0
0

44.43
. (14.43)
0

La derivata prima dello spostamento (44.32) puo calcolarsi facilmente come:

ub (z3) = Co — aCssin (ax3) + aCy cos (aws3) (44.44)
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e quindi le (44.43) divengono:

Ci1+C5=0
Cy+aCy=0
2Tt (44.45)
Cl -+ CQL + Cg cos(aL) + 04 Sll’l(OéL) =0
Cy — aCssin(al) + aCy cos(al) =0
0, matricialmente:
1 0 1 0 Ch 0
0 1 0 a a | | o
1 L  cos(al) sin(al) Cs | | O (44.46)
0 1 —asin(al) acos(alL) Cy 0

E’ questo un sistema di quattro equazioni nelle quattro incognite C};, lineare
ed omogeneo. Oltre alla soluzione banale, sempre presente, potranno aversi
altre configurazioni di equilibrio non identicamente nulle se il determinante dei
coefficienti si annulla. Dovra quindi aversi:

10 1 0
Det ? }/ cos(OaL) siné.;L) =0 (44.47)
0 1 —asin(al) «acos(alL)
e svolgendo i calcoli si ottiene I’ equazione secolare in « :
2(cos(aL) — 1) + aLsin(al) =0 (44.48)

che puo riscriversi, utilizzando le formule di bisezione:
. . T x
sinz = 281115 cos —

2
I (44.49)
COSX = 4COS B COS B)

() [Les () ()] 0 s

Questa equazione sara soddisfatta sia che valga la:

come:

sin (O‘QL> =0 (44.51)
sia la:
% cos (O;L> —sin (O;L> =0 (44.52)
che si trasforma in: I I
« a
tan <2> = (44.53)
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La prima equazione fornisce le radici:

anl
5 =

n (44.54)

da cui subito la prima serie di carichi critici:

ET
2_2

La seconda equazione, la (44.53), puod essere risolta solo numericamente.
Diagrammando in via preliminare la funzione si ha il grafico di Figura 44.8, che
si ottiene attraverso il comando Mathematica:

Plot[Tan[x]-x,{x,0,15}]
ed ingrandendo la parte iniziale si evidenziano, come in Figura 44.9, le prime
due radici. Il comando Mathematica é:
Plot[Tan[x]-x,{x,0,10}]

Identificati i due punti di nullo, essi possono calcolarsi attraverso le righe:
FirstRoot = FindRoot[Tan[x]-x == 0,{x,3,5}]
FirstRoot = FindRoot[Tan[x]-x == 0,{x,7,8}]

ottenendo =z = 4.49341 ed x = 7.72525.

In corrispondenza di queste due radici si hanno i carichi critici:

EI EI
F| =4 x 4.49341° — ~ 80.76
L2 L2
B (44.56)
Fy= 238.7 3

Il piu basso carico critico, quello che, come detto, ha effettiva importanza
pratica, sara pertanto:
EI
2
Fc'r' =A4r ﬁ (4457)
La forma della deformata corrispondente alle radici (44.55) si ottiene risol-
vendo il sistema omogeneo a determinante nullo:

1 0

1 0 o 0
2
0 1 0 “nm C’; 0
L = (44.58)
1 L cos(2nm) sin(2nm) Cs 0
2
0 1 f% sin(2nm) % cos(2mn) Ca 0
e quindi C; = —C3 = C, e Cy = C4 = 0. La deformata ¢ percio data da:
2nmw
ug (x3) = C <1 — cos L.’]J3) (44.59)
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Figura 44.8: 1l grafico dell’equazione secolare, come ottenuto da Mathematica

10+

-20¢

Figura 44.9: Uno zoom del grafico dell’equazione secolare

La trave a mensola

Per una trave incastrata a sinistra e libera a destra, come riportata in Figura
44.10, dovra essere, come discusso precedentemente:

U9 (0) =0
uhb(0) =0
D) = 0 (44.60)

uy' (L) + a®uy(L) = 0
Occorrono ora le prime tre derivate della linea elastica:

uh (z3) = Cy — aCs sin (ax3) + aCy cos (axs)
uy (13) = —a? Cscos (axs3) — a?Cysin (ars3) (44.61)

uly' (v3) = a® Cysin (awz) — a®Cy cos (axs)
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|

A X3 B

u2

Figura 44.10: La trave a mensola soggetta ad un carico assiale di compressione

e quindi le (44.60) divengono:

Ci1+C3=0
Cr+aCy =0
R, (44.62)
Cscos(al) 4+ Cysin(al) =0
a202 =0
0, matricialmente:
10 1 0 Cy 0
01 0 a c | | o
0 0 cos(aL) sin(aL) Cs | | o (44.63)
0 1 0 0 Cy 0

E’ questo un sistema di quattro equazioni nelle quattro incognite Cj;, lineare
ed omogeneo. Oltre alla soluzione banale, sempre presente, potranno aversi
altre configurazioni di equilibrio non identicamente nulle se il determinante dei
coefficienti si annulla. Dovra quindi aversi:

10 1 0
Det (0) (1) cos(oozL) sinf;L) =0 (44.64)
0 1 0 0
e svolgendo i calcoli si ottiene I’ equazione secolare in « :
cos(aLl) =0 (44.65)
con radici:
anl = g + (44.66)
da cui subito i carichi critici:
F, = (n + ;)2 wQ% (44.67)
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uz

Figura 44.11: La trave incastrata—appoggiata soggetta ad un carico assiale di
compressione

Il primo valore sara quindi:

7 EI
La forma della deformata corrispondente alle radici (44.67) si ottiene risol-
vendo il sistema omogeneo a determinante nullo:

1 0 1 0 o} 0
0 1 0 Qnp Cy . 0
0 0 cos(a,L) sin(a,L) o | T o (44.69)
0 1 0 0 C, 0

e quindi C; = —C3 = C, e Cy = Cy = 0. La deformata e percio data da:

us(z) = C (1 — cos Kn + ;) waP’D (44.70)

La trave con incastro ed appoggio

Per una trave incastrata a sinistra ed appoggiata a destra (cfr. Figura 44.11)
dovra essere:

5(0)=0
(0) (44.71)
’LLQ(L) =0
uy (L) =0
Occorrono ora le prime due derivate della linea elastica:
uh (23) = Cy — aCysin (axs) + aCy cos (ax
2 (x3) = Co 3sin (az3) 4 cos (axs) (44.72)

ufy (23) = —a?Cs cos (awz) — a*Cysin (ax3)
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e quindi le condizioni ai limiti divengono:

Ci1+C3=0
Co+aCy=0
S, (44.73)
Cy + CoL + Cscos(al) + Cysin(al) =0
Cscos(al) 4+ Cysin(al) =0
0, matricialmente:
10 1 0 Ch 0
0 1 0 e Cy | | O
1 L cos(aL) sin(aL) Cs | | o (44.74)
0 0 cos(al) sin(al) Cy 0
Dovra ora aversi:
10 1 0
0 1 0 o
Det] 1 cos(aL) sin(aL) | 0 (44.75)
0 0 cos(aLl) sin(al)
e svolgendo i calcoli si ottiene 1’ equazione secolare in a:
tan(al) = oL (44.76)
con radici da calcolare numericamente, come gia del resto illustrato.
Il carico critico si scrive come:
EI El
F., = (4.49341)2F ~ 20.19ﬁ (44.77)

La forma della deformata corrispondente alle radici oy, della (44.76) si ottiene
risolvendo il sistema omogeneo a determinante nullo:

1 0 1 0 Ch 0
UL e (?ynL) in (L) g; -1 % (44.78)
0 0 cos(an,L) sin(a,L) Cy 0
e quindi si ha:
Cy=0C
Cs = —Cay,L
Cy— Ca, (44.79)
C1 = a,L
con deformata:
ug (23) = C (e (L — 3) — ap L cos (apx3) + sin (ap,23)) (44.80)
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