Lezione 9 - Le equazioni indefinite
di equilibrio
[A.a. 2012 - 2013 : ultimarevisione 28 ottobre 2012]

In questa lezione si deducono le cosiddety@azioni indefinite dell'equilibriog si dimostra l'importante
proprieta’ di simmetria della matrice delle tensigkmbedue questi risultati vengono raggiunti impodo
I'equilibrio di un tetraedro elementare isolatdrattrno del corpo [Cauchy]

L e forze agenti

Si consideri un corpo B e si isoli, idealmentesa interno, un parallelepipedo infinitesimo, cdinsgigoli
paralleli agli assi coordinati;, x», X3. Le componenti di tensione agenti sulle sei fadeleparallelepipedo
sono riportate in Figura 1, positive secondo laveozione illustrata nelle lezioni precedenti.

Ad esempio, la faccia EFGH ha normale uscente dligcall'asse coordinate;, e di conseguenza le tre
componentio11, 0712 € 013 SONO positive se controverse agli assi coordigatije riportato in figura. Se gli
spigoli del parallelepipedo sono lunghiydxlx, e dx, rispettivamente, allora sulla faccia EFGH agi@ate
forze di intensitab'll dX2 dX3, 012 dX2 dX3, 013 dX2 dX3.

Sulla faccia parallela ABCD la normale uscentecgliversa all'assg, e quindi le componenti di tensione
saranno positive se equiverse agli assi. Le fogemtasu questa faccia saranng dx, dxs, o, dx dxz e
013 A% dxs, dove le tensioniry;, o715, 013 SONO legate alle1;, 012 €013 dalle relazioni:

. do11
O11 = O11 + dX]_
OX1
. do12
O12 = O12 + dxy 1)
OX1
. 0013
O13 = 013 + dx
OX1

Analogamente, sulla faccia ACEF agiranno le forze; dx; dxs, o2 dx; dxs, o23dx; dxz, mentre sulla
faccia parallela BDHG agiranno dey; dx; dxs, o5, dx; dxs, 055 dx; dxs, con:

. 0021
Op1 = O21 + dX2
OX»
. 002
Ogp = O22 + dx 2 2
OXo
. 0023
Op3 = Op3 + dx,
OX»p

Infine, sulla faccia ABGF agiranno le forzes; dx; dx, o3, dx dx, o3z dX; dX, mentre sulla faccia
parallela CDEH agiranno le;;dx; dx, 075,0%; dXp, 07350%; dxp, con:

60'31

O"31 = 031 + dX3

OX3
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032 = 032 +

O33 = 033 +

O o032
dX3

OX3

0033
dX3

OX3

Le relazioni (1-3) sono giustificate nell'ambitoutio sviluppo in serie troncato al primo termine.

A%

’ 033

X1

Figura 1. - Le componenti di tensione positive aigaulle sei facce del tetraedro

L e equazioni di equilibrio alla traslazione

Se il parallelepipedo infinitesimo e' soggetto dtfaza di mass&, di componentiX;, X, ed X3, dovra'
essere garantito I'equilibrio alla traslazionelérdorze esterne e quelle interne. In direziapead esempio,

sara'”.

- 011 dX2 dX3 - 021 dX]_ dX3 - 031 dX]_ dX2 +
O"ll dX2 dX3 + O"Zl dX]_ dX3 + 0"31 dX]_ dX2 + Xq dX1 dX2 dX3 =0

ed utilizzando le (1) si ha:

(4)
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60’11 60'21
dX]_ dX2 dX3 + dX]_ dX2 dX3 +
OX1 OX»
S (5)
031
dx 1 dxo dxz +X; dxqdxo,dxz = 0
OX3
Poiche' la quantitalx ; dx, dx 3 €' sicuramente non nulla, dovra' essere necessania:
0011 00921 Oo31
+ + +X, =0 (6)
OX1q OX>p OX3

Del tutto analogamente, I'equilibrio alla traslaman direzionex, ed in direzionexz conduce alle altre due
equazioni di equilibrio:

60’12 60’22 60'32

+ + +Xp =0 (7
OX1q OX»p OX3
d0o13 0023 0033

+ + +X3 =0 (8)
OX1 OX» OX3

Le tre equazioni (6-8) vanno sotto il nomesduazioni indefinite dell'equilibrio

L e equazioni di equilibrio allarotazione

Si imponga ora che il parallelepipedo sia in eduiti rispetto alle rotazioni intorno ai tre assiegliendo
come polo dei momenti il baricentro del parallgteuio. Questa scelta elimina dal gioco le forze d$sa,
applicate proprio nel baricentro, ed anche le tamisri1, 022 € o33, il cui braccio e' nullo, dato che le
tensioni si suppongono applicate nei baricentiedelcce del parallelepipedo.

Cio' premesso, si consideri ad esempio I'equazioequilibrio alla rotazione intorno all'asgg Si ha:

Xm , dX]_
O12 dX2 dX3 + O12 dX2 dX3 _— =
2
. (©)
X2 , dX2
O21 XmdX3—f O21 dX1dX3—: 0
2 2
ed utilizzando le (1) e (2) si ha:
dx 1 0012 dx 1
012 dXz dX3 + | O12 + Xm dXz dX3 T—
X
' (10)
dX2 0021 dX2
021 Xm dX3 — - |O21 + dX2 Xm dX3 — =0
2 X2 2
Trascurando gli infinitesimi di ordine superioregginge alla relazione:
012 = O21 (11)

Imponendo l'equilibrio alla rotazione anche intoegh altri due assi si ha, del tutto analogamente:
013 = 031 (12)

023 = 032 (13)
Ne segue, in definitiva, che la matrice delle tensie' simmetrica, e che le componenti di tensigini
riducono a sei. Le tre tensioni ad indici ugualiy, 0o, € o33 Si diconotensioni normali mentre le tre
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tensioni ad indici disugualiry,, o713 € 023 Si diconotensioni tangenziali

La notazione matriciale ed indiciale

Come si €' visto, le equazioni di equilibrio altgazione implicano la simmetria della matrice dédlasioni
S, edi conseguenza si potra’' scrivere:

011 O12 O13
O12 O22 023
013 023 033
Molto conveniente risulta l'introduzione del vedtor delle sei componenti di tensioni:

S- (14)

o - 033 (15)

Utilizzando tale notazione, le equazioni indefirdtdl'equilibrio potranno sinteticamente scriversime:

60+X =0 (16)

avendo introdotto la matrice di operatori differiatiz

S 0o 0o L 22 o
X, OX,  OXg
¢] o
6= 0 A 0 e 0 e a7
¢] le] le]

ed il vettore delle forze di massa:

X1
X2
X3

Alternativamente, le equazioni indefinite dell'ddio potranno scriversi, in notazione indiciat®me:

X = (18)

O gj
+X =0 (19)

OX;j

Un approccio alternativo

Le equazioni di equilibrio appena dedotte in modettb possono anche trarsi - in modo matematicéenen
piu’ corretto - facendo uso del teorema della djgera [Divergenzal. Ed infatti, si consideri unurak V,
con frontierasV, contenuto all'interno del corpo, e si esprimémoondizioni di equilibrio alla traslazione ed
alla rotazione:

JXd1V+Jtndls =0 (20)
\% oV
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erXle+J3xtndls:0 (21)
v 5V

Si espliciti la (20), utilizzando il teorema di Gdny-Poisson:

JX| daVv + J gj hj ds = 0,i =1, ..3 (22)
\% e\

ed utilizzando il teorema della divergenza:

O oji )
in av + J av =0, i =1, ..3 (23)
\% \ @Xj

Per l'arbitrarieta’ del volume V, ne seguono l€)(19

Esplicitando le (21) si hanno invece le tre equaizcalari:

J(r2X3—r3X2) d1V+J (s2tnz-S3tp)ds =0 (24)
v 5V
J(r3X1*r1X3) d1V+J (Sgtpnr-S1tpe)ds =0 (25)
v sV
J(sz—rle) d1V+J (Sitnz-sS2tp)ds =0 (26)
v sV

Utilizzando il teorema di Cauchy-Poisson, la (24)ahe:

ro X3-rz X)) dv
Jv( 2 X3 -3 X2) +LV[ @27)

S2 (013 N1 + 023 N2 + 033 N3) ~S3 (012 N1 +022 N2 +032 N3) ] ds = 0
e per il teorema della divergenza:

J(r2X3—r3X2) aVv +
Y

+ + - - (28)

J[@(l’zﬁls) O(rpo23) O(rzos3) O (rzon)
Y O0X1 OXo OX3 OX1

O(rzoxp) O(rzo3)

- av = 0
OXo OX3
Svolgendo i prodotti si ha:
J(r2X3—r3X2)d1V+
\%
0013 O 023 0033 0012
J[rz +TI + 023 +I2 -I3 - (29)
v O0X1 OXo OX3 O0X1
0092 O 032
rs -Is3 -0z dV = 0
OXo OX3
Infine, utilizzando le (19) si ottiene, per l'arhitieta’ del volume:
O23 = O32 (30)

Dalle altre due equazioni si ottieog, = 021 € 013 = 031
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Note

[Cauchy] - La deduzione delle condizioni di eduild si trova in Sur les relations qui existent, dans I'état
d'équilibre d'un corp solide ou fluide, entre leggsions ou tensions et les forces accélérattie®rcises
de Mathématiques, 2, pp. 108-111 [Torna al testo]

[Divergenza] - Se V e' una regione dello spazise € e' un campo scalare continuo e derivabilea si

of
fnids = | — aVv (31)
ov v OX;j

dove n e'il versore della normale uscente al contdTorna al testo]

Figure



