Lezione 8 - Il teorema di Cauchy-
Poisson

[A.a. 2012 - 2013 : ultima revisione 28 ottobre 2012]

Come detto al termine della lezione precedentegroemra dare un criterio operativo per poter daleola
tensione in un punto P relativamente al piano diegea normale n, dimostrandotdorema di Cauchy-
Poisson[Cauchy]

Il tetraedro elementare eleforze su agenti

Si consideri un punto generico P allinterno deipooB e si voglia conoscere la tensione in P sezdhd
piano di normale generiaa In un intorno di P si isoli un tetraedro infiréteo di materia, di volume dV,
con le tre facce ortogonali df dA,, dAcs parallele ai tre piani coordinati, e con la facoldiqua dA
avente normale.

Sianot, la tensione agente in P relativamente al pian@ob) o1, o, e o3 le tensioni in P relativamente ai
tre piani coordinati. Si ammette ora, essendo tiaglro infinitesimo, che le tensioni in tutti imudi
ciascuna faccia siano uguali, giungendo alla situeezdi Figura 1. [Nota 2]

Siano oratp;, tno, ths le componenti dt, secondo i tre assi coordinatt;1, o712 € 013 le componenti diry
secondo gli stessi assi coordinatk;, 02, € oo3le componenti dio,, ed infineos;, o3, € o33 Siano le

componenti dirs.

Si noti che il primo indice denota la normale dHacia su cui opera la tensione, mentre il secandize
denota la direzione lungo la quale si calcola laponente.

Inoltre, per convenzione, la componente di tensiagente su una faccia la cui normale esterna @taiv
secondo il verso positivo di uno dei tre assi gaoaltiva se ha verso concorde con gli assi, méatcempo-
nente di tensione agente su una faccia la cui eresterna e' rivolta secondo il verso negativardi dei
tre assi sara' positiva se ha verso discorde ¢@ssgjl

Infine, nel volume agira' una forza di voluiXe di componentiX;, X, ed Xz, e quindi, se dV indica il
volume del tetraedro, su dV insisteranno ancherieefX; dV, X,dV ed XzdV.

In complesso, quindi, agiranno le componenti dzéondicate in Figura 2.

L'equilibrio alla traslazione secondo l'assel'assex; e l'asses, impone che sia:

tnl dA - (0'11 dAx]_ + O21 dsz + 031 dAx3) + X]_ dV = 0 (1)
tno dA - (012 Ay + 020 dAx + 032 dAg) + X dV = 0 2
tnz dA - (013 Ay + 023 dAx + 033 dAg3) + X3dV = 0 (3)

e dividendo per dA si ottiene:

dAy dA dAg) AV ,
+ O; + O: + — =
At da ? Tda LA @

thr - |on
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. dA dAo dAg3 X dv 0 c
- |lo + O + O — =
n2 12 dA 22 dA 32 dA ] 2 dA ( )
. dA dAo dAg3 dv 0 5
O + O + O — =
n3 13 dA 23 dA 33 dA ] 3 dA ( )
X3

Figura 1 - Il tetraedro elementare e le forze mtesu di esso agenti

Ora, per la geometria del tetraedro, si ha [Nota 3]

dAy dA,» dAs
= Ny, = Ny,
dA dA dA

doveng, ny, Nz sono i coseni direttori della normaiealla giacitura prescelta:

= Ng, (7)

ny = Cos (n,Xx1); N, = Cos (n,X5); nz= Cos (N, X 3) (8)

Inoltre, se h €' la distanza tra il piano obliquB@\e l'origine, si ha dV =;-hdA, e per h- 0 le relazioni
precedenti divengono:

tht = 011 N1+ 021 N2 +031 N3 (9)
the = 012 N1+ 022 Ny +032 N3 (20)
tha =013 N1+ O3 N2+ 033 N3 (11)

0, matricialmente:

thn 011 O21 O31 ni
the | = | 012 022 O3 n; (12)
th3 013 023 033 ns
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Figura 2 - Il tetraedro elementare e le comporgite forze interne su di esso agenti lungo i & eoordinati

0, equivalentemente:

th= S'n (13)
avendo definito lanatrice delle tensioni

O11 O12 013
S= |02 02 023 (14)
031 O32 033

Utilizzando la notazione indiciale, e la convensalegli indici ripetuti, potra' anche scriversi:

thi = gji Nj (15)
Si e' cosi' dimostrato il:
Teorema (Cauchy-Poisson) - Si consideri il corpo B in equilibrio sotto le f@r di massX e superficialip,

ed un punto P situato al suo interno. Assegnaterisioni in P lungo tre piani di normakg, X, € X3, €
possibile ricavare la tensiofyein P lungo un qualsiasi altro piano di normajdramite la relazione:

th= ST n (16)
doveS e' la matrice (14) delle componenti delle tensgnitre piani cooridnati, di normaile, X, € X3, edn
e' il vettore dei coseni direttori della normalspetto agli assiy, X, € x3.
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Figura 3 - Siméon-Denis Poisson

Nota 1 - Si noti che, poiche' le forze di massa scompaitalla deduzione della (13), le stesse valgoninsia
regime statico che dinamico.

Nota 2 - Se il punto P prescelto non €' interno al vauma si trova sulla superficie, e se la normaée la
normale al contorno del corpo, allora il ruolo gite dalla tensiong, nel teorema di Cauchy-Poisson e’
assunto dalla forza superficiglee le relazioni (12) esprimono I'equilibrio traZe superficiali e tensioni:

P1 011 O21 O31 ni
p2 | = 012 O22 032 N2 (17)
O] 013 023 033 ns

0, indicialmente:

L e tensioni normali e tangenziali

Utilizzando il teorema di Cauchy-Poisson, appenmaodirato, si puo' calcolare facilmente la tensione
normale agente sul piano di normaleSara’' infatti:

tan =on=1th-N =t Ni+tpna+tpznz =ty N (29)
dove il punto indica il prodotto scalare. Utilizzimle (9-11) si ha:
thn = on = o1 Nf+ 022 N3+ 033 N3+ (012 +021) N1 N +

(20)
(013 + O31) N1 N3 + (023 +032) N2 N3 = gj Nj N;
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Figura 4 - Augustin-Louis Cauchy in un dipinto drdller, circa 1840

L'ampiezzalella tensione tangenziatg puo’ calcolarsi considerando che dovra' essere:

Oﬁ+ tﬁ: t%1+t%2+tﬁs (21)
e quindi:
Ta=th +thh+ta-of (22)

La direzione della tensione tangenziale, invece, puo' calcoldeterminando i suoi coseni direttori
(n;1, N2, N:3). Poiche' ad esempio la somma delle componenti,dé di 7, in direzionex, deve essere

uguale &, dovra' essere:

OonNi+ ThNgp = tng (23)
da cui subito:
th1- onM
ng = —— (24)
Tn

Del tutto analogamente:

th2 - on N2

N (25)

Tn

tha - onnNs
Il (26)

S
o
w

Il

Tn
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Note

[Cauchy] L'enunciato originario del teorema, e Ua slimostrazione, si trovano ilR&cherches sur I'équili-
bre et le mouvement intérieur des corps solidesfloides, élastiques ou non élastiqueBulletin des
Sciences par la Societé Philomatique, pp.9-13, 1838u’' diffusamente inDe la pression ou tension dans
un corps solideEx. de Math. 2, 42-56, pubblicato nel 1827, mattecnel 1822.

Poisson ha dimostrato invece che l'esistenza dsbte delle tensioni implica che il corpo debbarssn
equilibrio sotto le forze esterne, cfiM&moire sur I'équilibre et le mouvement des colpstigue$ Mém.
Acad. Sci. Inst. France (2) 8, 357-570.

Il teorema dimostrato in questa lezione e' imgitiente accettato anche da A. Fresnel, in un ladeirdé822
("Second supplément au mémoire sur la double réfnaicin OEuvres 2, 369-442 (1868)) che pero' si basa
sulle ipotesi di elasticita' lineare, ed anche darker, in un lavoro del 1814 sulla conduzione dalore
("Théorie Analytique de la ChaléyiParis, OEuvres 1, 1822)).

Per una versione moderna dello stesso teoremaostcpnsultare M.E. Gurtin, V.J. Mizel e W.O. Willies,
"A note on Cauchy's stress theoteth Math. Anal. Appl. 22, 398-401 (1968). [Taral testo]

[Nota 2] Piu' rigorosamente, si assume che le e@nsiarino con continuita’, e quindi le componedeila
forza agente sulla faccia obliqua ABC saranno espili come {,1+ £1)dA, (tho+ £2)dA, e (hst e3)dA,
secondo i tre assi. Se poi h denota la distanzbgi@ano ABC e l'origine, sara'”:

im €1 =0;1lm €= 0;Ilim &3=0;

h-0 ! h-0 2 h-0 3 (27)

Analoga posizione dovra' essere assunta per le @mmeng cartesiane di tensione, che daranno luolgo al
forze:

(mo11 +€11) dAq, (-0 +€12) dAc 2, (-013 + £13) dAg (28)

(—op1 + €21) AAyp, (-0 +€22) dAyp, (023 + €23) dAy (29)

(-o31 + €31) AAy3, (-032 +€32) dAy3, (-033 + £33) dAys (30)
con:

lihTO gj = 0; i,j =1,2,3 (31)

Infine, le forze di massa saranno fornite dalleesgioni:

(X1 + €1) dV, (Xo+ e3) dV, (Xs+ e3) dV, (32)
con:
lihTO g; =0;i =1,2,3; (33)

[Torna al testo]

[Nota 3] Sia infatti, dalla Figura 1:

GA: F)]_; (ﬁ = ?2; (f) = ?3; (34)
sicche’, operando vettorialmente:
A—>B:F)27F)1;A—C):F)37I71;B—C):F}37F)2; (35)

Calcolando il prodotto vettoriale /B eACsi ha:
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AB « AC= (P -T1)x (Fa-T1) -
= — — = — — — — — — — — — —
roxlfFg =y xrrg-roxr1+r1xr1=roxlrg +rgxrqy+ryx»ro
Ora, €' noto che il prodotto vettoriale tra duetorétx ed y €' un vettore ortogonale sia ad x ctieyadi

modulo pari all'area del parallelogramma di latiecky, e con verso dettato dalla regola della ndesira.
Ne segue che la relazione precedente puo' scriversi

(dA) 1 = (dAqg) Vi + (dAg) Vo + (dAg) V3 (37)

dovevy, v, €vs Sono i vettori unitari (versori) ortogonali alleperfici OCB, OCA e OAB, rispettivamente.
Infine, dividendo per dA, si ha:

dAa ). (dAe) .  (dAg) _ -
dAJl dA V2+[dA]V?’ (38)

e quindi i tre coseni direttori della normale sdomiti da:

dA dAo dAs
Nnf=—No= ——N3-= 39
YYaa 7T aa T aa (39)

[Torna al testo]

Figure



