Lezione 7 - |l concetto di tensione

m [A.a. 2012 - 2013 : ultima revisione 23 ottobre 2@}

Si introduce in questa lezione un concetto basilquello di tensione in un punto P di un corpo Bppia-
mente vincolato e soggetto a determinate condizébnéarico. E' quindi opportuno premettere qualche
considerazione sul tipo di forze agenti sul corpo.

Il concetto di materia

Al di la' delle interpretazioni filosofiche, il cartto di materia sembra essere uno dei piu' elasgomenti
della fisica, e costituisce ancora oggi un affaaaia capitolo di ricerca: fino a circa trent'armi $i credeva
che protoni e neutroni fossero particelle eleménperi si e' visto che ambedue sono costituiti tipadai

cosiddetti "quark". Potrebbero i quark, a loro apkssere costuiti da particelle ancora piu' pezd@ppure
esistono ragioni teoriche che portino a far creddiraver trovato i blocchi fondamentali della nafttir
[Hawking]

Qual'e' la natura delle forze che tengono unitpdsicelle, e che sono responsabili dell'aggregezidella
materia? Quanti "tipi" di forze diverse esistona?dravitazionale, I'elettromagnetica, la nucleabale e la
nucleare forte? Oppure e' possibile unificare teana tre forze, nella cosiddetta "grand unifiedahyg? E
perche' la gravita' deve essere esclusa, e coatdeparte?

Ovviamente, questi problemi non possono preoccufiagegnere, che in qualche modo deve dispormndi
modello semplificato di realta’, e deve poter opersu un modello di materia piu’ maneggevole. Sorge
quindi la necessita' di porre qualche ipotesi sdioaloria, che conduca ad una definizione opesatiel
mezzo continuo con cui l'ingegnere deve lavorare.

E lingegnere strutturista tratta un unico problenscolare spostamenti, deformazioni e tensiorgiascun
punto di una struttura soggetta a certi carichinealata in un certo modo, qualunque cosa possadietsi,
per ora, con "deformazione" e "tensione". Inoleepossibile limitare lo studio del suddetto promdea
valori "ragionevoli" dell'intensita’ delle forzeuglle che si riscontrano in natura, e non quelke €tpossibile
generare in laboratorio.

E' anche possibile, e conveniente, suddivider@ieefin base alla loro intensita’, o meglio, inéakloro
effetto sulla struttura: diremo quindi "moderate” fbrze che producono effetti reversibili, e "irgeh le
forze che producono effetti irreversibili, limitama, nel seguito, al solo caso di forze moderate.

m | primi tentativi di formalizzazione

Tralasciando, come owvio, le teorie antiche e mediesulla natura intima delle cose, si puo' sdtip'a
affermare che il primo tentativo scientifico di fime un fondamento al comportamento della matéselga

ad Isacco Newton. Secondo Newton, esisterebbe ama fttrattiva tra gli atomi costituenti i corghe

potrebbe spiegare la natura fisica dell'elasticitala sorta di "forza interna" che opererebbétdtno dei

corpi a somiglianza di come la forza di gravitagi@pera tra i corpi. [Newton]

Molto piu' dettagliata, e scientificamente compiieihs, appare l'ipotesi del gesuita Boscovich, dfigren-
dendo il suggerimento di Newton, aveva formuldtie# che tra due molecole contigue si sviluppi fomaa
agente lungo la congiungente le due molecole, ejubsta forza potesse essere sia attraente cHsivapu
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Piu' precisamente, secondo Boscovich la materigbbar costituita da elementi materiali senza esipasi
veri e propri centri di forza, d'intensita’ forteme decrescente con la distanza. La repulsionedigtanze
minime, spiega l'impenetrabilita’ dei corpi; il paggio da repulsione ad attrazione, e viceversadiptanze
piccole spiega la coesione, il comportamento elastid una varia fenomenologia del comportamento dei
materiali; infine, l'attrazione decrescente col drago della distanza gia' sensibile converge atgé di
Newton [Benvenuto]. Anche Laplace e Poisson udlipno questo approccio, il primo in uno studio sui
fenomeni di capillarita’, il secondo per alcunewgdni sul comportamento di una lastra inflessa.

La teoria molecolare di Navier-Cauchy

Secondo questa teoria [Navier-Cauchy], diretta ggizegazione dell'approccio newtoniano, il solidastico

sarebbe formato da numerosissime partic@lle che a seguito dell'applicazione delle forze estesi

muovono, modificando la loro mutua distanza, e gam#o quindi forze reattive interne, di attraziome
repulsione reciproca. Se le particelle sono disttébin modo disordinato (materiale isotropo), el

ragionevole pensare che, in media, le forze reatiyenti su una generica particella non mutano dpén
molecole vicine si avvicinano o si allontanano.iiB&ce le particelle sono disposte secondo un eedime

(materiale anisotropo), allora la risposta all'&ggdione delle forze esterne variera' in base dillezione

della sollecitazione.

Rimandando ad una prossima lezione gli sviluppiiieiadi una simile ipotesi, si puo' fin d'ora @ssare
che essa conduce, almeno nella sua forma origjreuganclusioni contraddette dagli esperimenti,cima la
sua potenza concettuale e' tale da essere stémsasa spada tratta per lunghissimo tempo, admseda
B. De Saint Venant. Inoltre, "non bisogna creddre la teoria molecolare conduca a risultati erathe sia
impossibile dedurre da essa il numero correttoodtanti. Il punto e' che Cauchy e Poisson applicala

teoria molecolare in una forma troppo semplifichiiaando moderni concetti della struttura dei matesi

puo' ottenere il risultato corretto” [Muskhelishligiungendo alla teoria molecolare di Voigt [Caplai]

La teoria energetica di George Green

Solo un accenno si puo' dedicare ora alla teotigmlatente accettata in ambito ingegneristico, ritagicio a
future lezioni la sua dettagliata illustrazione.

Mentre la teoria molecolare si basa su ragionaménttarattere microscopico, l'approccio energetico
preferisce rivolgere l'attenzione ad una porzidnéaf di solido, basandosi su alcune ipotesi rigaati il
comportamento macroscopico del corpo in esame.

Piu' precisamente, l'ipotesi a base della teor@agatica €' che il lavoro compiuto dalle forze esteagenti
sul solido si trasformi integralmente in una sali@&nergia potenziale interna, che si ritroverahagazzi-
nata nel corpo. Il calcolo di questa energia, deitergia elastica, e' abbastanza agevole, comedsi'vin
seguito, se le forze sono applicate molto lentdepen modo che il processo di deformazione sitersoo,
oppure molto velocemente, in modo che il procesacadiabatico. Il primo tipo di processo di carieo
fondamentale in regime statico, il secondo in regdimamico.
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Figura 1 - N.l.Muskhelishvili

La nozione di forza

La nozione di forza e' da ritenersi primitiva, tetibito della meccanica, mentre da un punto davisico
possono distinguersi:

1.forze di masseesercitate dall'esterno sul corpo in esame, auesempio la gravita'

2.forze di superficie esterpesercitate sulla frontiera del corpo da altriptor

3. forze superficiali interne che si esercitano tra le varie porzioni in cui corpo puo' idealmente
suddividersi

Assegnare le forze di massa, quindi, equivale agdgmre un campo vettoria¥§P), continuo, e la loro
dimensione fisica e' di una forza per unita' duvog:

F
(X} = — (1)
L3
Le forze superficiali esterne sono definite tranditeampo vettorialgp(P), definito e continuo sulla parte di
frontieradB in cui esse agiscono. La loro dimensione fisiadi ana forza su unita' di superficie:

F
(Pl = — (2)
L2
Si noti che si sono escluse le forze concentrateyi definizione sia fisica che matematica e'gmpomp-
lessa per essere trattata in questa sede [TeodprBsaltro canto, nell'ambito delle scienze mattiche, la

nozione di forza era guardata con sospetto giavdaati anni. Scriveva infatti B. De Saint-Venaet 1866:

"E' ben probabile che le forze, questa sorta dereggoblematici, o piuttosto di aggettivi sostaati, che
non sono ne' materia ne' spirito, esseri ciectinedscienti e che bisogna tuttavia dotare dellaawvigliosa
facolta' di apprezzare le distanze e di proporzivpaintualmente la loro intensita’, siano sempuegspulse
e scartate dalle scienze matematiche"
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Assegnate le forze di masXae superficialip, la forza totaleagente su una porzione P del corpo B in esame
e' pari alla somma della forza superficiale agsntta frontieradP di P, e della forza di massa esercitata su P
dall'esterno:

t P) = [ pdas Jde (3)
P

oP
Analogamente, imomento totalen(P) su P, intorno all'origine O, e' dato da:

m(P) = Jr x pdA + erxdv (4)
oP P

dove x indica il prodotto vettoriale tra il vettore posige r ed il vettore delle forze superficigh ed il
vettore delle forze di mas$3 rispettivamente.

Nel seguito si supporra’ che il corpo B sia in 8igid in presenza delle forze esterne, ossia chbélsia:

—h

—
v9]

=
I

paa- Lde - 0 (5)

Jr x pdA+ erde =0 (6)
oB B

3
o
Il

Esempio

Si consideri il tetto in legno di Figura 2, scheixedbile con un insieme di travi principali (capepcolle-
gate tra loro dalle travi secondarie (travicelijijle quali poi poggia il tavolato e tutto il paetto del tetto,
fino alle tegole. Sulla supeficie del tetto gravepaindi il peso proprio delle tavole, di eventueelante, di
tegole, del vento, della neve, etc.. Tutto cio" pismndursi ad un singolo carico superficial@:;h’z]. A sua
volta, il carico superficiale p si tramette ai filli, e su ciascun travicello puo' consideraggiate il carico
della fascia di tetto di larghezza pari all'inteststra i travicelli stessi. In definitiva, sul traegto generico
agisce il carico per unita’ di lunghezze q = ptlidiensione fisicgFL™|.

| carichi sui travicelli si trasmetteranno a lorolta sulle travi principali. In particolare, in sieun punto in
cui una trave secondaria si appoggia sulla capsat@vra’' uno scarico concentrato, pari alla fdtzap t s,
dove s e' l'interesse tra le capriate. Se poeta#se t tra le travi secondarie e' abbastanzalpjcguesti
scarichi possono considerarsi come un carico dista di intensitap s agente sulle capriate.

Tutto cio' per quel che riguarda i carichi applicalte capriate. Esiste poi il peso proprio delEpiate
stesse, rappresentato da una forza di volume dirgiioni fisiche[FL’3].
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travicelli

Figura 2 - Uno schema di copertura in legno

L'assioma di separazione di Eulero

La definizione di tensione fu fornita da Cauchy h8R3, e si basa su ipotesi preventivamente ateatta
Eulero in alcuni studi di meccanica dei fluidi. Riwecisamente, si accetta il seguente:

Figura 3 - Leonardo Eulero

Assioma di separazione (Eulero} Si consideri un corpo B, soggetto alle forzendissaX e superficialip,
e si consideri un piano fittizil, passante per il punto P, e che partizioni il odBpn due corpB; e By.
L'assioma di Eulero consiste nell'ammettere clzole esercitata d&,su B, attraverso un intornaA di P
appartenente al piard®, sia equivalente ad un campo di forze internenitefsuAA.

Per precisare ulteriormente la natura di questopcadi forze e' possibile ridurlo preventivamente ue
forza risultanteR ed un momento risultantd, come suggerito dallo stesso Eulero. La seconésaaajpne,
che consiste nel far decrescere l'area dell'intarkdino, al limite, a ridurla a zero, conduce allefidizione
di tensione secondo Cauchy.
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Figura 4 - La pagina 42 del "De la pression ouitendans un corps solide", Exercices dé Mathémesif(1827)
di Cauchy, contenente la definizione di tensione

La definizione del solido di Cauchy

Si consideri un corpo B, soggetto alle forze di $aa¢ e superficialip, e si consideri un piano fittizifl,,
passante per il punto P e definito dalla sua n@mal che partizioni il corpo B in due corfe B;.
Accettando l'assioma di Eulero, siaRg ed M, la forza ed il momento risultante agenti sull'ate® Si

considerino ora i due rapporti:

Ri M
(7)

AN DA
e si faccia tendere l'are®A a zero. L'ipotesi di Cauchy [Cauchy] consiste ninere che sia possibile
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operare i limiti:

. Rq . M
lim—, lim— (8)
AA -0 AA AA 50 AA

che il primo dia un risultato finito, ed il secondp risultato nullo:
R Y
lim— =ty lim—=0 (9)
AAS0 AA A6A-0 AA
Alla quantita't,, funzione del punto P e della normale n, si daloine ditensione in P relativamental

pianc di normalen, ed all'insiemdt,} di tutte le possibili tensioni al variare della malen si da' il nome di
tensione nel punto PCosserat]

Componenti normali e tangenziali di tensione

n

Figura 5 - Componenti normali e tangenziali di tens

Si consideri il piano PCFB di Figura 5, di normalee siat, il relativo vettore rappresentativo della tensione
agente in P sul piano di normaie Si fissino due assi coordindted m, ortogonali tra loro e giacenti nel
piano PCFB, in modo da definire un riferimentodriegonale (R,m,n). Il vettore tensiong, puo' scomporsi
secondo questi tre assi, dando luogo alla comperigptdiretta lungo la normale al piano, ed alle due
componentt, et,y giacenti nel piano.

Data I'importanza di questa scomposizione, la comapte t,, si chiama anch&ensione normal@l piano in

P, e si denota talvolta cam, mentre le altre due tensioni si dicotemsioni tangenzialiSpesso, le due
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componentity e t,, Si compongono in un'unica componente, di intehsita +/ t§| +1t2,, , diretta come in

figura. Risulta, ovwviamente:

tn = \JtZ +t2n+ t2) = /a2 + 02 (10)

n

\/

Figura 6 - Componenti normali e tangenziali di tens: una diversa rappresentazione

nA

Figura 7 - La scomposizione della componente tazigkndi tensione
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Componenti speciali di tensione

Si consideri un punto P, appartenente al corpo &ame, si scelga un sistema di riferimento canes{O,
X1 X2 X3), € si enuclei un parallelepipedo di materia,tecel modo che P ricada nel baricentro, e chededa
del parallelepipedo siano parallele ai piani camadi Inoltre, si puo' far decrescere la lunghedealati del
parallelepipedo fino ad ipotizzare che le tensamenti sulle sue facce possano considerarsi costant

Cio' fatto, si considerino le tre facce con normadeente positiva, ossia equiverse agli assi, agroetato in
Figura 8. Su ciascuna di queste facce agira' uoreetensione, ciascuno con tre componenti lungassi
coordinati. Le nove componenti di tensione coghitficate si chiamanoomponenti speciali di tensione
giocheranno un ruolo fondamentale nel seguito.

X1
Figura 8 - Le nove componenti cartesiane di teresiwel punto P agenti sui tre piani di normale pesit

Sul piano ABCD, di normale equiversa all'aggeagiscono le tre componenti di tensiang, 12 € 013. Si
noti che il primo indice indica la normale al piago cui agisce la tensione, mentre il secondo énfidica
la componente. Analogamente, sul piano BGHD, lammmale e' equiversa all'asgg agiranno le tre
componenti di tensione,1, 022 € 023, mentre sul piano CDEH agiranno le tre compongint&énsioners;,
032 €033

Per convenzione, le componenti speciali di tevesiagenti su piani di normale equiversa agli assds
positive se equiverse agli assi, quindi come rgtofin figura. Sui tre piani di normale negativagsia
controversa agli assi, le tensioni speciali posigaranno controverse agli assi, come riportatéigara 8, e
quindi saranno uguali e contrarie a quelle appefiaite.
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Riflessioni critiche sul concetto di tensione (Beranuto)

E' evidente la natura altamente teorica della define di tensione appena fornita.

In particolare, da un punto di vista fisico, la @egzione del corpo B e' una operazione ideale hpbiton si
puo' certo sperare di operare realmente un taginza stravolgere l'originario stato di sollecitazio Di
conseguenza, sembra che non sia possibile un dorgperimentale dei valori teorici della tensione.

Da un punto di vista matematico, poi, I'operazidngassaggio al limite suscita molti dubbi, noneesio
chiarocomel'areaAA debba tendere a zero, e perche' il limite delsistere ed avere un valore finito.
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Figura 9 - Le nove componenti cartesiane di teresioel punto P agenti sui tre piani di normale negat

Tuttavia, la nozione di tensione secondo Cauchy sivelata cosi' utile, sia da un punto di vistatjgo
-sperimentale che da un punto di vista matemathe, parecchi ricercatori hanno cercato di rendpm'e
limpido il concetto. Se e' vero che la definiziatigensione e' un puro costrutto mentale, e' anehe che lo
stato di sforzo puo' essere visualizzato, nell'tnbella foto-elasticita’, e che comunque esso pasére
reso evidente tramite le deformazioni che esso ymedUlteriori giustificazioni del concetto di témse
possono ritrovarsi in ambito epistemologico, cofpentato in nota [Benvenuto]

Conclusioni

La definizione di tensionf,} in un punto P non e' operativa, perche' l'insigiajee’ infinito. Si vedra' pero’
nella prossima lezione che la conoscenza delldoteagper tre distinti valori della normate permette di
determinare immediatamente la tensione per quatias valore din.
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Note

[Hawking] "We do have some theoretical reasonsbfelieving that we have, or are very near to, a know
edge of the ultimate building blocks of nature"teghen HawkingA brief history of timeBantam Books,
pag.73 [Torna al testo]

[Newton] Il suggerimento di Newton si ritrova neltete aggiuntive alla seconda edizione dell' Ottica
(Optics or a treatise of the reflections, refractioand colour light)nel 1717, e venne ripreso da Musschen-
broeck nel 1729, con questa straordinaria definizidi forza interna: "Tale forza interna fu intréidoda
Dio in tutti i corpi, e il Creatore infinitamentdfieace volle che essi operassero in se' secondtagforza:
pertanto la sua presenza e' Legge di Natura siafiltra che vien chiamata gravita™ Questa, eilsim
citazioni, sono riportati nel fondamentale testoEdiBenvenuto, "La scienza delle Costruzioni edub
sviluppo storico", Sansoni, cui in questa lezionka sostante riferimento [Torna al testo]

[Benvenuto] La frase su riportata €' tratta &ai"principi di filosofia naturale che orientarora ricerca di
Saint-Venaritdi E. Benvenuto e A. Becchi, in "Omaggio a Giuieradini”, pag. 125-138. Da essa risulta
evidente lo sforzo di unificazione delle cause ratugia' allora in atto, e di come lo spirito rtewiano
permeasse qualsiasi disciplina scientifica. Non pdla De Saint Venant defini' Boscovich "il piwre
seguente newtoniano che ci sia e che ci possaeésseallo stesso lavoro citato sono tratte valiee drasi
nel seguito della lezione. Nella sezione Ricercé si® http:\\www.scienzadellecostruzioni.co.uk puo
reperirsi una versione digitale della memoria aitfiforna al testo]

[Navier-Cauchy] La teoria fu illustrata originarianmte da Navier in una memoria del 14 maggio 18213 d
che segna la nascita della moderna teoria deti@tas("Mémoire sur le lois de I'équilibre et diouvement
des solides élastiquesdViem. Inst. Nat.7, pp.375-393, 1827), e fu poi generalizzat&€dachy nel 1828, in
due diverse memorie. (" Sur I'équilibre et le maueat d'un systéeme de points matériels sollecitésipsa
forces d'attraction ou de répulsion mutuelleXercices de Mathématique3, pp. 188-212, Parigi, 1828, e
ancora "De la pression ou tension dans un systenpeidts matériels", ibid. pp. 213-236 [Torna atoé

[Muskhelishvili] N.I.Muskhelishvili, "Some Basic Bblems of the Mathematical Theory of Elasticity
Noordhoff 1953 [Torna al testo]

[Capecchi] Per una discussione storica sulle teméecolari, vedi D. Capecchi, G. Ruta, P. Trovaius
"From classical to Voigt's molecular models in #@y", Arch. Hist. Exact Sci. 525 - 559 (2010)diiha al
testo]

[Teodorescu] La definizione formale di forza cortcata puo' essere fornita in terminidistribuzionj e la
presenza di un tal tipo di forze complica grandamdianalisi. Il lettore interessato puo' comunaoa-
sultare il libro di W.Kecs e P.P. Teodorescu, "Aatii ale teoriei distributilor in mecanica" Edit
Academiei Republicii Socialiste Romania, Bucures#iy0, oppure l'articolo 39 di P. Villaggio, "Quative
Methods in Elasticity", Noordhoff, 1977. [Tornatakto]

[Cauchy] La definizione di tensione, ed alcune graprieta’, possono gia' leggersi nella memori@alichy,
"De la pression ou tension dans un corps st)idexercices de Mathematiques, 60-78, (1827), taiar
nella sezione Ricerca del sito http:\\www.scienfladestruzioni.co.uk [Torna al testo]

[Cosserat] L'ipotesi che il secondo rapporto sibondefinisce il cosiddett@olido di CauchyEsiste anche
una diversa formalizzazione, in cui si ammettadteaza di un valore finito anche per il secondipmato:

Ry o M
lim—=t, lim—=m (11)

dando luogo allecoppie di sforzom,. La susseguente teoria definisce il cosiddstibdo polare,o di
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Cosserat, dal nome dei fratelli Cosserat.[Torrastb]

[Benvenuto] Le seguenti considerazioni, tratte d&/.PBridgman, "La logica della fisica moderna”, 192
sono riportate nel citato libro di Benvenuto, alegine 431-433: "Una tensione e' per definiziona un
proprieta’ dei punti interni di un corpo connessstematicamente in modo semplice alle forze ageria s
superficie libera del corpo. Una tensione e' quipar sua natura, sempre al di fuori del raggid'edgle-
rienza diretta, ed e' pertanto un costrutto. Lrant&ruttura di una tensione non corrisponde améll'espe-
rienza diretta.

Dobbiamo poi chiederci se la tensione, che abbiswentato per risolvere la situazione di un corptics
posto a forze, e' un buon costrutto. In primo lyagma tensione ha lo stesso numero di gradi ditdbehe
compete al fenomeno osservabile, in quanto una gebposizioni della teoria matematica dell'elastic
asserisce che le condizioni al contorno, le quadtituiscono le variabili sperimentali, determinamavoca-
mente la tensione in un dato corpo; appare ovdaminando le equazioni, che viceversa un sisterssi-po
bile di tensioni determina univocamente la tensineka quantita’ significativa. Vi e' dunque unarpon-
denza biunivoca tra una tensione e la situaziasieafiche essa e' destinata a coprire, pertantenkone
rappresenta un buon costrutto.

Un corpo sotto tensione €' anche in uno stato alizef che puo' venir determinato dalle deformazioni
esterne, oppure lo sforzo nei punti interni puaiiveeso piu' evidente mediante quegli effetti mttiella
doppia rifrazione nei corpi trasparenti, che oragano tanto impiegati in esperimenti dimostratinfine, se
la tensione e' spinta al di la' di certi limiti, admo fenomeni nuovi quali la deformazione permémen
addirittura la rottura.

Abbiamo dunque ragione a ritenerci soddisfattirdedtro costrutto della tensione. In primo luogd, ato
di vista formale, esso rappresenta un buon costpgitche' si ha una corrispondenza univoca coti fidiai

in termini dei quali e' definito; in secondo luoghbiamo diritto di attribuirgli una realta’ fisiggerche' la
tensione e' connessa in modo unico ad altri fenorigioi, indipendenti da quelli considerati neltaa
definizione. Quest'ultimo requisito, in effetti, Idaunto di vista operativo, non rappresenta altne cna
definizione di cio' che intendiamo per realta’ ealbse non date direttamente dall'esperienza. driesiza
mostra che la tensione, oltre che soddisfare iiségformali, e' utilissima nel correlare i fenomeonde noi
siamo giustificati nel dare a questo costrutto ast@ preminente tra i nostri concetti" [Torna st

Figure



