Lezione 45 - |l principio del lavori
virtuall nell'analisi delle travi

[A.a. 2011 - 2012 : ultima revisione 22 aprile 2012]

Si specializza il principio dei lavori virtuali @hso dei sistemi monodimensionali piani, utilizzandisultati

delle teorie tecniche di Eulero-Bernoulli e di Tishenko.

A tal fine, si consideri una struttura S, costauda un assemblaggio di travi, per ciascuna delldi i

possano ritenere valide le ipotesi a base delldedtsl teorie, e si immagini che tale strutturassiggetta a
carichi di varia natura: €' ad esempio possibile@ginare che esistano carichi distribuiti q'(s) ¢egge

generica, coppie distribuite m'(s) con legge geaenin insieme diN; forze concentrat&;, un insieme di
N, coppie concentrat;.

Infine, la struttura e' vincolata al suolo con dhiciconducibili ad un insieme dil; reazioni vincolarR e di

N4 coppie reattivez,;.

Si ricorda che l'insieme di queste forze e reazitevie esserataticamente ammissibile, ossia in equilibrio
con un insieme di tensioni;, che a loro volta generano un insieme di momentiskdrzi normali N' e tagli

ij
T
Si consideri poi un insieme di spostamentj geometricamente ammissibili, agenti sulla stessa struttura S, e

siano M, N e T le c.s.i. corrispondenti a questdostli spostamenti.

Il lavoro virtuale esterno corrispondente a questo insieme di forze ed atguasieme di spostamenti si
scrive quindi:

Le :Jq' (S) uq (s) ds +Jm' (S) ¢m (S) ds +

N, N, N, N
DF Us e > e ) R ) Ty o
- -1 i-1

i=1

1)

dove si sono introdotte le seguenti notaziagis) rappresenta la componente di spostamento del punto
dell'asse in corrispondenza del carico q'(s), raisunella direzione del caricgy(s) €' la rotazione della

sezione relativa ai tratti in cui sono applicatectgpie distribuite m'(syr €' la componente dello sposta-
mento in corrispondenza del punto di applicazioekad-ma forza, misurata nella direzione di ddtteza,
¢mi €' la rotazione della sezione in corrispondenZka dena coppia concentrata. Infing, e' I'eventuale

cedimento del punto di applicazione della i-ma i@az vincolare, nella sua direzionefg e' I'eventuale
rotazione anelatica della sezione cui e' applitzatana coppia reattiva.

| primi quattro termini della (1) traducono quird@iliquota:

pi Ui ds )

o8,

mentre gli ultimi due termini traducono la:

J oj Ny fi ds (3)
5B,

Le forze di massa sono invece assenti.
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Il lavoro virtuale interno si scrivera' invece came

Li = J (033 €33 + 2 03 €23) AV (4)
B

Per esprimeré&; in termini di c.s.i., si possono utilizzare leazbni che legano le tensioni normali e tangen-
ziali allo sforzo normale, al momento flettenteaddaglio. Per lo stato tensionaﬁ:; si avra”;

Xo (5)

O33 = +

M
T

(6)

O23 =

Fl >[=

dove A = kA €' l'area efficace a taglio, mentre la distritoue di deformazioni geometricamente ammissibili
potra' scriversi come:

N Y
€33 = — + — X2 (7)
EA EI
T
2e3 = — (8)
GA

dove le due distribuzioni di c.s(M’, N, T)) ed (M,N,T) non sono in alcun modo collegate tna) Utiliz-
zando le (5-8), il lavoro virtuale interno diviene:

N N T
Li:JN'—ds+JM—ds+JT' —— ds 9)
s EA s El s GA

ed infine, il principio dei lavori virtuali si tradte nell'uguaglianza:

N N T
JN' — ds +JM — ds +JT' —— ds :Jq‘ (S) Ugq (S) ds +
s EA s El s GA s

Ny ' N, ‘ Ns ‘ N, '
[m(s) oms) ds e )R um e D ome )R oni e ) i o
S i=1 i=1 i=1 i=1

valida per qualunque distribuziorﬁM', N, T) di caratteristiche della sollecitazione interche sia in

(10)

equilibrio con le forze applicate, e per qualsidistribuzione (M,N,T) che sia derivante da spostatin
geometricamente ammissibili

Dal principio dei lavori virtuali si possono trayreecondo la falsariga di quanto fatto per il soliddimen-
sionale, il principio degli spostamenti virtualgmpcui:

. 6N . M . 5T
JN —ds+JM —ds+JT —— ds =
s EA s El s GA

Ny N,
Jq' (s) Uq (s) ds +Jrﬁ (S) 56y, (S) ds +ZF; SUR + sz, S
s s i-1

i=1

(11)

valida per la distribuzione effettiva di c.s.i. (M T'), e per una qualsiasi distribuzione di spomnti
virtuali (6u, 6¢) che si annulli in corrispondenza dei vincoli, leecgeneri le c.s.i.6M, 6N,6T). Infine, il
principio delle forze virtuali si scrive:
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JéN‘ N d Jél\/l M d JéT' ! d iéR; iél\/l (12)

— as + — as + — ads = \ Mi o+ i Eri

s EA s El s GA e IS R

ed e' valido per la distribuzione effettiva deglbstamentiu, ¢) e per una qualsiasi distribuzione di c.s.i.
(6N,6M,6T) che sia in equilibrio con forze nulle. OviamendiR; e 5M; sono deducibili a partire dalle

corrispondenti c.s.i.

Il principio dei lavori virtuali per il calcolo degli spostamenti su
struttureisostatiche

Si consideri una struttuligostatica S, e si voglia calcolare la componente di spostamei un suo punto P
secondo la retta orientataA tal fine si puo' utilizzare il p.l.v. nel segue modo:

1. si studia la struttura S soggetta ad una fétdaa, e di valore unitario, agente in P in direziondadeetta

r, e si calcolano le reazioni vincola(R}, 7,;) e le caratteristiche della sollecitazione inteMN',T"). Si

assume questa distribuzione di c.s.i. come insiatecamente ammissibile (sistema 1)

2. si studia la struttura S soggetta alle faffettive, e si calcolano le reazioni vincoldR;, 7;) e le caratter-

istiche della sollecitazione interna (M,N,T). | depondenti campi di spostamenti u(s) e rotazi(s) sono
assunti quali spostamenti geometricamente ammiisggistema 2)

3. si scrive il p.l.v. assumendo come sistemacstatente ammissibile le c.s.i. (M',N',T") e le reativinco-
lari (R| 7,), sicuramente in equilibrio in presenza della #ofitizia, e come sistema di spostamenti
geometricamente ammissibili gli spostamenti effetthe generano le c.s.i. (M,N,T). Si ha:

JN' N d JM M d JT' ! ds =1 iR} im‘ (13)
— as + — ds + —— 0s =1 Uy + i N+ i Gri
s EA s El s GA r am

i-1
doveu, €' il richiesto spostamento.

Nota 1 - Se occorre calcolare la rotazione di una sezitmetruttura andra' fittiziamente caricata da una
coppia concentrata di valore unitario, in corrisp@mza della sezione in esame

Nota 2 - In presenza di cedimenti elastici, caratterizdatuna relazione lineare tra spostamenti e reazio

SrRi = -Cii R
14
G = —Cqyi Wi (14)
il p.l.v. si scrivera':
N .\ T
JN —ds+JM —ds+JT ——ds =
s EA s El s GA
(15)

N Ny
luy + ZR (i -¢i R)+ an (Or - Coyi i)
i=1 i=1
in quanto le reazioni del primo sister(ﬁ', 7)) compiranno lavoro anche per gli spostamenti (ddl)
sistema (2).
Nota 3 - Se il campo di spostamenti geometricamente asiloilis del sistema (2) comprende anche dis-
tribuzioni A(s), u(s) ef(s) di distorsioni, il p.l.v. si scrivera':



438 Lezione 45 - Il principio dei lavori virtuali nell'analisi delle travi.nb

ds =

£N (%A) ds+£l\/| (%u) ds+£T' [%9

N; N,y
1Ur+ZR} (m -¢i R)+ an (6ri —Coi Ui )
i1

i=1

dove il segno meno e' dovuto al fatto che c.ssitp@ compiono lavoro negativo in presenza diatsbni
positive.

Nota 4 - | tre termini che compaiono a primo membro délld) rappresentano i contributi assiale, flession-
ale e tagliante del lavoro interno, rispettivame®gesso, e' possibile trascurare un termine tspeli altri:
ad esempio, nelle travi snelle si potra’ certamewnti@re di calcolare I'aliquota tagliante.

Un esempio per il calcolo di uno spostamento su struttura isostatica

Si consideri la trave di Figura 1, e si voglia cédee la rotazione della sezione in corrispondetetbappog-
gio.

AN
>
wO
O

——
4
—4

——

Figura 1 - Un esempio per il calcolo di uno sposato su una struttura isostatica

Per utilizzare il principio dei lavori virtuali, siceglie come sistema staticamente ammissibileefsés 1) la
trave caricata da una coppia fittizia in corrisppmzia dell'appoggio in D:

——
—4
e

——

Figura 2 - Il sistema 1, staticamente ammissililegui calcolare il momentd’

Si sceglie come sistema geometricamente ammissdidieema 2) il sistema reale, caricato dalla fétza
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Figura 3 - Il sistema 2, geometricamente ammissilsil cui calcolare il momento M

Il principio dei lavori virtuali fornisce, in ipos di trave omogenea a sezione costante, e limotral solo
contributo flessionale:

1 3L

— M Mdxs = 1 ¢p a7
El Jo

Occorre quindi calcolare il momenid sullo schema 1, ed il momento M sullo schema 2.

Sullo schema 1, caricato da una coppia, il momsnf@resenta come un'unica retta, con valore unitar
destra, e con un punto di nullo sulla cerniera:

Figura 4 - Il momentd®/’ sul sistema 1

Sullo schema 2, invece, il diagramma varia lineatmeda A a C, per poi proseguire con un‘altra 4ncli
nazione, annullandosi in D.

T B TR I%
| L | L | L |
t t t t

Figura 5 - Il momento M, calcolato sul sistema 2

Analiticamente, si ottiene :
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i 3
M (x3) = — — - — (18)
2 L 2
inAC, e:
. m M X3
M (X3g) = — + — — (19)
2 2 L

in C, avendo assunto due sistemi di riferimenta) odgine in A e C, rispettivamente. Analogamerse,
ottiene:

M F FL (20)
X3) = — X3 - —
(X3) 2 3 2
inAC, e :
M Lo f (21)
X3) = —L - —X
(X3) 2 2 3

Sara' quindi necessario suddividere il calcolo' detkgrale in due aliquote :

1 2L 1 A
¢>D:_J MMd1x3+—JM Mdxz =
El Jo El Jo

1 UZL 1xs 1) (F F .
— — — || = xg-— X3 + 22
El Lo [2 L 2] 2% 2 : (22)

Li1 1 xs) (F F FL2

J -+ = — (—L - — X3 d1X3}: —

ol 2 0) (2 2 3El

Nota 5 - Dedurre i diagrammi dei momenti delle Fegd e 5, assieme alla loro distribuzione analitica

Nota 6 - Confermare il risultato (22) applicandonigtodo della linea elastica, oppure il metodoodeollari
di Mohr, oppure ancora il metodo di Saviotti

II'p.l.v. per la scrittura delle equazioni di congruenza su strutture
Iper statiche
Una seconda interessante utilizzazione del priadiei lavori virtuali si ottiene nell'applicaziodel metodo

delle forze, con la relativa scrittura delle eqoakidi congruenza. Sia S una struttuneolte iperstatica, si
identifichi una opportuna struttura isostatica gglénte (S.I.E.), in modo da poter scrivere sintatiente:

S=5@. 5" xS0 (23)

dove SO e' la struttura isostatica prescelta, soggettaasichi applicati, edS? e' la struttura isostatica
soggetta ad un carico unitario in corrispondenzia glena incognita iperstatic;.

Si assuma ora come sistema staticamente ammistabierutturaS’?, e come sistema geometricamente
ammissibile la struttura reale S. Se si assumeseeplicita’, che i vincoli siano perfetti e chenrgiano
presenti distorsioni, il p.l.v. si scrive:

.\
JM(H S ds - 0 jo=1, i (24)
s El

tenendo conto del solo effetto flessionale. Ppriiicipio di sovrapposizione degli effetti saral:po
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M= MO + X3 MY+ . X M) (25)
e quindi la (24) diviene :
MO o MD oM
JM(”—dS+X1JM(J>—dS+.... +X | M) ——ds =
s El s El s El (26)
0 =1, .

Sono queste leequazioni di congruenza, che permettono il caldeltei incognite iperstatich;.

Un esempio

Si consideri la trave doppiamente incastrata diiéidh, per cuii = 2.

Y 9

YYYYYYYYYYVYYYVYYYY

Figura 6 - Una struttura S doppiamente iperstatica

Si sceglie come struttura isostatica equivalentérdae a mensola incastrata a sinistra e liberasiral
soggetta al carico q, alla forza incogntaa destra, ed alla coppia incogn¥aa destra.

Si puo' scrivere, formalmente, SS¥ + X; SP+ X, S?, nel senso che - utlizzando il principio di soyap
sizione degli effetti - tutto cio' che deve esseadcolato sul sistema isostatico equivalente pgser
calcolato sui tre scherfi®, SV edS?. Ad esempio, il diagramma del momento M sullo scheli Figura 6
puo' calcolarsicome M M@+ X; M@ + X, M@,

| valori delle due incognite iperstatiche devonsegs tali da ripristinare i vincoli in B, e quingioibire
abbassamenti e rotazioni:

uzg=0
¢s =0
Si adotti ora come sistema staticamente ammissitsistemaS? di Figura 8, e come sistema geometrica-

mente ammissibile il sistema S, o meglio, il swgiesna isostatico equivalente. Il principio dei lawartuali
si scrive:

(27)

JLMW Mdxz =0 (28)
0
Adottando invece come sistema staticamente amritésgibistemaS® di Figura 9, e come sistema geometri
camente ammissibile il sistema S, o meglio, il sigiema isostatico equivalente, il principio derda
virtuali si scrive:

me Mdxz = 0 (29)

0

Ora, per il principio di sovrapposizione degli dfifesi potra’ scrivere M MO+ X; M@ + X, M@ e
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quindi si ottengono due equazioni nelle due incegdi ed X;:

L L
JLM“) MO dxs + X; J ML ML) dxg + X J ML) M2 dxz =0
0 OL OL (30)
me MO dxs + X; J M2 ML dxs + X, J M2 M2 dxs =0
0 0 0

| Y Y Y YYYYYYYYYYVYYYY

Y Iq

ANNANNNNNN\N.
>
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Figura 7 - Il sistem&©?, isostatico e soggetto al carico uniformementaidisito

Il momentoM @, da calcolare sullo schema di Figura 7, e' disiidbcon legge parabolica, ed analiticamente
puo' scriversi:

-q |_2
M@ (x3) = 7x§+qu37 q - (31)

I momentoM @ si deve calcolare sullo schema di Figura 8, esgrimibile come legge lineare:

S<1> X =1

,%
A

i L
T

——

Figura 8 - Il sistem&®), isostatico e soggetto all'incognita iperstatigaposta unitaria

ML (X3) = Xz - L (32)
Infine, M®@ e ' da calcolare sullo schema di Figura 9, ecé'gnl 1:

g(2) Xt

Figura 9 - Il sistem&®, isostatico e soggetto all'incognita iperstatgaposta unitaria

M2Z) (x3) = 1 (33)
Le (30) si scrivono allora :
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f( L) I ziqL L d
X3 — — X5+ X3- 0 — | dxg+
A 3 5 3+0 3-Qq > 3

L
X]_J(X3—L)2CﬂX3+ Xzf(X:;—L) dxz =0
0 0

-q 5 |_2
— X5+QqLx3-q—
> 3+Q 3- 0 >

L

ossia, calcolando gli integrali:

L L
dXs3 + X]_J (X3—L) dXxs + XZJle:;:O
0 0

L3 L2 X L4
X - 2)(Zz_q_
3 2 8
L2 X, 3
- Xp+LXp = ——

con soluzione:

X L
1= QE
L2
Xo= - —
2 q12

Figure

(35)

(36)

(37)



