Lezione 42 - Le linee di influenza
degli spostaments

[A.a. 2012 - 2013 : ultimarevisione 8 Aprile 2014]

Influence line method presents the higher level of analysis of a structure, than the fixed load
approach. Good knowledge of influence lines approaches an immeasurable increase in
understanding of behaviour of structure. Analyst, who combines both approaches for analysis
of a structure in engineering practice, is capable to perform a complex analysis of its
behaviour

I.A. Karnovsky, O. Lebed - Advanced Methods of Structural Analysis, Springer 2010

In questa Lezione si introduce il concetto di lirkanfluenza, ed attraverso l'applicazione dengipi di
reciprocita’ si fornisce un metodo per il loro ti@nento analitico, utilizzando la ben nota metodi
dell'equazione differenziale della linea elastica.

Gli enti duali

Dall' esame dei principi di reciprocita’ emerge urazione tra enti forza ed enti spostamento:ccias

elemento dell'insieme delle forze e' legato ad lemento dell'insieme degli spostamenti, nel serts® ¢
ciascun ente forza compie lavoro per il corrisponieeente spostamento. Si ha quindi la seguentdiaatie

dualita”:

Ent e For za Ent e Spost anent o
Forza Spostamento
Coppia Rotazione
Momento flettente Distorsione di rotazione relativa
Taglio Distorsione di scorrimento
Sforzo normale Distorsione assiale

Cio' detto, €' essenziale osservare che nellaléapetcedente compaiono cinque quantita' che ikjles
applicare alla trave, ossia forze, coppie e digiarse cinque quantita' che vengono da esse genarssia
spostamenti, rotazioni e caratteristiche dellaestithizione interna. Sia C l'insieme delle forzeppie e
distorsioni ause), e sia E l'insieme degli spostamenti, rotaziooageatteristiche della sollecitazione interna
(effetti), e sianac ede i generici elementi di questi due insiemi.

Si fornisce ora la seguente :

Definizione - Si dicelinea di influenza €(x3) di un entee € E nella sezione S, provocato da un enteC
viaggiante sulla trave, il diagramma la cui ordénalia generica ascisga fornisce il valore dein S quando
C, unitaria, agisce iRs.

Ad esempio, la linea di influenza dello spostameéntana sezione S dovuto ad una forza viaggiante e’
diagramma che fornisce, nella generigalo spostamento in S quando una forza unitariscaginxs.
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Limitandosi alle travi ad asse rettilineo in regiftfesso-tagliante, si hanno quindi le seguenti jbigs’ :
Caso la - Linea di influenzg dello spostamento per forza viaggiante

Caso 1b - Linea di influenzf della rotazione per forza viaggiante

Caso 1c - Linea di influenz%” dello spostamento per coppia viaggiante

Caso 1d - Linea di influenzé” della rotazione per coppia viaggiante

Caso 2a - Linea di influenze§ del momento per forza viaggiante

Caso 2b - Linea di influenz§ del taglio per forza viaggiante

Caso 2c - Linea di ianuenza’S” del momento per coppia viaggiante

Caso 2d - Linea di influenztét del taglio per coppia viaggiante

Caso 3a - Linea di influenzgg spostamento per distorsione rotazionale viaggiante
Caso 3b - Linea di influenzas della rotazione per distorsione rotazionale viagtg
Caso 3c - Linea di ianuenzqg spostamento per distorsione di scorrimento veagei

Caso 3d - Linea di influenz¢9S della rotazione per duistorsione di scorrimentmgiante

Caso 4a - Linea di influenzaer momento per distorsione rotazionale viaggiante

Caso 4b - Linea di influenzt taglio per distorsione rotazionale viaggiante

Caso 4c - Linea di inﬂuenzxaneS del momento per distorsione di scorrimento viaggia

Caso 4d - Linea di influenz% del taglio per distorsione di scorrimento viag¢gan

| teoremi di reciprocita’ forniscono la metodologier il tracciamento dei richiesti diagrammi; irtteglio, il

teorema di Betti deve essere applicato per il pri=mo, il teorema di Colonnetti si applica nel selmoe nel
terzo caso, il teorema di Volterra e' utile neloi@d ultimo caso.

Lelineedi influenza di spostamenti (o rotazioni) per forze (o coppie)
viaggianti

Caso la- Linea di influenza § dello spostamentoin S per forza viaggiante

Si consideri una generica sezione retta S dellee tiraesame, e si voglia conoscere lo spostameantale
Uzs in S per effetto di una forza unitafia=1 agente in un‘altra sezione retta S'.

Se si applica una forza F nella sezione S e & z4ilil teorema di Betti, si puo' scrivere:

Fl Uog = FUZS' (1)
ed e' quindi possibile affermare che il richiegtostamentai, s puo’ calcolarsi applicando una forza unitaria
F=1in S, leggendo lo spostamento della sezionblé&ssegue che il diagramma degli abbassamentitdovu
alla forza unitaria applicata in S e' la lineardiienzan§ degli spostamenti in S per forza unitaria viagtgan
Il tracciamento della linea di influenza e' cosibndotto ad un problema ben noto, da potersi affne, ad
esempio, con la scrittura dell'equazione differalezidella linea elastica, o con qualsiasi altro ouet
preferito.

A titolo di esempio, si consideri la trave doppiameeincastrata di Figura 1, e si voglia la lineanfluenza
dello spostamento ad un quarto della luce perteftétuna forza viaggiante.
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Figura 1 - Trave doppiamente incastrata soggeftteza verticale viaggiante

Occorre calcolare il diagramma degli spostamenti p& trave doppiamente incastrata caricata con una
forza unitaria in L/4, e tale problema e' risollébimmediatamente a fornire la richiesta lineanfluenza:

. 9 (L-2x3) X3 L

n R X3 < —
L/a 128 El T .

(L-x3)2 (L-10x3) L

775/4 = - X3 =2 —

384 EI 4

il cui grafico si presenta come in Figura 2. Siimbie le espressioni (2) presuppongono un unidersis di
riferimento, con origine in A.
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Figura 2 - Linea di influenzaf/4 per una trave doppiamente incastrata soggettera Yerticale viaggiante

m Caso 1b - Lineadi influenza nZ’ dello spostamento in S per coppia viaggiante

Per ottenere la richiesta linea di influenza bisogalcolare il diagramma dell'ente duale all'enéggiante
(e quindi occorre calcolare il diagramma delle zatai) dovuto ad un ente unitario che sia dualéedeé in
esame (e quindi occorre caricare la struttura eanfarza unitaria). D'altro canto, considerandsttattura
caricata da una copp#& unitaria nella generica sezione S' (primo sistema)a una forza F in S (secondo
sistema), il teorema di Betti permette di scrivere:
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M ¢s = Fuzs (3)
Come esempio un po' piu' complicato del precedemteonsideri la trave a due campate di Figura 8i e
voglia la linea di influenza dello spostamento aedbzione S situata ad L/4, dovuto ad una coppig-vi
giante, ossia si voglia tracciare il diagrammaedetitazioni dovute ad una forza unitaria agenteraduarto
della luce.
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Figura 3 - Trave a due campate soggetta a copaggiante

Complicazioni analitiche a parte, la metodologiaaluzione del problema strutturale non cambiareigce
la richiesta linea di influenza come:

X3 (—9L+34X3) L
e = X3 = —
112 El 4
o _7|_2_38Lx3+44x§ L s L @
L4 224 El 4 =72
r)M ) 11L2—24Lx3+12x§ E<x L
L4 448 El 2 ~ %7
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Figura 4 - Linea d'influenzz;{’j4 per una trave a due campate soggetta a coppigiargg
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Una interessante applicazione della teoria defieelidi influenza permette il calcolo delle condizidi
carico piu' sfavorevoli, da applicare su una atrattai fini di verifica e/o progetto. Se ci si dée infatti,
dove occorre posizionare la coppia per otteneradrivmassimi e minimi dello spostamento, uno sdaar
alla linea di influenza permette di stabilire chenassimo abbassamento si avra' quando la copjEacain
una ascissa vicina alla mezzeria. Per essere paaisp basta calcolare I'ascissa di massimo satonda
campata, ossia risolvere l'equazione:

D ( 7L2-38Lxs+44x3

i -0 )
Dxs 224 E|
immediatamente risolvibile a fornire:
) 19
X3’ = — L = 0432L (6)
44

Analogamente, si osserva che I' ascissa di miniglta dinea di influenza ricade nella prima campaa,
quindi si ricava:

D X3 (-9L +34x3)
Dxs 112 El
fornendo l'ascissa in cui occorre applicare la @ppr ottenere il minimo abbassamento:

-0 (7)

(2) 9
x4? = —L =~ 0132L (8)
68

m Caso 1c- Lineadi influenza ¢5 dellarotazionein Sper forza viaggiante

In questo caso occorre caricare la trave con up@iaaunitaria nella sezione S, e calcolare il diagna
degli spostamenti da essa generata. Infatti, ceraidio la struttura caricata da una forza F uaitadlla
generica sezione S' (primo sistema), e da una aagpn S (secondo sistema), il teorema di Betti petenet
di scrivere:

FUZS' = %(bs (9)

Come semplice esempio, si voglia la linea di inflzee della rotazione in mezzeria per una trave tra@sa
sinistra ed appoggiata a destra, causata da ureVerticale viaggiante.
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Figura 5 - Trave incastrata a sinistra ed apptggialestra soggetta a forza verticale viaggiante

Per ottenerla, bisogna tracciare il diagrammaidggistamenti dovuti ad una coppia unitaria apfdica
mezzeria, giungendo a scrivere:



414 Lezione 42 - Le linee di influenza degli spostamenti.nb

. (L -3x3) X3
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L2 16 EIL :

. 213-8L2x3+9Lx3-3x3
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Figura 6 - Linea d'inﬂuenz@f/2 della rotazione in mezzeria per una trave inadstappoggiata soggetta a forza
viaggiante

m Caso 1d - Lineadiinfluenza ¢Z‘ dellarotazionein S per coppia viaggiante

In questo caso, come ormai dovrebbe essere cliacojre caricare la trave con una coppia unitagian
sezione S, e calcolare il diagramma delle rotazil@enéssa generato. Infatti, considerando la steuttaricata
da una coppia unitari@; nella generica sezione S' (primo sistema), e daaappia7zz in S (secondo
sistema), il teorema di Betti permette di scrivere:

w ¢s = M Ps (11)
Come semplice esempio, si voglia la linea di inflzee della rotazione nell'estremo di sinistra pea trave
appoggiata, causata da una coppia viaggiante.
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Figura 7 - Trave appoggiata soggetta a coppia iaa¢gy linea di influenza della rotazione a sirstr

Per ottenerla, bisogna tracciare il diagrammaededitazioni dovuto ad una coppia unitaria applicata
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nell'estremo di sinistra, giungendo a scrivere:

e 2L2-6Lx3+3x3
o 6 EIL (12)

Owviamente, perz=0si Iz(%’Z = % mentre per z = L si ha;g’z = —%
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Figura 8 - Linea d'inﬂuenz@’;’ della rotazione a sinistra per una trave appéggaggetta a coppia viaggiante
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