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In questa Lezione si introduce il concetto di disiane, e si dimostra un principio generale dipemgita’, da
cui poter far discendere facilmente i classici ésairdi Maxwell, Betti, Colonnetti e Volterra. Cie' neces-
saria premessa allo studio delle linee di influecz@saranno dedicate le prossime lezioni

Le distorsioni sulle travi

Si definiscedistorsione di un volume elementare una qualsiasi sestupldettirmazionig; di origine non

elastica, ossia non generata da alcun insiemensiiote. Nell'ambito della teoria delle travi, cilsnitera’ poi
alle cosiddettedistorsioni di Volterra, per cui il generico concio elementare di larglaexs si deforma
conservando la planeita’ delle sezioni rette. Glmmando fissa la faccia di sinistra del concio,tqmen,
l'effetto delle distorsioni si riduce ad uno spastato assolutdss del baricentro della sezione di destra, e
ad una rotazione assolulg della sezione di destra intorno ad un asse paspentl suo baricentro.

Le distorsioni distribuite

Si presuppone che esistano, e siano finiti, i limit
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| due vettorié(s) eu(s) si chiamandlistorsione distribuita di traslazione relativa, e distorsione distribuita di
rotazione relativa, rispettivamente, mentre l'insieme delle loro g@nponenti secondo gli assi si chiamano
le caratteristiche della distorsione distribuita

Le distorsioni concentrate

Si consideri la sezione generica S, situata aibaacs, e si consideri un concio elementare dhizgaAs,
centrato in S. SianBg(s) =d(s) As eDy(s) =u(s) As i vettori dello spostamento relativo da distansidra
le due facce del concio elementare.ASetende a zero, mentdee 4 vanno all'infinito, in modo che il loro
prodotto resti costante, si genera nella seziommadistorsione concentrata le cui caratteristat®o, in
base alle formule precedenti, uguali e contratie spostamento assolutsss del baricentro della sezione

retta S, ed alla rotazione assollitadella sezione stessa, intorno ad un asse pasmnitesuo baricentro:

Dg (S) = -ASg (S) (3)
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Il caso dei sistemi monodimensionali piani

Nel caso dei sistemi monodimensionali piani, sign(thun sistema di assi triortogonale, con I'dsdieetto
secondo l'asse della trave, I'ass#iretto secondo la normale, e giacente nel pialla trave, ed infine l'asse
m a completare la terna. Le tre componenti delléodi®ne distribuitad si riducono a due, annullandosi la
componente secondo l'asse Piu' in dettaglio, si avra' la componente secolakset, dettadistorsione
distribuita di trasazione assiale relativa A, e la componente secondp dettadistorsione distribuita di
scorrimento relativo 6.

Delle tre componenti della distorsione distribyitaopravvive solo la componente secondo I'agsgomune-
mente denotata.

Analogamente, le componenti della distorsione coma&gaDg si riducono alle due componenti secondo gl
assit edn, detteD, e D;, mentre I'unica componente non nulla della digboes concentrat®, sara’ quella

secondo l'ass@, e sara' indicata cdb,.

dS .
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Figura 1 - Distorsioni di traslazione assia)ali scorrimento relativé, e di rotaziong:

In Figura 1 sono riportate le distorsioni agenti soncio elementare. Si noti che le caratteristidedia
sollecitazione interna compiono lavoro negativo gféetto di distorsioni positive.

Il principio di reciprocita’
Si dimostrera’ ora il seguente :

Teorema - Si consideri una trave a vincoli lisci e bilatir costituita da materiale linearmente elastido e
isotropo, e siano valide le ipotesi a base detldddineare dell'elasticita’. La trave sia soggeit un sistema
1 di forzeF®, cedimenti anelastid® e distorsioniD®, che causa gli spostament} e le caratteristiche
della sollecitazione intern@?®, e ad un sistema 2 di forf?, cedimenti anelasticd® e distorsioniD®,
che causa gli spostament? e le caratteristiche della sollecitazione inte@¥a.

Il lavoro mutuo del primo sistema di forze, ceditnen distorsioni, dovuto agli spostament? ed alle
caratteristicheC®, e' uguale al lavoro mutuo del secondo sistermfarde, cedimenti e distorsioni, dovuto
agli spostamentiV ed alle caratteristich@®.

Dimostrazione - La dimostrazione consiste nella doppia scrittiebprincipio dei lavori virtuali, utilizzando
una volta il sistema 1 di forze ed il sistema Zplbstamenti, e la seconda volta impiegando il et di
forze ed il sistema 1 di spostamenti.

Nel primo caso il lavoro virtuale interno si scrive
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L N2 M2) T(2)
L = J N —dlS+JL|\/I(1> ——ds +XJLT(1> ——ds -
o EA 0 El 0 GA

L
me 12 gs - J MU (2 ds JLTm 52 gs
0 0 0

mentre il lavoro esterno sara' fornito da :

N M
Le = ZFi(]-) ui(z) . ZRi(l) Ai(z) B Zci Ri(l) Ri(z) (6)
i=1 i=1

i=1
e quindi il principio dei lavori virtuali si scrive

N M S5
1 2 1 2 1 2
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N(2) L M(2) L T(2)
JLN“)—dls+JM(1>—dls+XJT<1>—dls (7)
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L L
fN(1> A2 gs - J ML @) gs ,J TL 6@ gs
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Nel secondo caso, invece, si avra':

N M S
2 1 2 1 2 1
ZFi(>ui(>+ZRi()Ai()’ZCiRi()Ri():

=1 =1

N L M) L T
JLNQ)—dls+JM(2>—dls+XJT<2>—dls— (8)
0 EA 0 El 0 GA

L
JLN<2> A gs - J M2 (1) gs JLT<2> 61 gs
0 0 0

Dalla (7) e dalla (8) si ha poi :

N M
STED u® s SIRY 42 me A? gs 4
: )

i=1 i=1

L
JOLM<1> p@ ds +J0 T 6@ gs = ZFJ2> ut + (9)

M L L

ZRW A J N@ 31 gs + J M2 1) gs +JLT<2> o) ds
: 0 0 0

i=1

ossia I' assertm

Il
[N

Il principio di Betti ed il principio di Maxwell

In assenza di cedimenti e distorsioni il princigiaeciprocita’ si riduce al classico teorema dii€&mnBetti:
Corollario (Betti 1872) - Si consideri una trave a vincoli lisci e bilatkrcostituita da materiale linearmente
elastico ed isotropo, e siano valide le ipotesasehdella teoria lineare dell'elasticita’. La tralesoggetta ad

un sistema 1 di forzE'Y, che causa gli spostameunt? e ad un sistema 2 di for&?, che causa gli sposta-
mentiu®.,
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Il lavoro mutuo del primo sistema di forze dovutgli apostamenti®, e' uguale al lavoro mutuo del sec-
ondo sistema di forze, dovuto agli spostame’fiti:

N N
SR u® - SR g (10)
i=1

i=1
Se inoltre i due insiemi di forze si riducono ambedd una sola forza di intensita' unitaria, silhau'
antico teorema di reciprocita’, dovuto a Maxwell:

Corollario (Maxwell 1864) - Si consideri una trave a vincoli lisci e bilatir costituita da materiale linear-
mente elastico ed isotropo, e siano valide le gicdebase della teoria lineare dell'elasticita’.tlaave sia
soggetta ad una forza unitaria all'asci$8ache causa gli spostament? e ad una forza unitaria all'ascissa
s?, che causa gli spostamen® .

Il lavoro mutuo della prima forza, dovuto agli smueentiu®, e' uguale al lavoro mutuo della seconda
forza, dovuto agli spostamenit :

u? = u® (11)
In altri termini, il principio di Maxwell garantigcche la componente di spostamento del punto Bndec
una retta b, provocato da una forza unitaria agent® punto 1, secondo la direzione della rett@ aguale
alla componente di spostamento del punto 1, sectandetta a, provocato da una forza unitaria agaste
punto 2, secondo la retta b.

Il principio di Colonnetti

Annullando le distorsioni ed i cedimenti anelastigl primo sistema, e le forze del secondo sistesia,
giunge al secondo principio di reciprocita’, dovatGustavo Colonnetti:

Corollario (Colonnetti) - Si consideri una trave a vincoli lisci e bilatir costituita da materiale linear-
mente elastico ed isotropo, e siano valide le gicdebase della teoria lineare dell'elasticita’.tlzave sia
soggetta ad un sistema 1 di foZ®, che causa gli spostament e le caratteristiche della sollecitazione
internaC®, e ad un sistema 2 di cedimenti anelagi®i e distorsionD®, che causa gli spostamen® e

le caratteristiche della sollecitazione inte@&.

Il lavoro mutuo del primo sistema di forze, dovagli spostamentg? ed alle caratteristich@®, e' nullo

N M
Z Fi(]-) Ui(2> + Z Ri(l) Ai(z) i
i=1 i=1 ( 12)

L
JLNW A2 ds + J MY 2 gs +JLT<1> 6@ ds =0
0 0 0

Il principio di Volterra

Annullando le forze sia del pimo che del secondtesia, si giunge al terzo principio di reciprogitivuto
a Vito Volterra:

Corollario (Volterra) - Si consideri una trave a vincoli lisci e bilatigr costituita da materiale linearmente
elastico ed isotropo, e siano valide le ipotesasebdella teoria lineare dell'elasticita’. La tralesoggetta ad
un sistema 1 di cedimenti anelasti€? e distorsionD®, che causa gli spostament e le caratteristiche
della sollecitazione intern@®, e ad un sistema 2 di cedimenti anelagtiéi e distorsioniD®, che causa
gli spostamenti® e le caratteristiche della sollecitazione inteBf¥a.
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Il lavoro mutuo del primo sistema di cedimenti stdisioni, dovuto agli spostament? ed alle caratteris-
tiche C?, e' uguale al lavoro mutuo del secondo sistenaedimenti e distorsioni, dovuto agli spostamenti
u® ed alle caratteristiche®.
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