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In questa Lezione si illustra un metodo per caleola spostamento o la rotazione di un punto dituaee
rettilinea, sfruttando equazioni di equilibrio.

L'analogia di Mohr

Si consideri una generica trave di Eulero-Berno®kr essa, ' ben noto che equilibrando un cagleio
mentare nei riguardi della traslazione verticalge#ta rotazione si ottengono due relazioni diffeiah che
legano tra loro il carico verticale applicatocs), lo sforzo di taglioTo(xs) ed il momento flettent; (x3):

dT, L
E =-q (1)
dm
R (2)
dX3

Ne segue subito, derivando la (2) ed usando la (1):

dz M
2
dx3
D'altro canto, €' anche noto che la teoria di Euernoulli si basa sull'ipotesi di planeita’ dedkzioni rette,
per cui esiste una relazione lineare tra momesttefite e curvatura della sezione retta:

=-q (3)

d¢ M
dX3 - El 1,
dove ¢(x3) rappresenta la rotazione della sezione retta, eotdante di proporzionalita' e' la rigidezza

(4)

flessionale El;, ossia il prodotto tra il modulo di Young E deltexdale, ed il momento di inerzia; della

sezione retta. Infine, l'ulteriore ipotesi a basdladteoria della trave di Eulero-Bernoulli imponke la

sezione retta ruoti dello stesso angolo di cuiadaisse neutro, e quindi la rotazione puo' essgpeessa in
termini di derivata dello spostamento verticaléxs):

dU2
dxs

Inserendo la (5) nella (4) si ha poi la nota equaei

s (5)

d? uo M
- (6)
dx3 El 11
Paragonando la (6) con la (3) si nota che la furezin(xz) puo' essere riguardata come un momento fittizio
M*(x3) causato da un carico fittizio:

M
Bl
Dalla (4), poi, paragonata alla (1), si trae cheotazioni possono riguardarsi come lo sforzo diitefittizio

q- (7)
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-T* causato dallo stesso carico fittizio.

m La trave ausiliaria e le condizioni ai limiti

Si e' visto che gli spostamenti e le rotazioni passcalcolarsi come se rappresentassero una datie di
momenti flettenti e tagli dovuti ad un particolararico fittizio (7). Corrispondentemente, le comaii@ di
vincolo della trave di partenza devono essere dppamente modificate, giungendo a definire traae
ausiliaria su cui calcolare le caratteristiche.

m | vincoli di estremita’
E' noto che l'estremo A di una trave puo' essere:

1. incastrato, e per esso:

Uza=0; da=0; Ma#0; Toa#0 (8)
In questo caso, il vincolo sulla trave ausiliar@/ich’ annullare il momento fittiziv; ed il taglio fittizio T,
e quindi l'incastro si trasformera' in una sezililpera

2. appoggiatq e per esso:
Uspa=0; oo #0; Ma=0; Toa#0 (9)

In questo caso, il vincolo sulla trave ausiliar@vih' annullare il momento fittiziM x mentre il taglio fittizio
T potra’ essere diverso da zero, e quindi I'appogjgrasformera’ in un appoggio

3. dotato di bipendolq e per esso:
Upa #0; da=0; Ma#0; Toa=0 (10)

In questo caso, il vincolo sulla trave ausiliar@/dh’ annullare il taglio fittiziol ; mentre il momento fittizio
M4 potra’ essere diverso da zero, e quindi il bipemdmarra' un bipendolo

4. libero, e per esso:
Uppa#0; 0a#0; Ma=0; Toa=0 (11)

In questo caso, il vincolo sulla trave ausiliar@/ih' permettere un taglio fittizid; ed un momento fittizio
Mg diversi da zero, e quindi I'estremo libero si dowasformare in un incastro

m | vincoli esterni intermedi
Un vincolo locato all'ascissa generica= ¢ che non interrompa la continuita’ fisica dellavé&rgpuo’ essere:
1. un appoggio intermedio e per esso:
Uze =05 ¢c#0; M¢=0; AT2-#0 (12)

In questo caso, il vincolo sulla trave ausiliar@avid’ annullare il momento fittiziM; mentre il taglio fittizio

T; potra’ essere diverso da zero, e quindi 'appogigi@sformera’ in una cerniera

1. un bipendolo intermedio esternpe per esso:

Upe #0; ¢ =0, AM-#0; T, =0 (13)

In questo caso, il vincolo sulla trave ausiliar@’ annullare il taglio fittizior; mentre il momento fittizio
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M/ potra’ essere diverso da zero, e quindi il bipemdsterno si trasformera’ in un bipendolo interno

= | vincoli interni intermedi (snodi)
Un vincolo locato all'ascissa generiga= ¢ che interrompa la continuita’ fisica della trapao’ essere:

1. una cerniera,e per essa:

Uze #0; Ap. #0; Mc=0; Tor#0 (14)
In questo caso, il vincolo sulla trave ausiliar@avih’ permettere una discontinuita’ del tagliazit T;, e

quindi la cerniera si trasformera’ in un appoggio

1. un bipendolo interno,e per esso:

AUzgio; @g#o; N!Lg%tO; T2§:O (15)
In questo caso, il vincolo sulla trave ausiliar@vih' permettere una discontinuita' del momentifit M/,

e quindi il bipendolo interno diverra' un bipendekterno

La trave appoggiata

Si consideri una trave appoggiata ad ambedue fgéras di luce L, soggetta ad un carico distribujtes),
forze verticali e coppie concentrate, e si vogligadcolare le rotazioni in corrispondenza dei vingg, e
¢p. La trave ausiliaria e' ancora appoggiata aglieest sicche' le rotazioni richieste possono ideatisi
con i tagliin A e B per la trave appoggiata sotmat carico fittizio g*:

da= - Tar o¢B=-Tg (16)
e poiche' come e' noto, il taglio a sinistra e'algle contrario alla reazione dell'appoggio, meatdestra il
taglio e' uguale alla reazione, si puo' anche sogiv

¢a= R o8 =-Rg (17)
Nel seguito, si illustrano in dettaglio alcuni cduiiparticolari:

m La trave appoggiata soggetta a forza in mezzeria

Le reazioniRy edRg sono fornite da:

RA:RB:—E (18)

I momento flettente e' distribuito con legge lireasi annulla ad ambedue gli estremi, e raggiunge
massimo in corrispondenza della forza, dove vale:

L L FL
Mo = M| ] = - Re = = (19)
2 2 4
Si assoggetti allora la trave ausiliaria al cabiétriangolare di Figura, e si calcolino le reazion
1L FL FL2
Ra= Re =~ - (20)

22 4By,  16El 4
Infine, le rotazioni si deducono in base alla (17):
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Figura 1 - Trave appoggiata soggetta a forza cdretenn mezzeria

L'abbassamento in mezzeria €' ricavabile tramité7}a ossia calcolando il momento flettente suttavé
ausiliaria:

L FL®

Gpmme = Mo = Ry - Lo Pty o FL (22)
2mx = Muax = R 3 224EI113(2) 48 El 4,

B La trave appoggiata soggetta a carico uniformementeistribuito

Le reazioniRy edRg sono fornite da:

qL
Ra= R =~ (23)

Il momento flettente e' distribuito con legge paidada, si annulla ad ambedue gli estremi, e ragguan

massimo in corrispondenza della forza, dove vale:
M Ml(L Re L AL _ v (24)
7 l2) T2 24 8

Ne segue che la funzione momento e' esprimibileecom

qx
M (x3) = 73 (L - X3) (25)
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Si assoggetti allora la trave ausiliaria al capeoabolico:

C(Xe) = B g
q 3_2EI11 3

e si calcolino le reazioni, sfruttando la simmetté sistema:

YYYYYYYYYYVYYYYYYYYY I q

A B
e e
qL?
8 El
A YvYyyvy B t
e e
qL® qL®
24—EI111 124-E|11
RA Rs
" s, 3L 3L 5L
16 16 16 16

Figura 2 - Trave appoggiata soggetta a caricoilisto

1 (L - Xx3) qL3
R* = K = — J\ Xq —— dX3 = -
A- R 2B, )T T T 24El

Infine, le rotazioni si deducono in base alla (17):

qL® qL®
da=Ra= - ; ¢g=-Rg = ;
24 El 1 24 El 11

L'abbassamento in mezzeria €' ricavabile tramité7}a ossia calcolando il momento flettente suttavé
ausiliaria. Tenendo conto che il baricentro delamaparabolico e’ situato a 3/8 della semiluce asi(¢fr.

Figura 2)

2

. RBL qL® 3 (L) 5 qL*
u = = - Rf — = — -
2mex x 2 24El, 8 384 El 4

(26)

(27)

(28)

(29)
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m La trave appoggiata soggetta a coppia concentrata un estremo

Le reazioniRy edRg sono fornite da:
—7%_ /A

- Re - — (30)
L L

I momento flettente e' distribuito con legge lireasi annulla a sinistra, e raggiunge un massmumirispon
denza della coppia.

Ne segue che la funzione momento e' esprimibileecom

X3
M (X3) = %T (31)
Si assoggetti allora la trave ausiliaria al catitangolare:
M X3

El;; L
e si calcolino le reazioni, imponendo l'equilibailta traslazione ed alla rotazione. Si hanno leatyeazioni

(32)

g* (X3) =

A BR\%
.
/A
El 11
A B
g - .
7L
12 El 11
Ra Rs
h d 2 L h d L hd
3 3

Figura 3 - Trave appoggiata soggetta a coppiseeagifmo

1
Ry+ R + —
R o g 1

(33)

Ril + — L— =0;
2 Ely; 3

che possono risolversi a fornire:
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L 7L

— Ry = - 34
6 El 11 e 3El 5, (34)

Infine, le rotazioni si deducono in base alla (17):

Ra

7L 7L

_—;d):_*: ; 35
6El 1, R 3E 1, (39)

(i)A:R;&:

La trave a mensola

Si consideri ora una trave a mensola, di luce b,inoastro a sinistra e libera a destra, soggettanacarico
distribuitoq(xs), forze verticali e coppie concentrate, e si vogli@alcolare la rotaziong; e I'abbassamento
Uyg in corrispondenza deell'estremo libero. La trausil@ria €' ancora una mensola, in cui pero' gsire

libero €' a sinistra e l'incastro e' a destra,hs&tta rotazione e I'abbassamento richiesti posgtertificarsi
con il taglio ed il momento in B per la trave libdncastrata soggetta al carico fittizio g*:

o= Ta Uzp=M (36)
Nel seguito, si illustrano in dettaglio alcuni cduiiparticolari:

La trave a mensola soggetta a forza nell'estremdoero

I momento flettente e' distribuito con legge linmasi annulla nell'estremo libero, e raggiungemimimo in
corrispondenza dell'incastro, dove vale:

L
Mo = M [ ] = - FL (37)
Si assoggetti allora la trave ausiliaria al catitangolare di Figura, e si calcolino le reazioni:
Ry 1 FL L FL2 (38)
2 Ely 2Bl
M 1 FL L 2 FL3 _ (39)
2 B4 [3 S 3B,
Ne segue infine che le richieste rotazioni e spostdi sono:
FL?
¢ = - (40)
2 El 1
FL3
Uz = (41)

3El 4
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F
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El 1,
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FL2
2El 1,
I’*B
Rs
L T 2 L T
3 3

Figura 4 - Trave a mensola soggetta a forza rnedites

m La trave a mensola soggetta a carico uniformementistribuito

Le reazioniRy ed M, sono fornite da:

qL?
Ra= -qL; Ma-= 7 (42)
I momento flettente e' distribuito con legge palada, si annulla nell'estremo libero, insieme alaa
derivata, e raggiunge un minimo in corrispondereéicastro, dove vale:

L2
Mimin= -Ma= - QT (43)

Ne segue che la funzione momento e' esprimibileecom

L2
M (X3) = —qz +qu3—gx§ (44)

Si assoggetti allora la trave ausiliaria al capaoabolico:

L2 L
_ + g X3 - a x3 (45)
2 El 11 El 11 2 El 11
e si calcolino le reazioni:

g* (X3) =
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L
Rg = —Jq* (X3) dX3 =
0
f qL? gL a qL®
- - + X3 - X3 | dX3 =
0 2 El 11 El 11 2 El 11 6 El 11

Mg = fq* (X3) (L-X3) dXz =
)

47
L qL® gL a qL* 4D
—J - + X3 - X5| (L-x3) dXxz =
0 2 El 11 El 11 2 El 11 8 El 11
Infine, le rotazioni e gli spostamenti si deducambase alla (17):
b= Ry- - (48)
= -R% = ;o u = =

° 24El, 0 8 El 1
YYYYYYYYYYYYYYYYYYY I 9
A B

qL?
S M
L Y v Y
A EB
r*B
Rs
Figura 5 - Trave a mensola soggetta a carico bista
m La trave a mensola soggetta a coppia concentrata im estremo
Il momento flettente e’ distribuito con legge cogta
M (X3) = % (49)

Si assoggetti allora la trave ausiliaria al cadostante:



402

Lezione 40 - I corollari di Mohr.nb

m
q* (Xg) =
El 11
e si calcolino le reazioni, imponendo l'equilibailta traslazione ed alla rotazione
Re LM 7L L
T By % By 2

Infine, le rotazioni e gli spostamenti si deducambase alla (17):

L >

(i):—*: ;o u = = — X
B=-Rs Elws 28 =M =M

(50)

. Si ha:

(51)

(52)



