| ezione 4 - | vincoll interni

= [A.a 2011 - 2012 : ultimarevisione 6 ottobre 2012]

Proseguendo nello studio dei corpi rigidi, adottewed'ora in poi la seguente classificazione geaotr
necessariamente alquanto vaga: chiamergav@, 0 solido monodimensionale un corpo rigido in cui una
dimensione sia nettamente preponderante rispétt@laéde due, chiamerenmastre, o solidi bidimensionali,

i solidi caratterizzati da due dimensioni prepomaaér rispetto alla terza dimensione, chiameremanénf
solido tridimensionale un solido in cui le tre dimensioni siano paragaéinéa loro.

Il solido monodimensionale, o trave

Il modo piu' semplice di definire un solido monoeéinsionale del tipo trave e' considerare una figisaa
che si muove nello spazio conservandosi ortogoalide curva descritta dal suo baricentro G. La curva
suddetta si dirasse della trave, la figura piana suddetta si disazione retta della trave.

In generale, l'asse della trave puo' essere unaiggiacurva sghemba, ma d'ora in poi considerersaho
travi il cui asse e' contenuto in un piamaho medio della trave), cosi' definendo leravi piane. Se poi
I'asse della trave risulta essere una retta, ganieditravi piane ad asse rettilineo.

Infine, si parlera’ dproblema piano quando si studia una trave piana soggetta a ®naazioni contenute
nel piano medio, e quando la sezione retta deligete’ simmetrica rispetto allo stesso piano medio.

E' evidente che un elemento strutturale del tipeernon puo' superare certe dimensioni, e quindud
utilizzo e' limitato ai casi piu' semplici. D'altoanto, e' possibile ovviare a questo inconvenieotmettendo
tra loro piu' elementi trave, attraverso connessimwincoli interni, che impediscono alcuni tranbvimenti
relativi, e che trasmettono le corrispondenti foirzerattive. In tal modo e' possibile giungeretraitture a
geometria complessa, identificate come un insienteadi rigide connesse tra loro in un numero disardi
punti attraverso opportune connessioni.

L a cinematica dei vincoli interni

Si consideri una coppia di travi, collegate treoloel punto A, dove la sezione retta terminaleadptima
trave incontra la sezione iniziale della secondser Nel caso spaziale, esistono tre traslazidaiive e tre
rotazioni relative tra queste due sezioni. Nel gaismo, invece, i possibili movimenti relativi sducono a
due traslazioni relativAu; e Au, ed una singola rotazione relatie, come illustrato in Figura 1, e quindi
ne segue la seguente classificazione:

m Vincoli semplici (sconnessioni doppie)

Se le due sezioni contigue sono collegate traitoroodo che valga la seguente equazione di vincolo:

Aup = 0 (1)
allora si dice che nel punto A agisce una vinc@mglice, o - equivalentemente - una sconnessioppiao
Meccanicamente, tale vincolo puo' rappresentamsiwo pendolo ad asse orizzontale, che visualiota I
bligo delle due sezioni ad avere lo stesso spost@mmerizzontale. Del tutto analogo e' il caso i cu
Au, = 0, illustrato da un pendolo ad asse verticale.
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AP=dd-s

AUp=Up g-U2g

AUp=U1g-Ugs

Figura 1 - | tre possibili movimenti relativi in gspondenza del punto A

Uzd

Figura 2 - Il pendolo ad asse orizzontale ed ilgnematismo

Se le due sezioni contigue sono collegate traitornodo che valga la seguente equazione di vincolo:

Ap=0 (2)
allora si dice che nel punto A agisce una vinca@mglice, o0 - equivalentemente - una sconnessioppiao

Meccanicamente, tale vincolo puo' rappresentarsi wo doppio bipendolo, che visualizza I'obbligolelel
due sezioni ad avere rotazione relativa nulla.
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Ap=0

Figura 3 - Il doppio bipendolo ed il suo cinemgutis

m Vincoli doppi (sconnessioni semplici)

Se le due sezioni contigue sono collegate traitoroodo che valgano le seguenti equazioni di viocol
AUq = 0 (3)

AUy = 0 (4)
allora si dice che nel punto A agisce un vincolpmlo, o - equivalentemente - una sconnessione sempl

Meccanicamente, tale vincolo puo' rappresentarsiur@acerniera, che visualizza I'obbligo delle due sezioni

ad avere lo stesso spostamento, mentre le duepnagono ruotare indipendentemente intorno allsez
A.

Figura 4 - La cerniera ed il suo cinematismo
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Se le due sezioni contigue sono collegate traitornodo che valgano le seguenti equazioni di vioicol
AUy = 0 (5)

Ap =0 (6)
anche in questo caso si dice che nel punto A agiscgncolo doppio, 0 - equivalentemente - una Besh
sione semplice. Meccanicamente, tale vincolo pappresentarsi con utoppio pendolo, ad asse orizzon-
tale, che visualizza I'obbligo delle due sezioni ackre lo stesso spostamento orizzontale e laastess
rotazione, mentre le due travi possono avere diffieispostamenti verticali. Del tutto analogo eako del
bipendolo ad asse verticale, o di bipendolo ad iasteato.

AU1=0

A¢p=0

AU2

Uz g

Figura 5 - Il doppio pendolo ad asse orizzontald sdo cinematismo

La statica del vincoli interni

Cosi' come discusso per i vincoli esterni, anch@coli interni possono considerarsi equivalenfoeze o
coppie reattive, di valore incognito, tali da impoiil rispetto del vincolo. Cosi', il pendolo pusssere
sostituito da due forze, uguali e contrarie, ageationdo l'asse del pendolo, e tali da annullargptista-
mento relativo lungo I'asse del pendolo, mentrdopppio bipendolo e' equivalente a due coppie ugeali
contrarie, di valore tale da impedire la rotazioekativa. La cerniera e' equivalente a due forzezontali e
due forze verticali, tali da annullare lo spostatoerelativo. Il bipendolo €' invece sostituibilencdue
coppie e due forze dirette lungo I'asse del bipkndali da annullare le rotazioni relative e ghiostamenti
relativi lungo I'asse del bipendolo. Tutto cio'ngesintetizzato nelle quattro figure seguenti.



Lezione 4 - I vincoli interni.nb

28

X1 X1
> -

\R

Figura 6 - Il pendolo ad asse orizzontale ed ilagaivalente statico
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Figura 7 - Il doppio bipendolo ed il suo equivatestatico
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Figura 8 -La cerniera ed il suo equivalente statico
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As Ad

Figura 9 - Il doppio pendolo ad asse orizzontald edo equivalente statico
Figure

m Figural- Vincoli singoli

m Figura2 - Vincoli singoli

m Figura3- Vincoli singoli

m Figura4- Vincoli doppi
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m Figura5- Vincoli doppi

e=.1;,f=.1, sx=6; sy=1.8;, r =.04;

$Text Style = {FontFanmi |y -> "Ti nes", FontSize -> 14};
(» Carrello con piano di scorrimento verticale =x)
xA=0; YA=0; xB=2; yB=1.25;

xC=2.75;, yC=1.25; xD=5; yD=2;

| AB =\ (XB-XxA)2 + (yB-yA)2 ; @5 = ArcCos[(xB-xA) /| AB];

| CD =\ (XD-xC)2+ (yD-yC)? ; ¢4 = ArcCos [ (xD-xC) /| CDJ;
Menbr ol = Li ne[{{xA, YA}, {xB, yB}}I;

Menbr o2 = Li ne[{{xC, yC}, {xD, yD}}1;

bip=.2;

Bi pendol 01 = Line[{{xB, yB-bip}, {xB, yB+bip}}l;

Bi pendol 02 = Line[{{xC, yC-bip}, {XC, yC+bip}}l;

Bi pendol o3 =Circle[{xB+r, yB-bip/2}, rJ;

Bi pendol o4 =Circle[{xB+r, yB+bip/2}, rJ;

Bi pendolo5 =Circle[{xC-r, yC-bip/2}, r1J;

Bi pendol 06 =Circle[{xC-r, yC+bip/2}, rJ;

Bi pendol 09 = Line[{{xB+2r, yB-bip/2}, {xC-2r, yB-bip/2}}1;
Bi pendol 010 = Line[{{xB+2r, yB+bip/2}, {xC-2r, yB+bip/2}}];

u2s =1; u2d = 1. 3;
uls =.5; uld =.5;
Menbroltrasl ato = Li ne[{{xA+uls, yA+u2s}, {xB+uls, yB+u2s}}];
Menbro2trasl ato = Li ne[{{xC+uld, yC+u2d}, {xD+uld, yD+u2d}}];
x1B = xB+uls; y1B=yB+u2s; x1C=xC+uld; ylC=yC+u2d;
Bi pendol ot 1 = Li ne[{{x1B, y1B-bip}, {x1B, ylB+bip}}];
Bi pendol ot 2 = Li ne[{{x1C, y1C-bip}, {x1C, y1C+bip}}]I;
Bi pendolot3 =G rcle[{x1B+r, ylB-bip/2}, r1J;
Bi pendolot4 =G rcle[{x1B+r, yl1B+bip/2}, r1;
Bi pendolot5 =G rcle[{x1C-r, yl1C-bip/2}, r];
Bi pendolot6 =G rcle[{x1C-r, yl1C+bip/2}, r1;
Bi pendol ot 9 =

Line[{{x1B+2r, yl1B-bip/2}, {x1C-2r, yl1C-bip/2}}];
Bi pendol ot 10 = Li ne[{{x1B+2r, ylB+bip/2},

{x1C-2r, y1C+bip/2}}1;

u2agg = . 5;
Menbr olt r asl at oeruot ato =

Li ne[{{xA+uls, YA+u2s +u2agg}, {xB+uls, yB+u2s}}];
Menbr o2t r asl at oeruot ato =

Li ne[{{xC+uld, yC+u2d}, {xD+uld, yD+u2d-u2agg}}l;
Angolos =Circle[{xB+uls, yB+u2s}, 1, {1.12x, 1.18 7}];
Angol od =Circl e[ {xC+uld, yC+u2d}, 1, {.04x, .1x}];
Label ¢s =

Text [Styl e["¢s", FontSize » 12], {xB+uls-.7, yB+u2s -.6}1;
Label ¢d = Text [Styl e[" ¢q=0s", FontSi ze » 127,

{xC+uld +1.4, yC+u2d +.3}];

Label As = Text [Styl e["As", Font Si ze » 12], {xB, yB-3e}];
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Label Ad = Text [Styl e[" A", Font Size » 12], {xC, yC-3e}];

al=.9;
Quotavl =Line[{{alsx, yB-e}, {alsx, yB+u2s +e}}];
Quotav2 = Line[{{alsx -f, yB}, {alsx +f, yB}}1;
Quotav3 =Line[{{alsx -f, yB+u2s}, {alsx+f, yB+u2s}}];
Punt 01 = Poi nt [{{al sx, yB}, {alsx, yB+u2s}}];
Label us =

Text [Style["u,s", FontSize - 12], {alsx-3e, yB+u2s/2}];
Quotav4 = Line[{{1lsx, yC-e}, {1lsx, yC+u2d+e}}];
Quotavb =Line[{{lsx-f, yC}, {1sx+f, yC}}1;
Quotavé = Line[{{l1sx-f, yC+u2d}, {1sx+f, yC+u2d}}1;
Punt 02 = Poi nt [{{1sX, yC}, {1sx, yC+u2d}}];
Label ud =

Text [Styl e["u,4", FontSize » 121, {1sx+3e, yC+u2d/2}];
a=1.1;
Quotav7 = Line[{{asX, yB+u2s -e}, {asx, yC+u2d+e}}];
Quotav8 = Line[{{asx -f, yB+u2s}, {asx+f, yB+u2s}}1;
Quotav9 = Line[{{asx -f, yC+u2d}, {asx+f, yC+u2d}}];
Punt 03 = Poi nt [{{asXx, yC+u2d}, {asX, yB+u2s}}];
Label aus =

Text [Styl e["Au,", Font Size » 12], {asx-3e, yB+u2s +e}];

Label Vi nc = Text [Styl e["Au,;=0", Font Si ze » 161, {1, 4}1;
Label Vincl = Text [Styl e[" A¢=0", FontSi ze » 16], {1, 3.5}1;

G aphi cs[{Label Vi nc, Label Vi ncl, Label us, Label ud, Label aus,
Label As, Label Ad, Angol os, Angol od, Label ¢s, Label ¢d,
Menbr oltrasl at o, Menbro2trasl at o, Bi pendol 01, Bi pendol 02,
Bi pendol 03, Bi pendol 04, Bi pendol 05, Bi pendol 06, Bi pendol 09,
Bi pendol 010, Bi pendol ot 1, Bi pendol ot 2, Bi pendol ot 3,
Bi pendol ot 4, Bi pendol ot 5, Bi pendol ot 6, Bi pendol ot 9,
Bi pendol ot 10, Quotavl, Quotav2, Quotav3, Quotav4, Quotavbs,
Quot av6, Quotav7, Quotav8, Quotav9, Arrowheads[.035],
Thi ckness [0. 0035], Thi ckness[0.005], Menbrol, Menbro2,
Menbr olt r asl at oer uot at o, Menbr o2t r asl at oer uot at o,
Dashi ng[{0. 01, 0.01}], Thi ckness[0.002], PointSi ze[0.01],
Punt 01, Punt o2, Punto3, GrayLevel [0.6]},

Aspect Rati o -> Automatic, Pl ot Range » Al l ];

Show[%]
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AU1=0

Ap=0

/MA

u
¢)S 2s

AU2

Uz g

Figura6 - Vincoli singoli - statica
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m Figura7 - Vincoli singoli - statica
m Figura8- Vincoli doppi - statica
[ |

Figura9 - Vincoli doppi - statica



