Lezione 39 - Le equazioni di
congruenza

[A.a. 2011 - 2012 : ultima revisione 27 agosto 2011]

Per definizione, in una trave iperstatica non a'sgmle calcolare le reazioni vincolari con solei@joni di
equilibrio.

In questa Lezione si illustra un metodo per affaomtlo studio di travi iperstatiche, affiancandde al
equazioni della statica opportune equazioni di coewgra.

Letravi isostatiche ed iper statiche

Si consideri una trave rettilinea costituita deattt, intendendo per tratto un segmento di trawe imterrotto

da vincoli interni , e per cui possano scriverse@uazioni di equilibrio. Se il numero s di reazimtognite

dei vincoli agenti sulla trave e' maggiore di 2¢, segue che esse non possono essere calcolat®leon s
considerazioni di statica.

Alcuni esempi

Ipotizzando, per semplicita’, che non esistanoipihita’ di moti rigidi (labilita’), le travi pergii =s-2t>0
si dicono travi iperstatiche, il numero i €' il dspondente grado di iperstaticita’, e per esseroedornire i
equazioni aggiuntive. Se invece s = 2t, allorardwitsi dicono isostatiche, o staticamente deteatnine le
reazioni possono calcolarsi applicando le equaziardinali della statica.
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Figura 1 - Un esempio di trave isostatica, quattezioni incognite, quattro equazioni di equilibrio

La prima trave €' incastrata a sinistra ed appéggialestra, ed inoltre la sua continuita' fisicaterrotta da
una cerniera. Pertanto per essa t = 2, e possoi@rsc quattro equazioni di equilibrio. Sostituendi
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vincoli di estremita’ le reazioni, ed esplicitaridocaratteristica tagliante in corrispondenza dedleniera, si
hanno quattro incognite reattive, e pertanto leetre isostatica.

La seconda trave e' una trave su tre appoggitaibstda un unico tratto. Le incognite reattive cda tre
reazioni degli appoggi, e quindi la trave e' undaviperstatica.

Ra Re Rs

Figura 2 - Un esempio di trave iperstatica, trei@d incognite, due equazioni di equilibrio, e dpadi iperstaticita’
pari ad uno
La terza trave €' incastrata a sinistra ed apptggiadestra, e vede la sua continuita’ fisica liotex dalla

cerniera in D. Sul primo tratto insiste un appoggsterno, sul secondo un bipendolo esterno. Parsesa’ t
=2eds =6, equindii=s-2t = 2 e la traveltésdue volte iperstatica.
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Figura 3 - Un esempio di trave doppiamente ipdcstat

La quarta trave e' appoggiata a sinistra ed irmi@ast destra, e vede la sua continuita' fisicariotta dal
bipendolo interno in B e dalla cerniera in D. Stdtto intermedio insiste un appoggio esterno.d3sa sara'
t=3eds =6, equindii=s-2t =0 e la trawilta isostatica
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Figura 4 - Un esempio di trave suddivisa in trétitraon sei incognite reattive: la trave risukastatica

L e equazioni di congruenza

Si consideri una trave incastrata ai due estresaiggetta ad una carico uniformemente distribuitmiinsi-
ta' q. Essa e' ovwiamente due volte iperstaticquiadi non e' possibile calcolare direttamentedazioni
vincolari, in quanto le due equazioni della statica
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Figura 5 - Una struttura doppiamente iperstaticare possibile scelta delle incognite iperstatiche
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Rn+ R+ qL =0

qL? (1)

%rA+ %rB+ :O

non permettono il calcolo delle quattro incognifettavia per la trave in esame e' possibile sceivprattro
equazioni di congruenza, che esprimono l'annulldisspostamenti e rotazioni in corrispondenza degli

incastri:
Va = 0
$a=0
VB = 0 (2)
¢ =0

Utilizzando due di queste quattro equazioni risalg@vole calcolare due reazioni incognite, e ricorallo
studio della trave iperstatica di partenza alldistudi una trave isostatica equivalente. Si opeti modo
seguente:

1. si scelgano due reazioni incognite, ad esengpiedzioni dell'incastro di destra, e si ponga:

Rs = Xg
Mg = X (3)

Si ottiene in tal modo latruttura isostatica equivalente di Figura 5b, ossia la mensola soggetta al cguico

alla forza incognitaX; ed alla coppia incognitX,. Il valore di queste due incognite si calcola imgiado il
rispetto delle due condizioni di congruenza:

Vg = 0
4
¢s =0 (4)
operando sulla struttura isostatica equivalente.irfatti, per il principio di sovrapposizione degffetti,
potra' scriversi, come illustrato in Figura 6.

Vg =V3+ VEX  +V3X = 0
0
¢ =dp+ DB Xi+dEXe = 0O
doveV? e ¢3 sono I'abbassamento e la rotazione all'estreneodlidi una mensola soggetta al caricoige

(5)

#% sono l'abbassamento e la rotazione all'estrenesdidi una mensola soggetta ad una forza di ingnsi
unitaria, e v3 e ¢3 sono l'abbassamento e la rotazione all'estrenewdlibli una mensola soggetta ad una
coppia di intensita' unitaria.

E' questo un sistema di due equazioni nelle duegmite X;ed X, i cui coefficienti sono ormai noti, o
possono calcolarsi applicando i corollari di Md&r ha:

L3 L2 qLé
“3E *m Tsm -
) 5 (6)
L L qL
-X1 2 — - —— =
2El El 6E
e quindi:
qL
X - Re- -
o (7)
Xo = s = EEE)

Cio' fatto, le ulteriori reazioni possono calcolarpartire dalle equazioni della statica (1)
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Figura 6 - Il principio di sovrapposizione degliegfi applicato al calcolo delle iperstatiche

ESERCIZI -
1.Si risolva ora lo stesso schema utilizzando cimmegnite iperstatiche le due coppie reate, ed 7, g,
e quindi operando su una struttura isostatica edgiive di trave appoggiata agli estremi

2. Sirisolvano gli schemi iperstatici descrittigrecedenza

L e equazioni del tre momenti

Una delle strutture di piu' frequente impiego metbito dell'ingegneria civile e' la trave continsian
appoggi, dallo studio dei solai ai piu' complesdiesni di ponti a travata su molti piloni. Essax€ volte
iperstatica, ed e' opportuno scegliere le incogipéestatiche in modo da poter semplificare al nnagde
n-2 equazioni di congruenza.

E' evidente infatti che per incognite iperstatigfarebbero legittimamente scegliersi le n-2 reazaeyli
appoggi intermedi, ed in tal modo la trave isostatquivalente sarebbe la trave appoggiata agkrest
soggetta al carico g ed a n forze verticali inctagrit' pero' altrettanto evidente che lo studitaté sistema
non e' particolarmente agevole. Se invece si inttodo n-2 cerniere intermedie, in corrispondenzii ae2
appoggi interni, si riduce la trave continua ad sede di travi appoggiate, I'una indipendente'ada, e su
di esse le equazioni di congruenza assumono urmafdpetitiva.

Si consideri allora una generica porzione di tragetinua, costituita dalle due campate immediataenen
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precedente e seguente il generico appoggio i-esiamoe illustrato in Figura 7.
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Figura 7 - Lo schema per la scrittura dell'equazidei tre momenti

L' i-esima equazione di congruenza €' intesa astipare la continuita’ delle rotazioni in corrisgtenza
dell'i-esimo appoggio, e puo' scriversi simbolicatee

o7 = of (8)
esprimendo con essa che la rotazione sullappogggmo, considerato appartenente alla campata di

sinistra, deve essere uguale alla rotazione déd#lsss appoggio considerato appartenente alla cangpat
destra. Sara' quindi, esplicitamente:

L3, Li 1 Li 1 L} L Li.1
g1 e M ‘M - MM —— (9
9o E ' 6El se O oaE 3El ' 6El
ossia:
Liix M Li 1 L}, L}
-1 +?(|—i71+ Li) +M.1 5 =Qi712|—4+ Qii (10)
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ed ancora:

L3 L3
1 + Qi L (11)
4
E' facile osservare che con questa scelta deltginite iperstatiche la singola equazione di comgaenon

contiene piu' di tre incognite, e quindi la matrite coefficienti assume un comodo aspetto tri-cliede.

MaLise+2M (Lisg+ Li) +Maa L =0ia

Le equazioni appena dedotte sono note cegquazioni dei tre momenti, o equazioni di Clapeyron (1857).

La reazioneR; sul generico appoggio e' fornita dalla somma dedkzione calcolata per la campata i-1 e
della reazione calcolata per la trave i. Si harallper la campata i-1:

L?

-R Li—l—M—1+M—Qi—1T:0 (12)
e per la campata successiva:
2
RLi-M+Ma+g — =0 (13)

e quindi la reazione complessiva sara';

M
R=-— M [
Li_1

1 1 M .1 Li_1 L
- -Qi-1 -0i — (14)

Figure



