Lezione 33- Le travi ad una
campata Il

= [A.a 2011 - 2012 : ultimarevisione 14 giugno 2012]

In questa lezione si studiano le travi ad una salapata con i piu' comuni tipi di vincolo e soggatitpiu’
comuni tipi di carico concentrato.

I ntroduzione

Si consideri una trave soggetta al carico distttbpy(z), alla forzaF. ed alla coppia#. agenti ambedue
all'estremo di sinistra, ed alla forgg ed alla coppiay agenti ambedue all'estremo di destra, come illus-
trato in Figura 1. L'energia potenziale totale uksta trave e' pari alla somma dell'energia etastice per le
travi di Eulero-Bernoulli si riduce alla sola almpa flessionale:
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e dell'energia potenziale dei carichi applicatijalg e contraria al lavoro da essi svolto:
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Figura 1 -La trave ad una campata soggetta a ¢aodcentrati agli estremi
Per il principio di stazionarieta', dovra' essere:
L . ; L
61 B = J El 13 u, 6u, dxs- J Po 6Us dx3 -
0 0 3

Fs 6Uy (0) - Fq 68Uy (L) +7%s 6uy (0) +%g6u, (L) =0
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Integrando due volte per parti il primo integradé ha l'usuale equazione differenziale della lietsstica,
con le relative condizioni ai limiti:

(-El1puy (0) +%) 6uy (0) = 0 — (M (0) + %) 6u, (0) =0 (4)
(Elzup (L) + %) 6uy (L) = 0— (M (L) + %) 6uy (L) =0 (5)
(Elizu;  (0) -Fs) 6uz (0) = 0— (T2 (0) +Fs) 6uz (0) =0 (6)
(-Elnauz (L) -Fq) 6uz (L) = 0— (T2 (L) -Fqg) 6uUz (L) =0 )

In un estremo incastrato, le due condizioni di coagza, che annullano spostamenti e rotazioniamest
inalterate, e d'altro canto I'eventuale presenZarde o coppie concentrate verrebbe bilanciatke dabzioni
vincolari.

In un estremo appoggiato, invece, la condizionealigruenza che vieta I'abbassamento resta inalterat
mentre la condizione di equilibrio non esprimeia’ fannullarsi del momento flettente, bensi'|elg4-5):

appoggio a sinistra— M(0) = -7
appoggio a destra» M;(L) = 74

Analogamente, in un bipendolo andra' modificatadadizione di equilibrio, che non vedra' piu' I'aharsi
del taglio. Dalle (6-7) si trae:

bipendolo a sinistra— T,(0) = -F;
bipendolo a destra— Ty(L) = Fq

In corrispondenza di un appoggio, una eventuateafeerticale verrebbe assorbita dalla reazionéagelbg-
gio, mentre una coppia agente in un bipendolo vessorbita dalla coppia reattiva. Infine, in urrersb
libero ambedue le condizioni di equilibrio vannodificate in base alle (4-7):

estremo libero a sinistra» M1(0) = -7; T»(0) = -F
estremo libero a destra»> M;(L) = 7%4; To(L) = Fq
In definitiva, gli unici casi significativi di forz concentrate in corrispondenza dei vincoli sono:

1.trave a mensola soggetta a forza nell'estrereodib
2.trave a mensola soggetta a coppia nell'estrémcoli
3.trave con incastro-appoggio soggetta a coppiagpbggio
4.trave con incastro-bipendolo soggetta a forzdiggndolo
5.trave appoggiata con coppia sull'appoggio

6.trave con appoggio-bipendolo e coppia sull'appmogg
7.trave con appoggio-bipendolo con forza sul bipémd

Latrave a mensola

Si abbia una trave a mensola, ossia incastrataisdrai e libera a destra, soggetta ad una forzellestremo
libero (cfr. Figura 2). In assenza di carico distiio, I'equazione differenziale sara' omogenea:

Eliyu, =0 (8)
con soluzione:

Uz (x3) = C1+ G x3+Cx3+ Cyx3 9
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Ne segue immediatamente che in questo caso, edttin tasi in cui sono assenti carichi distribuit
spostamento varia secondo un polinomio cubiconseguentemente la rotazione variera' con leggerguiad
ica, i momento sara' una funzione lineare, edglib sara' costante.

Figura 2 - La trave a mensola soggetta a forzéesgtmo libero

Le condizioni ai limiti possono trarsi dalle (4-Alternativamente, possono fissaaspriori le condizioni di
congruenza, ossia I'annullarsi dello spostamertella rotazione nellincastro, e deduarposteriori le altre
due condizioni nell'estremo libero, equilibrandocdncio elementare all'ascissg= L. Si ha, come puo'
dedursi dalla Figura 3:

F
A B
AN ¢F
M (0) M (L)
¢ T2 (0) T2 (L) ?
Ra
%rA

Figura 3 - Lo schema per la scrittura geometridke @dendizioni ai limiti

u, (0) =0

¢ (0) =0 —up (0) =0

M (L) =0 — Elpuy (L) =0

-T, (L) +F =0 — El;;u, (L)+F=0

(10)

ossia:
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C=0

G- 0

2C3+61C4= 0 (11)

6C4+ =0
) El 1y

da cui:

G- - . ¢ F 12

T 2B, Y 6EIL (12)

La linea elastica sara' quindi fornita da:

FX% L X3 (13)
Uy (X3) = — - —
2 (X3) El, |2 5
e, conseguentemente:
6 F xs3 X3 L 14
X — _
) = &L (2 ) (14)
M (X3) =F (Xxg-L) (15)
T2 (x3) = F (16)

Di interesse sono i valori degli spostamenti g@Hé&mo libero, e delle caratteristiche all'incastro:

L FL° a7

u = u =

2 max 2 (L) 3El u

b~ & (L) — - 18)
min = <>__2E|11

I\/hmin = Nh (0) = FL (19)

Il tracciamento dei diagrammi puo' convenientemgratetire dal taglio, che e' banale, e dal momela f
tente, che e' lineare, si annulla in corrispondedeéestremo nullo, ed ha pendenza pari a F. t&zioni,
che variano con legge quadratica, si annullandinegktro, e nell'estremo libero il relativo diagraa deve
avere pendenza nulla, in quanto il momento si damulquella sezione. Infine, gli abbassamentinsitdlano
nell'incastro e la pendenza deve essere nulla sefso incastro.

Spostamenti
X3

us
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Figura 4 - Il caso della mensola soggetta a fooreentrata nell'estremo libero

Si abbia ora la stessa trave a mensola, soggettmadoppiazz nell'estremo libero (cfr. Figura 5). Le
condizioni ai limiti, analogamente a quanto degter la mensola soggetta a forza concentrata, sono:

u, (0) =0
¢ (0) =0 —u, (0) =0 0
-M (L) +# =0 —Elp1uy, (L)y+%=0 (20)
To (L) =0 —wu, (L)=0
ossia:
C.=0
G=0
2C3+61C 4+ -0 (21)

l11
6C, =0
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A
j A B X3
%
X2
% L %
Figura 5 - La trave a mensola soggetta a coppl&steémo libero
da cui:
" (22)
~ 2Elq
La linea elastica sara' quindi fornita da:
(X3) "3 (23)
Uy (X3) = — X
2 (X3 2El 4 3
e, conseguentemente:
b (xs) = (24)
X3) = X
T B
M (X3) =7 (25)
T2 (x3) = 0 (26)
Di interesse sono i valori degli spostamenti gl&mo libero:
7 2
U2min = U2 (L) = *E (27)
7|
Omax = ¢ (L) = E (28)

Il tracciamento dei diagrammi non presenta difigol

A U2

Spostamenti

"o%<
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10 Rotazioni
/AR
El X3
Momenti
%I %

VM

Figura 6 - Il caso della mensola soggetta a copmi@entrata nell'estremo libero

Latrave appoggiata

Si abbia ora una trave appoggiata ad ambeduetghingis soggetta ad una copp#a agente all'estremo di
destra (cfr. Figura 7). In assenza di carico disito, I'equazione differenziale sara’ omogenea:

A /B X3

—_—
| /\(
1 m
Xz

I : I
Figura 7 - La trave appoggiata soggetta a coppi@steemo di destra
Elu, =0 (29)

con soluzione:
3

Uz (X3) = G+ Cox3+Ca x5+ Cyx3 (30)

Le condizioni ai limiti di congruenza impongonontaillarsi dell'abbassamento in ambedue gli estremi,
mentre equilibrando i conci elementardi® 0 ed inx3 = L si hanno le altre due condizioni:

u, (0) =0
M(@)=0-—u, (0) =0
u, (Ly =0 (31)

-M(L)+ % =0 —Elj;u, (L) +7 =0

ossia:
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G=0
G =0 32
C+GL+GLZ+CGL3=0 (32)
El1y (2C3+6LCy) +7# =0
da cui:
C al C i (33)
® " 6Ely,  6EI4lL
La linea elastica sara' quindi fornita da:
X3 (L-X3) (L+X3)
Uz (X3) =% (34)
6El; L
e, conseguentemente:
/A x3 (35)
¢ (X3) = - -3 —
: 6El 11 L
X3
M (x3) =7 T (36)
/A
T2 (X3) = n (37)

Le reazioni degli appoggi hanno valore assolutd aa?, la reazione di sinistra e' negativa, quindi déret

versa l'alto, mentre la reazione di destra e' pasie quindi diretta verso il basso. In tal modseeformano
una coppia di braccio L, che equilibra la coppiees. | diagrammi del taglio, del momento, detitazioni
e degli spostamenti sono riportati in Figura 3n8ii che il diagramma delle rotazioni porta a $mison

. . , . L . . e , _—
tangente orizzontale, e si annulla all'ascigsa = In tale ascissa si verifica I'abbassamento masgari

a
1 mL?
U2 max = ——— (38)
93 Elu
Di notevole interesse sono poi le rotazioni naploggi:
b = 6 (0) = - = = 6 (L (39)
min — <)_76E|11’ max — <)_3E|11
Spostamenti
X3
wL?

9+/3 El

L
X V3

-
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Figura 8 - Spostamenti, rotazioni, momenti e tpglitrave appoggiata soggetta ad una coppia sppoggio

Latraveincastrata ed appoggiata

Un ulteriore esempio di trave ad una sola campaggetta a carichi concentrati e' la trave incasteat un
estremo, appoggiata all'altro estremo, e soggettana coppia sull'appoggio (Figura 9). Ferma rekida
distribuzione cubica degli spostamenti, e quindéliguquadratica delle rotazioni, lineare dei mornent
costante dei tagli, le condizioni ai limiti di cagnza saranno ora tre, esprimenti I'annullardodsdosta-
mento in ambedue gli estremi, e della rotazion¢imedstro. La restante condizione deriva dall'Blowio
alla rotazione del concio elementare sull'appoggio:
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K [+ %
| c

Figura 9 - La trave incastrata-appoggiata soggetiappia nell'estremo di destra

Us (0) =0
¢ (0)=0—up (0) =0
40
uz (L) = (40)
-M(L)+ % =0 —Elj;u, (L) +7 =0
ossia:
G=20
G =0
C+GL+GLZ+CGLE=0 (41)
E (2C3+6LC4)+%:O
da cui:
G- - 42)
T 4By, YT 4B L
La linea elastica sara' quindi fornita da:
x3 (L -Xx3)
Uz (X3) = % ————— (43)
4El 4, L
e, conseguentemente, per derivazioni successive:
7 X3 (3x3-2L)
¢ (X3) = 44
(X3) AEI L L (44)
|\/!L w 3X3—L (45)
(X3) = ——
’ 2L
T S (46)
(Xg) = — —
2 (X3 > L

| diagrammi delle caratteristiche sono facilmemse¢tiabili: il taglio €' costante, il momento sinatla ad un
terzo della luce, assume il valavenell'appoggio (come da condizione ai limiti) eddllore7# /2 nell'incas-
tro. Le rotazioni, nulle nell'incastro, si annullaa 2/3 della luce, ed il relativo diagramma hagéare
orizzontale ad un terzo della luce, dove il momezitoullo. Infine, gli spostamenti sono nulli adkzedue gl
estremi, ed il diagramma avra' tangente orizzontat®rrispondenza dell'incastro, ed ai 2/3 dellze| dove
le rotazioni sono nulle. Si ha quindi la situaziogieFigura 10, dove sono anche riportati alcunioxial
significativi.

Le reazioni non sono calcolabili con sole considiena di equilibrio, in quanto la trave e' una ‘eolperstat-
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ica, ma possono essere dedotte dalla conoscerneadddtteristiche della sollecitazione interna:

Ra T, (O 3%'R T, (L 3%-7% M (0 ” (47)
—*2()—*Ef, B = 2()—Ef, A = - ()—?

Verificare che questi valori soddisfano le equazibrequilibrio alla traslazione verticale ed altdazione.

Spostamenti
X3
.2 g
27 El
uz
2L
& 3 &
0) Rotazioni

y/Am

4 El X3
y/Am »
12 El L

'y g &
” Momenti
2 -
X3
/A
Y M
A T, Tagli
37
2 L Xa

Figura 10 - Spostamenti, rotazioni, momenti e tpglitrave incastrata ed appoggiata, soggetta adeppia su un
appoggio
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Latrave con incastro e bipendolo

L'unico carico concentrato agli estremi che sidizabile su una trave incastrata e con bipendblmna
forza F agente in corrispondenza del bipendolouff@idl1). Tre condizioni ai limiti sono di congrzen e
devono esprimere l'annullarsi dell'abbassamentbincalstro, e della rotazione sia nell'incastro cfed
bipendolo, mentre l'ultima condizione dovra' garrartequilibrio del bipendolo alla traslazione tieale:

2 (0) =

q><o> oﬂu2 (0) =0

¢ (L) =0 — u, (L) =0

-T, (L) + F=0 —El;;u, (L)+F =0

(48)

Figura 11 - La trave con incastro a sinistra emiméo a destra, soggetta a forza sul bipendolo

Assunta l'usuale soluzione cubica dell'equazioniéa dmea elastica, le (48) si tramutano nelle tpoat

condizioni:
G=0
=0
N 2 (49)
C+2CL+3C L =0
6LC4E|11 +F =0
da cui:
S FL c F (50)
T 4By, Y 6Ely
La linea elastica sara' quindi fornita da:
x3 (3L -2X3)
Up (X3) =F ————— (51)
12 El 13
e, conseguentemente, per derivazioni successive:
F X3 (X3 - L)
¢ (X3) = ———— (52)

2El
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L
M (x3) = F (X3*EJ (53)
T2 (X3) =F (54)
Spostamenti
X3
FL3
12 El
-+ L
y uz —
& 2 &
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Figura 12 - Spostamenti, rotazioni, momenti e tpglitrave con incastro e bipendolo, soggetta adfenza sul
bipendolo

L'andamento dei diagrammi, riportati in Figura &2banale, ed il suo studio e' lasciato come eseraiosi'
come la deduzione delle reazioni vincolari.
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L atrave con appoggio e bipendolo

L'ultimo schema strutturale da studiare e' la trava appoggio e bipendolo, soggetta ad una forka su
bipendolo, oppure ad una coppia sull'appoggio (@idiB). Nel primo caso occorre fissare le due zoowi

ai limiti di congruenza, esprimenti I'annullarsillddbassamento nell'appoggio, e della rotazioneipen-
dolo, mentre le altre due condizioni dovranno espre l'equilibrio dell'appoggio alla rotazione el de
bipendolo alla traslazione verticale:

u, (0) =0

M (0) =0 — uy (0) =

b (L) =0 >y (L) =0 53)
—TZ(L)‘*F:OHEang (LY +F =0

Assunta l'usuale soluzione cubica dell'equazioniéa dmea elastica, le (55) si tramutano nelle ¢poat
condizioni:

o

| L |
T T

Figura 13 - La trave con appoggio a sinistra erpéo a destra, soggetta a forza sul bipendolo

G=20
=0
N 2 (56)
C,+2CL+3C L7 =0
6LC4E|11 +F =0
da cui:
S FL? c F 57)
T 2Bl ' 6EIy
La linea elastica sara' quindi fornita da:
X3 (3L?-x3
o gy - 2B )
6 El 11
e, conseguentemente, per derivazioni successive:
F (x3-L2
by - 5 ©
2El ;4

M (x3) =FX3 (60)
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T2 (x3) = F
Spostamenti
X3
FL3
3 El
uz
A ) Rotazioni
X3
FL2
2 El
Momenti
X3
FL
M
A T, Tagli
F
X3

(61)

Figura 14 - Spostamenti, rotazioni, momenti e tpgfitrave con appoggio e bipendolo, soggetta adama sul

bipendolo

L'andamento dei diagrammi, riportati in Figura #4panale, ed il suo studio e' lasciato come egerdia
struttura e' isostatica, e le reazioni possonootaisi direttamente dalle equazioni di equilibridld statica:

Ra+F =0
RAL +77{rB =0

Infine, se la stessa trave con appoggio e bipeneddollecitata da una coppia sull'appoggio (FidlBa si

hanno le condizioni ai limiti:

(62)
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=0 —>u, (L) =0 (63)

Figura 15 - La trave con appoggio a sinistra erlpéo a destra, soggetta a coppia sull'appoggio

Assunta l'usuale soluzione cubica dell'equazioniéa dmea elastica, le (55) si tramutano nelle tpoat
condizioni:

G=0
-2 El +7 = 0
1 G ) (64)
C+2CL+3C L =0
6C,=0
da cui:
n” c AN (65)
T 2B, Y By,
La linea elastica sara' quindi fornita da:
X3 (Xz3-2L)
Uy (X3) =% ———— 66
2 (X3 = (66)
e, conseguentemente, per derivazioni successive:
7 (L -X3)
® (X3) = — (67)
Bl
M (X3) = -7 (68)
T2 (x3) =0 (69)

In questo ultimo caso, quindi, il taglio e' ideatisente nullo, il momento e' costante, le rotazi@miano con
legge lineare annullandosi nel bipendolo, e glissamenti sono descritti da una parabola quadratmae
illustrato in Figura 16.

Us Spostamenti
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A9
Rotazioni

7L

El
X3

(/A Momenti
X3

Y M,
Figura 16 - Spostamenti, rotazioni e momenti parercon appoggio e bipendolo, soggetta ad una &oppi
sull'appoggio

Figure



