Lezione 32 - Le travi ad una
campata

[A.a. 2011 - 2012 : ultima revisione 14 giugno 20]L.2

Introduzione

In questa lezione si studiano le travi ad una satapata con i piu' comuni tipi di vincolo. La cléisszione
completa e' abbastanza agevole, e porta ad ideméfilé schemi, come riportato nella tabella seguen

incastr(— incastr¢ | incastrc—appoggic | incastrc— bipendolc | incastrc— libera
appoggio- incastro| appoggie appoggio| appoggie bipendolo| appoggie libero
bipendolo- incastro| bipendole appoggio| bipendole bipendolo| bipendole libero

libero—incastro libero- appoggio libere- bipendolo libero- libero

Tabella 1- La classificazione delle travi ad unmpata di Eulero-Bernoulli

| 6 schemi del triangolo inferiore possono ricorsil@ai corrispondenti casi del triangolo superigieche' si
puo' limitare I'esame a 10 schemi strutturali. \pniana classificazione si puo' ottenere in base fdissibili-
ta' di calcolare le reazioni vincolari con le sebpuazioni di equilibrio della statica del corpaidiy E' infatti
immediato realizzare che per le travi in esameasinb a disposizione due equazioni di equilibridped-
denti, e precisamente un'equazione di equilibrio riguardi delle possibili traslazioni verticali,edna
equazione di equilibrio nei confronti delle rotaziintorno ad un punto arbitrario (polo).

Nel caso di travi iperstatiche, non sara' possitélieolare le reazioni vincolari in base a solesiderazioni
di equilibrio, ma occorrera’ affiancare ad esseridti equazioni. Ad esempio, si potra’ risolvdrproblema
ai limiti, calcolare i momenti ed i tagli, e da iededurre le reazioni.

Nel caso di travi isostatiche, si potranno usuatmeitavare le reazioni vincolari semplicementelvisndo
le equazioni di equilibrio. Nel caso di travi labihvece, la trave non possiede abbastanza vineoklim-
inare i moti rigidi, e quindi subira’ traslazionfoerotazioni. E' evidente la limitata utilita' dingli schemi
strutturali, almeno in ingegneria strutturale.

Si controlli la classificazione seguente:

travi due volte iperstatiche: 1) incastro-incastro,

travi una volta iperstatica: 2) incastro-appog@ipincastro-bipendolo

travi isostatiche: 4) incastro-liagh) appoggio-appoggio, 6) appoggio-bipendolo
travi una volta labile: 7) bipendolo-bipehal 8) appoggio-libera, 9) bipendolo-libera,
travi due volte labili; 10) libera-libera

Come gia' detto, la trave con doppio bipendolmetemporaneamente labile ed iperstatica.
Nel seguito si esamineranno in un certo dettaglaieci schemi strutturali appena dedotti, suppooend
inizialmente che siano assenti carichi concentrati.

La trave incastrata agli estremi

Il caso di carico piu' semplice e' quello per piX3) = po = costante. In questo caso l'equazione differen-
ziale (23b) della Lezione 30 si scrive:
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Po
u, (X3) = El L (1)

e lintegrale della (1) puo' ottenersi per integyai successive:

Po
Up (X3) = G+ G Xx3+Cax3 + Cax3 + —— x§ 2)
24El 4,

YYYYYYYYYYYYYVYYYVYYYY I Po

Figura 1 - La trave doppiamente incastrata soggettan carico uniformemente distribuito

Per ottenere le quattro costanti di integrazi@eoccorre specificare le condizioni di vincolo. &iservi
comunque, in via preliminare, che poiche' il cartdlistribuito con legge costante, il taglio saecessaria-
mente una funzione lineare, il momento una funziqnedratica, la rotazione una funzione cubica, e lo
spostamento - come confermato dalla (2) - sarpblinomio del quarto ordine.

Per una trave i cui due estremi sono impediti sraubversi che di ruotare, occorrera’ che sia:

u, (0) =0 —-C =0
U, (0) =0 -G =0
L4

Up (L) =0 5 C+ GL+ GL2+C L3+ pg—— =0 ()
24 El 3
L3
Uy (L) =0 —> G, + 2C3L + 3C4L? + po -0
6 El 11
Le ultime due delle (3) possono facilmente risades fornire:
po L? Po L
C3= ———1Cg= ~— @
24 El 11 12 El 11
sicche' gli spostamenti sono forniti da:
Po X5 (L -x3)2
Uz (X3) = (5)

24 El 13
Conosciuti gli spostamenti, si possono facilmeitavare rotazioni, momenti e tagli:
Po X3

¢ (X3) = - —— (L2 -3Lxs+ 2x3
(X3) 12EI11< 3 5)



Lezione 32 - Le travi ad una campata.nb

293

Po
= - — (L2-6Lx3+6x3
M (X3) o ( X3 +6x3)
p
To (Xa) = — (L-2x3)
2
Spostamenti
1 2" X3
h g * 1 4 '
pL4 : :
384 El
\/ U,
¢
Rotazioni |
: X3
1 pL3 1 2" -
72 /3 El |
L2
Momenti p_
12
2 —>
ﬁI 1\/* X
24
Y M
AT2
pL Tagli
2 | X3
B
2

Figura 2 - Spostamenti,rotazioni, momenti e tagti pna trave doppiamente incastrata

Si noti che il taglio varia con legge lineare, per la simmetria geometrica e di carico dello scesn

annulla in mezzeria ed assume valori uguali ed sip@Egli estremi, mentre il momento varia con legge
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parabolica, assumendo valori uguali agli estrenatédgendo il suo massimo in mezzeria. Sara'":

T, (O I_'T L -
2()—p05,2()—7p05 ,
2 (7)
0) = L) = -po —
M (0) M (L) Po T
mentre in mezzeria si ha:
L L2
i 8
M(z) Po o2

| diagrammi di spostamenti, rotazioni, momenti glitaono riportati in Figura 2. Dal loro esame poEs
trarsi alcune conclusioni di carattere generale, sfesso possono aiutare sia nel tracciamento sgipato
dei grafici, sia nel controllo di eventuali erro8i noti allora:

1. la relazione che lega momenti e tagli garantdue il diagramma del taglio rappresenta la deaidsl
momento flettente. Ne segue che il taglio fornisdermazioni sulla pendenza del diagramma del mamen
sicche' - ad esempio - dove il taglio si annudllmémento avra' pendenza orizzontale, attingendminimo,
un massimo o un punto di flesso. Nella fattispedi¢aglio si annulla in mezzeria, dove il momerdgb
massimo.

2. la relazione che lega rotazioni e spostamemirgisce che il diagramma delle rotazioni rappresea
meno del segno, la derivata dell'abbassamento.

Ne segue che le rotazioni forniscono informaziouilas pendenza del diagramma dell'abbassamento, a
somiglianza di quanto detto prima per la coppididag momento flettente. Nella fattispecie, le mtmi
sono nulle in mezzeria, dove si verifica I'abbassammassimo.

3. la relazione che lega momenti flettenti e raiarzigarantisce che il diagramma del momento €' pro-
porzionale alla derivata delle rotazioni.

Ne segue che esso fornisce informazioni sulla pezaldel diagramma delle rotazioni. Se ad esempiadii
conoscere le ascisse di rotazione massima e mimiatarre calcolare le ascisse dove il momentoefiet
viene ad annullarsi. Dalla (8) si ha:

L2-6Lx3+6x3 =0 9)

e quindi i momenti si annullano iri & 2, di ascissa

1 /3
x5t = S 0.211325L
(10)
1 /3
X532 = >* 6 ~ 0.788675 L

In corrispondenza di tali ascisse le rotazioni naggono i loro valori minimi e massimi, pari a:

1 1 L3
o (Xg*) = Pmin = *—\/_po el
723
(11)
5 1 L3
6 (X) = dmax= —— po —
72+/3 H

4. la relazione che lega il momento all'abbassaonfemhisce utili indicazioni sullaurvatura del diagramma
degli abbassamenti.
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Ed infatti puo' notarsi che la curvatura cambisseégno in 1 e 2. Lo spostamento massimo €' attinto in
mezzeria, dove sono nulle le rotazioni, e vale:

L 1 L4
] (12)

U2 max = U2 (— = — Po —
2 384 El

5. Infine, €' necessario che i diagrammi soddiskncondizioni ai limiti. Nel caso in esame, adrep®, nel

diagramma delle rotazioni puo' controllarsi cheeessannullino agli estremi, mentre il diagrammalide

spostamenti dovra' annullarsi agli estremi, e dquaigtire in questi punti con tangente orizzontale.

Come si €' detto, la trave incastrata agli estrendoppiamente iperstatica, e vano sarebbe il treotdi
calcolare le quattro reazioni vincolari attravelssdue equazioni di equilibrio della statica (cigura 3)):

Ra+ Rg+ poL =0
L2 (13)
M + Mg + RAL + po?:O

Le reazioni quindi dovranno ricavarsi dalla conogeedelle c.s.i. agli estremi, come illustrato igufa 3:

L
Ry= -T2 (0) = -pg —
A 2 (0) p02
L2
Wn = -M (0) = po —
|_12 (14)
= T, (L) = -pg —
Rs 2 (L) p02
L2
e = M (L) = *pOE

Ne segue che le due reazioni verticali sono dine&ttso I'alto, che la coppia reattiva a sinistrargioraria,
mentre la coppia reattiva a destra e' oraria.

Y Y Y Y Y Y Y Y YYYYYYYYYYY Po
A B
%rA %rB
M. (0) M (L)
DTZ(()) Tz('—)(T
Ra Re
7 s

Figura 3 - Le reazioni per la trave incastrata aegfremi
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m Una digressione storica : I'errore di Weisbach

Come riportato da Karl-Eugen Kurrer ("The Historfytioe Theory of Structures”, Wiley 2009, pag.17B),
primo ad utilizzare i diagrammi del momento peustrarne la distribuzione lungo l'asse e' statdugul
Weisbach nel suo trattato enciclopedico "Lehrbueh Itigenieur- und Maschinen-Mechanik" (1845). Ad
esempio, per la trave doppiamente incastrata, $@ggd un carico uniformemente distribuito, vierpor-
tata la Figura seguente:

SR | i K

Figura 4 - Il diagramma del momento flettente paveé doppiamente incastrata, secondo Weisbach

Nella parte superiore della Figura, e' schematizfatdeformata della trave, e sono ben evidenzidtie
punti di flesso in D ed E. Nel diagramma inferi@tgiportato il dagramma del momento flettente (Easse
verticale diretto verso l'alto), con i due puntimlillo in D ed E; la correlazione tra il diagramrdel
momento flettente, e la curvatura del diagrammbodgostamento e’ quindi correttamente osservata.

Tuttavia, il diagramma del momento non €' correittoguanto nei punti D ed E il momento non cambia
curvatura, come invece implicito nel disegno di ¥eich. In realta’, la relazione tra momento e oaric
distribuito:

d> M

2
dx3

implica, in questo caso, una curvatura costantelidgramma del momento.

=-p (15)

La trave appoggiata agli estremi

Per una trave i cui due estremi sono impediti dowveusi, ma possono ruotare, occorrera' che sia:
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\AAAAAAAAAAAAAAAAAL Ipo

Figura 5 - La trave semplicemente appoggiata

u, (0) =0 —-C =20
M (0) =0 —u, (0) =0-—2C3=0

L4
Up (L) =0 > C+ G L+ GL2+Cy L3+ po =0 (16)
24 El 14
L2
M (L) =0 —u, (L) =0— 2C3+ 6C4L+ po =0
2El 1,
Le ultime due delle (16) possono facilmente risidijea fornire:
L3 L
_ Po : C4 _ Po (17)
24 El 11 12El 13
sicche' gli spostamenti sono forniti da:
Po X3
Uy (X3) = L3-2Lx3+x3 18
2 (X3 24El 1 ( 3 3) (18)

Conosciuti gli spostamenti, si possono facilmeittavare rotazioni, momenti e tagli:

Po
- - L3-6Lx3+ 4x3

¢ (X3) 24El 4 ( X3+ X3)

p
M (xs) = -éi (L~ X3) X3 (19)

p
To (Xa) = — (L-2x3)

2

Spostamenti
X3

5 pL?
384 EI

uz
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A ®
Rotazioni
X3
pL3
24 El
Momenti
X
pL2
12
YM
AT
pL Tagli
2 .
pL
2

Figura 6 - Spostamenti,rotazioni, momenti e tagti pna trave doppiamente appoggiata

Si noti che il taglio varia con la stessa leggedire della trave doppiamente incastrata, mentr@rihento
varia con legge parabolica, assumendo valori magfli estremi. Cio' basta per garantire che il diagna
delle rotazioni partira’, nei due estremi, con &aig orizzontale, come riportato in Figura 6, dseao
anche definiti alcuni valori significativi:

o ¢ (0) ! -
min = = -—Po —
24 El
L L (20)
¢max = ¢ (L) = — po —
max ( ) 24 Po El

mentre in mezzeria si hanno i valori massimi di ranthe spostamenti:
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L L2
M max = M(E) = Po )
(21)
(LJ 5 L4
U = U —_ = _— JR—
2max = Uz | 5] 7 354 PO g

Nota - Rispetto alla trave doppiamente incastritejomento in mezzeria €' triplicato, e l'abbassaime
massimo e' quintuplicato.

Le due reazioni verticali degli appoggi posson@alalrsi - stante l'isostaticita’ della strutturattraverso la
scrittura delle due equazioni di equilibrio delfatEa:

Po

YYYVYYYYY l YYYYYYYYYY

Figura 7 - Le reazioni per la trave appoggiata esfiemi

RA+ RB* poL =0
L2 (22)
RaL + po — =0
2
da cui:

L
RA:RB:—pOE (23)

Alternativamente, si puo' leggere dallo schemaiglifa 7:

Ra= -T2 (0) = -po =
(24)

- To (L) = —p —
Rs 2 (L) po2

E' interessante osservare che nel caso di struttastatiche e' spesso possibile ottenere i diagiatelle
c.s.i. senza dover risolvere il problema ai lint#d infatti, in questo caso si conoscono le reazatiraverso
le (23), da cui possono ricavarsi i tagli agli estt, e poiche' 'andamento del diagramma e’ lines® resta
che congiungere i due valori @(0) e diT,(L). Inoltre, il diagramma del momento ha andamentalpal-
ico, e quindi per il suo tracciamento basta conmsitevalore in due punti (agli estremi, dove essaullo) e
la pendenza in mezzeria (nulla, perche' nullotaglio in mezzeria).
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La trave a mensola

Si consideri ora una trave il cui estremo sinisti@ incastrato, mentre il destro sia libero, saggat solito
carico uniformemente distribuito su tutta la luéesinistra occorre quindi imporre le due condiziati
congruenza, annullando spostamenti e rotazionitrmarell'estremo libero dovranno essere soddisfatte
condizioni di equilibrio che annullano le carats¢idhe delle sollecitazione interna. Sara' allora:

YYYYYYYYYYYYYVYYVYYYY I Po

j A B X3
%
X2
| : I
Figura 8 - La trave a mensola
u, (0) =0 - C =0
U, (0) =0 -G =0
L2
M (L) =0 —u, (L) =0— 2C3+ 6C4L+ po =0 (25)
2El 11
L
T (L) =0 —>uy, (L) =0-—6Cs4+ po =0
El1g
Le ultime due delle (25) possono facilmente rismdijea fornire:
G - C . (26)
= Po 4EI11' 4= —Po 6El 1
sicche' gli spostamenti sono forniti da:
Uy (X3) Po X5 (6L2-4Lxs+x3) (27)
= - +
SR VTN $Ts
da cui, per derivazioni successive:
Po X3
¢ (X3) = - 3L%2-3Lxs+x3
(X3) = ( 3+X3)
Po (28)
M (x3) = - — (L- x3)?
T2 (X3) = po (L -X3)

| diagrammi di spostamenti, rotazioni, momentiglitaono riportati in Figura 9
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pL*
8 El

pL3
6 El

pL

Spostamenti
X3
/ U,
0]
Rotazioni
X3
Momenti

X
| M
T

Tagli
X3

Figura 9 - La trave a mensola soggetta a cariddlulisto: spostamenti, rotazioni, momenti e tagli

Partendo dal diagramma del taglio, esso e' linesirannulla in corrispondenza dell'estremo libegoafta
condizione ai limiti), ed ha pendenza parijgy. Ne segue univocamente il diagramma di Figura.
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Il diagramma del momento flettente e' parabolic@nsulla nell'estremo libero (terza condiziondiraiti), e
in questo stesso estremo presenta una tangeniomdie. Le rotazioni, invece, sono nulle nell'stea
(seconda condizione ai limiti), ed assumono il lsadore massimo nell'estremo libero, dove il diagra
presenta una tangente orizzontale, dovuta all'‘@arsuldel momento in tale punto. Infine, gli spostamti
sono nulli nell'incastro, ed il relativo diagramiparte con tangente orizzontale, fino ad arrivaremdalore
massimo all'estremo libero.

| valori significativi per le caratteristiche dellollecitazione interna si raggiungono in corrispemza
dell'incastro:

Po
min = 0) = -— L2
M M (0) > (29)
T2max:T2 (0> = pOL

mentre rotazioni e spostamenti massimi si attinguibestremo libero:

po L3
Omin = ¢ (L) = -
6 El 11
(30)
L po L*
u =Uu =
2 max 2 (L) 8 El u

Anche la trave a mensola e' isostatica, sicche@daione e la coppia reattiva dell'incastro possmicolarsi
dalle due equazioni di equilibrio della statica:

YYYVYVYYVYY i YYYYYYYVYYYY Po
A B
A
\>|Vh<0>
" | T2 00)
%rA

Figura 10 - Le reazioni per la trave a mensola

Ra + poL = OHRA: 7poL
L? L2 (31)
%rAJrRAL*pO?: 0 — %n = po?
Alternativamente, esse possono calcolarsi dalliégioi del concio elementare, e come sempre sonalug
contrarie alle corrispondenti caratteristiche detilecitazione interna.
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La trave incastrata-appoggiata

Si consideri ora una trave il cui estremo sinisti@ incastrato, mentre il destro sia appoggiatggstia al
solito carico uniformemente distribuito su tuttddee. A sinistra occorre quindi imporre le due diaioni di
congruenza, annullando spostamenti e rotazioni,tnmemell'appoggio di destra alla condizione di con-
gruenza, che annulla lo spostamento, occorre a#i@nla condizione di equilibrio, secondo cui dbessere
nullo il momento flettente. Sara' allora:

u, (0) =0 —-GC =0
U, (0) =0 -G =10
L4
Up (L) =0 5 C+ GL +GL2+C L3+ po =0 (32)
24 El 14
L2

2El

M (L) =0 —u)y (L) =0 - 2Cs+ 6CsL+ po -0

YYYYYYYYYYYYYYVYVYYYY I Po

Figura 11 - La trave incastrata-appoggiata

Le ultime due delle (32) possono facilmente risidijea fornire:

. L2 5 L
PR, T e,

sicche' gli spostamenti sono forniti da:

(33)

Po 2
Up (X3) = x5 (3L%2-5Lx3+2x3 34
2 (X3) 28E o 5 ( 3 5) (34)

da cui, per derivazioni successive:

Po
¢ (X3) = - X3 (6L%2-15L x5 +8x3
(X3) 48El o 3 3 5)

Po

M (X3) (L2-5Lxg+4x3) (35)

T2 (X3)

5L
—L-x
p0[8 3
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| diagrammi di spostamenti, rotazioni, momenti glitaono riportati in Figura 12. Il diagramma daglio €'
- come sempre finora - lineare, si annulla in apondenza dei 5/8 della luce, ed attinge i duervagiremi
sull'appoggio e nell'incastro:

5 3
T2max:T2 (0> = gpo I—;T2min :T2 (I—) =~ gpol— (36)

I momento flettente variera' con legge parabolaraullandosi sull'appoggio e ad 1/4 della luceltta esso
raggiungera' il suo valore massimo laddove il tagliannulla, ossia a 5/8 della luce, ed il su@raminimo
nellincastro:

M M (0 PoL® w21 9 oy L2 (37)
mn = M(Q) = - g 1max = [g]—EpO

Le rotazioni si annulleranno di sicuro in corrisdenza dellincastro, e sicuramente presenteranao un
tangente orizzontale sull'appoggio, dove il momaaitoullo. Inoltre raggiungeranno un altro valostremo

(di minimo) ad 1/4 della luce, in corrispondenzdi'aéro punto di nullo del momento. Infine, la satura

del diagramma, proporzionale alla derivata secodeléa funzione - ossia proporzionale al taglio - si
annullera’ ai 5/8 della luce. | valori massimi enimii sono forniti da:

e L tme= @ (L) < o ——— (39)
in = —| = - ; =¢ (L) =
m 4 768 " EI,, O™ P 48 Bl 1
L'ascissa della trave in cui le rotazioni si areuadl puo’ trovarsi risolvendo 'equazione:

X3 (6L?-15Lx3+8x3) =0 (39)
ed ottenendo quindi la soluziorg= 0, corrispondente all'incastro, e le due soluzion

1,2 L
x3* = o (15 +/33 ) (40)

La soluzione col segno positivo ricade al di fudeil'intervallo [0,L], e quindi non ha significaffisico,
mentre la soluzione col segno negativo identifica ascissal, cona ~ 0.578.

Spostamenti
X3
pL* |
)/—

El L/4

s

0.578L )
Y

uz
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®  Rotazioni

pL3
1+ X, |48 El
11 pL v i
768 EI '
pL2
8 Momenti
9 pL2 1° X
128 |
YM
AT
Tagli
_p|_ X3
ES
+ 5 + 8
—L
8

Figura 12 - La trave incastrata a sinistra ed agiabg a destra, soggetta a carico distribuito: tsposnti, rotazioni,

momenti e tagli
Per tracciare il diagramma degli abbassamenti snda seguenti dati: esso deve annullarsi aglieestre
nellincastro deve avere tangente orizzontale.td@oldeve avere tangente orizzontale in corrisporae
dell'ascissarL, e la sua curvatura deve cambiare di segno adiéil4 luce, dove si annulla il momento
flettente. L'abbassamento massimo si verificaline vale:

L4
Uzmax = U2 (aL) = ¥ Po (41)
Bl
ed il coefficientey e' valutabile come:
39 +55 /33
y = — " . 0.00541612 (42)

65 536
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YYYYYYYYYYYYYYYYYYY I Po

Figura 13 - Le reazioni per la trave incastratagpoggiata

Le tre reazioni non possono calcolarsi in base salle equazioni della statica, poiche' la travena volta
iperstatica. Ne segue che esse dovranno dedupssteriori, in base ai valori delle caratteristiche della
sollecitazione interna agli estremi:

5
Ra=-T2 (0) = ‘ngL

L2
W = -M (0) = po ry (43)

3
Re = T (L) = —_pol

La trave con incastro e bipendolo

Si consideri ora una trave il cui estremo sinigi® incastrato, mentre il destro sia libero di asbssi ma
non di ruotare (bipendolo), soggetta al solito @anuniformemente distribuito su tutta la luce. Aisira
occorre quindi imporre le due condizioni di congrze annullando spostamenti e rotazioni, mentre nel
bipendolo di destra alla condizione di congruerh®, annulla la rotazione, occorre affiancare ladcone

di equilibrio, secondo cui dovra' essere nulloftorzo di taglio. Sara' allora:

U (0) =0 —>C =0
U, (0) =0 —>5GC =0
L3
6 El 11

® (L) =0 —u, (L) =0 — G +2C3L+3C4 L%+ pg =0 (44)

To (L) =0 —-up; (L) =0— 6C4+ po =0

11
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YYYYYYYYYYYYYVYVYVYYYY I Po

Figura 14 - La trave con incastro e bipendolo

Le ultime due delle (44) possono facilmente rismdijea fornire:

C - C L (45)
4 = —Po 6EI11’ 3= Po 6El 1
sicche' gli spostamenti sono forniti da:
Po 2 2
Uo (X3) = X5 (X3 -2L 46
2 (X3) 24EI113(3 ) (46)
da cui, per derivazioni successive:
Po
¢ (X3) = - X3 (2L%2 -3 Lx3+x3
(X3) 6El 4 3 3 +X3)
47
'Vh(Xs):fF;—O<2L2—6Lx3+3x§) (47)
T2 (X3) = po (L -X3)
Spostamenti
1- X3
pL4 1
24 El

usz
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0]
Rotazioni
X3
R -
pL3 |
El
pL2
3
Momenti
pL2 - ’
6 + 1- X3
YM
AT
+ Tagli
pL
X3

Figura 15 - La trave con incastro a sinistra elmipendolo a destra, soggetta a carico distribgppostamenti,
rotazioni, momenti e tagli

| diagrammi di spostamenti, rotazioni, momenti glitaono riportati in Figura 15. Il diagramma daglio e'
- come sempre finora - lineare, si annulla in gpwndenza del bipendolo, ed avendo pendenza paup a
attinge il valore-pg L nell'incastro.

I momento flettente variera' con legge parabolggangendo sul bipendolo con tangente orizzontalalori
estremi si verificano in corrispondenza dei vincelivalgono:

po L2 Po L2
0 s Mimax =M (L) = 06 (48)

Infine, esso si annulla nel puntd di ascissd. — = 0.422 L. Le rotazioni si annulleranno di sicuro in
3

Ivhmin :Nh (0> = -
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corrispondenza dellincastro e del bipendolo, @raimente presenteranno una tangente orizzontale, in
dove i momenti sono nulli. In tale punto si avt&alore massimo, pari a:

1 L3 L3
Po = 5 Ppo
9+/3 El 11 El11
Il diagramma delle rotazioni non presenta puntindilo interni all'intervallo [0,L], e di conseguemil
diagramma degli abbassamenti non avra' punti demst Comunque, I'abbassamento sara' nullo nel$inc

tro, ed il diagramma avra' tangente orizzontalebigtndolo. Infine, la curvatura sara' nulla in l'abbassa-
mento massimo si avra' nel bipendolo, e vale:

(49)

Omin = ¢ (1*) = -

L4
° 24El,
Anche in questo le tre reazioni non possono calsbla base alle sole equazioni della statica, Ipaida
trave e' una volta iperstatica. Ne segue che esgamho dedursi posteriori, in base ai valori delle caratter-
istiche della sollecitazione interna agli estremi:

Usmax = U2 (L) = p (50)

YYYYYYYYYYYYVYYYVYYYY Po
A B
%rA %TB
M (0) M (L) P
DTz (0) (
Ra —
%rA %rB
| d . |
| |
Figura 16 - Le reazioni per la trave con incastbipendolo
Ra=-Tz2 (0) = -polL
L2
Wp = -M, (0) = pg —
A M (0) = po 3 (51)

L2
s = M (L) = DOE

La trave con appoggio e bipendolo

Concludiamo questa rassegna con il caso piu' seeppti cui la trave e' semplicemente appoggiaiaistisa,
mentre I'estremo di destra e' vincolato con unrmpé. La risultante struttura e' isostatica, due reazioni
possono calcolarsi in base alle due equazioni dtdlica:
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YYYYYYYYVYYYYYVYYVYYYY I Po

A B X3

'

2
| L

Figura 17 - La trave con appoggio e bipendolo

RA+p0L:0%RA:7p0L
L2 L2 (52)
*p0?+77{rB: 0 — s = po?

Si noti che la seconda equazione esprime I'eqialddta rotazione intorno al punto A.

Y YYYYYYYYYYYYYVYVYYYY I Po

A B
7
M(L)( N
Re i T2 (0)
l %rB\/(
Ra

Figura 18 - Le reazioni per la trave con appogdiipendolo

Il diagramma del taglio segue immediatamente, gntp se ne conosce lI'andamento (lineare) e due vialo
corrispondenza dell'appoggio, dove sarg0) = —Ra= po L, ed in corrispondenza del bipendolo, dove

T,(L) = 0. Sara’' quindi:

T2 (X3) = po (L -X3) (53)
Il diagramma del momento e' altrettanto semplioceguanto si conosce il suo valore a sini$fg0) =0 e a
2
destraM(L) = 7#g = po L? ed inoltre esso avra' tangente orizzontale imisgwondenza del bipendolo.

Assegnato un generico andamento quadratico:

M (X3) = &g + a1 X3 + az X3 (54)

le tre condizioni suddette permettono il calcoltiede costanti:

M (0) = 0 —ap=0
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L2 L2
M (L) = po ?—>ao+al|-+ az L? = po o
dMy
— (L) =0—a;+2aL =0
dX3
Ne segue:
Po X3
M (X3) = PpoL X3 - ?X§= Po X3 (L—?) (56)
Per conoscere il diagramma delle rotazioni, si ptiizzare la relazione:
M (X3)
¢ (Xz) = ——— (57)
El 1y
che integrata fornisce:
3
Po (X3 X3
b (xs) = —L- e (58)
¥ T B, |2 6 0

La costante di integraziong puo’ calcolarsi imponendo che la rotazione sidanul corrispondenza del
bipendolo:

L3 L3
¢ (L) = Po JrCOZOHCo:*po (59)
3 El 11 3 El 11
Infine, le rotazioni sono fornite da:
3
po (X3 X3 L3
b (x3) = —L-—- = (60)
Elyg | 2 6 3
Gli abbassamenti si deducono dalla relazione:
Uy (X3) = -¢ (X3) (61)
che conduce, utilizzando la (60), a:
po (X3 X3 L3x3 (62)
Uz (Xg) = - - - - + C
27 El,, | 6 24 3 °

In questo caso, la costante di integraziogesi annulla, in quanto occorre imporre che 'abbaento sia
nullo sull'appoggio, ossia iRs= 0. | diagrammi di spostamenti, rotazioni, momentiagli sono riportati in
Figura 19, dove sono anche indicati alcuni valotewmoli.

Si confermi attraverso la via usuale quanto oteutjuesta sezione.

Nota - L'approccio illustrato per la trave appoggiataoa bipendolo e' noto conmeetodo di Saviotti, o delle
quattro integrazioni, ed ha valore generale per le travi isostatiche.
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Spostamenti
X3
5Lt
24 E|
Y U
A ? -
Rotazioni
X3
pL3
3 El
Momenti
X
pL?
2
\ M
AT
+ Tagli
pL
X3

Figura 19 - La trave con appoggio a sinistra elpendolo a destra, soggetta a carico distribgpostamenti,
rotazioni, momenti e tagli



