Lezione 28 - Taglio, impostazione
generale

[A.a. 2011 - 2012 : ultima revisione 29 gennaio 2PJL

Si studia in questa lezione l'ultimo caso di sdimone elementare, caratterizzata da una dizidioe di
tensioni tangenziale ed assiale:

0 0 013
S = 0 0 023 (1)
013 023 033
ipotizzando che la tensione normale sia funziomeglie delle; sulla sezione di sinistra:
o33 (X3 =0) = CX> (2)
e che si annulli sulla sezione di destra:
033 (X3 =1 ) =0 (3)

Assumendo infine una variazione lineareodg lungo l'asse si giunge alla ipotizzata forma dédiasione
normale:

(4)

Le tensioni tangenziali, per rispettare le prime eéguazioni indefinite dell'equilibrio elastico ndavranno
dipendere dallxs:

X3
033 (sz Xg) = CX» (1— l—)

013 = 013 (X1, X2) (5)

023 = 023 (X1, X2) (6)

La deduzione degli spostamenti

Dalla distribuzione di tensioni (1) si trae lo stateformativo:

% v (1 X3) (7)
€11 = - — 033 = - —CX - —
11 E 33 E 2

% v (1 X3) (8)
€rp = — — 033 = - — CX - —
22 E 33 E 2 |

033 C X3
€33 = — = — CX 1——) 9
e o | (9)
e1,=0 (10)

013

€13 = 56 €13 (X1, X2) (11)



248

Lezione 28 - Taglio.nb

e o2 €23 (X1, X2)
23 = —— = €23 (X1, X2
2G

| corrispondenti spostamenti potranno calcolattsigrando le sei seguenti relazioni:

ouq v X3
P L
OX1 E I
Ous % X3
e Y 1)
OX2 E I

ou c X
_37 — X (1,_3)

OX3 E I
ouy dus
+ — =
OXo OX1
oup Ous 013
+ — = —
OX3 OX1 G
Ous ous 023
+—_— = —
OX3 OXo G

Dalle prime tre relazioni si trae subito:

v X3
u]_:—ECX]_XZ (1—|—)+¢‘1 <X21 X3)
Up = _chg (1—X—3)+¢2 (X1, X3)

2E I

c c 2
Uz = E)(2x3—EX2X3+ $3 (X1, X2)

La quarta relazione porge allora, utilizzando @-20):

v X3 oJol} (oJop)
- —CX1 (1— ) + + =
E OX»p OX1

e quindi:

(oJop) v ( Xs) O ¢1

e quindi la seconda componente di spostamenteeriuta;

c (x5 -x7) (17):—3

+ Y2 (X1, X3)

Dalla (18) puo' trarsi ora:

v ) v OUrp c c
CX5- — + + — X3
2 EL 2 El OX3 E 2 El

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)
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da cui si deduce:

Gv O o3
23 = (X% - X%) + G —
El OXo
e:
oY C c 2
_ = - — X3 + X3
OX3 E 2 El
da cui:
¥ A DR (X1)
= - — X3 + X + X X
27T T em 2

La seconda componente di spostamento si scrivera’' o

v , , X3) c (X} X3 -x2) X3
Up= -———C [X5-XT+ —|+— | —+V — + x2 (X1)
2 |2 7' v Els 2 |
Infine, dalla (17) si deduce:
v O¢1 Od¢3 013
— C X1 X2 + _ = —
El OX3 OX1 G
e quindi sara’:
0¢1
— =0 — ¢1 = ¢1 (X2)
OX3
vG @@3
013 = — C X1 X2 +G —
El OX1
La terna di spostamenti in esame potra’ quindii@gpsi come:
v X3
Up = - =CX1Xz (1*—) + ¢1 (X2)
E I
v x3) ¢ (x5  x3-x2) x3
Up= ——C [X3-x2+ —|+—|—+v — 4+ X2 (X1, X3)
2E v E |6 2 I
c c )
Uz = — X2 X3 - — X2 X5+ ¢3 (X1, X2)
E 2 El
Sara' ora:
ouq AUy v X3 leJoll v Cv X3 O X2
+ :——cxl(l——)+ +—CXy - — X1 — + =
OXy OX1 E I ox, E E I OX1

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)
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6U1 @U3 013 v @(b3 013
+ = — — —CX1 Xo+ — = —
X3 OX1q G El OXq G
OuUo dus 023 Cc Cc Cv
+ = —— - — X3+ X§+ (X%—X%)+
OX3 OX2 G E 2 El 2 El
dx2 C c , Od¢s o Ox2
+ — X3 - — X3 + = — S — =
OX3 E 2 El OX2 G OX3
$1 (X2)
Si puo' concludere che il campo di spostaménti | x2 (X1)
0

essere trascurato, e quindi la terna definitiveptdistamenti sara':

v X3
U1:7—CX1X2(17—)
E I
2 2 2 2
Vv 2 2 X3 C X3 X2—X1 X3
UZI——C X2—X1+— + — — + Vv —
2E v E 2 |
c c [X2X%3
Uz = — X2 X3z- — + @ (X1, X2)
E El 2

avendo definito per comodita’ una nuova funzidte, x,) = %EI @3

La deduzione della funzioneb

La terna di spostamenti (41-43) conduce, per ilonodcui €' stata costruita, alle tensioni:

ouy dus Gc o0d
013 = G + = — |V X1 X2 - ——
OX3 OX1 El OX1
du, Auj Gc x3-x? 093
023 = G _ t — = — - —
OX3 OX» El 2 OXo

033 = C X2 (17—

Le prime due equazioni dell'equilibrio elastico s@oddisfatte, in quanto le tensioni tangenziah dgpen-

dono dalla variabiles. La terza equazione:

52 us 52 us
+ . + >

52 us

ox2

si traduce in un'equazione da soddisfare nel dongigino della sezione retta:
523

n =
ox2  ox3

Sul contornd” occorrera' soddisfare I'unica condizione ai limdn identicamente nulla:

523
-2 Xy

013 N1 + O23 N2 = 0

(39)

(40)

rappresenta uno spostamento rigido, e puo'

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)
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che si traduce nello scrivere:

o
vV X1 X2 - ——
OX1

2 _y2
X% -x5 08

ny+ |v n2:0 (50)

2 OXo

ossia in una condizione sulla derivata normaleatarno della funzioné:

ok dx X3 -x? dx
— =V X1 X2 1+\/ 2 1—2 (51)
on dn 2 dn
La deduzione delle caratteristiche
Sulla base di desti®, la tensione normale si annulla, e quindi si ha:
F2 = m® =m® =0 (52)
e poi ancora, secondo le definizioni:
2) Gec ol
Fl = J o13 dA = — J vV X1 X9 - —— | dA (53)
5y El 5y OX1
G X3 -x? 08
F2(2>:Joz3d1A:—J vy 22 Tt laA (54)
b El %y 2 OX»p
'77{3(2> = J (023 X1 - 013 X2) dA =
Z2
55
Gc X3 -x3 0@ oo (55)
—J[V - — | X1 - |V X1 X2 - — Xz]dlA
Bl s, 2 OX2 OX1
ossia, semplificando:
CGc 03 03 Geov
n - _J %o o xilaa - J (x3+x1x3) dA (56)
El T, | OX1 OX2 2E PP

Sulla base di sinistra, invece, la tensione normagkume il valorerzs= cxe di conseguenza sorgono le
caratteristiche:

F?()l): —J\ 033d1A: —CJdelA:O (57)
X} Zo

se l'origine degli assi si assume coincidente tbaricentro della sezione,

7%1(1> = —J033X2 dlA: —CJX% dlA: _Clll (58)
Z1

Z1

7%2(1>—J033X1d1A:CJX1X2d1A: cli (59)
Z1

X}

Per l'equilibrio dell'intera trave, poi, dovra' ess

FJV = —F (60)
7%351) - 3(2)
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ed anche:
(1) _ p(2)
Y = -F (61)
2 - "1

Le caratteristiche della sollecitazione esternsosguindi quelle di Figura 1: sulla base di destg&s@no
due forze secondo gli assied x, ed una coppia torcente, mentre sulla base ditrsinggyiscono due forze
secondo gli assk;ed xp, uguali e contrarie a quelle agenti sulla sezidnsinistra, una coppia torcente
uguale a contraria a quella agente&sue due coppie flettenti secondo gli as®d xs.

Figura 1 - Le caratteristiche della sollecitaziesterna per il quinto caso di De Saint-Venant

Le corrispondenti caratteristiche della sollecitaz interna, sulla generica sezione rEttaono fornite da

@
1

- uno sforzo di taglid@; = F;”, costante lungo la trave

2
2

- uno sforzo di taglid@, = F,”, costante lungo la trave

- un momento torcente, = 72, costante lungo la trave
- un momento flettent®; = - T,(I — x3) linearmente variabile lungo l'asse

- un momento flettent®, = T, (I — X3) linearmente variabile lungo l'asse

Le due forze di taglio possono comporsi in unaai@dorza di intensita' T 5/ T? + T agente secondo una

rettar e le due coppie flettenti possono ridursi ad ungada coppia M flettente di modulo (T — X3) il cui
asse e' normale al piano passanterpeparallelo all'asse della trave. Si giunge @' situazione di Figura
2b). Un'ulteriore riduzione puo' operarsi facendoela forza T a distanz# dal baricentro, cod, tale che
risulti My = T d;, giungendo alla situazione di Figura 2c). Si nbié I'asse di sollecitazione flessionale s, per
guanto detto, e' parallelo alla retta d'azioneodsfibrzo di taglio.
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Figura 2 - Le caratteristiche della sollecitaziamerna su una generica sezione retta

Talvolta questa sollecitazione prende il nome, @er motivi, di sollecitazione di flessione, taglio e tor-

sione, e talvolta anche dollecitazione di flessione non uniforme.

La forma finale di spostamenti e tensioni

Dalla (58) si trae un'espressione della costante c:

A

I 11

cC = -

e poiche', come not@,’ = - M1 (xs = 0), si ottiene anche:

.- M (x3 =0) ) Ty |
I 11 I 11

Sostituendo la (63) nell'espressione degli spostimed operando qualche semplificazione si ottiéne

forma finale degli spostamenti:

T
Uy = v x1 X2 (I -Xx3)
l11
Tz X% T2 Xg
Up = X3 -x3+ —| (I —x3) + —
2 El 11 % El 11 3
T | X3 T
Uz = - X2 X3 ( *—)Jr D (X1, X2)
11 2 El 11
Le tensioni, infine, saranno fornite da:
G T, o0d 1 T, 03
O13= - — — |V X1 X2 - —— = - — |V X1 X2 -
E I OX1 2 (L+v) |14 OX1
G T x3-x3 0@ 1 T, X3-x2 08
023 = —— — -— | = - — |V - —
E |11 2 OXo 2 (1 +V) 11 2 OX2
T

o33 = - — X2 (I -X3)
11

(62)

(63)

(64)

(65)

(66)

(67)

(68)

(69)
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Figura 3. La sollecitazione da taglio, adattat&daichera "Metodi matematici nuovi nella Fisica kragtica
classica"

L'energia di deformazione

In base alla definizione, puo' calcolarsi I'enedjideformazione connessa alla sollecitazione gizota

1 1
L = EJO‘Tele: EJ(033e33+2013e13+2023e23)le:Lf+Lt (70)
Vv Vv

Si e' suddivisa I'energia di deformazione in ungqualta flessione, in termini di tensioni normald & una
aliquota tagliante, in termini di tensioni tangeiziPer la prima si ha agevolmente:

1
Lf = — J033 €33 dV =
2

, (71)

1 T2 T
—J0§3 av- 2 f(l —x3>2Jx§ dAdxz = ——> 13
2E Jv 2 El %1 0 ) 6 El 11

mentre la seconda puo' esprimersi come:
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1 1
Lt = —J(Z 013e13+2023e23) aVv = —J(O’%3+O’%3> daVv =
2 N 2G v
G T2l 03 \2 x2-x2 093 )"
_— v X1 X2 - —— + |V - — dA
2B 12, Js OX1 2 OX>
ed utilizzando la nota relazione GE-(—1E+—V) si potra' infine scrivere:
Ly =
1 T3 1 FERE: x3-x2 03\’ (73)
J vV X1 X2 - — | 4+ - dA
2E|%1 2 (1+v) Js OX1 2 OX»p
Volendo scrivere I'energia di deformazione tagkamtlla forma:
x T51
L = — — (74)
2 GA
occorrera' introdurre ufattore di taglio, fornito da:
GA 83 |2 x3-x2 08\’
K:—J vV Xy Xg - — | + |V -— dA (75)
2E12, (1+v) J= OX1 2 X2

Si noti che l'energia di deformazione flessionalpreporzionale alla luce della trave elevata dagumentre
l'energia di deformazione da taglio e' proporzienalla luce della trave. Ne segue che per travilesne
I'energia flessionale predomina nettamente, merrdravi tozze l'energia tagliante diviene nosdraabile.

Lo studio delle tensioni tangenziali

A somiglianza di quanto indicato per la solleciteng di torsione, e' utile calcolare la divergendal eotore
del campo vettoriale delle tensioni tangenzia$ (013, 0723). Si ha, a partire dalle definizioni delle tensioni

tangenziali:
) 0013 0023 o 1 T, o0d
dive = + = - — |V X1 X9 - — -
OX1q OX>p OX1 2 (L+v) |14 OX1
le] 1 T, X% 7X§_ 03 % T,
v e — X+ (76)
OX» 2 (1+V) 11 2 OX» 2 (1+V) 11
1 T, 823 v T, 1 T, 823
- — — X5 + —
2 (1+v) l1a ox3 2 (1+v) Iy 2 (1+v) l11 ox3

ed infine, tenendo conto della condizione (48):

dive =-—"x, (77)
Allo stesso risultato si puo' giungere attraveestetza equazione indefinita dell'equilibrio:

0013 0023 O 033
N N -0 (78)
OX1q OX»p OX3

che fornisce:



256

Lezione 28 - Taglio.nb

. 60’33 0
dive = - = - —
OX3 OX3

Le tre componenti del rotore disi possono calcolare in base alla definizione:

- — X2 (I -x3)
I 11

60'23
(rot t); = =0
OX3
d013
(rot ©), = =0
OX3
Ooz3 0013
(rOt t)3 = - =
OX1 OX»p
1 T, (0 X3 - x?
- — v
2 (L+v) l11 | OXq 2
1 T, 52
- *VX]_ —
2 (1+v) Iz OX1 OX2
2 Tz
— X3
1+v |11

(79)

(80)

(81)

(82)

Alternativamente, la (82) puo' ottenersi attraveltatilizzo delle equazioni di congruenza intermapiu’

precisamente dal secondo gruppo di esse. Ed jrdfatte tre equazioni:

5%er o de,3 Oez;  Oern
oXp 0xX3  oxy | oxq  oxs  oxs
82eqs o) des; Oeqy Oess
oXs OXy  Oxp | OXa . Oxs | oxg
5% es3 o dey, Oep3  Oes
OX10Xa  OXs | Oxs  ox1  oxa

(83)

(84)

(85)

si osserva subito che l'ultima e' identicamentelsfatta, mentre le altre due si semplificano in:

d%eqq 1 o 0023 0031
T _ i
OXp X3 2 G 90X, OX1q OXo
@2822 1 0 0031 0023
- _ i
OX3 OX1 2G OX»p OX» OX1
e poiche':
Vv T2
€11 =€ = - —-033 = V X2 (I -X3)
11
le (86-87) divengono:
1 o 0023 0031 T,
— - + = -V
2G ox; X1 X2 El 11
1 le) 0031 0023
- - + =0
2 G 9Ox» OX2 OX1

(86)

(87)

(88)

(89)

(90)
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ed anche, ovviamente:

le) 0031 0023
- +

OXo OX1

=0 (91)

OX3

Ne segue che la terza componente del rototerdin dipende da, e daxs, mentre dipende linearmente da
X;. Si potra’ scrivere:

% T2
X1+k: —X1+k (92)

(rot t)z3 = 2Gv
Elll 1+v I]_]_

Alla costante di integrazione k puo' darsi un digato fisico osservando che la (92) e' statadrati partire
dalle equazioni di congruenza interna - senza Bpa@ la posizione dello sforzo di taglio T, mdcsta sua
direzione. Se quindi la distanza tra la retta diazidi T ed il baricentro e' pari proprioda allora sono
valide le (13), e k = 0, mentre se la retta di agidi T viene spostata, sorge una sollecitaziogaatjva di
torsione, caratterizzata da una coppia torcente:

My = T (d-dy) (93)
Tale sollecitazioneaggiuntiva corrisponde ad uno stato tensionale tangenzialet@e costante, e pari
proprio a k = 2@. Ricordando poi ché = M, /C;, si potra’ scrivere:

C
k=2 _—T(d-d) (94)
G
e quindi la (23) diviene:

v T > S T4
T2 S 1 95
1oy 1w 1+ C ( t) (95)

(rOt 'C>3:

Grafici



