| ezione 24 - Sforzo assiale e
flessione

[A.a. 2011 - 2012 : ultima revisione 17 gennaio 20[L

Si studiano in questa lezione i casi di sollecdagi caratterizzati dall'assenza di tensioni tangéne quindi
dalla presenza della sola tensione normale Piu' in particolare, si studieranno i casi in egi €' costante,
e quelli in cui varia linearmente com 0 conx,.

Lo sforzo assiale
Si esamini un solido del tipo trave, e si pongadioe del riferimento nel baricentro della seziahainistra.

Si ipotizzi che le tensioni all'interno della trazedistanza superiore a quella di estinzione psitate da:

00 O
S=]/00 0 (1)
00033

e cheosz = 0 Sia costante.

Nello spirito del metodo semi-inverso, da questatigzata distribuzione di tensioni si vuol dedutee
corrispondente distribuzione di deformazione epdiskamenti, e si vuol sapere a quale caratterestitedila
sollecitazione esterna sulle basi essa corrisponda.

In altri termini, invece di assegnare le forze aggté alle basi, e ricavare le tensioni, si segued inversa,
partendo dalle tensioni, e ricavando a posteriagllitinsieme di caratteristiche che producono kegeate
tensioni.

Dalla (1) si puo' trarre lo stato deformativo, apghdo le (10) della lezione 23:

Vv
€11 = - — 0o
E
Vv
€2 = -—=00
(2)
oo
€33 = —
E

€12 = €13 = €23=0
e quindi esistono solo deformazioni normali. Peavare gli spostamenti, si parta dalle prime tied@),
ottenendo:

ouq Vv
€11=——=0= Uy =-—o0pX1+ 01 (X2, X3)
0X1q E
OU» Vv
822 = — = O — U2 = - — OO X2 + (DZ (Xli X3> (3)
OXo E
Ous oo
€33 = —— =0 = Uz = — X3+ ¢3 (X1, X2)
OX3 E
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Sostituendo nelle altre tre equazioni (2) si ha:

1 ouq AUy 1 oP1 oJop)
€120 = — + =0 = — =0
2 | 9% OX1 2 | 9Xxs OX1
1 (6u; Aus 1 (0¢1 O¢3
€13 = — + =0 = — =0 (4)
2 |OX3 OX1 2 |OX3 0OXi
1 (0uy dus 1 (0¢2 O ¢3
€23 = — + =0 = — =0
2 |ox3 Xy 2 |OX3  OXp
Le (4), unite alle ovvie relazioni:
oJol} (o))} O ¢3
- 0; - 0; - 0; (5)
OX1 OX»p OX3
b1
portano a concludere che il campo di spostangenti| ¢, | genera deformazioni nulle, e quindi e' un moto

®3
rigido. Supponendo, come usuale, che i vincoli sitali da impedire moti rigidi, la terna definitivai
spostamenti connessi con le (2) sara' allora:

Vv
Uy = - — 0p X1
E
Vv
Uz = - — Op X2 (6)
E
oo
Uz = — X3
E

Poiche' le (6) sono lineari, le equazioni di Caublavier (15) della lezione 23 sono identicamentédss
fatte. Inoltre, poiche' le tensioni tangenziali sonulle, soddisfatta e' anche la condizione aitiifdi) della
lezione 23, sulla superficie laterale. Ne seguelahdistribuzione di tensioni (1) da' luogo ad paasibile
soluzione del problema della trave. Vediamo qualatteristiche della sollecitazione esterna apfdicdle
basi producono la distribuzione (1) delle tensioni.

Applicando le definizioni della lezione 22 si hanleocaratteristiche della sollecitazione esterria daccia
di destra:

Fi? = J013 dA = 0; F{? = JOZS dA = 0; F{? - Jo% dA= oo A (7)
A A A
77{1(2> = JO’33 X2 dA = 0o J\XZ dA = 0;
A A
M2 = —J033 x1 dA = -op Jxl dA = 0; (8)
A A
P = J(Ozs X1 - o013 X2) dA = O;
A
dove si e' fatto uso dell'annullarsi del momengdish rispetto ad assi baricentrici.
Analogamente, si ha, sulla faccia di sinistra:
FY = BY =0, FY = 7J033 dA= —oo A (9)
A
) = mt = mit = 0 (10)



Lezione 24 - Sforzo assiale e flessione.nb 193

Quindi, le caratteristiche della sollecitazionesesh sulle due basi si riducono a due forze uguedintrarie:

F) = Fs= oo A F{' = - Fs (11)

e la sollecitazione si chiansallecitazione semplice di sforzo assiale di tragi(seF3; > 0) o dicompres-
sione(seFz < 0).

Figura 1 - La sollecitazione di trazione e compmess (adattato da G. Fichera "Problemi analiticdvi nella
Fisica Matematica classica)

L'unica caratteristica di sollecitazione interndoesforzo normale N, positivo & , €' positiva, negativo se
F , €' negativa. Esso e’ costante lungo la traveles secondo la (21) della lezione 22:

N = JOggdA: OQA (12)
A
da cui:
N
Op = 033 = — (13)
A

Sostituendo nella terna di spostamenti si ha infine

N
U =-v — Xz
EA
N
U = -v — X2 (14)
EA

Uz = — X3
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L'energia di deformazione

L'energia di deformazione L di un tronco di traumdo |, soggetta a sforzo normale puo' agevolmente
calcolarsi in base alla definizione:

L 1J d 1J2d1 ¥ Jdl | (15)
= — | ozz€33dv = — | 053dv = vV = —
2 V33 33 2EV33 2EA2 v 2EA

Un'utile espressione alternativa si ottiene esprhod'energia elastica in funzione degli spostament

L IJ g Esz EAJ“ dus
= — O33 € vV = — | e vV = — e
2 Ny 2% 2 N2 2 Jo [dxg

2
dX3 (16)

Flessione retta nel piano

Si esamini un solido del tipo trave, si pongadjoré del riferimento nel baricentro della sezionsidistra, e
si orientino gli assk; edx, secondo gli assi principali di inerzia della se&pportandoli quindi a coincidere
con gli assi centrali di inerzia.

Si ipotizzi che le tensioni all'interno della tragedistanza superiore a quella di estinzione psitate da:

00 O
S-]/00 O (17)
00033

e che stavoltarsz = ¢ X, 0ssiache latensione varilinearmente secondo |>gsse

m La deduzione degli spostamenti

Dalla (17) si puo' trarre lo stato deformativo, lggmndo le (10) della lezione 23:

%
€17 = - — C Xo
%
€2 = -=CXz
E (18)
c
€33 = — X2
E

€12 = €13 = €23=0
e quindi anche in questo caso esistono solo defwomianormali. Gli spostamenti sono allora ricaviabdn
un procedimento simile a quello gia' illustrato jlecaso dello sforzo normale. Partendo dalle espoai
delle deformazioni normali si ha:

ous Vv
ell = — = O = U]_ = *—CX]_ X2 + @1 (X21 X3)
OX1 E
Ous Vv
e22:—:O:>u2:——CX%+¢2(X11 X3) (19)
OX2 2E
Ous C
€33= — =0 = U3 = — X2 X3+ ¢3 (X1, X2)
OX3 E

e sostituendo nelle altre tre equazioni (18) si ha:
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1 (ou; duUs
€12 = — +

2 | 0% OX1

1 (0uy ous
€13 = — +

2 | OX3 OX1

1 (ouy dus
€23 = — +

2 | OX3 OXo

OX3

Dalla prima e dalla terza si ricavino le derivagdiag,:

O0¢2 v 0¢1
—— = —CX1 - —
ox, E OXo
oJoy! c O3
— = - —X3- ——
OX3 E OX2

Dalla prima delle (21) si ottiene, integrando:

v 2
¢2 = ECX1+ Y2 (X1, X3)

ed infine, dalla seconda delle (21):

c

Yo = *Exgﬁ X2 (X1, X3)

In definitiva, quindi, si ha una terna di spostatnpari a:

v O¢2
E OX1
Odz)
O0X1
Op3 c

+ — X3
OXo E

Vv
Up = - —CXy X2 + ¢1 (X2, X3)
E
Vv 2 Vv 2 C 2
Up=-——CX5 + —CX{ - — X5+ Xx2 (X1, X3)
2E 2E 2E
c

us Exz X3 + ¢3 (Xq,

Sara' ora possibile verificare che I'annullarsiedge deformazioni taglianti implica:

1 (ou; dus
€120 = — +

2 | 9%y OX1

1 (ou; dus
€13 = — +

2 | OX3 OX1

1 (ouy dus
€23 = — +

2 | OX3 OX»

portando a concludere che il campo di spostamgntt | x2

spostamenti connessi con le (18) sara' allora:

X2)

0P
OX»
(oJl]

OX3

O x2

OX3

+

+

+

Ox2

OX1
Od3
OX1
O¢3
09X

=0

1

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

genera deformazioni nulle, e quindi €' un

®3
moto rigido. Supponendo, come usuale, che i virgialo tali da impedire moti rigidi, la terna détfiva di
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v
Uy = - —C X1 X2
cv x3
Up=-— | X3 +—=-x3 (26)
2 2E 2 v 1
c
Uz = — X2 X3
B La deduzione delle caratteristiche
Applicando le definizioni della lezione 22 si ha:
F? = Jalg dA = 0; F¥ = Jozg, dA = 0;
A A (27)
F3(2) = JO’33 dA=c J\XZ dA = 0;
A A
77{1(2> = JO’33X2dA :CJX%dA =Cclqy;
A A
2 = 7J033 x1dA = -c Jxl X, dA = 0; (28)
A A

P = J(Ozs X1 - 013 X2) dA = O;
A
dove si e' fatto uso dell'annullarsi del momengdicd rispetto ad assi baricentrici e del momemtatrifugo
rispetto a due assi principali di inerzia. Inoltietegrale:
|11 = ng dA (29)
A
e' il momento di inerzia della sezione retta rispati'assex;.

Analogamente, si ha, sulla faccia di sinistra:

FY = BV =0 FY=mt = mt = 0 (30)

Y = —wm® = —cly (31)
Quindi, le caratteristiche della sollecitazioneeesh sulle due basi si riducono a due coppie ugeiali
contrarie:

) =w = ¢l mY = - (32)

e la sollecitazione si chiansallecitazione semplice di flessigreanchdlessione rettarelativa all'asse;
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Figura 2 - Flessione nel piano

L'unica caratteristica di sollecitazione interna ehomento flettent®! , costante lungo l'asse della trave, e

pari a::
M:JOgngdA :Cl]_l (33)
A
da cui:
M1
cC= — (34)
l11
ed infine:
M1
o33 = — X3 (35)

11
Nota - E' questa la fondamentale formula di Navier: esssi@ura che le tensioni si annullano sull'asse x
sono costanti in corrispondenza di ogni corda phkal all'asse x, proporzionali alla distanza da questo.
Per M;> 0 le tensioni sono positive, ossia di trazionet g, > 0, negative, ossia di compressione, pgKx
0, come illustrato in Figura 3.

"Osservando la trave disposta con l'aggerizzontale e l'assg, verticale ed orientato verso il basso, il
momento flettente e' positivo se le due coppieieatE7#; sono dirette in senso orario sulla estremita’ di
sinistra ed in senso antiorario su quella di desirée tensioni che ne derivano sono positive asatto
dell'asse neutrg;, e negative al di sopra. Si spiega cosi' la dezioomune, secondo cui in una trave ad asse
orizzontale il momento flettente positivo tenddiliee inferiori e comprime quelle superiori”. [ Fi@osi V.]

Di basilare importanza e' la seguente:
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Definizione. - Il piano su cui si annullano gli spostamentilisie piano neutrg e la traccia di tale piano sulla
sezione retta si dicasse neutroNe segue, in questo caso, che il piano neutrec@® con il pianoX; — Xs,
e l'asse neutro coincide con l'adge

m A

X1

<Y

X2

%Y

Figura 3. - Momenti flettenti positivi e diagrammitensioni alla Navier

m Analisi degli spostamenti

Utilizzando la (34), gli spostamenti da flessionscsivono:

'\/1\/
Up =Up (X1, X2) =~ X1 X2
11
2
M v X3
Up = Up (X1, X2, X3) = - X5+ — -xi (36)
2E|11 v
Uz = Uz (X2, X3) = X2 X3

11
= Le sezioni rette

Si consideri ora un punto A, di coordingte, X, X3), € si deducano le coordinai&, &, £3) del suo
trasformato A"

N]_V
1 =X +Up = X1 - X1 X2
11
2
M v X3
Ex=Xp+Uy = Xg - X3+ — - x? (37)
2E|11 v
M
€3 =Xz +U3z = X3 + X2 X3
Elqq

Quindi, i punti della sezione retta, di equaziages k, si troveranno, a deformazione avvenuta, sulfzerfi-
cie di equazione:

Y
Ex=k |1 + !

X2

= k[1+ (§2-Uz) (38)

l11 l11
In prima approssimazione si puo' trascunareispetto adk,, e quindi confonderg, coné&,, e quindi la (38)

diviene:
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(39)

El 11

%Y

Figura 4. - La planeita’ delle sezioni rette

E' questa l'equazione di un piano, e quindi sitdica I'affermazione chaella sollecitazione di flessione le
sezione rette si conservano piatmltre, la traccia del piano di equazione (39)@aho(X, — X3) interseca
l'asseX, nel punto T di coordinate (0, - &} M;) come, illustrato in Figura 4 ed in Figura 5. P@icquanto
detto non dipende da k, e quindi €' valido per sjaal sezione retta, si puo' concludere che a teeduila
deformazione i punti della generica sezione refipagterranno al fascio di piano con sostegno I ret

passante per T ed ortogonale al piake— X3). La quantita’ r :%si diceraggio di curvatura ed il suo
1

inverso

1 M
o= —= - (40)
r El 11
e' dettacurvatura Si puo' quindi concludere che le rette del piaQio- X3, e quindi anche l'ass¥;, si

trasformano in archi di cerchio.
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Figura 5. - La planeita’ delle sezioni rette (aatattda G. Fichera "Problemi analitici nuovi nellsi€a Matematica
classica)

m Le deformazioni nel piano

Le sezioni rette di equaziong= k restano piane, come si ' appena visto, manoio'significa che non
esistano deformazioni nel piano delle sezioni retesse. Ed infatti, si consideri il piano di edoae
X1 = h, i cui punti si portano, a deformazione avvenstdla superficie di equazione:

V1

X2

1= X1+ Ulzh(lf\/ zh(:I-*V 52) (41)

El 11 I'11
Nell'ordine di approssimazione che ha condottordaulerex, coné, la (41) e' ancora un piano, parallelo

all'asseXs, la cui traccia sulla generica sezione retta $atea I'asse, in un punto T' di coordinate (%_1)'
1

dov o _Eli - : : ' : ; :
La quantita' r ﬁe ancora umaggio di curvatura ed il suo inversp' = vp e' dettocurvatura anticlastica
1

Complessivamente, un tronco di trave soggettosaiti@e si deforma come illustrato in Figura 6
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superficie r
neutra

asse neutro
della sezione

Figura 6 - La deformazione di un tronco di travggeito a flessione

m L'asse
Si consideri I'asse della trave, di equazigne x, = 0. A seguito della deformazione, i suoi puntisanno

gli spostamenti:

U]_:O
M
Up = - — X3 (42)
2EIlq,
U3:0

Pertanto l'asse si trasforma in una parabola, datura:
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2
d“ u,

2
dx3

U -

dxs

D'altro canto, nella solita ipotesi di piccoli grawki di spostamento e' lecito approssimare addeflomina-
tore, ritrovando la (40):

d? u» |V!|_
X = = - =p (44)
dx3 Eln

Sono utili le due seguenti:

Def - Il piano che contiene la deformata dell'asssh&Eimapiano di flessioneged in questo caso coincide con
il piano X; — X3. La traccia del piano di flessione sulla sezicgtéar si chiamasse di flessionesd in questo
caso coincide con l'as3e.

Def.- Il piano ortogonale all'asse momento della compalicata si chiamaiano di sollecitazioneed in
guesto caso coincide con il piaXe — X3. La traccia del piano di sollecitazione sulla eaeiretta si chiama
asse di sollecitazioned in questo caso coincide con l'aXse

m L'energia di deformazione
L'energia di deformazione L di un tronco di traumdo |, soggetta a sforzo normale puo' agevolmente

calcolarsi in base alla definizione:

L:

1 1 I 45
- J033 €33 dv = — Jo§3 dv = NE f Jx% dAdxsz = NE (45)
2 N v 0 Jz

2E 2El 3, 2 El 1

Un'utile espressione alternativa si ottiene anolguiesto caso esprimendo I'energia elastica indnazdegli
spostamenti, utilizzando la (44):

L 1 J d 1 J P d El 11 f
= — 033 € vV = — O: vV =
2 33 ©33 2FE Jv 33 2 b

2

d?2 9 5)
dX3 (46)

dx3

Flessione retta fuori del piano

Analogamente al caso precedente puo' trattarsisib n cui la tensione normales sia l'unica componente
di tensione presente, e che sia distribuita cogddimeare lungo I'assk¥;. E' questa la terza sollecitazione
semplice di De Saint-Venant, per cui quindi:

00 O
S=/00 0 (47)
00033

CON o33= CXj.



Lezione 24 - Sforzo assiale e flessione.nb

203

B La deduzione degli spostamenti

Ripetendo i passaggi analitici gia' illustrati gersollecitazione semplice di flessione nel pianottengono

le deformazioni:

Vv v C
€17 = ——CXjy; €= -—CXjp; €33= —Xq1; €12 = €13 = €23=0
E E E

che in termini di derivate di spostamenti si scnep

ouy \% Ous % Ous C
—— = - —CXy; —— = -—CXy; — = —X1;
OX1 E OXo E OX3 E
ouq duUs duq ous dus dus

+ — =0; + =0; + =0;
OX2 OX1 OX3 OX1 OX3 OXo

Le prime tre condizioni (49) forniscono:

M 2
U1:*2—CX1 + ¢1 (X2, X3)
v
E

Up = - — C X1 X2 + ¢2 (X1, X3)

c
ug = Exl X3 + ¢3 (X1, X2)

che utilizzate nella quarta condizione fornisce:

o¢p1 vC eJop}
- X2 + =
OXo E OX1q
X0l vC loJop) vC 2
O:>—:_X2_—$¢1:—X2+wl(X21 X3>
X2 E OX1 E

Ne segue che ora la prima componente di spostarsestoivera’:
%2
-—2=C
2E
Introducendo anche questa espressione nella quontiizione si ha:

2 )
up = Xi + — X5 + ¥1 (X2, X3)
2 E

oy1 ¢ O ¢3
+ — X3+ =
OX3 E OX1
on Cx s W ¢ x3 (X2, X3)
= — = - —X3- —=¥1=-—X3 + X1 (X2, X3
OX3 E OX1 2 E

e quindi la terna di spostamenti diviene:

v ) ve c
U]_:——CX1+—X2——X3+X1<X2, X3>
2E 2 E 2E
v
U2=—ECX1X2 + ¢2 (X1, X3)

c
us = Exl X3 + ¢3 (X1, X2)

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)

(53)

(54)

E' possibile ora verificare che il campo di spostatn(y1, ¢,, ¢3) non causa deformazioni, e quindi si

potra' assumere la terna di spostamenti:
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cv X5
Up = - — | X3 + — —x3
2 E v
Vv
Up = - — C X1 X2
c
Uz = — X1 X3
E

m La deduzione delle caratteristiche

Applicando le definizioni di caratteristiche di kalitazione esterna si ottiene, ponendo l'origieebaricen-
tro ed orientando gli assi secondo le direziontredindi inerzia

F](_Z) JO’13 dA = 0; FZ(Z) = JO'23 dA = 0;
A A

(56)

Fs(,z) = J\033 dA= c J\Xl dA = 0,

A A
" = J033 X, dA = ¢ Jxl X, dA = 0;

A A
M) = J(023X1—013X2) dA = 0; (57)

A
77{2(2> = 7J\O'33 X1 dA = -c JX% dA = -c| 22,

A A

dove lintegrale:

| o = fo dA (58)
A

e' il momento di inerzia della sezione retta rigpati'asse verticalg,.

Analogamente, sulla faccia di sinistra si annullartte le c.s.e. a parte la coppia risultzmtzé” :
FY = BV =0 FY=mY = mt = 0 (59)
- —mP -l (60)

Quindi, le caratteristiche della sollecitazioneeesh sulle due basi si riducono a due coppie ugeiali

contrarie:

M =My = —c g MY = - M,y (61)

e la sollecitazione si chiansallecitazione semplice di flessigmeanchdlessione rettarelativa all'assa,.
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Figura 7- La flessione fuori del piano

4

7,

X2

\/

X2
Figura 8 - Momenti flettenti positivi per la flessie fuori dal piano

L'unica caratteristica di sollecitazione internd e@lomento flettentisl,:

Nb: 7JO’33X1dA:7C|22 (62)
A
da cui:
Y
N (63)
I 22
ed infine:
Vo
033 = - — X1 (64)
I 22

Nota - Si e' giunti quindi ad una formula analoga dtflanula di Navier Essa assicura che le tensioni si
annullano sull'ass¥,, sono costanti in corrispondenza di ogni cordalfeda all'assex,, proporzionali alla
distanza da questo. Pbt,> 0 le tensioni sono positive, ossia di trazioner, 3 < 0, negative, ossia di
compressione, per; > 0. In questo caso, quindi, il piano medio gidno X, — X3, mentre l'asse neutro
coincide con l'assX;.
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Analisi degli spostamenti

E' possibile dimostrare che anche in questo casezini rette si trasformano in piani, e quingire'servata
la planeita’ delle sezioni rette. Inoltre, 'ass#ladtrave si tramuta in una curva contenuta nah@iX; — Xz,
che quindi €' in questo caso il piano di flessiomentre I'asse di flessione sara' la traccia dahqidi
flessione sulla sezione retta, e quindi sara'd'ags Cio' giustifica il nome corrente dliessione fuoridel
piano.

Infine, la relazione tra la caratteristica delldlestitazione interna ,e la curvatura dell'asse della trave si
scrivera' in questo caso:
d? Ujq M

X = = (65)
dx3 Ela

Il piano ortogonale all'asse momento della coppiplieata si chiamapiano di sollecitazioneed in questo
caso coincide con il pian¥; — X3. La traccia del piano di sollecitazione sulla eagiretta si chiamasse di
sollecitazionged in questo caso coincide con I'aXge

m L'energia di deformazione

L'energia di deformazione L di un tronco di traumdo |, soggetta a sforzo normale puo' agevolmente
calcolarsi in base alla definizione:

L =
1 1 I 66
— JO’33 ezzdv = — JO’%g dv = NE f JX% dA dX3 = NE ( )
2 N 2E W 2El3, Jo Js 2 El 2
ed ancora:
1 1 El 2> d? uy ?
L = — J033 ezzdv = — JO%:,» dv = dX3 (67)
2 W 2E W 2 Jo | dx3

L'ortogonalita’ energetica

Si immagini ora che il tronco di trave sia soggeattmtemporaneamente ad una forza asﬁg?ee a due

coppie erttenthl(z)e%z(z). Per il principio di sovrapposizione degli effetd tensione normales; sara’
fornita da:

033 = —+ — X2- — X1 (68)

N M M 2 (69)

Ne segue che I'energia di deformazione sara' fodat
—+ — Xp - — X1 | dv

5 omenav - o [cbav - % |
— | 033 €33 dV = — | O vV = —
2 v 2E I 2 2E MA  Iq 5

L'integrando non dipende dalla variabig e quindi potra’ scriversi, indicando colia lunghezza della trave:
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| N M
L = — (—+—X27—X1
2E A 1 | 2

NI M M | I N M
+ + +———JX2d1A—
2EA 2El; 2 El » 2E Al Js

I N M I M M
_— - — x1d1A————Jx1x2d1A
2E Al Js 2E 111 1o Js
Se gli assiX;ed X, sono coincidenti con gli assi centralli di inerzdlora gli ultimi tre integrali si annullano,
e quindi:
N1 M M |

(71)

+ +
2EA 2El,; 2El

L'energia di deformazione di un tronco di trave g&itp contemporaneamente a sforzo normale, flession
retta nel piano e flessione retta fuori del piahpaei alla somma delle energie elastiche dovutemksenza

di solo sforzo normale, di solo momento flettenéd miano, e di solo momento flettente fuori delnmialn
altri termini, le energie mutue di deformazioneasnullano, e le tre sollecitazioni sondogonali in senso
energetico

Note

[Franciosi V.] - Fondamenti di Scienza delle Cozitoni Vol. Il, pag. 137, Liguori, Napoli, 1987 [Toa al
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