Lezione 22 - Il problema della trave

m [A.a. 2012 - 2013 : ultima revisione 11 dicembre 2Q]

In questa lezione si inizia lo studio dettagliael domportamento strutturale di un solido dallatipalare
geometria: la trave.

La descrizione del solido

Si consideri un solido omogeneo B, a forma di dilmretto, formato da materiale linearmente elastid
isotropo. Lasezione retta si ottiene tagliando il solido con un piano patallalle due basi, mentrease del
solido €' la retta cui appartengono i baricenttiedsezioni rette. | segmenti paralleli all'asseclsiamano
fibre.

E' usuale assumere come riferimento una ternaamtdg con origine in G, baricentro di una delle tasi,

ed assiX;, X, contenuti nel piano di una delle due basi, mdfasseXs e' orientato verso l'interno del corpo.
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Figura 1. - Il solido del tipo trave

La posizione del problema

Un' ipotesi fondamentale riguarda i carichi appliedla trave. Si assume infatti che le forze dissamsiano
assenti, e che la superficie laterale sia scasicahe' le uniche forze ammesse sono le forze ficipéirsulle

due basi.Z; e ¥,. E' evidente che almeno lipotesi sulle forze disea €' una approssimazione, attesa la
presenza quanto meno delle forze di gravita'. Visttapesso l'influenza di tali forze e' trascileab

Il problema (forte) di De Saint-Venantconsiste nel ricercare gli spostamenti dei punti
della trave omogenea B, in ipotesi di materialéregm e linearmente elastico, in assenza di forzeadsa e
di forze superficiali sul mantello lateral® soggetta ai carichp® sulla base di sinistr; e p@ sulla base

di destra>,.
Una condizione necessaria per la risoluzione dablpma appena posto e’ che il solido trave - cenatd

come un corpo rigido - sia in equilibrio nei rigdadelle tre traslazioni e delle tre rotazioni, iasshe si
abbia:
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me d1A+Jp(2> dA =0 (1)
2 2y

erp(]')dlAJrerp(z)dlA:O (2)
b b

dover e' il vettore posizione di un punto rispetto aifjmme G. In questa ipotesi sulle forze, e con oppwe
condizioni di regolarita’ per il mantelld e per le forze stesse, puo' dimostrarsi che blproa di De Saint-
Venant ammette soluzione. In forma scalare, le)(di-8crivono:

J pt dA +J p;? dA =0
%, %,

fpé“ dlA+Jp£2> dA =0 (3)
Z1 Z2

J pst dA +J ps? dA =0
%, %,

sz pst d1A+J Xp pi2) dA - LJ ps? dA =0
2 2y Z2

ff x1 pit dlA—Jx1p3(2> dA + LJplm dA=0 (4)
Z1 P S

Z2

J (x1ps" - x2 pit) dA + J (x1ps? - x2p{?) dA =0
Z1

Le caratteristiche della sollecitazione esterna

Sulle due baskt; e X, si definiscono lecaratteristiche della sollecitazione esterna, come i vettori risultanti
ed i vettori momenti risultanti delle forze elemamit nell'ipotesi che l'origine del sistema di rifieento
venga traslato fino a coincidere con il baricentetia sezione in esame. Sulla bagesi ha allora:

Fi - | pb aA (5)
Zy
ik
' - Jr pb dA - J xi X2 0 |gA (6)
5y 5y p](-l) p2(1> pél)

0, scalarmente:
FY = J piV aA; FY = J pst dA s R = J pst dA ; (7)
1 1 21

7t = J xo pst dA ; mt = 7J x1 pst dA ;
Py Xq (8)
A :J (x1ps" - x2pit') dA;
2

Sulla bas&, si hanno invece le caratteristiche della sollegiae esterna:

Fw:medA (9)
2
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i j k
m'? - Jr «p @ dA = J X1 X2 0 |gA (10)
5o 5y p](-Z) p2(2> p§2)
0, scalarmente:
Fi* = J pi? A ; Fi) = J ps? dA ; R - J ps? dA; (11)
oy P oy

n? = J Xo pi?) dA, m? = 7J X1 ps2) dA;

2o Py (12)
n3” :J (x1 P - X2 p1(2>> dA;

Z2

Definite queste quantita’, le equazioni di equidib{3-4) forniscono sei relazioni tra le dodici ateristiche
della sollecitazione esterna:

w - wm® L FP L mY - m? FP L m - (14)

Le caratteristiche della sollecitazione interna

Si introduce ora un concetto di fondamentale irtgrara per I'analisi delle travi e delle piastresi@sl
concetto dicaratteristiche della sollecitazione interna.

Si consideri all'uopo un solido del tipo trave,ieogeri un taglio secondo la sezione reftasituata alla
generica ascissg, rimuovendo la parte del solido che non contiérrigine. Si scelga come riferimento una
terna ottenuta traslando la terna originaria finpoatare I'origine inx, sicche' l'asseXs resta inalterato,

mentre i due nuovi as¥;, X, sono paralleli a; ed X,, rispettivamente. Sig, il vettore tensione agente
sulla sezion&, di normale equiversa axk.
Si definisconocaratteristiche della sollecitazione interna in 2, le risultanti delle forze elementaii dA

secondo i tre ass{;, X, ed X3, ed i momenti risultanti delle stesse forze rigpagli stessi assi.

Sara' quindi, per definizione:

T1 (X3) = JOB dA; Ty (X3) = J(st dA; N (x3) = J033 dA; (15)
> > >
M (x3) = J033 X2 dA; M (X3) = —J033 X1 dA;
M pH (16)
M (Xx3) = J(Ozs X1 - 013 X2) A
2

e, sempre per definiziond; e T, si chiamanaosforzo di taglio secondoX; ed X;, rispettivamente, N si
chiamasforzo normale, M; ed M, si chiamananomenti flettenti relativi ad X; ed Xy, rispettivamente, el¥l;
si chiamamomento torcente.

In genere, queste sei caratteristiche coesistontavia, per particolari sollecitazioni esterne,psissono
ottenere dei casi piu' semplici, in cui una solaJ massimo due, caratteristiche sono diverse g neentre
le altre si annullano. A questi casi semplici sdedicate le prossime lezioni.
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Figura 2 - Le caratteristiche della sollecitaziamterna

L'espressione delle c.s.e. in termini di tensioni

Si noti che e' anche possibile esprimere le caistithe della sollecitazione esterna in terminietisioni,
anziche' di forze superficiali. Basta all'uopo inibre il teorema di Cauchy-Poisson, tenendo cohwla
normale alla seziong;ha coseni direttori (0,0,-1), mentre la normal@ azionez, avra' coseni direttori
(0,0,1). Sara' quindi:

(1)
oF)

~o13; st = -0z pst = -os; (17)

2 L2 L2 .
pi?) = o13; Py = o235 Ps°’ = ozs; (18)

e quindi le c.s.e. sono esprimibili come:

Fib - 7J o3 dA ; F{Y = —J op3 dA ; F{Y = fJ o3z dA ; (19)
b 2y =

77{1(1> —J X, 033 dA ; 77{2(1> = J X1 033 dA ;
Z1

X}

(20)
77{3(1> = —J (X1 023 - X2 013) dA ;
%1
sulla base di sinistra, e:

F1(2> = J o013 dA ; F2(2) = J op3 dA ; Fg(,z) = J o33 dA ; (21)

2 Z 2
77{1(2> = J X, o033 dA ; 77{2(2> = —J X1 o33 dA ;

oy 2 (22)

7”3(2> :J (X1 023 - X2 013) dA ;
22

sulla base di destra. Le dodici caratteristichesguortate in Figura 3
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Figura 3 - Le caratteristiche della sollecitaziesterna sulla trave

m Larelazione tra c.s.e. e c.s.i.

Quando la sezione retiaviene scelta all'ascissa= L, essa viene a coincidere con la sezione dral&st e
le normali uscenti sono equiverse. Ne segue cheslie calcolate sulla sezione di destra coincid@amehe in
segno, con le caratteristiche della sollecitaziesterna:

Fi%5 T (xa=L) = ) N(xz=L) = F{?; (23)

—
=
<
w

1l

-

1l

M (x3=L) = 7% M (xz=L) = %7 M (xs=L) = 77, (24)
Se invece la sezione reffaviene scelta all'ascissg = 0, essa viene a coincidere con la sezione ditisin

%1, ma le normali uscenti sono controverse, e qgumdis.i. sulla sezione di sinistra sono ugualostarie
alle caratteristiche della sollecitazione esterna:

SFY T, (s =0) = - Y5 N(xs=0) = - F{Y; (25)

—
=
<
w
Il
o
Il

M (x3=0) =-72"; M (x3=0) =-7"; M (x3-=0) = -7"; (26)

Il problema "debole" di De Saint-Venant

Nelle stesse ipotesi geometriche del problema db&iat-Venant, si consideri ora il seguente

Problema debole di De Saint-Venantricercare gli spostamenti dei punti della trave
omogenea B, in ipotesi di materiale isotropo edin@ente elastico, in assenza di forze di massaferzik
superficiali sul mantello lateralH, soggetta alle tre forze risultai®® ed ai tre momenti risultangi®
sulla base di sinistra,; ed alle tre forze risultanf@ ed ai tre momenti risultant#® sulla base di destra
5.

Come gia' detto, di queste dodici quantita’ solossao effettivamente indipendenti, poiche' peguiébrio
della trave dovranno valere le relazioni (13-14)v&lra’, nella prossima lezione, che sotto cqrteeisi il
problema forte puo' ricondursi al problema debséesi accetta il postulato di De Saint-Venant.
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