Lezione 19 - Stati piani di tensione
e spostamento

= [A.a 2012 - 2013 : ultima revisione 25 Novembre 2012]

Si €' visto, nella lezione precedente, che la sohéz del problema ai limiti dell'elasticita’ nonngare €'
perseguibile analiticamente; esistono tuttavia rdl@asi particolari in cui possono effettuarsi metesanti
sviluppi analitici. A questi casi e' dedicata l&s#nte lezione, in cui viene introdotta la piu' gce fun-
zione di tensione, la funzione di Airy, che permétt soluzione di alcuni importanti esempi strutiur

Stati monoassiali di tensione

Un corpo B, per definizione, e' slato monoassiale di tensione, se in ciascun punto del corpo le tensioni
assumono la forma:

00 O
S=]100 O (1)
00 033
ed inoltre l'unica componente non nulla di tensieninzione della sola coordinata
O33 = O33 (X3) (2)
A
T 033
| X
(o SR R A

X1
Figura 1. - Stato monoassiale di tensione

Le direzioni principali di tensione sono I'asgee qualsiasi coppia di rette nel pia@, xo).

Siano per ipotesi nulle le forze di massa, sicébedrime due equazioni indefinite dell'equilibrion®
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identicamente nulle, mentre la terza si riduce a:

0033
=0 (3)

OX3

da cui subito:
o033 = Og = COostante (4)

Dalle tensioni puo' ricavarsi lo stato deformatiwtilizzando la legge di Hooke per materiali omagjeed
isotropi. Sara':

Vv
e1 = e - - — O 5
11 22 = 0 (5)
oo
€33 = — 6
33 = (6)
€12 = €13= €33 =10 (7)

Infine, gli spostamenti si ottengono integrandsistema:

ouy v ouy v Ous o)
— = -—200, — = -—00, — = —
OX1 E OX2 E OX3 E (8)
ouq dus ouq Ous Ous dus
+ — = y + = X + =
OXo OX1 OX3 O0X1 OX3 OXo
Dalle prime tre relazioni:
v
U1=—E00X1 + ¢1 (X2, X3) (9)
v
U2=—E00X2 + ¢2 (X1, X3) (10)
0o
Uz = EX3 + ¢3 (X1, X2) (11)
e dalle seconde tre:
01 Oz
+ =0
OXo OX1
O0¢1 O¢s3
+ =0 (12)
OX3 OX1
O0¢, O3
+ =0
OX3 OX»p
Poiche' sara' anche, ovviamente:
O¢1 Odo  O¢3
- - -0 (13)

OX1 OXo OX3

ne segue che il campo di spostamenti (¢1, ¢, ¢3) rappresenta un moto rigido. Se i vincoli sono dali

Vv
Up = Uy (X1) =—E00X1 (14)
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Vv

Up = Uy (X2) =—E00X2 (15)
0o

Uz = U3 (X3) = EX3 (16)

Nota - E' questo lo stato tensionale che si e' utitzpeer definire le due costanti ingegneristiche)kE e

Stati monoassiali di defor mazione

Analogamente a quanto detto per gli stati monoksgHitdensione, uno stato monoassiale di deformazie'
caratterizzato da una matrice di deformazioni pari

00 O
E=|00 O (17)
0 0 es33
ed inoltre l'unica componente non nulla di deforimaz e' funzione della sola coordinata
Le tensioni corrispondenti si ottengono dalla ledgelooke:
Ev
o11 = e = 011 (X3)
11 1ev) (12 33 11 (X3
Ev
022 = e = 022 (X3)
2 (L+v) (1-2v) % 227 (18)
E Ev
033 = €33 + €33 = 033 (X3)
l+v (1+v) (1-2v)

O12= 013= 023=10

In assenza di forze di massa, le prime due equakidefinite dell'equilibrio sono identicamente el
mentre la terza assicura che:

033 = Og = costante (19)

da cui anche:

€33 = €9 = costante (20)
Ne segue infine che gli spostamenti sono fornitemo di traslazioni rigide, da:

Uup = u, =0

Uz = €9 X3 (21)

Stato piano di spostamento

E' questo il caso in cui esistono solo due compirkrspostamento, funzioni di due sole coordinatd.
esempio, uno stato piano di spostamento relatiyiaalo(x;, X) €' definito dalle ipotesi:

up =Up (X1, X2)

Uz = Uz (X1, X2) (22)
us =0

Le corrispondenti deformazioni sono pari a:
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€11 €2 O
E = €12 €22 0 (23)
0O 0 O
con:
€11 = €11 (X1, X2); €22 = €22 (X1, X2); €12 = €12 (X1, X2); (24)
Le tensioni si ottengono applicando la legge di kéggiungendo a:
o1 012 O
S = O12 0O22 0 (25)
0 0 033

L'espressione esplicita delle tensioni puo' avarsiermini di costanti di Lame’, utilizzando le (8glla

lezione 17:

O11 =
022
033
012 =
013 =

2 Ueqq + A (€11 +€22)
2 UEoo + A (€11 +€22)
A (€11 +€22)

2 €1,

023 = 0

(26)

oppure in termini di costanti ingegneristiche,imtidndo le (12) della stessa lezione:

011 =

022 =

033 =

012 =

013 =

E Ev
€11 + (€11 + €22)
Tov 0 (Lav) (1-2v) 7%
E Ev
€90 + (€11 + €22)
Tov 27 (Lev) (L-2v) 7%
Ev
(11 + €22)
(L+v) (1-2v)
E
€12
1+v
o23 =10

Si ha quindi l'importante relazione:

033 =

v (011 + 022)

(27)

(28)

Poiche' le tensioni sono funzioni delle sole cowatk x; ed x,, le equazioni indefinite dell'equilibrio

divengono:

60’11

OX1

60’12

OX1

do12
; X =0
OX»p
60’22
+ +X =0
OX2
X3 =0

(29)

Nota - Ne segue che uno stato piano di spostamentoossaibilita’ di realizzarsi solo se le due compdinen
X1 ed X, delle forze di massa sono funzioni delle sole doatex; edx,, e se la componeni& e' identica-

mente nulla.

Le equazioni di Navier-Cauchy (cfr. 10 della leagrecedente) si semplificano in:



Lezione 19 - Stati piani di tensione e spostamento.nb

139

8%u;  A%uy o%u; 82Uy
U + + (A + ) + +X1 =0 (30)
ox?  0x3 ox%2  OX1 0X2
62 Us 62 Us 62U1 @2 Us
+ + (A+ ) + +Xo=0 (31)
ox?  ox3 OX1 0X2  9x3

Infine, l'unica equazione di compatibilita’' che redm soddisfatta identicamente e':

@2812 @2611 B2 €77

= + (32)
0X1 OX2 ox3 ox3

Figura 2 - Un cilindro infinitamente lungo in stgi@no di spostamento

Alcuni esempi classici di schemi strutturali chepdttano le ipotesi a base di questa sezione spodate
nelle Figure 2 e 3. In Figura 2 e' illustrato ulindro di sezione retta generica, soggetto ad ustailolizione
uniforme di forze sulle generatrici: se esso e'smmrato infinitamente lungo, oppure se si trasooirgli
effetti di bordo locali, per ragioni di simmetria gotra' affermare che lo stato di spostamentoetigple
condizioni (22). Del tutto analogamente, in Fig@ra' illustrato un terrapieno ed una sezione degal se
essi sono sufficientemente lunghi da poter traseugh effetti di bordo, e se sono caricati oppoammente,

essi rientrano nei casi di stati piani di spostaimen
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Figura 3 - Altri due esempi di stati piani di s@osento: un terrapieno ed una galleria

Stato piano di tensione

Uno stato piano di tensione e' caratterizzato da uno stato tensionale del tipo

o11 012 0
S= |01 o2 0 (33)
0O 0 O
con le componenti di tensione funzioni delle cooatéx; ed x,. Si ha, dalle leggi di Hooke, una matrice
delle deformazioni del tipo:

e ez O
E = €12 €22 0 (34)
0 0 e33

con (cfr. 14 della lezione 17):

1
€11 = — (011 - VvV 0O22)
11 = 11 22
1
€70 = — (022 — V O11)
22 = 22 11
v (35)
€33 = - — (011 + 022)
E
1+v
€1y = o
12 E 12

€13= €3 =10

e quindi anche le deformazioni sono funzioni detiee coordinate; edx,.
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X3

O11

012

A

021 4 4
022 0

X1
Figura 4 - Uno stato piano di tensione

Le equazioni indefinite dell'equilibrio restano(#9), con quel che ne segue per le forze di massaire le
equazioni di compatibilita' (37-42) della lezion& i semplificano notevolmente. Le prime due sono
identicamente soddisfatte, mentre le altre qualitrengono:

o%e
B, (36)
O0X1 OXo2
o%e o%e o%e
2 12 _ 11 . 22 (37)
OX1 OX2 ox5 ox3
o%e
¥ _0 (38)
X3
o%e
¥ _0 (39)
ox?

Dalle (36), (38) e (39) si trae che dovra' essere:

€33 = C1+ C2 X1 + C3 X2 (40)
Si vedra' tuttavia che spessodg puo' essere trascurata, e quindi l'unica condizidncompatibilita' da
tenere in conto resta la (37).

L'esempio classico di stato piano di tensiondwestilato in Figura 5, dove e’ illustrata una lasw#ile piana,
con piano medio contenuto nel piarp— x,, soggetta a forze agenti secondo lo stesso pRinbin det-
taglio, le forze sul contorno si suppongono appdicaolo lungo lo spessore della lastra, e sono seinra-
mente distribuite rispetto al piano medio.
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Xy

Figura 5 - Lastra sottile in stato piano di tension

Poiche' le due facce della lastra sono scarichrdpptesi, ne segue che su tali facce dovra' aversi

031

032

033

X1,

X1,

X1,

X2,

X2,

X2,

X3

X3

X3

I+ I+
NS N T

I+
N T

-0 (41)
-0 (42)
-0 (43)

Inoltre, le tensioni tangenzializ; e o3 sono funzioni dispari dk3, mentre la tensione normakes €' una
funzione pari della stessa coordinata e se lo spessore h e' sufficientemente piccolbapassumersi
ovunquers; = o3z = o33 = 0, rientrando nelle ipotesi di questa sezione.

Gli stati piani elafunzionedi tensione

Se si ignorano le tre equazioni di compatibiliteiz, fornite dalla (36), (38) e (39), allora gli statani di
tensione e di spostamento possono essere trattatodo unificato e semplificato, ed alcune intesasis
soluzione del problema di elasticita’ possono esgrstrate anche con metodi elementari di calc&b
consideri infatti che in ambedue i casi si possassumere come incognite primarie le tre compordinti
tensioneo11, 02, € 012, €d utilizzare le due equazioni indefinite deffudéibrio e I'unica condizione di
compatibilita”:

60’11

+

OX1q

60’12

OX>p
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0012 0Oo022

+ +X =0
OX1 OX»
o%er; o%e1;  O%ex
2 = +
0X1 OX2 ox3 ox3

Le tre equazioni precedenti devono valere all'imdedi un dominio piano B, sulla cui frontiera dawna
valere le due equazioni:

O11 N1+ 012 N2 = P1

O12 N1 + O22 N2 = P2
Occorre ora utilizzare le leggi di Hooke per trasfare |'ultima delle (44) in una equazione nelleonite
primarie, e poiche' le leggi di Hooke si speciaiza diversamente per gli stati piani di spostamentti
tensione, e' opportuno trattare separatamente ¢akie

(45)

m Gli stati piani di tensione

Le equazioni da utilizzare sono le (35), che saigtitnella terza delle (44) conducono a scrivere:

B2 o012 52 o11 B2 022 52 022 B2 o11
2 (L+v) = -V + - v (46)
OX1 OX2 ox3 ox3 ox2 ox2
ossia:
B2 o12 52 o11 B2 022 52 o11 B2 022
2 (1+v) = + -V + (47)
OX1 OX2  0X%3 ox2 ox2 ox3
Dalle prime delle (44) si ha poi:
@2 012 @2 O11 6X1
OXp OX1 ox?  Oxy
(48)
52 012 B2 O2p  OXo
O0Xq OXo - @X% OXo
e sostituendo nella (47):
82011 OXy  B%02 OXp
(1+v) + + + +
ox2  Ox1  ox3  OX2
(49)
52 o11 B2 022 52 o11 B2 022
+ -V + =
ox3 ox3 ox? ox3
e semplificando:
OXy OXp)\ 0%011 B%0p O%011  B%02
(1+v) + + + + + =0 (50)
O0X1 OXz @X% @X% @X% @X%
ed infine:
52 52 Xy 08Xy
+ (011 + O22) = - (L +v) + (51)
6X% 6X§ O0X1 OXp
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m Gli stati piani di spostamento

Le leggi di Hooke forniscono, in questo caso:

1+v v
€11 = 011 - — (011 + 022 + 033)
E E
1+v v
€22 = O22 - — (011 + O22 + 033) (52)
E E
1+v
€12 = 012
E

con la relazione aggiuntiva (28), che porta a sceyv

011 + 022 + 033 = (1 +vVv) (011 + 022) (53)

Le prime due delle (52) divengono quindi:

1+v v
e11 = = o11 - E (1+v) (011 + O22)
(54)
1+v v 1
€2 = 022 - — (L+v) (o011 + 022)
E E
Sostituendo nella terza delle (44) si ha:
5?2 O12 B2 o11 52 022 B2 o11 52 022
— = (1-v) + - + (55)
X1 OX3 ox3 ox3 ox? ox32
ed utilizzando le (48):
62 O11 @X]_ 62 022 @Xz
+ + + +
ox?  Oxy ox3  OX2 (56)
82011 B%0y 82011 0B%0y
(1-v) + - + =
ox3 ox2 ox2 ox3
ossia ancora:
52 52 1 Xy 08Xy
+ (011 + O22) = - + (57)
ox2  ox3 1-v |6x1 0Xx»

Si noti infine che nel caso di forze di massa nalleostanti sia la (51) - valida per gli stati pidntensione -
che la (57) - valida per gli stati piani di sposéato - si semplificano in:

82 82
+
ox?  ox3

(o11+ 022) =0 (58)

m Lafunzionedi Airy nd caso di forze di massa nulle

Nel caso di forze di massa nulle le tre equazibeir@ggono il problema ai limiti dell'elasticita’:

0o1x  QOo12
+ =
OX1 OXo
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0012 0Oo022
+ =

OX1 OX»
82 52

+ (011 + 022) =0
ox? ox3

si possono drasticamente semplificare introducemdofunzionebd(x;, X,) tale che:

32
o11 = ——
ox3
52
o= — (60)
323
O12 = ————
O0Xq OX»p

Ed infatti, introducendo le tre relazioni (60) Ieegl59) si nota che le prime due sono identicamesatilis-
fatte, mentre la terza si riduce a richiedere ¢he s

o4& 0% ® %3

+ 2 + =0 (61)

ox$ ox% ox3  ox3
Nota - La funzioned®(x, X;) €' la prima e piu' semplice tra le humerose fumizgh tensione che si sono
utilizzate in teoria dell'elasticita’. Essa fu ouptta nell'Ottocento dal matematico ed astrononi®. @iry,
di cui quindi porta il nome.[Airy].

Figura 6 - G.B. Airy
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m || caso dellalastrarettangolare

Si consideri ora un dominio bidimensionale di forrettangolare, di base 2b ed altezza 2h. Posigitier
degli assi nel baricentro del triangolo, le coraliziai limiti si specializzano nel richiedere, giattro lati
(cfr. Figura 7)

- sul lato AB, di normale uscente= (0,-1) si ha:

012 = -P1
62
O22 = —P2 (62)

- sul lato BC, di normale uscente= (1,0) si ha:

O11 = P1
63
O12 = P2 (63)

- sul lato CD, di normale uscente= (0,1) si ha:

O12 = P1
64
O22 = P2 (64)

- sul lato AD, di normale uscente= (-1,0) si ha:

O11 = -P1
65
012 = -P2 (6%)

Cio' premesso, si utilizza ora ihetodo inverso, che consiste nell'assumere una soluzidte, X,) per
l'equazione (61), da essa dedurre il campo tensipadramite le (62-64) risalire alle forze supsale p =
(p1, P2) agenti sul dominio.

A

+ D C

h
-9 O o

X1

h

e A B
+ b + b +

Figura 7 - Un dominio rettangolare in stato piano

m Esempion.l- Lasoluzione polinomiale quadratica

Una soluzione della (61) sara' sicuramente ottlniipiotizzando cheb(xy, X,) sia esprimibile come un
polinomio di secondo grado:

c c
3 (X1, X2) = ?Ox§+ C1 X1 X + ?ng (66)
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Il corrispondente campo tensionale sara' costapteje:

623
o1 = — = C2
ox3
623
022 = —— = Co (67)
ox2
523
O12=~-——7——= -C1
OX1 OX»
Utilizzando ora le (62-64) si potra' concludere d¢hdorze esterne che causano le tensioni (67)nsara
fornite da:

- sul lato AB, di normale uscente = (0,-1) si avra' una componengg= c;, diretta in senso equiverso
all'asseX;, e quindi verso destra, ed una compongnte —cy, diretta in senso contrario all'asXg, ossia
verso il basso,

- sul lato BC, di normale usceme= (1,0) si avra' una componeryg= c,, diretta in senso equiverso all'asse
X1, € quindi verso destra, ed una compongnte —c,, diretta in senso contrario all'asXg, ossia verso il
basso,

- sul lato CD, di normale usceme= (0,1) si avra’' una componerg= -C;, diretta in senso contrario all'asse
X1, € quindi verso sinistra, ed una componepge cg, diretta in senso equiverso all'assg ossia verso
l'alto,

- sul lato AD, di normale uscente = (-1,0) si avra' una componenpg= -C,, diretta in senso contrario
all'asseXy, e quindi verso sinistra, ed una compongnte ¢, diretta in senso equiverso all'assg ossia
verso l'alto,

A
| <—<—<—<—<—<—<—<—<—|Cl

[AAAAAAARARAAARAAAAY e
D C

—>—>—>—>—>—>|

SELEREENER

<—<—<—<—<—<—|

A B

LYYYYYYVYYYYYVYYYYYVYY|Co

| —>—>—>—>—>—>—>—>—>|Cl

Sy VY VYV Vvy]

N
(g}
s

Figura 8 - Le forze esterne corrispondenti ad umaibne di Airy polinomiale di secondo grado

Possono distinguersi i seguenti casi particolari:
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Co= ¢, =0, trazione semplice secondo l'asse orizzontale
c1 = ¢, =0, trazione semplice secondo l'asse verticale

Co = ¢, =0, taglio semplice

m Esempion.2 - La soluzione polinomiale cubica

Una soluzione della (61) sara' sicuramente ottEn#éoiche ipotizzando chi(x;, X;) sia esprimibile come
un polinomio di terzo grado:

& (X1, X2) S0 3 e Pxixde 23 (68)
1, X2) = —/— X3+ —XIXo+ — X1 X3+ — X5
6 2 2 6
Il corrispondente campo tensionale sara' pari a:
%%
011 = —— = C2 X1+ C3 X2
ox3
%%
O22 = —— = Co X1+ C1 X2 (69)
ox3
0?3
O12=-———= -C1X1-C2 X2
OX1 OXo
Utilizzando ora le (62-64) si potra' concludere d¢bdorze esterne che causano le tensioni (69nsara
fornite da:

- sul lato AB, di normale uscente= (0,-1) si avranno le forze:

P1 =C1 X1+ C2X2

(70)
P2 = -CoX1-C1 X2
- sul lato BC, di normale uscente= (1,0) si avranno le forze:
=Cz X1+ C3X
P1 2 X1+ C3 X2 (71)
P2 = -C1X1-C2Xp
- sul lato CD, di normale usceme= (0,1) si avranno le forze:
= -C1 X1 -C2X
P1 1X1-C2 X2 (72)
P2 = Co X1 +C1 X2
- sul lato AD, di normale uscente= (-1,0) si avranno le forze:
= -Cy X1 -C3zX
P1 2 X1 -C3 X2 (73)

P2 = C1 X1 +C2 X2
Alcune sollecitazioni di interesse sono ricavatiine casi particolari:
Casol- cg=c;=Cc,=0

| lati orizzontali sono scarichi, i due lati vedlt sono sollecitati da un carico orizzontgbe, variabile
linearmente lungo l'altezza del dominio piano irares. In particolarep;= c3 X, sul lato destro, e
p1 = —C3 X2 sul lato sinistro.
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C3h

T T T

L |

C3h C3h

Figura 9 - Le forze esterne corrispondenti ad umaibne di Airy polinomiale di terzo grado
C3 3
T (X1, X2) = ZX3

Come puo' evincersi dalla Figura 9, la distribueiah forze superficiali lungo il bordo destro eua@lente
ad una coppia oraria, mentre a sinistra e' equitalad una coppia antioraria della stessa inténgitquesto
il caso delleflessione.

Casn2-cp=Cr=c3=0

- sul lato AB, di normale uscente= (0,-1) si avranno le forzp; = c; xilinearmente variabili, e le forze
p>= ¢.h, costanti,

- sul lato BC, di normale uscente= (1,0) si avranno le forzg,= —c; b, costanti,

- sul lato CD, di normale uscente= (0,1) si avranno le forzp; = —c; x; linearmente variabili, e le forze
p2= c;h, costanti,

- sul lato AD, di normale uscente= (-1,0) si avranno le forzg,= —c; b, costanti,

Ne segue la condizione di carico in Figura 10 Gii due casi particolari sono simili a quelli defit.
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Figura 10 - Le forze esterne corrispondenti adfunaione di Airy polinomiale di terzo grado
Cc
® (X1, X2) = = XIX2

Note

[Airy] - G.B. Airy "On the gtrains in the interior of beams’, Phil.Trans. Roy. Soc. London, 153, 49-80
(1863). E' questo il primo e piu' semplice esentpiunzione di tensione, limitato agli stati bidinsonali.
Esiste tuttavia una estesa teoria generale, rijgostateticamente in Complementi 7 - Le funzioniatisione.
[Torna al testo]
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