Lezione 17 - Il solido isotropo
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Si e' visto che le costanti elastiche previsteadbria di Green sono, in generale, 21. Non seimbsaibile
ridurre questo numero, se non introducendo padicapotesi sul comportamento del materiale. Doaltr
canto, un sempre maggior numero di prodotti inéristriene appositamente costruito con particolidre e
direzioni privilegiate, ed anche parecchi prodotiturali, come il legno, mostrano spiccate proptiel
simmetria

Per tali materiali si puo' mostrare che il numeraaktanti elastiche diminuisce, e piu' stringestno le
proprieta’ di simmetria esibite, piu' piccolo saraiumero delle costanti. Cosi', un materiale afbdia un
solo piano di simmetria (i cosiddetti materialbnoclin) puo' definirsi con 13 costanti elastiche, un mate
ale che abbia due piani di simmetria ortogonafnéteriali ortotropi) abbisogna di 9 costanti elastiche, un
materiale che abbia una proprieta’ di simmetrisothzione intorno ad un asse (i materiedisversalmente
isotropi) puo' essere definito con 5 costanti. In quesie ecorre limitarsi a questi brevissimi cenni, tren
una disamina dettagliata puo' essere consultataseahpio, nel quarto notebook dei Complementiskal
http:\\Wwww.scienzadellecostruzioni.co.uk.

Un caso, tuttavia, merita attenzione, il caso gtiihgente di tutti, quello in cui si abbia simni@trotazionale
intorno a due assi ortogonali tra loro. In questsocnon esistono direzioni privilegiate, ed il male si dice
isotropa

[l materiale isotropo

Si puo' dimostrare che nel caso di un materiakalimente elastico ed isotropo la legge di Hoolserdie:

O11 A+2 U A A 00O €11
022 A A+2 u A 00O €22
033 | _ D A A+2u 0 00 €33 (1)
o12 | 0 0 0 u0O0]||2e1
013 0 0 0 0O uoO 2es
023 0 0 0 00 u 2 €23
e quindi le costanti elastiche indipendenti sone, dwey, dettecostanti di LameLame']
Per esteso, le leggi di Hooke si scrivono, in quesso:
O11 = 2 U€1p + A (€11 + €22 +€33)
O22 = 2 U€pp + A (€11 + €22 +€33)
033 = 2 €33+ A (€11 + €22 +€33)
(2)

O12 = 2 Ueqo
o13 = 2 Ueq3
023 = 2 /,1823

0, indicialmente:

Oij:2/,lei1'+5ij)kekk (3)
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Le relazioni (2) possono invertirsi, a fornire lefakmazioni in funzione delle tensioni. Ed infaijmmando
membro a membro le prime tre equazioni - o, egaiMaimente, contraendo gli indicie j nella (3) - si
giunge ad una relazione tra gli invarianti linediriensione e di deformazione:

O11+ O22+ 033 = (3A+2 ) (€11 +€22+€33) (4)
ossia:
o Okk (5)
Kk = ——————
31+2u

Utilizzando la (5) e'immediato dedurre, dalla (8)Jegge di Hooke inversa

1 A
ejj = P Oij - 6ij VL. (6)
0, per esteso:
1 A
e = Z o11 - m (011 + 022 + O33)
1 A
€z = Z 022 - m (011 + 022 + O33)
1 A
€33 = Z 033 - m (011 + 022 + O33)
L (7)
€12 = Z 012
1
€13 = E 013
1
€23 = Z 023

Nota 1 - Sorge una seconda discrepanza tra la teoriacolale, che prevede di caratterizzare il corpo
isotropo con una singola costante elastica, edaaenergetica, che abbisogna di due costantpéamienti
[Invarianti]. Anche in questo caso, e con piu' diexie, gli esperimenti indicano che la teoria eetcg €'
nel giusto.

Nota 2 - Affinche' non si abbiano deformazioni infinite pmesenza di tensioni finite, bisognera' cheusthe
3A+2u siano diverse da zero, ed in realta’ si presuppeolre ambedue queste quantita’ siano strettamente
positive.

Nota 3 - Il coefficienteu viene anche detto G, ed in questo caso si chiaodulo di resistenza a tagliper
i motivi che si esporranno nel prossimo paragrafo.

Per i solidi isotropi, ' possibile dimostrare éggente, importante

Prop. 1- In un solido isotropo, le direzioni principali deformazione coincidono con le direzioni principal
di tensione

Dim. - Ipotizzando infatti di calcolare le deformazidm un sistema di riferimento in cui gli assi coigiono
con le direzioni principali di deformazione, si lpeer definizione, l'annullarsi delle componentiligi g;, i
#j. Applicando la legge di Hooke per materiali isqtr (3) si calcolano le tensioni e si ottieng= 0 per i#j.

Cio' significa appunto che le tensioni sono cal@ola un sistema di riferimento in cui gli assim@dono
con le direzioni principali di tensione.



Lezione 17 - Il solido isotropo.nb 125

Il modulo di Young ed il coefficiente di Poisson

Il secondo coefficiente di Poissqn puo’ essere suscettibile di una semplice inteapi@be fisica: esso
rappresenta il rapporto tra la tensione tangenzjeleerica e la corrispondente variazione angoldom
altrettanto puo’ dirsi per la prima costante di kan

Sorge cosi' la convenienza di definire in modo oppw altre due costanti elastiche indipendent, siano
piu’ facili da determinare tramite semplici espenmiA tal fine, si consideri una barra di acciaiocolata
all'estremo di sinistra, e soggetta ad una forztadione all'estremo di destra. Si ha uno statteione,
allinterno del corpo, in cui solo una tensionemale e' diversa da zero, ad esempiaria, mentre le
tensioni tangenziali sono tutte nulle. Dalle (7d#iene il corrispondente stato deformativo:

A+ o11
€11 = —————— 011 = —
U (3A+2u) E
A vO11
e = - O = —
2 B2 E (8)
A vO11
e = - - O = —
B B2 E

€12 = €13= €3 =10
La prima costante, E, si chiamaodulo di Youngo modulo di elasticita’ longitudinajee puo' facilmente
interpretarsi come il rapporto tra la tensione namsiale applicata e la conseguente dilatazioneifig@ec
lungo la direzione di tensione. Esso ha quinditésse dimensioni fisiche di una tensione, ossiaaf@u
unita' di superficie.

Figura 1 - Thomas Young

La seconda costante, si chiamacoefficiente di Poissqro coefficiente di contrazione laterale, misura il
rapporto tra la contrazione laterale e l'allungamassiale. Come tale, esso €' un numero puro.
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Relazione tra i moduli di Lame' ed i moduli ingegnestici

Dalle (8) si ricava subito:

U

(BA+2 ) A

A+ U , 2 (A+p)

(9)

e di conseguenza, se si conoscono i valori deirdoduli di Lame’, possono immediatamente conoscersi
anche i valori delle costanti ingegneristiche.

Le (9), poi, possono invertirsi, giungendo a:

u==0G

E Ev

A
2 (1+v) (L+v) (1-2v)

Utilizzando le (9), la legge di Hooke (3) si scrige

O11 =

022 =

033 =

012 =

013 =

023 =

0 anche:

Gij =

E Ev

l+v (1+v) (1-2v)
E Ev

l+v (1+v) (1-2v)
E Ev

l+v (1+v) (1-2v)
E

€12
1+v

E

€13
1+v

E

€23
1+v

E Ev
eij+6ij €kk
l+v (1+v) (1-2v)

mentre la legge di Hooke inversa (6) si semplifica

€11 =

€22 =

€33 =

€12 =

€13 =

€23 =

o anche:

1
E ((L+v) o11- v (011 + 022 + 033) )
1
= ((1+v) 022 - v (011 + O22 + 033) )
1
= ((1+v) o33 - Vv (011 + 022 + 033) )
1+v
O
£ o
1+v
013
1+v
023

€11 + (€11 + €22 +€33)

€22 + (€11 + €22 +€33)

€33 + (€11 + €22 +€33)

(10)

(11

(12)

(13)
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1
€ij = E((1+V) Oij - Oij VOkk) (14)

con matrice di elasticita' invergafornita da:

1 -v -v 0 0 0
-v 1 -v 0 0 0
11y -v 1 0 0 0
A:E 0 0 0 2 (l+v) 0 0 (15)
0 0 O 0 2 (1+v) 0
0 0 O 0 0 2 (1+v)

Limitazioni sulle costanti elastiche

Da un punto di vista fisico, le due costanti ingemggtiche hanno un significato tale da far ipotiezaubito

che ambedue possano assumere solo valori positivinfatti ben strano sarebbe un materiale cheettmg
ad una trazione si accorciasse, o che compresaitusgasse. Analogamente, sarebbe difficile immegin
un materiale che nel mentre si allunga in direzideko sforzo, contemporaneamente viene ad allsirgar
direzione ortogonale.

Comunque, da un punto di vista matematico, si pagiobnevolmente ipotizzare che la matrice di et#sti
C, e quindi anche la sua inverfa sia definita positiva. Ne segue che il determinalitd, e tutti i suoi
minori principali, devono essere positivi, e stalatestruttura della matricA, come si evince dalla (15), le
condizioni che si ottengono sono le seguenti tre:

1
Z .0 (16)
E

e quindi si ritrova che il modulo di Young deveeargspositivo,

1-v2
= = >0 (17)

e quindiv dovra' essere compreso tra -1 ed 1, ed infine:

1 -v

det
€ -v 1

1 -v -v (L+v)2 (1-2v)

= - > 0 (18)

det -v 1 -v

-v -v 1
da cui segue che deve essere minore di 1/2. In definitiva, da untpuli vista prettamente matematico,
l'ipotesi che la matrice di elasticita' sia definitositiva ha condotto alle seguenti limitazioni:

E> 0
1 19
-1 < v = — (19)
2
Sperimentalmente, la prima di queste relazioniiengmente confermata, mentre la seconda vienettastr
in:
1
0 <vs — (20)
2

Nel seguito sono riportati i valori di E (in Kgmz) e div per alcuni materiali di uso comune. Come si vede,

l'intervallo dei valori €' notevolmente ampio, penbedue le costanti.
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Materiale E v
Conglomerato cementizio 200.000 + 400.000 0.10+0.16
Granito 500.000608000 0.10 +0.20
Vetro 600.000 = 800.000 0.25
Caucciu' 10 + 80 0.5
Acciai 2.100.00@:200.000 0.25+0.33
Alluminio 670.000 + 700.000 0.36
Note

[1] - G. Lame' fu infatti il primo ad utilizzarleefie sueLegons sur la théorie mathématique l@gasticité
des corps solide€l852) [Torna al testo]

[2] - Che il solido isotropo linearmente elastiamspa essere definito tramite due costanti puotegsevato
anche dal seguente, sintetico ragionamento. Ned cadropo anche il potenziale elastico dovra' resse
insensibile alla rotazione degli assi, e quindi 'pipotizzarsi che esso sia funzione dei tre invariali
deformazione:

®:®(|1! |2! |3> (21)
e poiche' il potenziale deve essere una forma qtiadrdelle deformazioni, dovra' essere necessantm

p=Clf+Cly (22)

Piu’ laborioso e' il cammino per giungere alla ttiffa forma della matrice di elasticita’ [Tornatesto]



