Lezione 14 - |l tensore di Green-
Lagrange

[A.a. 2012 - 2013 : ultima revisione 23 ottobre 2012]

In questa lezione si generalizza quanto detto hedimne precedente, considerando la trasformazabéa
da un segmento arbitrariamente orientato nelloispaz

Il tensoredi Green-Lagrange

—

Si consideri un segmento M&ldx, di componentidx;, dx, dxs), e di lunghezza:

| MN| = \/dxf+dx§+dx§ =/ dx" dx )

E—

A seguito della applicazione delle forze, il segtoeviN si trasforma nel segmentd’' N' = d&, di compo-
nenti(d¢,, d¢,, d¢;) e lunghezza:

IM'N' | = AJde2 v dn? +de? - ~[dg" de 2
Usando la (16) della lezione precedente:

dg = Fdx ©)
si ha:

| M'N' |:\/d§T-d§ :\/deFTFdx (4)
e quindi:

[M'N" [2- | MNJ? = dx" FTFdx - dx"dx = dx' (FTF-1)dx (5)

Si introduca ora la seguente quantita’, nota aengere di Green-Lagrange [Green]:
1
D= (FTF-1) (6)
2
in modo da poter scrivere:
| M'N' |2- | MNJ? = 2dx" Ddx 7
Si noti che il tensor® puo' scriversi anche:
1 1
D:E(FTF—I):E(H+HT+HTH) (8)

da cui, tra l'altro, appare subito evidente la riagimmetrica db.
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Figura 1 - Joseph-Louis Lagrange

Svolgendo i prodotti matriciali si hanno esplicieme le sei componenti B

ou; 1 (du; Aup Au, Auy Adusz AOus
dip = + — + + (9)
OX1 2 | OX1 OX1 OX1 OX1 OX1 OX1
1 (0uy AUy 1 (0u; dug du, Ouy duz Ous
dip = do1 = = +— = + + (10)
2 | dxq OX1 2 | OX1 OXsy OX1 OXo2 OX1 OXo2
1 (ou; ousj 1 (du; dug Aus AUy duz Ous
d]_3 = dgl = — + — | + — + + (11)
2 | X3 OX1 2 | Ox1 OX3 OX1 OXj3 OX1 OX3
dus, 1 [du; Auy AUy AUy dus Ous
doy = + — + + (12)
OXs 2 | OXy, OXo OXp2 OX» OX2 OX»
1 (du, ousj 1 (du; dug Aus AUy duz Ous
doz = d3p = — + — |+ = + + (13)
2 | Ox3 OXo 2 | OXy OX3 OXp OX3 OXo OX3
dus 1 [(Au; Auy AUz AUj duz Jus
d3z = + - + + (14)
OX3 2 | Ox3 OX3 OX3 OX3 OX3 OX3

oppure, utilizzando la convenzione degli indicietigti:
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1

ou; @w
+
OX; OXi

1 OUk OUg
= — — (15)

Gli allungamenti percentuali

L'allungamento percentuale del segmento MN e' stefimito come:

E | M'N" | - | MN| | M'N" | 1 (16)
M | MN]| C O IMN]
da cui:
|M'N" | = (1+Eun | MN] a7)
Sara' pertanto:
[ M'N" |2- | MN|? =
(18)

(1+Ew)? | MN|Z- | MN|Z = Eun (2 +Ewy | MN|?

e paragonando con la (7) si ha:

Ewn (2 + Ewn | MN|2 = 2 dx' Ddx (19)
Dividendo ora per 2MN |? si ha:

Evn dXT dx
EMN 1+ —| = D (20)
2 | MN| | MN|
ossia, infine:
E
EMN1+7MN - 17DI (1)

avendo introdotto il vettoredei coseni direttori dell'elemento MN

dx ;

|1] [MN

_ | 92
2 | = | (22)
I3 dx

IMN
Si e' quindi dato un significato fisico al tensdieGreen-Lagrange: basta conoscere le sue sei ecwnpced

e' possibile calcolare l'allungamento percentualendsegmento MNorientato in modo arbitrario, e definito
attraverso i suoi tre coseni direttori.

Definizione di deformazione
La formula (21) fornisce lo spunto per una defone di tipo operativo:

Definizione - Dato un punto M del corpo B, la quantita’:
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Evn

EMN = EMN 1+ —
2

“1TD = dy 1 =

(23)
dig 12+ dppl3+daa 13+ 2 (diplala+ diglgla+ daglaly)

si definisce ladeformazione in M del segmento MN

Nota - Nella pratica ingegneristica si definisce defammne la quantitd, che viene a coincidere con la
(34) solo in certe ipotesi che verranno specificatseguito.

L e componenti normali di defor mazione

—

Si consideri un segmento Midx, parallelo all'assg;, e quindi di componentdx,, 0, 0). | coseni direttori

di W sono dati da (1,0,0). Di conseguenza, la (23)gpetriversi:

E
€11 = By (u%l) 17Dl (24)

e svolgendo il triplo prodotto matriciale si giungé identificare le componenti del tensore di Green
Lagrange lungo la diagonale principale con le defmioni dei segmenti originariamente stesi lungasgi:

€11 = d]_l (25)
In termini di allungamenti percentuali, e' facileddirre che sara”:

Exl
Exl (1+ 7) = d11 (26)
da cui:
EX]_: \/1+ 2d11 -1 (27)

Del tutto analogamente:
Exo = V1+ 2dy -1 (28)

Eg = +/1+ 2dss - 1 (29)

Si puo' dunque concludere cbié elementi diagonali del tensore di Green-Lagrange forniscono una misura
degli allungamenti percentuali di segmenti passanti per un punto M e paralleli agli assi.

| tre elementd,;, d,, edsz si chiamanaomponenti normali della deformazone.

Gli angoli taglianti

Occorre ora dare un significato geometrico anchestanti tre termini del tensore di Green-Lagrangsia
ad;,, diz edys. A cio' fare, si considerino due elementi parabetiue assi coordinati, ad esempio, paralleli
adx; edx,. Siano esdix; edx,, rispettivamente, con coseni direttori (1,0,0D4 (0).

| coseni direttori del segmento trasformefy saranno forniti da (cfr. (32) della Lezione prezete):
14+ M Ouz Ous

OXy | 2 OXq1 . 3 OXq ; (30)
1+Eq 1+Eq 1+Ea
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mentre i coseni direttori del segmento trasfornagpsaranno forniti da:

ouy. ouz ous
Mz = —2 i g - I W B (31)
1+Ep 1+Ep 1+Ep

Ne segue, per una nota formula di geometria, chesiéno dell'angolo formato dai due segmenti trasit
sara' fornito da:

Cos (d&;, d&,) = Aq1 A2 + 21 Ag2 + A3g Agp =

ou ou ou; ou ou, ou Ouz ou
-, 2 My P2 2, P8 T8 24 (32)
OXo OX1 OX1 OXp OX1 OXp OX1 OXy 12

(1+Ba) (1+E) (1+Ba) (1+E)
Se siindica cony; la variazione angolare tox; edx,, (cfr. Figura 2) si ha anche:

dg;, dg 20 ; i (33)
cos , = = cos | — - = sin
(d&; 2) 1:Eq) (1+Eg) (2 7/12) Y12
Analogamente, si ha
de,, de 203 i i 34
cos , = = cos | — - = sin
(dgy 3) 1:E4) (L+Ea) (2 7/13) Y13 (34)
de,, de 20z i i (35)
cos , = = cos | — - = sin
e ) T ) (1 Ea) 2 ) b
A %
N A N
dX2 d§2
Y12
2 M’
Y12 d§1
X1
o - >
dxq M

Figura 2 - L'angolo tagliantg »

Gli angoliyis, y13, v23 Si chiamanaangoli taglianti, mentre le tre componerdis, d;3, dyz Si chiamano le
componenti tangenziali della deformazione. Esse descrivono la variazione angolare dell'angetto tra
elementi passanti per M ed originariamente didtesjo gli assi.
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L e deformazioni principali

Come si €' visto, le componenti tangenziali dekdodmazione,d;,, di3 e dyz descrivono la variazione
angolare tra coppie di segmenti distesi lungo gdi.aSe quindi queste tre quantita' fossero nallera gli
assi coordinati sarebbero orientati in modo tale tth segmenti ad essi paralleli subirebbero sat@zioni
di lunghezza, ruoterebbero in modo solidale, ma aarebbero mutue rotazioni. In altri termini larter
(X1, X2, X3) sarebbe unterna di direzioni principali di deformazione.

In questo caso, gli assi si battezzano (1, 2, 8l allungamenti percentuali si denotano dépn E;, Es.
Inoltre il tensore di Green-Lagrange assume la éotimgonale:

d, 0 O
D=]0 d; O (36)
0 0 dj
e quindi sara"
E]_ = \/1+2d1 -1
E2: \/1+2d2 -1 (37)
Bz = +/1+2d3 -1
ed anche:
emn=d1 12+ dy 13+ dsl} (38)

—

dove, come semprb,, |, edl; sono i coseni direttori del segmento MN

Laricercadelledirezioni principali

In perfetta analogia con quanto svolto nell'analilia tensione, occorre ricercare quella direzianguelle
direzioni per cui:

diy dip dis |1 [ ¢
d12 d22 d23 [| 2 = £ { | 2 ] (39)
diz doz das l'3 I3
ossia, matricialmente:
(D-¢l)l =0 (40)

Il sistema, omogeneo, ammette sempre la soluzianalél, =1, =13 = 0, senza significato fisico. Occorre
invece ricercare le soluzioni, definite a meno daw piu' costanti, in corrispondenza dei valodiirdel
determinante dei coefficienti, imponendo:

Det [(D-el)] = 0 (41)

Svolgendo il determinante si giunge ad una equeziubica ine, con tre radici reali, che puo' scriversi
come:

€3f|1€2+|2€7|320 (42)
dovely, I> edl; sono i treinvarianti di deformazione:
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l1=dqg+ dop+ dgz = Tr [D] (43)
|2 = dig dpp + dig dag + dpp dag - d2, - df; - d3; (44)
| 5 - Det [D] (45)

Sianod;, d, eds le tre radici dell'equazione secolare (41kinn corrispondenza di ciascuna di queste tre
radici, dettedeformazioni principali, si puo' calcolare una direzione principale, d&firm meno di una
costante, ed identificata dalle sue tre componenti.

Sialy = (I11, I21, I31) la soluzione che si ottiene in corrispondenza didy, |, = (112, 122, 132) la soluzione
che si ottiene in corrispondenzasdk dp, ed infinelz = (113, l23, 133) la soluzione che si ottiene in corrispon-
denza di =ds.

Si puo' dimostrare anche in questo caso che gtrestiérezionily, I, els, sono tra loro ortogonali.

Note

[Green] - La deduzione del tensore e' contenut&éOim the propagation of light in crystallized media" G.
Green, Math. Papers 297-311 (1839). Una versiogitaté di tale lavoro puo' essere letta nella sezio
Ricerca del sito http:\\www.scienzadellecostruziomiuk [Torna al testo]
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