Lezione 13 - |l gradiente di
deformazione

[A.a. 2012 - 2013 : ultima revisione 23 ottobre 2012]

In questa lezione si comincia ad affrontare I'analella deformazione, cui compito principale spandere
al seguente problema:

- assegnate le coordinate dei punti di un corptarsela configurazione iniziale, e nella sua configione
finale, ricercare la variazione in lunghezza e ziore di un segmento congiungente due punti arbitra
originariamente vicini tra loro.

Anche questo capitolo deve fare riferimento a Caufauchy]

Gradiente di spostamento

Si consideri un corpo B, e si fissi un sistemaesaino di riferimento. Sia M un punto generico ct&ipo, e
siano(xz, Xo, X3) le sue coordinate in condizioni indeformate, opsima dell'applicazione delle forze.

Applicando le forze, il corpo B subisce una trasfarione, portandosi in B', ed il punto M, a suaasosi
porta in M', di coordinaté&, &, &3). Si puo’ scrivere, pér=1,2,3:

& = Xi +U; 1)
0, matricialmente:

£ = X +U 2

Il vettoreu = MM', di componentiuy, Uy, Us) Si chiama lospostamento del punto M, come illustrato in
Figura 1.
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Figura 1 - Le componenti di spostamento del puettegco M
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Per ragioni fisiche, le componenti di spostamentissumono funzioni continue e derivabili delle hoate
X1, X2, €d Xa.

Si consideri ora un punto N appartenente ad umriotdi M, di coordinatéx; + dx;, X + dXy, X3 +dxXs), €
sia. N' il suo trasformato a seguito dell'applicagio dei carichii N' avra' coordinate
(§1 +dé, L+ dE,, &+ d§3), e potra' anche scriversi:

ON’ NN* ®3)

ON' = ON+ NN’
0 matricialmente:

£+ dE = x+dx +u + du (4)
avendo introdotto il vettordé, di component(dfl, ds,, d.g—‘3), ed il vettoredu, di component{du,, dw, dw).
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Figura 2 - Il segmento MN ed il suo trasformato M'N

Poiche', come gia' detto, le componenti di spostmneono funzioni continue e derivabili, sara’ jlmks
utilizzare uno sviluppo in serie di Taylor intorabpunto M. Si ipotizza anche di poter arrestarevituppo
dopo il primo termine, supponendo quindi che ilregto MN si trasformi in un altro segmento M'Nhan
in un arco di curva, come illustrato in Figura 2h§.

OUj
up +du; = Uy + | — de (5)
Xj N
ossia, per esteso:
ouz ousz duq
U1+dU1 = Um+ | —— dX]_ + | — dX2 + | — dX3 (6)
X1 )y OX2 ) OXs3 )y
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duUs Ous duUsy
Us +dU2 = Uyz2+ | — dX]_ + | — dX2 + | — dX3 (7)
OX1 N OX2 N OX3 v
ous Ous dus
us +dU3 = Uyz+ | — dX]_ + | — dX2 + | — dX3 (8)
OX1 M OX2 M OX3 M
0, matricialmente:
Oup  Oup  ouy
U dul up OX1  OXp  OXg Xm
_ Ouz OUp  Oup
U | + dUz = Us + ox, 0Ox, X dX2 (9)
us dus us du; Ous  Ous dxs
oX; OX; OX3
ossia anche, piu' sinteticamente:
du = Hdx (10)

La matriceH viene definitamatrice delle componenti del gradiente di spostamento:

ou; Au; AUy
ox; 0%, OXg

O Ui

OX;

ox; OX, OXg
dus Aus  Aug
Ox; 0%, OXg

(11)

ed e' di fondamentale importanza nell'analisi dédlfiormazioni.

La matriceH, come si vede, non gode di proprieta’ di simmeffigtavia, qualsiasi matrice quadrata puo'
essere scomposta nella somma di una matrice simetrdi una matrice antisimmetrica, secondo la for
mula generale:

H+H" H-H"
H = + = E+Q (12)
2 2

Esplicitamente si ha:

E =
ouy 1 ou, ou, 1 ouy ou,
OXq 2\ oxy OX1 2\ oxq OX3
1 (6u1 N 6u2) au, 1 (6u2 . 6u3) _ 1 (Ou . oy; (13)
2 X Xy Xy 2 |\ Ox3 OXp 2 @Xi OX;
1 [ ous Au, ) 1 (ou, AUz AUz
2 X1 OX3 2 \ Ox3 OX5 OX3
Q=
0 1ofou oup) 1 fou oug
2 \ ox, OXq 2 X3 OXq
1 ( du,  oup ) 0 1 ( u,  Oug ) _ 1 (ou 9y (14)
2 OX4 OX 5 2 OX3 OXy 2 @Xi OX;
1fous oup) 1 fous ou, 0
2\ ox, OX3 2 \ ox, OX3

Nota - E' possibile dimostrare [Nota 2] che la parteisamimetricaQ del gradiente degli spostamekhtie’
responsabile delle rotazioni rigide del segmento &t una dilatazione cilindrica, mentre la paitanset-
ricaE tien conto delle variazioni di lunghezza, ossikedgeformazioni del segmento MN.
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Gradiente di defor mazione

Inserendo la (10) nella (4) si ha:

E+d€ = x+ dx + u + Hdx (15)

e semplificando in base alla (2):

dé = dx + Hdx = (I +H) dx = Fdx (16)

La matriceF =1 + H €' la cosiddettanatrice delle componenti del gradiente di deformazione.

14 % U Uy
X, Xy OX3
ou ou ou
e w e @ a
dug Aug Aug
oxy. Xy "ok
Per esteso, la (16) si scrive:
ouy oug ouy
dé; = [1+ — | dxq + dx, + dxs (18)
OX1 OX»p OX3
AUy duy duz
dé, = —dxg + |1+ dx, + dx 3 (29)
OX1 OX3 OX3
Ous Ous Ous
dé; = ——dxg + dx, + |1+ dx 3 (20)
OX1 OX2 OX3
ossia, utilizzando la convenzione degli indici tigeed il 5 di Kronecker:
ou; .
déi = 5”‘ + de , 1 =1,2,3 (21)
OXj
Allungamenti percentuali
Si consideri ancora il segmento M&d il suo trasformath! ' N'. Si ha la:
Definizione - Si definisceallungamento percentuale del segmento MNI rapporto:
| M'N" | = | MN]|
Emn= (22)
| MN|

dove, ovwviamente, il simbolo |.| indica la lunghedel segmento.

Data questa definizione, si scelga un segmentopdidllelo all'asse&;, e quindi di componentdxs, 0, 0 e
lunghezza dx Applicando la (16), si hanno le componeﬁdﬁl, dt,, df;) del segmento trasformato:

d§1 dX1
d&, | = F| 0 (23)
dés 0

ossia:
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ouq
d§1 = 1+ dX]_
O0X1
AUy
ds, = — dxy
OX1
ous
dé; = —— dxg
OX1

Il segmentaM ' N' ha quindi lunghezza:

IM'N' | =

2 2

2 (25)

ouq dus ous

OX1 OX1

\/d§%+d§§+d§§ = ’MN| [1+ v

L'allungamento percentuale del segmento,MHNginariamente steso lungo l'asse ed indicato corkyq, €'

fornito da:
| M'N" | - | MN]|
Ea = =
| MN|
2 2 2
o EREEL .
ouq 2 dus 2 dus 2
+ + + -
OX1 OX1 OX1

Del tutto analogamente, si possono ricavarealdlingamenti percentuali di segmenti stesi originariamente
lungo gli assix, edxs. Si ha:

2 2

duq Ous Ous

Ex, = — + |1+ + | — -1 (27)
OXo OX» OX»
duq 2 duUsy 2 dus 2

Exs = — +|—] + |1+ -1 (28)
OX3 OX3 OX3

Variazione di angolo

Si vuole ora completare lo studio della trasforragi subita dai tre segmenti paralleli agli assirdimati,
calcolando la rotazione che essi subiscono a cdeBapplicazione delle forze. A cio' fare, si pmss
calcolare i coseni direttori degli elementi trasfiati. Ad esempio, nel caso dell'elemento origimagate
parallelo all'asse; si avranno i tre coseni direttori:
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X2

Xy

Figura 3. - La trasformazione subita da una tefrsegmenti paralleli agli assi coordinati

au,
dé‘ 1+ -—
A1 = L = 7
IM'N' | 1+Eq
6&
)k21 _ d‘gz _ OX1 (29)
IM'N' | 1+Eq
ou
de, .
A3y = =
IM'N' | 1+Eq

mentre nel caso di un segmento originariamentdtdisecondo, si ha:

%
Ap = d&, _ X
IM'P'" | 1:+Eg
de, "o
A22 = = - (30)
IM'P'" | 1+Eg
ou
de, e
Azz = =
IM'P'" |  1:+Ee

ed infine, nel caso di un segmento originariameitetto secondas si ha:
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ou,
dé&; OxXg
A3 = -
| M'Q" | 1+Eg
. ouy
)kz3 _ 52 _ OX3 (31)
[ M'Q" | 1+Exs
ou
N d§3 1+ ﬁ
33 = =
| M'Q" | 1+Exs

Indicialmente, le nove relazioni precedenti si pogscompattamente scrivere come:

T
A = ——— (32)

Note

[1] Il problema affrontato da Cauchy si ritrova'iBur la condensation et la dilatation des corps solides'
Exercises de Mathématiques, 2, pp. 82-93, in Ogemaplete, Il serie, Tomo 7 (1827). Gauthier-Villars
Parigi 1889. Una copia della memoria e' reperibé#la sezione Ricerca del sito http:\\www.scietetke-
costruzioni.co.uk.[Torna al testo]

[2] Qualsiasi testo di teoria dell'elasticita’ oStienza delle Costruzioni puo' servire da riferitoe Tra i piu’
dettagliati si puo’ citare il terzo capitolo di Ad® Saada,Elasticity”, Pergamon Press, 1974, oppure si puo'
consultare il secondo Complemento nella seziond dggprofondimenti del sito http:\\www.scienzadelle
costruzioni.co.uk. [Torna al testo]
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