Lezione 1 - La cinematica del
corpo rigido

[A.a. 2011 - 2012 : ultima revisione 29 settembred22]

In questa lezione si ricapitolano alcune noziontidematica dei sistemi di punti materiali, al fidiefornire
un collegamento con quanto gia' noto, uniformariboséesso tempo le notazioni con quanto seguira’.

Configurazioni e vincoli

Si consideri un sistema di N punti mater@P , P?, ...P™N_ In un sistema di riferimento (X1, X5, X3)
ciascun puntd® e' identificato dalle sue coordinatg, x,, s, € l'insieme delle 3N coordinate si dice una
configurazionedel sistema di punti materiale. In generale, leca@drdinate possono variare arbitrariamente
in una certa regione dello spazio, sicche' il sistepossiede 3Ngradi di liberta), e puo' assumere>N
possibile configurazioni.

Si consideri ora il caso, piu' frequente, di uriesigvincolatq in cui le coordinate dei punti sono costrette
ad obbedire ad alcune relazioni analitiche, dettedzioni di vincolo. Piu' in particolare, considezmo nel
seguito solo vincololonomie bilaterali, esprimibili attraverso equazioni del tipo:

1 1 1 N N N
figt,x g xg, ox Yox g x gV ) =0 1)

Non verrano mai considerati i vinc@nolonomi,esplicitamente dipendenti dal tempo, o vineolilaterali,
traducibili in disequazioni.

Si assuma, in generale, che il sistema consideiatcsoggetto ad condizioni di vincolo, esprimibili
attraversa equazioni nelle 3N coordinate del sistema:

fi (x{Vox 2 o x Yo Vox NV ox V) =0 i =1, ...s )
ed inoltre, si assuma che questquazioni siano indipendenti, intendendo conate' tra le funzionifi non
esista alcuna dipendenza funzionale del tipo:

Z(f1,f2 .f 5)=0 3)
Se le s condizioni di vincolo sono indipendentipi@ si dira' che il sistema ha 3\gradi di liberta’', e solo
3N-s coordinate potranno essere fissate ad arbitricestanti coordinate dovranno invece soddisfare le
condizioni di vincolo. Se invece esistopaondizioni del tipo (3), allora il sistema avrd-3(s-p) gradi di
liberta'.

Nota - Per riconoscere se le s condizioni di vincolo ¢aho indipendenti, si puo' costruire la matrice
Jacobiana:
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consrighe e 3N colonne, esi< 3N.

Se J ha rango massimo, ossia rango pas aallora le equazioni di vincolo sono indipendeBg invece il
rango di J non €' massimo, ma e' parsgxl allora esisteranns-p relazioni funzionali tra les equazioni di
vincolo.

2 3

Le coordinate Lagrangiane

In un sistema con 3N-gradi di liberta', occorrono 3Blvariabili per poter descrivere le configurazioeil d
sistema stesso. Tuttavia, non e' necessario creequariabili coincidano con gli spostamenti dégjlpunti

del sistema, basta che esse siano in grado dindegee univocamente le configurazioni. Nasce dbsi'
concetto di coordinate generalizzatesamrdinate lagrangiang, i = 1,...3Ns, legate alle coordinate fisiche

attraverso equazioni del tipo:

X =x{ (01, 92, -0 3ns) ()
Un esempio classico e' quello di un punto M appartée ad un piano, e costretto a mantenersi andesta
dall'origine. Si ha quindi un sistema ad un soladgr di liberta’, ad esempio la coordinata orizzentadel
punto. La componente verticale va calcolata di egnenza tenendo conto dell'equazione di vincolo:

x2+x%=r2 (6)
Tuttavia, e' piu' opportuno introdurre la coordanéagrangiana rappresentata dall'angblhe la congiun-
gente l'origine col punto forma con l'asée Ad ogni valore dé corrisponde la configurazione definita da:

X1 = ICOS 6
X2 = rsin 6

()

L'ipotesi di piccoli spostamenti
Si consideri ora un punto materiale M, di coordingt e si ipotizzi che a seguito di una qualsiasi aagsso

si porti in M, di coordinate;. Si definiscespostamentodi M il vettore u = MM', di componenti
U = & —X. Spesso, inoltre, si ipotizzera' che lo spostaméet punto M possa considerarsi "piccolo”, nel
senso che le coordinate di M' potranno conveniegtéenesprimersi come:

& = Xj + du; (8)

ossia¢ =x +du, e lo spostamentdu andra’ considerato infinitesimo.
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Figura 1 - Il punto M giace nel piano, ed €' vilato ad appartenere alla circonferenza di raggiB$20o ha percio’
un solo grado di liberta'

Nelllambito dei piccoli spostamenti, le condiziadi vincolo andranno poi adeguatamente semplificate,
linearizzando le relative equazioni. Ad esempiocansideri ancora una volta I'esempio precedemtr, ¢
l'equazione di vincolo (6). Essa deve valere siailppunto M sia per il suo corrispondente purgostato

M', per cui dovra' anche aversi:

(X1+dU1)2+(X2+dU2)2: r2 (9)
Svolgendo i quadrati si ha:

X2 +du? + 2x,duy + X3+ duy?+ 2x, dup = 1?2 (10)
Semplificando, le parti finite si cancellano, insbaalla (6), ed i termini quadratici in @udy possono
trascurarsi rispetto alle parti lineari. Si ha mefi

X1 dU1 + X2 dU2 =0 (11)

Tale relazione puo' anche scriversi:

OM-MM' = 0 (12)

ed esprime l'ortogonalita’ tra il raggio vettore @Ml il vettore spostamento del punto M. Cio' sigaitche il
punto M, in una approssimazione lineare, si muangd la tangente al cerchio.
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@)

Figura 2 - Se gli spostamenti sono piccoli, il iageettore OMed il vettore spostamenkdM ' devono ritenersi
ortogonali

L'ipotesi di rigidita’

Un vincolo di particolare importanza e' il cosiddetincolo di rigidita', che impone che i punti dgtema in
esame conservino la distanza che inizialmentelkse

Siano allora M ed N due punti di coordingte; np, mg) ed(ny, ny, ng), e siadyy la distanza tra di loro,

per cui:

(Np-m)2+ (ng-mp)%+ (ng-ny)? = dfy (13)
Se ora M si sposta in M' ed N in N', e se ipotimmache tali spostamenti siano piccoli, le coordingit M’
saranno(my + dmy, my + dmp, My + dmg) e le coordinate di N' sarann@; + dng, np +dmp, N3 +drg). La

distanza tra M' ed N/, per l'ipotesi di rigiditaStera’ pari dyy, € quindi:

(ng +dny -m —dmy)? +

2 2 _ 42 (14)
(N2 +dny - mp —dmy)“ + (N3 +dng -y - dng) “ = diyy
Svolgendo i quadrati, si ha:
(n%+dn§+nﬁ+dnﬁ+2n1dnlf
2nym -2nydm -2m dng -2dny dmy +2m dmy ) +
(n3+dn3+ng +dmg +2nzdny -2, My - 20, dmy - (15)

2mzdn272dn2dmz+2mzdm2) +
(nd+dn+ng+dng +2nsdng -2n3my -2 ng dm -
2m dng -2dng dmg + 2 my dmg) = diyy

ed eliminando le parti finite, sfruttando la (13):

(dnf +dnf +ngdng - ng dm - m dng - dng dmy +my dmy ) +
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(dn3 +dmg + np dnp - np dmp -y dny - dny dmy + mp dny) +
(dnj + dng + ng dng - ng dmg - ny dng - dny dmy + my dng) = 0
trascurando i termini quadratici in gedn si giunge a scrivere:

(ngdny —ny dmy - m dng +m dmy) +
(np dny —ny dmp —mp dno + Ny dmp) + a7
(nzdnz -nzdmy -ny dng +nmy dng) =0
ossia, infine:

(ng-m) (dng —dmy) +

18
(nz -my) (dnz —dm) + (N3 -ny) (dng-dng) =0 (18)

In termini vettoriale, sara' quindi:
[ON-OW - (W - W) _0 (19)

—

e poiche’ OM+ MN = ON, la relazione precedente esprime l'ortogonalitailtvettore MNed il vettore

spostamento relativo NNVIM*:

MN- (W_W) -0 (20)

M

Figura 3 - Il vincolo di rigidita' : RN= MM e quindi NR= NN-MM'
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Sistemi di punti con vincoli di rigidita’

Si consideri un sistema di N punti materiali, cor=N8, e si ipotizzi che ciascun punto sia vincolagida-
mente. Si dimostrera' ora che tale sistema had drdiberta’, indipendentemente dal numero N whtpdel
sistema.

Ed infatti, si parta da un sistema di tre puntiemati, per cui si hanno 3N = 9 gradi di liberta'dssenza di
vincoli. Poiche' poi esistono tre vincoli di righdi, il sistema con tre punti ha sei gradi di lteer

Si aggiunga ora un quarto punto, che aggiungeséérsi tre gradi di liberta’, ma poi sottrae tredpdi
liberta', corrispondenti ai vincoli di rigidita'atil punto aggiunto ed i tre punti di partenza. r@ianche per
N = 4 il sistema ha sei gradi di liberta'.

Aggiungendo un altro punto, si introducono alte fgradi di liberta', e si possono considerare puatt
equazioni di vincolo. Tuttavia, €' immediato ricenere che - a parte casi eccezionali - una di guest
equazioni e' dipendente, e quindi ancora una Vdtatema avra' sei gradi di liberta'.

In generale, ogni volta che si introduce un purgbgistema, si incrementano i gradi di libertatrdi e si
possono scrivere tre equazioni di vincolo indipetide

Il corpo rigido

Un corpo rigido puo' essere riguardato come uremsidi infiniti punti materiali collegati tra loma vincol
di rigidita’, in modo tale da imporre che la mutlistanza tra due qualsiasi punti del corpo rimang#er-
ata. Estendendo il precedente ragionamento al icasai N va all'infinito, €' immediato dedurre che
corpo rigido ha nello spazio sei gradi di liberta'.

Nota - E' spesso importante specializzare quant® dietbra al caso di bidimensionale, in cui i pustino
obbligati a giacere su un piano. In tal caso itesim di N punti materiali avrebbe 3N-N = 2N gradi d
liberta', in quanto per ciascun punto si potrebtrévere I'equazione che lo vincola ad appartenkpaao.
Inoltre, il corpo rigido (o meglio, la superficigida) ha nel piano tre gradi liberta'.

Per identificare nel modo piu' conveniente le seirdinate lagrangiane relative ad un corpo rigalscelga
ora arbitrariamente un punto P (deptolo), e si scriva il vincolo di rigidita' che legasuddetto polo P al
generico punt®; del corpo in esame. Riscrivendo la (20) si ha:

PR .

P P —PP') =0 (21)
che puo' geometricamente interpretarsi come camtbzdi ortogonalita’' tra la congiungente il polo ied

puntoP; (ossia PP) e lo spostamento relativo del puforispetto al polo. Tale condizione di ortogonalita’
puo' anche scriversi:

P P -PP' -d¢ x PP (22)
condg vettore arbitrario. Lo spostamento del genericat@®; puo' allora scriversi come:

PP -PP +d¢ « PP (23)
Per esprimere scalarmente tale espressione, sdeonshe a primo membro avremo le tre componegitod
spostamento (infinitesimo) del puri®p:
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du,"’
P P = |du)’ (24)
du’

che il vettoredg ha componenti:

do = | do, (25)
Ao

e che il vettord®’R = OR- OP ha componenti:

i)

X - X1

1
PP = | x{" ~x; (26)
x{ - X3
Ne segue:
dul(i ) du; 0 -d¢; do, Xl(I X
duf | = [duz vl deg 0 —doy | [ x{) - x, 27)
dud’ dus -d¢, d¢; O 0 _xq

Per dare un significato fisico al vettore,dsi consideri il caso piano, per cui la relazigrecedente si

semplifica in:
duj'’ ) (dul)+ ( 0 —d%) X{ - xq (28)
du/"’ dus dos 0 X3 =%,
ossia:
duj'’ = duy -dos (x5 -xz) (29)
duj'’ = duz +dog (X1 -x1)

 —

Ora, dalla Figura 1 si evince facilmente che itwet spostamento relativg P, - PP', indicato in figura

conAP , ha modulo pari a:

AP = Ldo¢ (30)
dove L €' la lunghezza del segmentq | e' la variazione dell'angolp che lo stesso segmento; Férma
con l'asse orizzontale. Le componenti del vettospdstamento relativo saranno allora fornite da:

du/") - du; = -Ld¢ Sin ¢

Ld¢ Cos ¢

(31)

duf’ - du,
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du'’ -du,

—

Figura 4 - Lo spostamento rigido infinitesimo coseenma di una traslazion@P ed una rotazione intorno a P'

Ma e' anche:

L Sin ¢ = x5 -x (32)
L Cos ¢ = x{' —x;
e quindi le (30) si scrivono:
dul’ - duy = - dg¢ (x') -x
! ! ( ? 2) (33)

duj'’ - duy = d¢ (xl(i - X1)
permettendo di dare un significato fisico @,dla rotazione del segmento jPiRtorno a P nel piano di
normalexs. Ne segue ancora che:

- un generico spostamento piano infinitesimo di umpeorigido puo' considerarsi composto da una
traslazione rigida e da una rotazione intorno adasse normale al piano

Tale spostamento puo' anche riguardarsi come uaaiooe intorno ad un punto C, dettentro assoluto di
rotazione,identificato come intersezione delle normali aitegtspostamento PP'R P;". Tale rotazione ha
ampiezza, riferendosi alla Figura 2, pari a:

1 PP" = =

do' = = (34)
1 CP 1 CR
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Figura 5 - Lo spostamento rigido come rotazionerimt al centro istantaneo di rotazione C

In generale, per un corpo rigido tridimensional®'pdirsi che un qualsiasi spostamento infinitesioum'
riguardarsi come somma di tre traslazioni lungoasssi coordinati, e tre rotazioni intorno alle egtarallele

agli assi e passanti per il punto assunto come polo

Figure



