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Capitolo 1

Introduzione

L’oggetto di questa raccolta di esercizi ¢ ’analisi statica di telai piani ad asse
rettilineo, in presenza di carichi distribuiti, forze e coppie concentrate, variazioni
termiche uniformi ed alla Navier, cedimenti elastici o anelastici dei vincoli.

La struttura sard quindi idealizzata come un insieme di N nodi, connes-
si tra loro da M elementi; per ciascuno degli esempi proposti, si dedurranno
le linee elastiche di ciascun elemento, si imporranno le condizioni ai limiti di
equilibrio e di congruenza nei nodi, e risolvendo le risultanti equazioni lineari
si espliciteranno gli spostamenti (assiali e trasversali) di ciascun elemento, e le
caratteristiche (sforzo normale, taglio e momento flettente) cui esso ¢ soggetto.
Infine, si disegneranno i relativi diagrammi, e si indicheranno gli eventuali valori
notevoli.

Per la maggior parte degli esercizi, si cercheranno conferme sull’esattezza dei
risultati utilizzando metodi alternativi, come il principio dei lavori virtuali, il
metodo della composizione degli spostamenti, la scrittura diretta di equazioni
di congruenza, il metodo misto.

Per ciascun esempio, si procedera secondo il seguente schema:

1. si battezzano gli N nodi

2. per ciascun elemento, si identificano i nodi iniziale I e finale J

3. per ciascun elemento, si definisce un sistema di riferimento con 'origine
nel nodo iniziale I, con l'asse X3 coincidente con l’asse dell’elemento.
L’asse X5, ortogonale ad X3, ruota di un angolo di novanta gradi, in

senso antiorario, per sovrapporsi ad X3

4. per ciascun elemento, si definiscono le linee elastiche degli spostamenti
assiali (secondo X3) e trasversali (secondo Xo).

Si utilizzeranno le seguenti teorie:
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(a) teoria di Eulero-Bernoulli, con rigidezze flessionali ed assiali finite.
In questo caso le linee elastiche saranno fornite da:

ul (z3) = ap + a1x3 + apa? + azas + I (1.1)

g’ (x3) = bo + brws + I (1.2)

dove I; ed Iy sono integrali particolari, che dipendono dai carichi

eventualmente presenti lungo I'elemento. Se ad esempio si ha un
carico distribuito p (z3) orientato secondo X5 (carico trasversale), e

4

. s . N boT
se esso ha intensita costante pg, si avra, come ben noto: I; = 24E?i'
Ciascun elemento, in questa ipotesi, ¢ poi definito da sei costanti di

integrazione.

(b) teoria di Eulero-Bernoulli, con rigidezza assiale infinita, ipotesi larga-
mente utilizzata nella pratica tecnica, in quanto usualmente la defor-
mabilita assiale degli elementi e trascurabile. In questo caso la linee
elastica assiale si riduce ad una costante:

u? (3?3) = bo (13)

e 'elemento si limita a subire una traslazione rigida lungo l’asse.

(¢) teoria di Eulero-Bernoulli, con rigidezze flessionali ed assiali infinite.
In questo caso le linee elastiche saranno fornite da:

ub (x3) = ag + ayz3 (1.4)
ug’ (x3) = bo (1.5)

e I'elemento subisce solo spostamenti rigidi lungo gli assi, ed una ro-
tazione rigida. Questa ipotesi € raramente utilizzata, e solo per alcuni
elementi del telaio. Ad esempio, & tipico che iritti (elementi verticali)
e i traversi (elementi orizzontali) abbiano rigidezze flessionali diverse,
e talvolta puo ipotizzarsi che i traversi siano tanto piu rigidi dei ritti
da poter accettare questa ipotesi

(d) teoria di Timoshenko, in cui si abbandona I'ipotesi di Eulero-Bernoulli

. dug . R .
sulla rotazione ¢ = ———, e ciascun elemento & caratterizzato da una

dx

3
rigidezza a taglio GA; finita. Questo caso verra trattato introducen-
do una opportuna funzione ausiliaria 7, che permette di ricondursi a
soluzioni simili a quelle della teoria di Eulero-Bernoulli.

5. Definite le linee elastiche degli M elementi, si avranno n costanti di in-
tegrazione da dedurre, e cio potra farsi imponendo, negli N nodi, le op-
portune condizioni di equilibrio e congruenza, e risolvendo le risultanti n
equazioni lineari. A partire dagli spostamenti trasversali u5’, una prima
derivazione fornisce la rotazione ¢!’, una seconda ed una terza i momenti
mUed i tagli t*7. A partire dagli spostamenti assiali u}’ si giunge, tramite

derivazione, agli sforzi assiali n'”.
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CAPITOLO 1. INTRODUZIONE

6. Infine, nel tracciamento dei diagrammi si riportera il momento positivo nel
semipiano z2 > 0 ed il taglio positivo nel semipiano z3 < 0 (in analogia a
quanto fatto con le tratti ad asse rettilineo).
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Capitolo 2

Un telaio zoppo

Si considera il semplice telaio zoppo di Figura 2.1, identificato da quattro nodi
(N = 4) collegati da tre elementi (M = 3). I nodi al suolo sono incastrati, e
non esistono sconnessioni interne. Il telaio ¢ soggetto alla forza orizzontale F'
agente in corrispondenza del nodo B.

—— — —
B C
H
H1
D
il B—_—
A
4 B

—
——

Figura 2.1: Un semplice telaio zoppo

Per ciascuno dei tre elementi si sceglie arbitrariamente un origine del sistema
di riferimento, e quindi un verso di percorrenza, definendo quindi gli elementi
AB, BC e CD. A sua volta, questa scelta porta ai sistemi di riferimento locali
di Figura 2.2.
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2.1. TEORIA DI EULERO-BERNOULLI ED ASTE ASSIALMENTE DEFORMABILI

BC cD
4 _F X X2 L
BC| B C cD
X2y Yy X3
Ha
Hy
D
7777777777 T
XéB A X'%B
-+ 777A7-777»'
L

—
——

Figura 2.2: Una scelta di sistemi di riferimento

2.1 Teoria di Eulero-Bernoulli ed aste assialmen-
te deformabili
In ipotesi di validita della teoria di Eulero-Bernoulli per travi snelle, e di elementi

assialmente deformabili, gli spostamenti trasversali saranno polinomi cubici,
mentre gli spostamenti assiali saranno lineari:

AB 2 3
Us r3) = ap + a1x3 + asr3 + agxsy
AB
Uz Tr3) = bo + bll‘g
BC 2
Uy x3) = o+ c1x3 + Cox3 + €373

cD 2 3
Us r3) = €9+ e1x3 + eax3 + e3ry
CcD
ug ™~ (z3) = fo + frz3

Per poter determinare le diciotto costanti di integrazione, occorre imporre
le condizioni ai limiti (di equilibrio e congruenza) in corrispondenza dei quattro
nodi:

— nell’incastro in A si annullano ambedue le componenti di spostamento, e
la rotazione:

0
ufP(0) =0 (2.2)
0

6 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 2. UN TELAIO ZOPPO

— nel nodo in B si hanno le condizioni di congruenza:

uy'® (Hy) = uf€(0)
ug'® (Hy) = —u5'®(0) (2.3)
P (Hy) = ¢P(0)

e le tre condizioni di equilibrio :

—t4B (Hy) +nBC(0)+ F=0
nB (H) +tB¢(0) =0
—mAB (Hy) + mP¢0) =0

(2.4)

La prima condizione di congruenza esprime 'uguaglianza tra lo spostamento
orizzontale del nodo B, inteso come spostamento trasversale dell’asta AB, e lo
spostamento orizzontale del nodo, inteso come spostamento assiale dell’asta BC'.
Poiché — come evidenziato in Figura 2.2 — ambedue questi spostamenti sono
positivi se verso destra, si ha uguaglianza anche in segno. La seconda condi-
zione di congruenza, invece, esprime 'uguaglianza tra lo spostamento verticale
del nodo B inteso come spostamento assiale dell’asta AB, e lo spostamento
verticale del nodo, inteso come spostamento trasversale dell’asta BC'. Poiche
lo spostamento assiale di AB ¢ positivo se verso l’alto, mentre lo spostamento
trasversale di BC' € positivo se verso il basso, vi & discordanza di segno.

Per la scrittura delle tre condizio-
ni di equilibrio si puo fare riferimento tac
alla Figura 2.3, dove si e enucleato il F I
nodo B, assieme alle forze su di esso
agenti. La convenzione sui segni del-
le caratteristiche della sollecitazione mgc

interna ¢ usuale: sulle facce di nor- tag
. s -

male uscente equiversa all’asse X3, le

c.s.i. positive sono equiverse agli assi, maB

e quindi lo sforzo normale & equiver- naB

so ad X3, il taglio & equiverso ad Xo,

il momento ha asse diretto secondo  Figura 2.3: Le forze agenti sul nodo B
X1, ossia e anti-orario. Sulle facce di

normale uscente controversa all’asse X3, le c.s.i. positive sono controverse agli
assi, e quindi lo sforzo normale & controverso ad Xs, il taglio & controverso ad
X5, il momento ha asse diretto contro X, ossia ¢ orario.

Si noti quindi che lo sforzo normale ¢ comunque positivo se fuoriesce dal
nodo, il taglio & comunque positivo se tende a far ruotare il concio in senso
orario, mentre il momento sara antiorario nei nodi di partenza, ed orario nei
nodi di arrivo.

Nel nodo in C, analogamente a quanto si ottiene in B bisogna imporre la
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2.1. TEORIA DI EULERO-BERNOULLI ED ASTE ASSIALMENTE DEFORMABILI

congruenza:
ug € (L) = —u5?(0) (2.5)
e ’equilibrio:

0
—nBY(L) —tP0)=0 (2.6)
0

I segni delle equazioni di congruen-
za possono facilmente spiegarsi a par- tac
tire dalla Figura 2.2, mentre le equa- ngc
zioni di equilibrio possono leggersi dal-
la Figura 2.4, dove si ¢ evidenziato il

nodo C, assieme alle c.s.i. su di esso mgc
agenti. tcp
Infine, nell’incastro in D si annul-
lano spostamenti e rotazioni: mcp
u§P (Hy) = 0 b
ugD (Hy) =0 (2.7) Figura 2.4: Le forze agenti sul nodo C
¢CP (Hz) =0

Si sono cosi ottenute diciotto condizioni ai limiti, che possono tradursi in
altrettante equazioni lineari nelle diciotto costanti di integrazione. A cio fare, si
dovranno utilizzare le note relazioni differenziali, che permettono di esprimere
rotazioni e c.s.i. in termini di derivate di spostamento:

dul’ (x3)
1J _ 92 3
¢ (xg) = dX3 (28)
d2uIJ T
m!7 (z3) = 7E1$ (2.9)
3
3,,1J
£ (g) = —Efd%ﬁ (2.10)
3
IJ
nl (z3) = EA%}S?’) (2.11)

8 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 2. UN TELAIO ZOPPO

Si ha infine il sistema di diciotto equazioni lineari:

a0:0
bp =0
Cl1:O

ag + a1 Hy + ang2 + a3H13 —dyg=0
bo+b1Hy +co=0

a1 + 2a9Hy + 3a3H12 —c1=0
6Flas + FAdi+ F =0

EAby —6EIc3 =0

co—ag —3asH; =0

co+ Ley + Lo+ Les — fo =0
dy+ Ld; +e9 =0

1+ 2Lco +3L%c3 —e; =0
6FElcs+ FEAfi =0

FAd, —6FEIes =0
co+3Lcg —ex =0

eg +e1Hs + €2H22 + €3H23 =0
fo+ fiH2=0

e1 + 2eHo + 3e3H2 =0

(2.12)

La presenza di numerosi parametri (la forza F, le altezze dei due ritti, la
lunghezza del traverso, le rigidezze assiali e flessionali) rendono laboriosa la so-
luzione del sistema, che tuttavia puo essere ottenuta tramite calcolo simbolico.
Le espressioni finali sono lunghe e poco maneggevoli: per semplificarne la vi-
sualizzazione, si riporta solo il caso di telaio quadrato, per cui Hy = Hy = L.
Gli spostamenti trasversali sono forniti da:

F ,
usB (z3) = op7A (73 (6 (60I°L + 25ABILY + 24%L7)

— (1441 + 66ATL* + TA’L*) a3)

(2.13)

FL
up® (w3) =[x (F12IL7 (31 4+ AL?) + (961°L + B4AIL? + A°L7) s~

(2417 + 16 AIL? + 3A°L*) a3 + 2AL (31 + AL?) z3)

(2.14)
u§P (x3) = __r (L — x3)* (721* + 42AEIL? + 5A%L*+
12EIA (2.15)
AL (241 4+ TAL?) z3)
Ccon:
A =T2I% + 45AIL* + TA?L* (2.16)
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2.1. TEORIA DI EULERO-BERNOULLI ED ASTE ASSIALMENTE DEFORMABILI

Gli spostamenti assiali, invece, sono dati da:

3FL?
AB
, = otE 2.17
us” (@) = S ET T TEALE (2.17)
FL2(2161%2L + 84AIL>? + 5A2L% — 61 (241 + TAL?
W (ag) = TE : - UL+ TAL) 3) -y 15
3 12EITA
3FL?

CD

— L — 2.19
us (@) = Srpr gz ) (2.19)

Nella stessa ipotesi di telai quadrati, le caratteristiche si ottengono per
derivazione successiva:

F

mAB (v3) = “5A (120I°L + 50AIL® 4+ 4 A’ L — (1441 + 66 AIL® + TA’L*) x3)
FL

BC (23) = oA (2417 +16ATL? + 3A%LY — GAL (31 + AL?) 25)

FL
mP (x3) = === (—241% + 2AIL° + 3A°L* — AL (241 + TAL?) x3)

2A
(2.20)
F (61 + AL
tAB (:L’g) _ ( ! )
61 + 2AL
3FAL?
(BC () — 92.21
(8) = = our 7 AL (2.21)
FAL?
CD _
7 (@s) = 5792
3FAL?
AB _
n ) = o AL
FAL?
1B (15) = S L (2.22)
3FAL?
CD _
n () = T AL

Il caso limite EA =

Se, come spesso accade, la deformabilita assiale delle aste ¢ trascurabile, si
possono semplificare notevolmente i risultati portando la rigidezza assiale ad
infinito. E’ pero conveniente, se si adotta una tale ipotesi, imporla a priori,
fin dalla definizione delle linee elastiche assiali (che diventano costanti), cosi da
ridurre drasticamente il numero di equazioni da risolvere e da semplificare il
quadro strutturale.
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CAPITOLO 2. UN TELAIO ZOPPO

2.2 Teoria di Eulero—Bernoulli ed aste assial-
mente indeformabili

Se si assume una rigidezza assiale infinita, le linee elastiche assiali diventano
costanti, e gli sforzi normali non potranno pit calcolarsi attraverso la (2.11),
bensi dovranno dedursi a posteriori tramite considerazioni di equilibrio. Le
linee elastiche assiali si semplificano in:

5 (w3) = do (2.23)

La presenza degli incastri in A ed in D implica che in tali punti lo sposta-
mento assiale delle aste AB e C'D ¢ nullo, e quindi le due linee elastiche saranno
identicamente nulle. Ne segue che I'unica linea elastica superstite e quella del
traverso, per cui sara:

uBC (z3) =0 (2.24)

Andranno ora imposte tredici condizioni ai limiti, coinvolgendo solo le linee
elastiche flessionali, e lo spostamento § del traverso. Quindi, nell’incastro in A
si potranno imporre le due condizioni di congruenza che annullano spostamento
trasversale e rotazione:

u3? (0)
o7 (0)

mentre la terza condizione ¢ gia stata soddisfatta annullando la linea elastica
assiale del ritto AB.
Nel nodo in B si hanno le condizioni di congruenza:

0 2.25
. (2.25)

uftB (H)) =06
uB(0) =0 (2.26)
¢4 (Hy) = ¢7(0)
e la singola condizione di equilibrio sui momenti:
—mAB (H) + mPC(0) =0 (2.27)

Le tre condizioni di congruenza sono una ovvia semplificazione delle condi-
zioni (2.3), mentre le due condizioni di equilibrio coinvolgenti gli sforzi normali
andranno utilizzate a posteriori, una volta noti i tagli.

Nel nodo in C, analogamente a quanto si ottiene in B bisogna imporre la
congruenza:

u§P(0) = =46 (2.28)
¢Pe(L) = 6“P(0)
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2.2. TEORIA DI EULERO-BERNOULLI ED ASTE ASSIALMENTE INDEFORMABILI

e 'equilibrio dei momenti:
—mBY (L) + m“P(0) =0 (2.29)

Nell’incastro in D, come in A, si annullano spostamenti trasversali e rota-
zioni:
cD
ug (Hz)
CcD
¢~ (H2)
A queste dodici equazioni bisognera aggiungere una equazione di piano, che

esprime ’equilibrio del tratto BC' alla traslazione orizzontale. Dalla Figura 2.5
¢ immediato dedurre che dovra essere:

=0 2.30
. (2.30)

—tAB (Hy) —t°P(0)+ F =0 (2.31)

—L |

- -
tas tep

Figura 2.5: Le forze orizzontali agenti sul traverso

Si sono cosi ottenute tredici condizioni ai limiti, che possono tradursi in al-
trettante equazioni lineari nelle tredici costanti di integrazione. Da esse possono
definirsi le tre linee elastiche flessionali, e lo spostamento assiale del traverso:

_ FH3a3
- 12EIA
2LH, (L + Ho)xs + 3H} (ALHs + 3H3 — Las))
FH?H2 (L — x3) x3
B AEILA (
Hy (Hy (—2L + x3) + 2L (—L + x3)))
_ FH}(Hs —x3)°
~ 12EIA
HY (3H3 + 2Lxs + Ha (4L + 623)))

ufP (x3) (3LH} + 2H Hy (L (3L — 4z3) + 3Hs (L — x3)) —

uP (x3) = 2LH x3 + H? (L + x3) +

(3LH3x3+2LH, (2H3 + Las + 2Hs (L + 223)) +

(2.32)

 FH3H3 (AL (L + Hs) + Hy (AL + 3H>))

o 12ETA

(2.33)

e:

A =3LH?HZ + LH3 (L + Hy) + H} (L + 3Hy) + H, H3 (4L + 3Hy) +

3 (2.34)
LH} (L + 4H>)
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CAPITOLO 2. UN TELAIO ZOPPO

Hy

Hq 77;.77

Figura 2.6: La deformata

La deformata, nel caso in cui H; = L ed Hy = L/2 si presenta come in
Figura 2.6.

I momenti flettenti ed i tagli si traggono dalle linee elastiche tramite oppor-
tune derivazioni, giungendo a:

FH?
mAB (23) = — 2A2 (LH} +2H Hy (L (L — 4z3) + Hs (L — 323)) —
2LHs (L + Hy) x5 + Hy (ALH» + 3H; — 3La3))
FH}H3
mBC (xz3) = ﬁ (Hy (2L (2L — 3x3) + 3Ho (L — 23)) +
2LH; (L — 3x3) — 3Hixs)
CD FH12 2 2
m (l‘3) = 2A (LH2 (—2H2 —|— 33?3) + 2LH1 (—2H2 + Ll‘3 + 4H2.’L‘3) +
H} (—3Hj + 2La3 + 6Hax3))
(2.35)
AB FH3 (3LH? + 2LH> (L + H») + 2H  Hy (AL + 3H>))
177 (ws) = 2
3FH?HZ (2LH, + H? + H, (2L + H
(8 (qy) — - SLHLHE OLH, STA 201+ ) (2:36)
€D (25) FH (3LH3 + 2H? (L + 3Hs) + 2LH, (L + 4H,))
r3) —
2A

Il diagramma del momento, nella stessa ipotesi H; = L ed Hy = L/2 si
presenta come in Figura 2.7. Si noti — come sempre — la corrispondenza tra i
punti di nullo del diagramma del momento, ed i punti di flesso del diagramma
degli spostamenti.
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2.2. TEORIA DI EULERO-BERNOULLI ED ASTE ASSIALMENTE INDEFORMABILI

F - B I
C /
)
D
H - 7mIZZZ? T
A
+ 7777777777
i L 4

Figura 2.7: 1l diagramma del momento flettente

Come detto, gli sforzi normali sono forniti dalle equazioni di equilibrio in
corrispondenza dei nodi B:
—t4B (Hy) +nPC(0) + F =0

nP (Hy) +t5€(0) =0 (2.37)

e C:

_4BC ’I?,CD —
tBY(L) + n®P(0) 3 239

—nP(L) —t“P(0) =

da cui:

nPC (x3) = —t9P (x3) (2.39)

Il caso del telaio quadrato

Nell'ipotesi di telai quadrati, si ha pit semplicemente:

F(12L — Tz3) 23
84E1
Fas (L2 —3Lx3 + 2x§)
28E1
F (L — 56'3) 2 (5L + 7:133)
84ET

uy? (z3) =

‘LLQBC (23) = (2.40)

u§? (w3) = —
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CAPITOLO 2. UN TELAIO ZOPPO

5 FL3
= — 241
0 84 EI (2:41)
con momenti e tagli forniti da :
2FL Fx
mAP (3) = T Ty :
3
mBC (x3) = o F (L = 23) (2.42)
1
mCP (z3) = T (=3FL + TFx3)

A (5) = 17 (a5) =
(2.43)

3

Come detto, gli sforzi normali sono forniti dalle equazioni di equilibrio in
corrispondenza dei nodi B e C"

nAB (z3) = —nP (x3) = %F
e (2.44)

n°Y (x3) = ——

2

2.3 La scrittura diretta delle equazioni di con-
gruenza

Una verifica sulla correttezza dei risultati ottenuti puo ottenersi utilizzando il
metodo delle forze. Si osservi preliminarmente che la struttura ha tre gradi di
iperstaticita, in quanto possono scrivere tre equazioni di equilibrio e vi sono
sei incognite reattive. Alternativamente, la struttura senza vincoli possiede tre
gradi di liberta, mentre i due incastri sopprimono sei gradi di liberta.

Per ottenere una struttura isostatica equivalente (S.I.E.) occorre quindi ri-
muovere tre gradi di vincolo, oppure introdurre tre sconnessioni; se ad esempio
si rimuove l'incastro in D, ci si riconduce ad uno schema a mensola, su cui
scrivere le equazioni di congruenza che impongono spostamenti e rotazioni nulle
in D. Si possono trasformare i due incastri in due appoggi, ed aggiungere una
cerniera intermedia, riconducendosi ad un arco a tre cerniere. Nel seguito, per
poter utilizzare nel modo piu semplice il metodo della composizione degli spo-
stamenti, si sceglie lo schema di Figura 2.8, in cui si € operata una sconnessione
tripla in corrispondenza della mezzeria M del traverso.

Le tre incognite iperstatiche sono quindi le tre caratteristiche della solleci-
tazione interna in M, e le tre equazioni di congruenza dovranno ristabilire la
continuita degli spostamenti e della rotazione in M:

M _ M
U sin = U2des
M _ M
U3 sin = U3des (245)

M M
d)sin = ¢des

Esercizi di Scienza delle Costruzioni 15



2.3. LA SCRITTURA DIRETTA DELLE EQUAZIONI DI CONGRUENZA

X3 X3
+ -t > X1 ‘XLTXZ— n
B X2 C
H
H1
D
7777777777 1
A
T TIITIIITT7
d L 1

Figura 2.8: 1l sistema isostatico equivalente

Utilizzando il principio di sovrapposizione degli effetti (p.s.e), si esaminano
separatamente i contributi delle sette forze, e per ciascuna di esse si calcoleranno
gli spostamenti e la rotazione in M. Tornano utile, in questa fase, il metodo di
composizione degli spostamenti, e la conoscenza dei coefficienti fondamentali
per lo schema a mensola: per ciascuno schema, si traccia il diagramma dei
momenti, ed a partire da questo si riconosce il contributo di ciascun tratto,
operando su schemi noti.

Il contributo della forza F e dello sforzo normale a sinistra

Sullo schema di Figura 2.9, a partire dal diagramma del momento si puo dedurre:

FH}
0 _ 1
U3 gin = 3ET
FH? L
U - 2.46
U’ZSm 2EI 2 ( )
o _ _FHY
S 2EI

Lo spostamento orizzontale del punto M, infatti, ¢ pari allo spostamento
orizzontale del punto B, che & I’estremo libero della mensola AB, caricata da
una forza F all’estremo, ed analoghe considerazioni valgono per la rotazione. Lo

spostamento verticale, invece, ¢ calcolabile considerando che il tratto BM ruota
H?

int 1 nodo B dell tita =—
intorno al nodo ella quantita ¢p Yol

, e quindi il punto M subisce lo

spostamento verticale —¢p 3
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CAPITOLO 2. UN TELAIO ZOPPO

Poiche il tratto BM ¢ assialmente E
rigido, la forza X; puo pensarsi agen- B
te in B, e quindi si ottengono subito
i coefficienti:

1 X1H13 H1
Uz sin = 3EI
2
o) = XL (2.47)
s 2ET 2 A
d)('l) _ _X1H12 — L/2
Sin 2EI

Figura 2.9: Lo schema con la forza F (o
lo sforzo normale)

Il contributo dello sforzo di ta-
glio a sinistra

A partire dal diagramma del momen-
to di Figura 2.10 si puo dedurre:

Xzé
L\ H?
(2) - (x,Z 1 7
U3 sin ( 2 ) 2ET N (,’ |
i, = (L)L, X (LY Lo
2sin >3 ) E12 T3EI\2
2
@ __(x, L\H, X (L
Psin ( 2) EI ~ 2EI \2 "
(2.48)
Lo spostamento assiale ¢ uguale A
allo spostamento orizzontale del pun- s
to B, che e calcolabile sullo schema a

mensola AB caricata da una coppia
Figura 2.10: Lo schema con il taglio a

in estremita di intensita —Xo—. Lo .
2 sinistra

spostamento verticale del punto M e

dovuto a due aliquote: il diagramma del momento sul tratto verticale implica
una rotazione rigida del tratto BM, uguale alla rotazione in B della mensola

L
AB caricata dalla coppia di intensita —X2§. Tale rotazione sara, come noto,

H,y
5 B’ e quindi I’aliquota di abbassamento dovuta al momento

in AB & pari a —¢ B Ad essa va aggiunto lo spostamento dovuto al momento

L
paria ¢p = —Xo—

sul tratto BM , che puo riguardarsi come dovuto ad una forza Xs sulla sommita

di una mensola di luce —.

La rotazione in M, infine, & la somma delle rotazioni dovute al momento
costante lungo AB, e dal momento lungo BM.
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2.3. LA SCRITTURA DIRETTA DELLE EQUAZIONI DI CONGRUENZA

Il contributo del momento a sinistra

A partire dal diagramma del mo- X3
mento in Figura 2.11 si possono infine +£24
dedurre i tre coefficienti: T B |

2
©® _
u3 sin 3 2ET
2
(3) H; L X3 (L u
==Xy — — [ = 1
H2sin SEI2 2B\ 2
® _ A Xs (L
in = Xs g T 7 | 2 .
(2.49) +
cosl esaurendo 'esame della semi-mensola "t

di sinistra. L’esame della semi—mensola
di destra porta a risultati simili, e Figura 2.11: Lo schema con il momento

permette di completare la scrittura @ sinistra
delle equazioni di congruenza.
Il contributo delle c.s.i. a destra

I1 contributo dello sforzo normale sulla semi—mensola di destra si ottiene imme-
diatamente come:

S _ X
3des T 3ET
W _ XHIL 2.50
Ugdes = 2B 2 ( )
(1) _ XaH3
des 2ET

e sempre a partire dal diagramma del momento si puo leggere il contributo del
taglio:
2
@ _(x, L)
Usdes < 2 ) > 2ET
3
@ __(yLYHL X (L 2.51
H2des = <X22) EI2 3EI (2:51)

2
o _ _(y L\ He _ X2 (L)’
des 29 ) EI  2EI\2

e quello del momento flettente:

H2
3
ul(id)es:X3ﬁ
2
(3) :_XEE_ﬁ L 2.59
fades = TETD T 2ET \ 2 (2:52)
@ _ _y, 2 Xs (L
des EI  FEI\2
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CAPITOLO 2. UN TELAIO ZOPPO

Il calcolo dei coefficienti
Le equazioni di congruenza si esplicitano come:

U’l(ios)in + ugls)in + ugfs)in + ul(igs)in = ui(’)}i)es + ui(i?i)es + ui(%?c)i)es

U’éos)in + uéls)in + quS)in + U’égs)in = ué}i)es + u;2d)es + ué?;i)es (253)
Oin + 8l + 0 + 85 = B4 + Bl + Bl

Inserendo i valori trovati, e semplificando, si giunge al sistema di tre equa-
zioni nelle tre incognite iperstatiche:

L
(Hf — H3) X1 + (H1 +g H2> LXo+2(Hy — Hy) X3 =—FH} (2.54)

H} + H3 L H? H3 FH?
%Xl + (H} — H3) 1% (21 + 22> Xy =——3 1 (2.55)
H? H? L FH?

- T )Xo+ (Hy = Ho) 5Xo — (Hy + L+ Hp) X = —— (2.56)

Risolvendo si ottengono le caratteristiche della sollecitazione interna nella
mezzeria del traverso:

FH? (3LH3 + 2H? (L + 3H,) + 2LH, (L + 4Hy))

X =
1 2A
27172 2
x, _ _3FHIH (2LH, + H? + H, (2L + H>)) (2.57)
2LA
X FH} (Hy, — Hy) H3 (2L + 3H, 4 3H3)
3=

4A

e A fornita dalla 2.34.
I valori delle tre incognite iperstatiche vengono quindi a coincidere con
quanto ottenuto con il metodo della linea elastica:

X, = nBC
Xy =t7¢ (2.58)
X3 = ’ITLBC (ng = g)

2.4 Le variazioni termiche flessionali

Si ipotizzi ora che il telaio sia soggetto ad una variazione termica flessonale
lungo l'intero traverso, come indicato in Figura 2.12.

Tutto quanto detto per le linee elastiche resta valido, sia che la rigidezza
assiale sia finita, sia che sia supposta infinita, come si fara nel seguito. Le
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2.4. LE VARIAZIONI TERMICHE FLESSIONALI

AT
+T+
1 7 1
T A T
B C
Ha
D
H1 7777777777 1

Figura 2.12: 1l telaio zoppo soggetto a variazione termica flessionale lungo il
traverso

tredici condizioni ai limiti descritte in precedenza restano inalterate, con I'unica
eccezione dell’equazione di piano (2.31), che in assenza di forza si scrivera:

—t4B (Hy) —t°P(0) =0 (2.59)
Si ricordi pero che in presenza di distorsioni flessionali p = fO‘ATTsi ha:
d2 AB d2 AB AT
mAB (23) = —EI—2— 4 Elp = —E[——2— — BT~ (2.60)
X3 dxs h

L
Assumendo d’ora in poi H; = L ed Hy = X si giunge alle tredici equazioni

lineari:
ap =0
ap =0
ao + Lay + L*as + L?a3 = 6
cop =0
—ay — 2Las — 3L%az 4+ ¢; =0 (2.61)
aAT

2a9 4+ 6Lasg — 2¢cy = -

co+ Ley + L262 + L363 =0
) +eg = 0
—c1 —2Leg — 3L%c3 +e1 =0
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CAPITOLO 2. UN TELAIO ZOPPO

AT
2y + 6Lcs — 2eq = —O“T
L€1 L2€2 L363
=1 =0
ottty 8
3L%
—€1 — LBQ — 4 3 =0
asz + ez = 0

immediatamente risolvibili, fornendo gli spostamenti trasversali, e la traslazione
assiale del traverso:

23 (—105L + 9223) aAT

up? () = 4561 h
x3 (2202 — 19Lz5 — 322) aAT
P (ay) — T 2 DLy — 3) o (262
(13L — 23z3) (L — 2x3) 2 AT
uy” (ws) = 4561 h
13L2 AT
_ 9.
156 h (2.63)

Si noti che la deformata, riportata in Figura 2.13, non dipende dalla rigidezza
flessionale E1.

B C

PN

Ha

Hq 7777777777

Figura 2.13: La deformata dovuta alla variazione termica flessionale lungo il
traverso

I momenti ed i tagli, invece, dipendono dalla rigidezza flessionale, e si otten-
gono per derivazione successiva:

EI (35L — 9223) aAT

m*? (@s) = 761 h
3EI(—19L + 3z3) AT

mPC (z3) = ( I 3) - (2.64)
EI(—12L 4 23z3) aAT

m®? (z3) = 19L h
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2.4. LE VARIAZIONI TERMICHE FLESSIONALI

93ET aAT
AB _
) = —Tor
9ET aAT
tBC (z3) = oL (2.65)
93ET aAT
CD _
£ @) = 97—,

Il diagramma del momento si presenta come in Figura 2.14:

B
C
Ha
D
Hy 7777777777
A
+ 7777777777

Figura 2.14: I momenti flettenti generati dalla variazione termica flessionale
lungo il traverso

Il principio dei lavori virtuali

Un’utile verifica puo essere condotta utilizzando il principio dei lavori virtuali.
Per lo schema di Figura 2.12, scegliendo la struttura isostatica equivalente di
Figura 2.15, si scriveranno tre espressioni del principio dei lavori virtuali, utiliz-
zando come sistema di spostamenti la struttura reale, e come sistema di forze i
tre schemi virtuali di Figura 2.16:

My M
i Elj ds—/le,uds:O

MM

S E21 ds—/sMguds:O (2.66)
MsM

ol ds—/sMg,uds:O

S

Il momento M puo essere calcolato sulla struttura isostatica equivalente, e
quindi, per il principio di sovrapposizione degli effeti, potra scriversi:

M = My + X1 My + XoMs + X3 M (2.67)
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AT
++
1 7 1
T A T
B C
Ha
X3
\D ’
Hq "
2
X1

Figura 2.15: Un possibile sistema isostatico equivalente

Si noti pero che My sara nullo, in quanto le distorsioni non provocano ca-
ratteristiche in una struttura isostatica. Inserendo quindi la (2.67) nelle espres-
sioni del principio dei lavori virtuali, si giunge alle tre equazioni lineari nelle tre
incognite iperstatiche:

M2 My M, My M.
X1 | = X 2ds — | Mipds =0
! E1d5+ N T T EI / Lpas
MyM My M:
X, ;Ild +X2/—2ds+xg/ 2 3ds—/M2,ud5—0 (2.68)
X, : X/ o ds+X/ ds—/Ml,udst
Nell’ ipotesi, gia fatta, in cui H; = L ed Hy = 50 1 momenti potranno
scriversi come:
mi'? (x3) = my'® (w3) = —L
BC x3
—-1(1-3)
my " (x3) T
m{)c (z3) =0
L 2x (2.69)
AE 3
=123
md® (o) = =5 (1- 22
mPP (x3) = 3
L
my < (x3) = b
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24

77777 B
C
H
Hy D
l X1-1
A
T 7777777777
L L 4
T T
B C
Ha
D
Hq —_— —+
X2=1
A
+ 7777777777
l L l
T T
B C
Ha
X3=1
D
Hy LA 4
A
L

-
-

Figura 2.16: I tre sistemi virtuali su cui calcolare M7, My ed Ms
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CAPITOLO 2. UN TELAIO ZOPPO

my' (x3) = —x3

mit? (z3) = mPP (5) = 1
m?c (z3) =1

my? (z3) = —1

e gli integrali potranno facilmente esplicitarsi, portando a scrivere:

AL3X, I3X, 3I2Xs 1
- — —L*u=0
SEI 4Bl 2BI a7 M
L3X, 3L3X, 5L*°X; 1
_ _Lle g 2.70
AET T sEr T sEr 3t M (2.70)
3L2X, 5L?X, 5LX;
- + +

— Lu =
oET spr | opp =0
con soluzione:
9EIu
X, =-——F
! 76L
23EIp
X, = 2.71
2= 0T (2.71)
EI
Xy = =L
38

confermando le (2.64) e le (2.65).

2.5 Le variazioni termiche assiali

Si ipotizzi ora che il traverso BC' sia soggetto ad una variazione termica uniforme
At di tipo assiale (cfr. Figura 2.17), assimilabile ad una distorsione assiale:

A= —aAT (2.72)

Se la rigidezza assiale del traverso ¢ pari ad E A, lo sforzo normale nel tratto
sara quindi fornito da:

nPC (z3) = EA !113

— BAaAt (2.73)
X3

Ipotizzando che i ritti siano assialmente rigidi, le relative linee elastiche
assiali sono identicamente nulle (per la presenza dei vincoli), e quindi si avra:

AB 2 3
uy” (z3) = ag + a1xs + asxs + asx;

UZBC (x3) =co+crzs + 021“% + 6393§ (2.74)
USBC (.%‘3) =dpx3 + dy

D 2
ug (r3) = eo + €123 + w3 + e3xh
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AT
+
1 I-l 1
T U T
B C
H
D
H1 7777777777 1

Figura 2.17: 11 telaio zoppo soggetto a variazione termica uniforme lungo il
traverso

Le condizioni ai limiti da imporre nei nodi dovranno rispecchiare queste
ipotesi preliminari, e di conseguenza non potranno essere prese in considerazione
equazioni in cui compaiono spostamenti assiali e sforzi normali dei ritti.

— nell’incastro in A si annullano spostamento trasversale e rotazione:

ufP(0) =0

S7(0) — 0 (2.75)

— nel nodo in B si hanno le condizioni di congruenza:

us® (Hy) = ug“(0)
uPC(0) =0 (2.76)
¢"P (Hy) = ¢"€(0)

e le condizioni di equilibrio :

AB BC
—-m Hy)+m~~(0)=0
" (H) + (0 -
—t%% (Hy) +n~%(0) =0
— nel nodo in C, analogamente:
uBC(L) =0
ug P (0) = —ug'“ (L) (2.78)

¢"°(L) = ¢“P(0)
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CAPITOLO 2. UN TELAIO ZOPPO

—mPC (L) + m“P(0) =0

2.79
—tP(0) —nP L) =0 (2.79)
— nell’incastro in D, infine, si annullano spostamenti e rotazioni:
uSP (Hy) =0
oD (2.80)
=" (Hz) =0

Risolvendo le quattordici equazioni si ottengono le costanti di integrazione
e quindi gli spostamenti trasversali:

22 (—99L + 52z5)

AB
- EAaAT
uz” (%) = 31057+ 5B AL DAY
s, (—14L2 +19Las — 5a2) .
uz - (¥8) = T oiEr T omArz DACAT (2:81)
L —2x3)*(10L + 1
ug'’? (xg):—( 23)” (10L + 1323) ) A

312EI +57TEAL?
mentre la linea elastica assiale del traverso ¢ fornita da:
L? (—47L + 57x3)
BC 3
= FEAaAT 2.82
us (73) = SR+ sEAL DAY (2:82)

La relativa deformata e riportata in Figura 2.18

B C
Ha
D
Hy 7777777777
A
T 7777777777

Figura 2.18: La deformata causata dalla variazione termica uniforme lungo il
traverso

Le caratteristiche flessionali si ottengono per derivazione successiva:
21 (33L — 52x3)

AB
5) = EAaAT
m T (@s) = Jour 1ALz LAC
21 (—19L + 15z3)
BC = EAaAT 2.83
M) = AT 10ALZ @ (2:83)
mcP (z3) = —8[ (L — 13x3)EAozAT

104 + 19AL?
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1041

AB

= FAQAT

7 (ws) = ~ a7 T oAz A
301

tBC =—  _FAaAT 2.84

() = Joar + oAz A (2:84)

1041

10D () = — 0 pa AT

T 1041 + 19AL2

Il diagramma del momento si presenta come in Figura 2.19:

—— x
B C
Ha
D
Hy 7777777777
A
T+ 7777777777

Figura 2.19: I momenti causati dalla variazione termica uniforme lungo il
traverso

Lo sforzo normale nel traverso ¢ ottenibile dalla (2.73):

5o 1041

= FAQAT 2.85
*3) = ~Toar + 19412 DA (2.85)

n

mentre gli sforzi normali nei ritti sono ottenibili dall’equilibrio dei nodi B e C:

nAB (1'3) = —tgc'(O)

nP (z3) =tpc(L) (250

L’effetto della deformabilita assiale del traverso BC' puo trascurarsi sempli-
cemente portando la rigidezza assiale EA ad infinito, nelle formule precedenti.
Ad esempio, lo sforzo normale nel traverso si semplifica in:

104E1

nBC (xg) = —719[/2 o

AT (2.87)

Si puo pero anche semplificare a priori lo schema di partenza, ponendo la
linea elastica assiale del traverso nella forma:

ufc (1‘3) = do — )\1‘3 (288)
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e modificando le condizioni ai limiti, eliminando le due condizioni di equilibrio
in cui compare lo sforzo assiale n®¢ (x3), ed aggiungendo I’equazione di piano
che esprime ’equilibrio del traverso:

—t4B (H)) —t°P(0) =0 (2.89)

Risolvendo le tredici equazioni si ottengono le costanti di integrazione, da
cui gli spostamenti trasversali (nel caso in cui H; = L ed Hy = L/2):

22 (—99L + 52z
u124B (xg) _ 73 ( 3)

oz aAT
uzBC (5) = 3 (14L2 _1519;@3 + 5x§) QAT (2.90)
WGP () = — L= 2x3)z7(£L +1375)
mentre la linea elastica assiale del traverso ¢ fornita da:
uPC (z3) = (—gL—Fxg)aAT (2.91)

Le caratteristiche flessionali si ottengono per derivazione successiva :

 2E1 (33L — 52a3)

mAP (x3) TE aAT
2E1 (19L — 15z
mPC (x3) = — ( 012 3) o AT (2.92)
8EI (L — 13z
104E1
1 (o) = g 0AT
30ET
BO () = 2L 2.93
7% (x3) 912 aAT (2.93)
104E1
P (23) = ——5aAT
) = gz e

Lo sforzo normale nel traverso ¢ ottenibile dall’equilibrio del nodo B (o del
nodo C) alla traslazione orizzontale:

—t4P (23) + npc(0) =0 (2.94)
da cui: VO4ET
BC _
n-v (x3) = — 1012 aAT (2.95)

confermando la (2.87). Gli sforzi normali nei ritti sono ottenibili dall’equilibrio
dei nodi B e C' alla traslazione verticale:

nAB (.’L‘g) = —th(O)

nCP (23) = tpe(L) (2.96)
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2.5. LE VARIAZIONI TERMICHE ASSIALI

Il principio dei lavori virtuali

Utilizzando anche in questo caso il principio dei lavori virtuali, si sceglie per
comodita lo schema isostatico equivalente di Figura 2.20, in modo da poter
utilizzare i risultati gia dedotti nel caso di variazione termica flessionale. Ed
infatti, potra ora scriversi:

AT
+¢+
| n |
T LI T
B C
Ha
X3
D ,
H1 \
X: X2
1
A
-+ 7777777777
’e L i

Figura 2.20: Un possibile sistema isostatico equivalente

MM NN B
Bl ds + SEAds—/le)\dS—O
My M NoN B
I ds + EA dS—/SNQ)\dS—O (2.97)
MM NoN
_ | N —
BT ds + EA ds /s 3Ads =0

Si & per ora considerato anche effetto delle deformazioni da sforzo assia-
le, anche se si e deciso di considerare rigidi assialmente ambedue i ritti. 1l
momento M e lo sforzo normale N possono essere calcolato sulla struttura iso-
statica equivalente, e quindi, per il principio di sovrapposizione degli effetti,
potra scriversi:

M = My + X1 My + Xo My + X3 Ms;

(2.98)
N = No+ X1 N1 + XoNo + X3N3

Si noti pero che My ed Ny saranno nulli, in quanto le distorsioni non provo-
cano caratteristiche in una struttura isostatica. Inserendo quindi le (2.98) nelle
espressioni del principio dei lavori virtuali, si giunge alle tre equazioni lineari
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CAPITOLO 2. UN TELAIO ZOPPO

nelle tre incognite iperstatiche:

M} N? My My N1N,
(/ d+/ ds)+X2(S Foli ds—i—sEAds)—!-

M, M. Ny NV
X3< 1773 ds + ! 3 ) /leds_o
S

EI .
Mo M, NaN, N3
X d ds) + % ([ Mgss [ D2,
1<s Bl “7T ) EA >+ 2( Bt EAS>+
M) M NN
X3< ;Igds—i— 2 3 ) /Nz)\ds—O

MsM N3N M3 M. N3N
X1< 3 L ds + 31ds)+X2< 372 s + 32d5)+

EI . EA EI . EA

([ o B [

(2.99)

Nell’ipotesi, gia fatta, in cui Hy = L ed Hy = %, gli sforzi normali saranno

facilmente deducibili come:

e quindi gli integrali si annulleranno tutti, tranne:

/Nle _ 3L
CEAY T 2EA
N2 L
22 ge —
/ T FEA
/Ng)\ds — L\

Infine, se si vuole trascurare la deformabilita assiale dei ritti,

(2.100)

(2.101)

occorrera,

trascurare anche il primo di questi integrali, che e esteso proprio lungo i ritti.

Il sistema (2.99) si modifica allora come:

A L°X, 31X
3EIT' 4EI  2EI
L3X, (3L* L 512X
4ET (8EI N EA) Xt Spp ~ A0

_ 3L2X, n 5L2 X5 n 5LX;
2E1 SEI 2E1

=0
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2.5. LE VARIAZIONI TERMICHE ASSIALI

con soluzione:

301
X1= 1017 T 19AL2 EAA
1041
X2 = 017 T 19AL2 EAA
4
X3 = ML pay

1041 + 19AL2
confermando le (2.84) e (2.85).

(2.103)
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Capitolo 3

Portale doppio

Si esamina ora il portale doppio di Figura 3.1, alto H e di luce complessiva 2L.
Esso e costituito da tre segmenti, collegati al suolo mediante tre appoggi, e tra
loro con una cerniera multipla in C. Il traverso di sinistra e caricato da un
carico uniformemente distribuito di intensita g.

4 O
N
B c D
H
A E F
1 L 1 L d
T T T

Figura 3.1: Un telaio a due campate ed un piano

La struttura e suddivisibile in cinque elementi, connessi da sei nodi. Ipotiz-
zando che le rigidezze assiali e flessionali siano ambedue finite, le linee elastiche
flessionali saranno polinomi cubici, mentre le linee elastiche assiali saranno li-
neari, a parte la linea elastica flessionale del tratto BC|, che vede la presenza di

Esercizi di Scienza delle Costruzioni 33



un integrale particolare:

AB 2 3
uj” (x3) = ag + a1x3 + agxs + azxy

’LL?B (CC3) = bo —+ bll'g
BC 2 3 $§
Uy (xg)=co+clx3+02x3+03x3—|—q24EI

U?C (l‘3) =dy + dixs

uGP (x3) = €o + €13 + eax? + 53 (3.1)

U:?D (x3) = fo+ fixs
uch (z3) = go + 173 + 9235% + 93$§

u§F (z3) = ho + hyzs

DF 2 3
uy  (x3) = mo + mixzs + mexs + msry

u?F (x3) = no + nyzs

Corrispondentemente, si potranno scrivere trenta equazioni nei sei nodi.

Si puo poi ipotizzare una inestensibilita assiale delle cinque aste, per cui le
linee elastiche assiali sarebbero costanti. Inoltre, le condizioni ai limiti impon-
gono subito che le linee assiali dei tre tratti verticali sono identicamente nulle,
mentre i due tratti orizzontali subiscono lo stesso spostamento assiale 6. Potra
quindi scriversi, in questa ipotesi:

T4

3
24FE1

0+ €123 + €213 + €3 (3.2)

e
1)

=go+g123 + 92$§ + 9353%
0

Corrispondentemente, si scriveranno venti equazioni ai limiti nelle sole quan-
tita flessionali, imponendo poi anche I'equilibrio del traverso nei confronti della
traslazione orizzontale (equazione di piano).

Un’altra semplificazione si ottiene realizzando che il tratto CE puo essere
considerato un pendolo, non soggetto a momenti o tagli. Puo quindi assumersi
a priori che la linea elastica u§'F (z3) sia lineare. Infine, il pendolo CE puod
anche assumersi estensibile, a differenza degli altri tratti.
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CAPITOLO 3. PORTALE DOPPIO

Nel seguito, si assume il modello definito dalle (3.2), e quindi si scriveranno
le seguenti condizioni ai limiti:

— negli appoggi in A, E ed F si annullano gli spostamenti trasversali, ed il
momento flettente. L’annullarsi della componente assiale di spostamento e gia
stata considerata, in via preliminare, quando si sono annullate le linee elastiche
assiali dei ritti:

ufP(0) =0
mAB(0) =0
uSE(H) =0 (3.3)
mCE(H) =0 '
uP T (H) =0
mPE(H) =0
— nel nodo in B si hanno le condizioni di congruenza:
us P(H) =6
ud(0) =0 (3.4)
¢AP (H) = ¢7¢(0)
e la condizione di equilibrio:
—mAP(H) +mP°0) =0 (3.5)

Le altre due condizioni di equilibrio, relative alle forze orizzontali ed alle
forze verticali:

—t"B(H) +nPC0) =0
nP(H) +t79(0) = 0

coinvolgono gli sforzi normali, e non possono essere utilizzate in questa fase.
Potranno pero fornire gli sforzi normali, una volta conosciuti i tagli.

Nel nodo triplo in C, le condizioni di congruenza dovranno imporre 1’annul-
larsi dell’abbassamento del nodo, ed uguagliare a ¢ il suo spostamento orizzon-
tale:

(3.6)

uy (L) =0
ug'™P(0) =0 (3.7)
uSE(0) = -6

Si noti che l'origine del sistema di riferimento del tratto CE ¢ in C, che
di conseguenza l'asse X3 e diretto verso il basso, e quindi ’asse X5 punta ver-
so sinistra. Cio spiega i segni dell’'ultima equazione. Per 1’equilibrio, invece,
bisognera simulare la cerniera annullando i momenti:

mBC(L) =0
mCP(0) =0 (3.8)
mCE0) =0
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mentre le restanti equazioni di equilibrio, da leggersi sulla Figura 3.2, coinvol-
gono gli sforzi normali, e quindi non possono essere utilizzate direttamente:

—nBY(L) +n°P0) —t°F0)=0 (39)
—tBC(L) +n®F(0) +t°P(0) = 0 '
Nel nodo in D si hanno condizioni simili ;
a quelle imposte in B: Nac [ BC m J Nep
I
u(0) = ~5 ®
.
ug (L) =0 (3.10) T
6OP(L) = 6PTO) l
—mCP(L) + mPF(0) =0 tee

Figura 3.2: La cerniera nel nodo

Infine, I'equilibrio del traverso permette triplo
di scrivere I’equazione di piano:
—tAB(H) — t9E(0) — tPF(0) =0 (3.11)

Si ottengono le costanti di integrazione, da cui gli spostamenti trasversali e
lo spostamento assiale § del traverso:

qL? z3 (H(H +20) + a:%)

AB _
2 @) = ST H(H+ L)
B (1) = 1 (L — x3) w3 (2L*(2H + L) + L(4H + 5L)x3 — 4(H + L)x3)
? 96ET (H+1L)
u§? (z3) = qL? w3 (—L? + a3)
2 96ET  (H + L)
qL?
UQCE (z3) = ISET (v3 — H)
udt (z3) = — qL* (H —3) (2H(H + L) + 2Hax; — af)
96ET H(H+ L)
_ gHL?
~ 48FEI

(3.12)

La deformata si presenta come in Figura 3.3.
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CAPITOLO 3. PORTALE DOPPIO

O] of

- 0,

B C D

—+
-
—-4
—4

Figura 3.3: La deformata del telaio

Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva:

mAB (g; ) = _Lgx?’
¥ 7 T16H(H + L)
mBC ((E ) _ _q(L - I3) (L2 - 8(H + L).Tg)
v 16(H + L)
mCP (x3) = __al’zs (3.13)
7 T16(H + L)
mF (z3) =0
mPF (15) = qL? (—H + z3)
¥ 7 T16H(H + L)

Il diagramma del momento si presenta come in Figura 3.4.
Gli sforzi di taglio si ottengono derivando i momenti:

tAB (I3) - _ ng
16H(H + L)
PP () = @ (L(8H + 9L) — 16(H + L)x5)
16(H + L)
_ qL? (3.14)
@) = 5 )
tF (23) =0
qL?
) = e )
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3.1. IL PRINCIPIO DEI LAVORI VIRTUALI

] «f

+ B f)/

-
-
——

Figura 3.4: Il diagramma del momento flettente per il portale doppio

Il massimo valore del momento si attinge in corrispondenza del punto di

nullo del taglio, ossia in:
L(8H +9L)

= 3.15
87 96(H + L) (3:15)
ed e pari a :
L?(8H + 7L)?
Mmax = mP¢ (23) = gL o T o) 3.16
) = S Ly (3.16)
Gli sforzi normali si deducono a partire da condizioni di equilibrio:
AB _ qL(8H +9L)
ns) = e
BC _ gL’
n ) = T D
cD qL?
r3) = ————————— 3.17
") = I D) (3:17)
CE B _qL(4H +3L)
L2
nPF ( 4q

%)= 6 H D)

3.1 1l principio dei lavori virtuali
Per verificare la correttezza dei risultati ottenuti, puo utilizzarsi il principio

delle forze virtuali. Una veloce analisi statica del telaio evidenzia la possibilita
di scrivere nove equazioni di equilibrio, mentre ogni appoggio al piede genera
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CAPITOLO 3. PORTALE DOPPIO

due reazioni incognite, ed in corrispondenza della cerniera si hanno tre tagli e
tre sforzi normali incogniti (come evidenziato in Figura 3.2). Ne segue che la
struttura ha un grado di iperstaticita.

L’analisi cinematica porta ovviamente alla stessa conclusione: la struttura
senza vincoli possiede nove gradi di liberta, in corrispondenza di ciascun appog-
gio possono scriversi due equazioni di vincolo, e nella cerniera interna occorre
imporre la congruenza dello spostamento verticale e dello spostamento orizzon-
tale del nodo per le tre aste concerrenti, generando quindi quattro equazioni di
vincolo.

Si sceglie allora la struttura isostatica equivalente di Figura 3.5, e si utilizza
il principio dei lavori virtuali al fine di calcolare la corrispondente incognita
iperstatica, ossia il momento flettente in B.

Il sistema di spostamenti e quello reale, e puo leggersi sullo schema di Figura
3.1, o equivalentemente sullo schema isostatico equivalente di Figura 3.5. Esso
¢ sicuramente congruente. Il sistema di forze si deduce dallo schema di Figura
3.6, ed e costituito da due coppie unitarie, uguale e contrarie, agenti in B, e
dalle risultanti reazioni vincolari. Esso ¢ quindi in equilibrio.

Il principio delle forze virtuali si scrive :

M ds
/SM1 =0 (3.18)

dove M; e il diagramma dei momenti sullo schema di Figura 3.6, ed M ¢ il
momento calcolato sul sistema di Figura 3.1 (o sullo schema equivalente di
Figura 3.5). A sua volta, il principio di sovrapposizione degli effetti permette
di scrivere:

M = My + XM, (3.19)

dove M, dovra essere calcolato sullo schema Sy di Figura 3.7.
Sara quindi:

My+ XM;) d
da cui I'incognita iperstatica:
fs M1 Mo ds

Lo schema Sy vede il momento non nullo solo sulla campata BC, che si
comporta come trave semplicemente appoggiata. Segue quindi subito:

mBC (z3) = gg;g (L — z3) (3.22)

Il diagramma M; si puo tracciare immediatamente sul tratto AB, dove &
lineare ed assume valori noti agli estremi. Il taglio su AB & uguale e contrario
al taglio in F'D, e quindi l'inclinazione dei due tratti di diagramma & anch’essa
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3.1.

O O
,‘3/ C D
H
A E F
+
l L ] L
T T

Figura 3.5: Un sistema isostatico equivalente al portale di Figura 3.1

1

L) 5

Figura 3.6: Il sistema di forze virtuali

O «f
o

B

Figura 3.7: 1l sistema Sy caricato dalle sole forze esterne
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CAPITOLO 3. PORTALE DOPPIO

- -
—
—

Figura 3.8: Il momento M,

4 12\1\ CA

~
o

\

—
—4—

Figura 3.9: Il momento M;

uguale e contraria. Il resto € banale:

my” (w3) = H
X
mpC (z3) =1- fS
o s (3.23)
my (z3) = A
mPF (x5) =1 - %
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Il calcolo della incognita iperstatica ¢ immediato:

X=-

g/OLxg(L—xg) (1—%3) dxs
fOH (%)2 dzs + fOL (1 — %)2 dxs + fOL (%)2 dxs + fOH (1 — %)2 dxs
_ o ar

T 16(H + L) 2
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Capitolo 4

Un telaio con bipendolo
interno

Si vuole conoscere la deformata della struttura in Figura 4.1, insieme alle carat-
teristiche della sollecitazione interna. I tratti sono assialmente deformabili, e la
soluzione in ipotesi di inestensibilita assiale & ottenuta portando ad infinito la
rigidezza assiale delle aste. Il telaio non e soggetto a carichi distribuiti, e quindi

4 A
L
C F i
D
1 & A O
~&k~
L
— E
L L N 2L N
| T

-4
-

Figura 4.1: 11 telaio di esempio

le linee elastiche flessionali saranno polinomi cubici, mentre le linee elastiche
assiali saranno lineari:

u‘qu (x3) =ao+a1zs + a2z§ + azzs

UE?B (.%'3) =bg + bix3

uBC (x3) = co + cr23 + a2 + ca (4.1)
’U,?C (LES) =do+ dixs3

ugD (r3) = eo + €123 + eaxs + e37h
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uz ™ (x3) = fo+ fizs
UQDE T3 =go+91$3+92$§+93$§

ué)F x3) = ko + k1x3 + kJQ.’L‘g + k]31‘3
ud (z3) = mo + maxs

Le condizioni ai limiti da imporre saranno:
— nell’appoggio in A si annullano ambedue le componenti di spostamento,
ed il momento flettente:

0
ufP(0) =0 (4.2)
0

up? (L) = —ug®(0)
uy P (L) = uy’“(0) (4.3)
¢"P(L) = ¢"¢(0)

e le tre condizioni di equilibrio :
tAB(L) + nFC(0)
_nAB (L) + tBC(O)
—mAB(L) + mB°(0)

0
0 (4.4)
0

In corrispondenza del bipendolo sono permesse le discontinuita negli sposta-
menti verticali. Sono pero da imporre le due condizioni di congruenza:

$5(L) — 6°0(0) (45)
e le quattro condizioni di equilibrio:
tBe (L) =0
CD(p) —
;BC((LO; ; ZCD(O) (4.6)
mPC (L) = m°P(0)

Nel nodo triplo, in D, bisognera rispettare la congruenza degli spostamenti
e delle rotazioni tra il tratto C'D ed il tratto DE:

ugP (L) = uf*(0)
u§P(L) = —uf®(0) (4.7)
¢“P(L) = ¥ (0)
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ed anche la congruenza tra i due tratti orizzontali CD e DF:
uy P (L) = ux'" (0)
ug P (L) = ug*(0) (4.8)
¢“P(L) = "7 (0)

Sono automaticamente soddisfatte le condizioni di congruenza tra gli spo-
stamenti di DFE e di DF'. Restano da imporre le tre equazioni di equilibrio:

—tCD(L) + tDF(O) + nDE(O)
—nP(L) + nPF(0) — tPF(0)
_mCD (L) + mDF (0) + mDE (0)

0
0 (4.9)
0

Nell’appoggio in E si annullano spostamenti e momenti:

uy P (L)
ug' ™ (L)

mDE(L)

(4.10)

I
o o o

mentre nel carrello in F' la congruenza imporra ’annullarsi dello spostamento
verticale:

u?¥(20) =0 (4.11)
ed infine, per I'equilibrio:

nP¥(20) =0 (412)

mPF(L) = M '

Risolvendo le trenta equazioni si ottengono le costanti di integrazione, da
cui si deducono gli spostamenti trasversali:

uf P (z3) = /1/2123 (—1817 + 45AIL* — 28A%L* + A (—31 + 4AL?) z3)
us® (x3) = —/1\/2123 (31 —4AL?) (61 — 4AL* + 3ALa3)

u§P (z3) = % (54I°L + 111AIL? — 20A°L°
+2 (=917 + 9AIL? + 4A°L*) 23 + 3AL (=31 + 4AL?) 23)

L —
uy? (x3) = %Ax?’) (=6 (—3I* + AIL* +4A°L*) +
2AL (=31 +4AL%) z3 + A (3] — 4AL?) 13)
DF _ MQ2L —x5) 2 2
upt (w3) = = (31 (31 +10AL?) + AL (151 + 8AL?) x5+

A (31 + 10AL?) 3)
(4.13)
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e gli spostamenti assiali:

ug® (x3) =0

ufC (z3) = M (=31 +4AL?) (—IL + AL® + Iz3)

2A

M
uSP (z4) = = (=31 +4AL?) (AL® + Ix3) (4.14)
uPE (24) = W (31 +10AL?)

udt (v3) = % (=317 + AIL? + 4A%L*)

con:
A = AIL (9EI + 16EAL?) (4.15)

Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva:

(31 —4AL*) M3

AB _
S TV ALY Vi
37 — 4AL2) M
5 ) =i ) = 187 + 32A)L2
4.16
DE (31 —4AL*) M (L — x3) (4.16)
m7" (r3) = —
18IL + 32AL3
D M (3IL — 4AL? + (31 + 10AL?) x3)
m () = 9IL + 16AL3
AB _ pE (B3I —4AL) M
7 (ws) =877 (0s) = e 3o AL
tBY (z3) = t9P (23) =0 (4.17)
37 + 10AL2
tDF (.’Bg) — ( + ) M
9L + 16AL3
nAB (z3) = nPF (23) =0
Bo op (=3I +4AL%) M
n (ws) = n" (28) = S eTE T 3e AL (4.18)
31 +10AL*) M
nDE (373) — _ ( + )

9IL + 16AL3

Il caso di inestensibilita assiale

Nel caso si vogliano ritrovare i risultati ottenuti in ipotesi di inestensibilita
assiale, occorre operare il limite per FA che tende ad infinito. I risultati si
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semplificano notevolmente:

M x3 (77L2 + 93:25)

AB _
2™ (v3) = 5FT L
M
BC _ _
uy” (r3) = 1SEI (4L — 3x3) x3
M
u§'? (z3) = RET (—=5L* + 2Lx3 + 323) (4.19)
M (L —z3) (6L — 2La3 + x3)
DE _
uz (@) =~ eET L
M (2L — 1‘3) T3 (4L + 5$3)
DF _
uz (v3) = SFT L
M
) =TT
mB¢ (z3) = m&P (x3) = f%
PE () = 2 (L) (420
¥ L
M 51
o7 =2 (24 22)
M
tAB (56‘3) = tDE (.%’3) = —87L
tBY (23) = t9P (23) =0 (4.21)
5M
P =5T

—— Af:
L
/A
4+ DO ™~ VA
o D
¢ T
L
4 E
Té%v
L N L N 2L L

-

Figura 4.2: Il diagramma del momento
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4.1. L'IPOTESI DI INDEFORMABILITA ASSIALE

Gli spostamenti assiali delle aste verticali sono nulli, mentre i tre tratti
orizzontali traslano della medesima quantita:

ML?
uff€ (v5) = u§’P (v3) = wP" (2) = 5 =5 (422)

chiaramente visibile nella deformata di Figura 4.3.

4 A
L
cp ) F'/'\
T B b X
L
4 E
L L 2L

-

-4
-
-

Figura 4.3: La deformata

Lo spostamento relativo in corrispondenza del bipendolo sara calcolabile
come :

c cD BC ML?
AUy = Usdes — Uasin = ug ~ (0) —uy " (L) = — (4.23)
S8EI
La rotazione in corrispondenza della coppia sara invece :
dup” (x5 =2L) 7 ML
¢F:_w_7/\/‘7 (4.24)

dxs T 12 EI

4.1 L’ipotesi di indeformabilita assiale

Se si assume a priori che le aste siano assialmente indeformabili, le linee ela-
stiche assiali si riducono a costanti. In corrispondenza dell’appoggio in A lo
spostamento assiale ¢ nullo, quindi la linea elastica ug‘B del tratto AB ¢ iden-
ticamente nullo. Analogamente si nota che u2® dovra annullarsi. Inoltre, in
corrispondenza del bipendolo e del nodo D la congruenza impone che gli spo-
stamenti assiali siano uguali per i tre tratti orizzontali. In definitiva, quindi,
I’esame preliminare delle deformate assiali ha portato a scrivere:

U?B (z3)=0
up® (z3) = ug’® (x3) = uf’" (23) =0 (4.25)

uf (z3) =0
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11 telaio, quindi, ha una sola incognita assiale (telaio ad un nodo spostabile). Le
linee elastiche flessionali saranno polinomi cubici:

2 3
ap + a1x3 + asr3 + azxs

€3
2 3
Co + c1x3 + cox3 + €373

)
)
r3) = eg + €123 + eax? + ez (4.26)
) =
3) =

€3

27 (
5
P
5 (w3) = go + 123 + G273 + gaw
= ko + k123 + kox3 + kaal

2" (x

Le condizioni ai limiti da imporre saranno ora relative solo al quadro fles-
sionale, mentre le equazioni di equilibrio in cui compaiono gli sforzi normali
saranno utilizzate a posteriori:

— nell’appoggio in A si annullano gli spostamenti trasversale, ed il momento
flettente:

0 4.27
0 (4.27)

ufB(L) = -6
uF(0) =0 (4.28)
¢ (L) = ¢7°(0)
e la condizione di equilibrio :
—mAB(L) + mPC(0) =0 (4.29)

In corrispondenza del bipendolo sono permesse le discontinuita negli sposta-
menti verticali. E’ percio da imporre la singola condizione di congruenza:

¢"(L) = ¢“P(0) (4.30)

insieme alle tre condizioni di equilibrio :

tBC(L)
tCD (0)
mBC(L) — mCD (0)

0
0 (4.31)

Nel nodo triplo, in D, bisognera rispettare la congruenza degli spostamenti
e delle rotazioni tra il tratto C'D ed il tratto DE:

ug?(L) =0
ubF(0) = =6 (4.32)
¢“P(L) = ¢"F(0)
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ed anche la congruenza tra i due tratti orizzontali CD e DF

ug P (L) = uz’ "' (0)

4CP (L) = 6P (0) (453

Sono automaticamente soddisfatte le condizioni di congruenza tra gli spo-
stamenti di DFE e di DF. Resta da imporre ’equazione di equilibrio:

—mP(L) + mPF(0) + mPF(0) =0 (4.34)
riservandosi le altre due:
—t9P(L) + tPF(0) + nPE(0) = 0 (4.35)
—nCP(L) +nPF(0) - tPE(0) =0 '

per il calcolo degli sforzi normali. Nell’appoggio in F si annullano spostamenti
e momenti:

uy ®(L) =0

DB (1) — 0 (4.36)

mentre nel carrello in F' la congruenza imporra ’annullarsi dello spostamento
verticale:

ud*(2L) =0 (4.37)

Per I'equilibrio del nodo, poi, dovra imporsi che il momento in esso sia pari
alla coppia applicata:
mPF(L) = M (4.38)

Infine, I'equilibrio del traverso BF alla traslazione orizzontale fornisce :
tAP(L) —tPE(0) =0 (4.39)

Risolvendo le ventuno equazioni si ottengono le costanti di integrazione, e lo
spostamento § del traverso:
_ MIL?
~ 8EI
ritrovando gli stessi risultati del caso generale.

(4.40)

4.2 L’utilizzo della teoria di Timoshenko

Si ipotizza ora che le travi siano deformabili a taglio, e quindi caratterizzate da
una rigidezza tagliante G A, finita, dove G ¢ il modulo di elasticita tangenziale,
As = kA & Uarea resistente a taglio e k & il fattore di taglio. Si assume invece
FA = .

E’ opportuno ricordare che tale ipotesi ha una sua logica qualora le travi
si presentino tozze, oppure se si ha ragione di ritenere che il materiale di cui
e costituita la struttura sia caratterizzato da un basso valore del modulo G di
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resistenza a taglio. In tali casi, la teoria di Eulero-Bernoulli ¢ inapplicabile,
ed occorre rinunciare all’ipotesi che la sezione retta si conservi ortogonale al-
I’asse neutro deformato, sostituendola con altra opportuna ipotesi sul modo di
deformarsi della sezione retta stessa.

La piu semplice ipotesi, che tenga in conto la deformabilita a taglio, ma
che non rinunci alla conservazione della planeita della sezione retta, ¢ dovuta a
Timoshenko, e porta a scrivere la rotazione della sezione retta come somma della
rotazione dell’asse neutro, e di una quantita ¢ (z3), detta angolo addizionale da
taglio:

_ dUQ (1‘3)
dX3

¢ (3) = + ¢ (3) (4.41)

A differenza di quanto accade nel modello di Eulero-Bernoulli, dove tutto
viene espresso in funzione della sola funzione wus, della sola variabile x3, nella
teoria di Timoshenko si hanno due funzioni incognite indipendenti nella singola
variabile x3.

Utilizzando la (4.41), la terna di spostamenti che caratterizza il modello si
scrivera:

uy (71, 22,23) =0
uz (21,72, 73) = uz (v3) (4.42)
uz (21,2, 73) = uz (v3) + ¢ (v3) T2

Sorge quindi anche una deformazione tagliante:

_ dug(xzs) | do(xs)
B dX3 + dX3 T2

€23 = 1zb(:z:?,) _1 (¢+ du2(=’”3)>

2 2 dX3

€33
(4.43)

che a sua volta permette di definire lo sforzo di taglio come risultante delle
tensioni go3:
M = EI¢ (x3)

T =GA, (¢ (x3) +ub(x3))
dove — come usuale — 'operazione di derivazione rispetto ad x3 ¢ stata indicata
con l’apice.

Utilizzando le ben note relazioni di equilibrio tra carico applicato, taglio e
momento flettente, che non dipendono dalla particolare teoria adottata:
T = —q
M =T

(4.44)

(4.45)
si ottengono subito le due equazioni differenziali accoppiate nelle due incognite
¢ ed us:

GA (¢ +uy) = —q

BI§" = GA, (6 + 1)) (440
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Invece di utilizzare, per ciascun elemento, le due linee elastiche (4.46), si
puo introdurre una funzione ausiliaria 1 (x3), che permette di ricondursi ad un
problema ai limiti simile al problema del quarto ordine di Eulero-Bernoulli: a
tal fine basta definire la funzione ausiliaria 7 (x3) in modo che sia:

ug (r3) =1 — EL
P Ga" (4.47)
¢ (x3) = —f
Ne segue che le caratteristiche si esprimeranno come:
M = —EIn"
o (4.43)
T=—-FIn

Utilizzando le (4.47) si soddisfa identicamente la seconda equazione differen-
ziale, mentre la prima diviene:

EIn"" =q (4.49)

Le condizioni ai limiti devono essere convenientemente espresse in termini
della funzione ausiliaria 7, anche se ¢ immediato realizzare che — a parte l'inca-
stro — le condizioni ai limiti piu usuali si trasferiscono inalterate alla funzione
1. Per I'incastro, invece, occorrera imporre le due condizioni di congruenza:

ET " _ 0
77 GASTI -

(4.50)
7 =0

Si inizia allora col porre, ferme restando le (4.25) relative agli spostamenti
assiali:

B (x3) = ag + arx3 + aga? + azxs

nBY (x3) = co + c1a3 + cox? + 31

nP (x3) = eo + e13 + eax3 + ez (4.51)
nPF (x3) = go + g1 + goa3 + g3}

nPE (23) = ko + ki3 + koas + ka3

Le condizioni ai limiti da imporre saranno identiche a quelle illustrate nel
paragrafo precedente, ma andranno tradotte in termini di funzione ausiliaria,
secondo le (4.47) e le (4.48). Nell’appoggio in A, ad esempio,si annullano gli
spostamenti trasversali, ed il momento flettente, e quindi:

El 11AB

—_— 0)=0

aa,” O (4.52)
n//AB(o) — 0

n*?(0) -
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che si tramutano nello scrivere le due condizioni:

o — 2EIa2 -0
°GA, T (4.53)
g = 0

mentre nel nodo in B si hanno le condizioni di congruenza:

EI
AB 11AB
L)— —— L)y=-4
L) - G )
EI (4.54)
BC . 1BC — .
nPC0) ~ G0 =0
4B (L) =77 (0)
che divengono:
2EIU/2 —0
“wTTGa, T
as = 0
EI(2 6L
§ + ao + Lay + L%ay + LPas — W -0 (4.55)
2EIcy _
T Ga, T

—ay1 — 2Las — 3L2a3 +c1 =0

Risolvendo le ventuno equazioni si ottengono le costanti di integrazione, e
quindi le funzioni ausiliarie, insieme allo spostamento § del traverso:

ML? -3 + 2«
0= 4FI 3+ 4o (4.56)
Si noti che si é introdotto 'usuale rapporto adimensionale:
GA,L?
= 4.57

e che quindi il corrispondente valore (4.40) di Eulero—Bernoulli viene recuperato
portanto « ad infinito.
Gli abbassamenti sono deducibili ora in base alle (4.47):

u” (@) = 24J;IL %x?’ (717 — z3)

ub® (z3) = ngmg@ (L (6 — 4a) + 3azx3)

u§P (x3) = —Xﬂm (L —23) (L (64 5a) + 3axs) (4.58)
ub (z3) = 24'2/11_[/% (6L° — 8L%x3 + 3Lx3 — x)

M (2L —z3) 23 (8L (34 ) + (3 + 10a) x3)

DF _
uz (%3) = SiETD 3+ 4o
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mentre momenti e tagli seguono dalle (4.48)

mAB (z3) = _%(_33‘:#
3—2
m ea) = %3+4Z
m (@) = % 2 " 4212 (4.59)
mP® () = 22 (22O 70
mPF (15) = % L(6-— 404)3—:— Ef;_;_ 10a) 73
(AB (23) = tPF (25) = %%
) =t aa) = 0 (4.60)
tPF (x3) = %33—:_%

L’influenza delle deformazioni da taglio

Come detto, per valutare I'influenza delle deformazioni taglianti, & usuale defi-
nire un parametro adimensionale, che misuri contemporaneamente la snellezza
della trave e la sua deformabilita a taglio. Nel caso in esame, in cui le rigi-
dezze flessionali e taglianti sono costanti, ed in cui I'intera struttura e definita
attraverso il singolo parametro geometrico L, il parametro naturale é:

_ GAL?
CTTEr

Quanto piu piccolo «, tanto piu assumono importanza le deformazioni da
taglio, mentre per alti valori di « si riottengono i risultati della teoria di Eulero
e Bernoulli.

Per un elemento di luce L = 5 metri, con sezione retta rettangolare di base
30 centimetri ed altezza 40 centimetri, con modulo di Young pari ad £ = 300000
Kg /cm2 , e modulo di Poisson pari a 0.25, si ha un momento di inerzia pari ad I
= 160000 cm?, un’area efficace a taglio pari ad A; = 1020cm?(assumendo, come
usuale, un fattore di taglio pari a x = 0.85), e quindi il parametro « ¢ pari a
637.5. Ne segue che lo spostamento del traverso e pari a:

ML?
S8ET

(4.61)

5 = 0.996475 (4.62)

4.3 La verifica col principio delle forze virtuali

La struttura presenta due tratti, quindi possono scriversi, per essa, sei equazioni
di equilibrio. I vincoli sviluppano sette reazioni (due per ciascun appoggio, due
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per il bipendolo interno, una per il carrello), e la struttura possiede un singolo
grado di iperstaticita. Scegliendo la reazione X del carrello quale incognita
iperstatica, si ottiene il sistema isostatico equivalente (S.I.E.) di Figura 4.4, ed
esso verra assunto quale sistema di spostamenti. Il sistema di forze virtuali,
invece, e riportato in Figura 4.5, sicche il principio dei lavori virtuali si scrivera:

2L

-
-
-
-

Figura 4.4: Un possibile sistema isostatico equivalente

M
/s 2Myds =0 (4.63)

dove M e il momento flettente calcolato sullo schema degli spostamenti di Fi-
gura 4.4, ed M; ¢ il momento calcolato sullo schema delle forze di Figura 4.5. 11
momento M puo ora ottenersi, applicando il principio di sovrapposizione degli
effetti, come:

M = My + XM (4.64)

dove Mj e il momento per la struttura di Figura 4.6, con I'incognita iperstatica
rimossa e caricata dai soli carichi applicati. La (4.63) diviene:

My M} B

da cui la richiesta incognita iperstatica :

fs MOM1 ds

X =
[, M3 ds

(4.66)

Restano quindi da calcolare i momenti My ed M; sulla struttura isostatica,
e svolgere due integrali.
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L F'=1

-
——
-
-

Figura 4.5: Il sistema .S; di forze virtuali per il calcolo della reazione

Il diagramma M,

Il calcolo delle reazioni é immediato, a partire dalle equazioni di equilibrio del
primo tratto e della intera struttura:

at+c=0
(4.67)
at+te+M=0

La reazione ¢ del bipendolo deve essere una forza orizzontale, mentre la reazione
a dell’appoggio deve passare per il punto A. Poiche esse devono farsi equilibrio,
la reazione a passera per 'appoggio in A e sara orizzontale.

La seconda equazione indica che le due reazioni a ed e devono equilibrare la
coppia applicata, quindi devono essere parallele, e formare una coppia oraria di
valore M. Ne segue che anche e sara orizzontale, e che il valore assoluto delle

reazioni sara CY7h Le reazioni sono quindi disegnate in Figura 4.7.

Il diagramma del momento, riportato in Figura 4.8, puo tracciarsi a partire
dal punto A. Sul tratto verticale AB esso varia linearmente, da zero in A ad
7in B, e dev’essere riportato dalla parte delle fibre tese. In B ’equilibrio del

concio B permette di ottenere il primo valore del tratto BD, e quindi si puo
tracciare il diagramma fino a D: esso sara costante, in quanto dovuto sempre
alla sola reazione R 4. Lungo DF' esso sara ancora costante, e pari alla coppia
applicata M, e sempre da riportare dalla parte delle fibre tese (intradosso).
Infine, lungo il tratto verticale DFE esso varia linearmente da zero, in corrispon-

denza dell’appoggio in F, ad —in D. Un’utile verifica consiste nel controllare

che il nodo D sia equilibrato.
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Figura 4.6: 1l sistema isostatico Sy caricato dai soli carichi applicati

K2

4 A —»2

~

n” E
— 7 -
L L 2L

1
T T

~

-
-

Figura 4.7: Le reazioni vincolari sullo schema Sy

4+ O

@
3]
o)

2L

-
-
——
——

Figura 4.8: 1l diagramma M, calcolato sullo schema Sy
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Analiticamente avremo quindi:

M
Bp _ v
o T (4.68)
mP* = M
M T
DE v 43
o T2 (1 L)

Si noti che si & indicato con m!” il momento sul tratto I.J in cui I & il nodo
iniziale e J il nodo finale. Di conseguenza, ’asse x3 va dal nodo I al nodo
J, e 'asse x5 forma con esso un angolo di /2 in senso antiorario. Infine, il
diagramma del momento sara positivo se riportato dalla parte di x5 > 0, sara
negativo altrimenti.

Il diagramma M,

Sullo schema di Figura 4.5 I'equilibrio del primo tratto e I'equilibrio globale
dettano:
a+c=0

4.69
a+e+F =0 ( )

Ne segue anche in questo caso che la reazione a & orizzontale, mentre ora la
seconda equazione impone che le tre forze F’, a ed e debbano concorrere in un
punto, ottenendo la situazione di Figura 4.9.

L | 2L |
1 T

-2
-2

Figura 4.9: Le reazioni vincolari sullo schema S

Il diagramma del momento, riportato in Figura 4.10, puo ottenersi partendo
dal punto F, dove si annulla, e proseguendo verso D, dove giungera con un
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valore pari a 2F'L. Esso andra riportato dalla parte della fibre tese, ossia
all’estradosso. Proseguendo lungo BD il diagramma del momento sara costante,
e pari ad F'L. E’ infatti immediato realizzare che in qualsiasi punto del tratto
BD il momento ¢ dovuto allla forza F’ ed alla reazione e, e che nel punto M* di
intersezione tra e ed il traverso 'effetto di e si annulla. Una semplice proporzione
geometrica permette di situare M™* a distanza L dalla forza, e quindi il valore
del momento in M* & pari ad F'L.

//I
7 I
’
’
L J Fr=1
7
’

\ C D e F
Lo i * ,
M I
7 I
7 !
L L 1

e s

7

’

’
E 7
/:E:E::
7
7
7
v
L L 2L

-
-
-

-

Figura 4.10: Il diagramma M; calcolato sullo schema S

In B il diagramma si ribalta, e prosegue fino ad annullarsi in A. Lungo DF,
invece, ’equilibrio del nodo permette di calcolare il momento in D lungo DFE
come F'L, e si conclude portandolo ad annullarsi in £. Analiticamente si ha:

miP = —F'ay
mPP = -F'L
DF ) 3 (4.70)
— 2F'L (1 - 7)
™ oL
DE / x3
—F'L (1 - 7)
Il calcolo degli integrali
Il numeratore sara fornito da:
L 2L
L
num = —/MOMlds = %/ :cg dzxs + MT/ dxs+
s 0 0 (4.71)

2ML/02L(1—;Z) da:3+m/oL<1—x3)2dx3:1;ML2
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dove si ¢ assunta I’ unitaria. Analogamente, il denominatore sara pari a :

2L 2L 2502
dxrs + 4L2/ (1 — 7) dxs+
0

L
den = [ Mids= dws + L?
en ) ids /o r3dr3 + Y

L 2 16L3
L2 (1 _ T3 das =
/O L) BTy

0

(4.72)
Infine, la richiesta reazione sara pari a :
5 M
X==-— 4.73

L’effetto del taglio

I risultati ottenuti in precedenza applicando la teoria di Timoshenko possono
riottenersi attraverso una applicazione del principio delle forze virtuali, in cui
viene aggiunto il lavoro virtuale interno delle deformazioni taglianti. In altri
termini, ora sara:

M T

ed applicando anche in questo caso il principio di sovrapposizione degli effetti:

T, T2
1 0 1 _
/ IMlds+X/ ds +/SGAST1ds+X/sGASds—O (4.75)

da cui:

Th
fs 7M1d5+/GA T1d5

i
SEIcl—i-/GAcls

Ambedue i diagrammi del taglio possono ottenersi dai rispettivi momenti,
attraverso derivazione. Si ha quindi:

tAB— DE_M
0 =

=t —_—
0 2L
t8P =tPF =0

X = —

(4.76)

(AB —DE _ (4.77)
8PP =0
tlDF — F/

da cui segue, con F/ unitaria:

Ty
T = — -
Ga 4 = 5raa, /0 dvs + 5rGaA, /O

(4.78)

60 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 4. UN TELAIO CON BIPENDOLO INTERNO

T2 2 b r2 ot 2 2k F2L 4L
Ga® GAS/O des + GAS/O des + GAS/O des = 4o = Ga.

(4.79)
Sara quindi, in definitiva:
10 L2 1
3Bl GA,
X==—" 4.80
16L3 4L M (4.80)
GA,
che potra anche scriversi, convenientemente:
10 GA,L? n 1
¥ — 3 GAEI ~ GAs (0 _ 10a +3 M (4.81)
16GAL? 4L 16+ 12 L '

3GA.ET T GA.

NB. 1l risultato coincide con quello ottenuto tramite equazione della linea
elastica di Timoshenko:

_ 3EI+10GA,L*
" 12EIL + 16GA,L3

M (4.82)

4.4 L’effetto dello sforzo normale

Se, infine, si vuole tener conto della deformabilita assiale delle aste, occorrera
modifcare I’espressione del lavoro interno, aggiungendo il lavoro delle deforma-
zioni assiali:

M N

ed applicando anche in questo caso il principio di sovrapposizione degli effetti:

N, N2
Myds+ X Lds “ONyds+ X | =Lds=0 4.84
/E113+ /E +/SEA18+ /SEAS (4.84)

da cui:
Ny
fs ﬁM1d5+/EAN1dS
Ml
Js grds +/E
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Le equazioni di equilibrio nei nodi permettono la deduzione degli sforzi
normali, per cui:

= = nf® =0
M
BD
’I’LO - — =
2L
nfAB = pPF (4.86)
nlBD — FI
nlDE — _F/

da cui segue, con F' unitaria:

No M M
. ﬂNldS = 7@ . dzg = 7@ (487)

NZ 1 [

B +1/Ld _ 3L (4.88)
VEAY T EA), T EA), T EA '

Sara allora:
10 L? 1

—_ + P
3 FEI EA
=20 f£d BA 4.
1613 N 3L M (4.89)
3EI EA

coincidente con quanto ottenuto con la linea elastica:

31 +10AL?
"~ 9IL + 16AL3 (4.90)

4.5 La presenza di un cedimento anelastico

Si immagini ora che la stessa struttura di esempio subisca un cedimento verticale
anelastico vy dell’appoggio centrale, come illustrato in Figura 4.11.

Nell’ipotesi generale di deformabilita assiale finita, 'unica condizione ai li-
miti da modificare riguarda lo spostamento assiale del nodo E. Esso non & piu
nullo, come nella (4.10), ma pari al cedimento anelastico vg, sicché nel nodo E
si dovra scrivere:

udF(L) =0
ud® (L) = vo (4.91)
mPE(L) =0

Se invece si ipotizza che le deformabilita assiali siano infinite, la linea elastica
assiale del tratto verticale DFE non ¢ piu identicamente nulla, ma ¢ costante, e
pari a:

ul? (x3) = vg (4.92)
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2L

-
-
-

-

Figura 4.11: 1l telaio soggetto a cedimento anelastico

Ne segue che la condizione di congruenza (4.32) in D dovra essere sostituita
dalla condizione:

u§P (L) = v (4.93)
Questa e 'unica modifica, e porta agli spostamenti trasversali:

(—2ML2 + 3EIv0) T3 (7L2 — x%)

AB _
up” (2s) = 96EIL?
BC (—2ML? + 3ETvg) (AL — 3x3) 23
uy ” (x3) =
96E1 L2
uSP (5) = 3EIvg (37L2 —2Lx3 — 3:5%) +2ML? (—5L2 +2Lxs + 3x§)
S 96EIL?
DE (4) = (—2ML? + 3EIvg) (L — 3) (6L — 2L + a3)
R 9GEIL
ubPF (z3) = (2L — x3) (2ML2x3 (4L + 523) + 3ETvg (16L2 +ALzg — :1:%))
S 9GEIL s
4.94
ed alle caratteristiche:
AB _ (2ML2 — 3EIUO) T3
m (@s) = 16L°
3EI
mBY (z3) = mP (x3) = M Yo
8 1612 (1.95)
PP (15) = (2L°M = 3EIv) (L — x3)
3 16L°
mPF (15) = 2ML? (—2L + 523) + vo (6EIL — 3EIx3)

16L3
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IML? —3EIv

AB _ ,DE _ 0

t°7 (23) =77 (w3) = ST R

15 (5) = 1P (25) = 0 (4.96)
 10ML? — 3EIv,

tPF (x
(@) 16L3
L’effetto del cedimento & chiaramente distinguibile dall’effetto della coppia
applicata. Il diagramma dei momenti dovuto al cedimento anelastico — e quindi
per coppia nulla — & riportato in Figura 4.12

N 2t

. 2L
T

—
——

Figura 4.12: Il momento generato dal cedimento anelastico

Gli spostamenti assiali dell’asta verticale AB sono nulli, quelli dell’altra asta
verticale DFE sono pari al cedimento imposto vy, mentre i tre tratti orizzontali
traslano della medesima quantita:

L? v
W (5) = u§ (ms) = ufT (wg) = o - 20 =5 (497
chiaramente visibile nella deformata di Figura 4.13, dove ancora una volta
l'effetto della coppia € stato annullato:

Il principio dei lavori virtuali

Con il sistema isostatico equivalente di Figura 4.14, assunto come sistema di
spostamenti, e col sistema di forze virtuali di Figura 4.5, il principio dei lavori
virtuali si scrive ora:

M
/S =M ds = Ry, vo (4.98)

dove R, ¢ la reazione verticale dell’appoggio in E calcolata sullo schema delle
forze, ossia sul sistema di Figura 4.5.
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4+ A

L
1 8 C a D F

~xk~

L '/W

4 E
~Ax<
L L 2L

-
-
-
-

Figura 4.13: La deformata generata dal cedimento anelastico

Il momento M puo ora ottenersi, applicando il principio di sovrapposizione
degli effetti, come:
M = My + XM, (4.99)

dove My ¢ il momento calcolato sullo struttura isostatica, e caricata dai soli
carichi applicati. La (4.98) diviene:

M, M?
i FpMids + X / E—} ds = Ry, vo (4.100)

da cui la richiesta incognita iperstatica :

X — RlEU’Uo - fs MQM1 ds
n fs M2 ds

(4.101)

Sia My che M; sono gia stati calcolati in precedenza, quindi resta solo da
dedurre la reazione RL, , e cid si puo ottenere dall’equilibrio del secondo tratto
alla traslazione verticale sullo schema S; di Figura 4.5:

Rp, +F' =0 (4.102)
e quindi, essendo F' unitaria:
RE, = —1 (4.103)
La (4.101) porge allora, utilizzando le (4.68) e le (4.70):
L 10 ML?
T TR —3EIvg + 10ML?
X = 3_EBI _ 0 4.104
16L° 16L3 (4.104)
3ET

coincidente con quanto ottenuto con la linea elastica.
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-
-

-
-

Figura 4.14: Un possibile sistema isostatico equivalente

La presenza di un cedimento elastico

Se I'appoggio in E subisce un cedimento elastico verticale, come schematizzato
in Figura 4.15, si puo ipotizzare che esista la relazione lineare:

up®(H) = —c, R, (4.105)

tra lo spostamento assiale dell’estremo E e la reazione verticale dell’appoggio.
Il vincolo ¢ quindi definito dal valore della costante di cedibilita ¢,. Per ¢, =0
si ritrova ’appoggio perfetto, mentre ¢, = co riproduce un carrello a piano di
scorrimento verticale.

-
-

Figura 4.15: 1l telaio con vincolo elasticamente cedevole
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Nel vincolo in E, comunque, la reazione verticale Rg ¢ uguale allo sfor-
zo normale nP¥ in x5 = L. Ipotizzando quindi che le aste siano assialmente
deformabili, si dovra solo modificare la condizione ai limiti che riguarda lo spo-
stamento assiale dell’elemento DE. Al posto delle condizioni (4.10) si scrivera
infatti:

uPP(L) =0
uPP (L) = —c,nPE(L) (4.106)
mPE(L) =0

Risolvendo le equazioni, e portando la rigidezza assiale ad infinito, si otten-
gono gli spostamenti in ipotesi di indeformabilita assiale:

M (—AL? + 3EIc,) x5 (TL? — 23)

AB _
uy " (w3) = 12EIL (16L3 + 3EIc,)
2 12E7 (16L° + 3EIc,)
u§'? (x3) = M (3EIc, (45L% — 2Lwy — 323) + 4L° (—5L% + 2Las + 323))
’ 12E1 (16L3 4 3EIc,)
uPE (z5) = M (—4L3 4+ 3EI¢,) (L — x3) (6L% — 2Lz + a3)
’ 12B1L (16L° + 3E1c,)
D (23) = M (2L — x3) (2L%w3 (4L + 523) + ¢, (30EIL + 9EI13))
’ 6E1 (16L3 + 3EIc,)
(4.107)
insieme alle caratteristiche:
413 —3EIc
AB _ g AL° —3FElc,
m*" (x3) = M32L4 +6EIchx3
413 - 3FEIc
BC (. \_  CD( \_ pg 2" —ollCy
m () = mT () = ~ Mg S BT
AL® — 3EI (4.108)
DE (g3) = Moo 280
m (xB)_M32L4+6EIch( x3)
DF . (3EIc, 4217 (2L + 5x3))
() = M 16L° + 3E1c,
413 - 3EIc
tAB _ tDE _ _4L° —3Elc,
(w3) (x3) M 5201 7 6EILc,
19 () = 17 () = 0 (4.100)

1012

DF _
0 () = Mg 3EIc,
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Gli spostamenti assiali dell’asta verticale AB sono nulli, mentre i tre tratti
orizzontali traslano della medesima quantita:

4L — 3EIL?c,

BC CcD DF
U3 (.1‘3) U3 ($3) us (.’IJ3> M32EIL3 +6(EI)2CU ( )
Infine, gli spostamenti assiali dell’asta DE sono forniti da:
10L2
uP (z3) = M Co (4.111)

16L3 + 3EIc,

Il principio dei lavori virtuali

Scegliendo la reazione X del carrello quale incognita iperstatica, si ottiene il
sistema isostatico equivalente (S.I.E.) di Figura 4.16, ed esso verra assunto qua-
le sistema di spostamenti. Il sistema di forze virtuali, invece, & riportato in
Figura 4.5, sicche il principio dei lavori virtuali si scrivera:

uz=-cyRy

2L

-
——

-
——

Figura 4.16: Un possibile sistema isostatico equivalente

M
/SEM1 ds = —c,Rp,RE, (4.112)

dove Rp, € la reazione dell’appoggio in E calcolata sullo schema di Figura 4.16,
mentre Ri, & la reazione verticale dell’appoggio in E calcolata sullo schema
delle forze, ossia sul sistema di Figura 4.5. Il momento M e la reazione Rp,
possono ora ottenersi, applicando il principio di sovrapposizione degli effetti,
come:

M = My + XM,

4.113
Rp, = R%, + XR} ( )
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dove My ed RY, sono il momento flettente e la reazione verticale in E calcolati
sulla struttura isostatica di Figura 4.17 caricata dai soli carichi applicati. La
(4.112) diviene:

Mo
. EI

M2
Myds + X/E—}ds = —¢, (RY, + XRy,) Ri, (4.114)

da cui la richiesta incognita iperstatica :

_ CvROE,URlEU + fs MOM1 ds

i — (4.115)
[, M?ds + ¢, (RE,)

uz=-cyRy

2L

-

-
—
-

Figura 4.17: 1l sistema isostatico caricato dai soli carichi applicati

Sullo schema Sy, perd, la reazione verticale in E ¢ nulla, quindi R%, =0. Ne
segue che la reazione richiesta potra esprimersi come:

10 ML2
3 EI 10M L2

¥ — - 411
16L7 1613 + 3¢, ET (4.116)
3l

coincidente con quanto ottenuto con la linea elastica.

4.6 1l telaio soggetto a variazione termica

11 telaio & soggetto ad una variazione termica AT flessionale su tutto il traverso
BF, per cui si avra una distorsione p costante e pari a:

T
§= —% (4.117)
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2L

-4
-
-
-

Figura 4.18: 1l telaio soggetto a variazione termica sul traverso

agente sui tre tratti orizzontali.

Essendo costante, la distorsione non compare nelle equazioni differenziali
della linea elastica, che pertanto restano le (4.2-4.12). Viceversa, occorrera tener
conto che la relazione momenti—curvatura sui tratti orizzontali andra integrata
come segue:

m! (23) = —EI (u}?)" (x3) + Elu (4.118)

mentre i tagli, poiche la distorsione e costante, rimarranno pari a:

"

' (x3) = =BT (u}”)" (23) (4.119)

Le condizioni ai limiti da imporre restano inalterate, con l'unica eccezio-
ne dell’equilibrio alla rotazione in F', che ora dovra imporre I’annullarsi del
momento flettente. In ipotesi di estensibilita assiale si hanno gli spostamenti
trasversali:

Laxs (211 + 2AL* + 2A23) o AT

AB _
uz” (23) = (9 + 16AL?) h
uBC () = 3 (42IL +16AL? — (91 + 4AL?) x3) AT

2 2(91 + 16AL?) h

2 _ 4 3 . 2\ .2
WS () = 9IL?* —4AL* + 8 (3IL + AL®) x5 — (91 + 4AL?) 23 o AT (4.120)
2(91 4+ 16AL?)

DE (5) = L (73IL +4AL? + 3Iz3 — 6ALx3 + 2Ax§) aAT

2 9I + 16AL2 h
WP () = (2L — x3) (12IL + 91z3 + 4ALa3) a AT

2 2(91 +16AL2) h
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e gli spostamenti assiali:

ug? (z3) =0

VB (gg) — & (=211L — 4AL? + 121x3) a AT (4.121)
s 91 + 16AL? h
uCP () = L (=9IL — 4AL3 +12Ix3) AT
s 9I +16AL? h
12]L (L — a3) aAT
DE _
us” (73 = gr T I6ALr h
3IL? — AAL* aAT
ug " (a3) =

97 + 16AL% h

Le caratteristiche si ottengono tramite derivazione, e non sono riportate per
brevita. In ipotesi di inestensibilita assiale, occore operare il limite per FA che
tende ad infinito, ottenendo gli spostamenti trasverrsali:

z3 (L* + 23) AT

AB _
up” () = ——7 h
BC (4L — x3) 23 AT
U’Q (1'3) - 8 h
_ 2
uSP (23) = _%O‘ATT (4.122)
2L3 — 3Lz% + 22 aAT
DE _ 3 3
va () = 8L h
DF (2L — x3) 23 aAT
uz (73) = — h
e le caratteristiche:
3EIx3 aAT
AB _ 3
m~7 (x3) = i
3EI aAT
mBC (z5) = mCP (z3) = _TaT
mPE (13) = 3EI(L — z3) aAT (4.123)
¥3) = AL h
3EI (2L — z3) aAT
DF _
m=" (z3) = 1L -
3EI aAT
AB _ ,DE 2=
tPC (23) =P (23) = 0 (4.124)
3EI aAT
DF _oblanl
) =S

Il diagramma del momento si presenta come in Figura 4.19.
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-
-
-
—

Figura 4.19: I momenti dovuti alla variazione termica

Gli spostamenti assiali delle aste verticali AB e DE sono nulli, mentre i tre
tratti orizzontali traslano della medesima quantita:

up (z3) = u§? (3) = ud" (13) = ——-—— =6 (4.125)

La deformata e riportata in Figura 4.20.

Partendo dall’assunzione che le deformazioni assiali siano trascurabili, le
condizioni ai limiti da imporre sono le (4.27-4.39), in cui occorre annullare la
coppia applicata. Si ritrovano direttamente i risultati qui dedotti come caso
limite.

-4
-
——
-

Figura 4.20: La deformata dovuta alla variazione termica
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Il principio dei lavori virtuali

Scegliendo la reazione X del carrello quale incognita iperstatica, si ottiene il
sistema isostatico equivalente (S.I.E.) di Figura 4.21, ed esso verra assunto qua-
le sistema di spostamenti. Il sistema di forze virtuali, invece, & riportato in
Figura 4.5, sicche il principio dei lavori virtuali si scrivera:

M
/sﬁMl dS—/SMM1 ds=0 (4.126)

dove M ¢ il momento flettente calcolato sullo schema degli spostamenti di Figu-
ra 4.21, ed M; & il momento calcolato sullo schema delle forze di Figura 4.5. 11
momento M puo ora ottenersi, applicando il principio di sovrapposizione degli

effetti, come:
M = My + XM, (4.127)

dove Mj ¢ il momento sulla struttura isostatica caricata dalla sola distorsione,
e quindi sara nullo. L’incognita iperstatica e data quindi da:

(4.128)

+
L v [ X
‘ v
1 & ‘A D
o
L
4 E
L L 2L

-
-
-
-

Figura 4.21: Un possibile sistema isostatico equivalente

L 2L 2L 23\ 2
/Mfds:/ 22 d:c3+L2/ dx3+4L2/ (17—) das+
s 0 0 0 2L

2 [1(-) e

2L 2L T
/,uw1 ds = —/ uLdzs —/ 2L (1 - i) daos = —4L%  (4.130)
s 0 0
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e quindi:
4Ly 3EIn
T T (4.131)
3EI
ossia, infine:
3EI aAT
= — 4.132
4L  h (4.132)

confermando quanto ottenuto (cfr. 4.124) utilizzando la linea elastica.
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Capitolo 5

Una pensilina

Si vuole conoscere la deformata e le caratteristiche della sollecitazione interna
per la struttura in Figura 5.1.

C -
H>
g
O -
B E D
Hy
CoL/2 o, L2

Figura 5.1: Schema di una pensilina

Si divide il telaio in cinque tratti, e per ciascuno di essi si ipotizza una linea
elastica flessionale cubica ed una linea elastica assiale lineare, presupponendo che
le aste siano assialmente deformabili, e non tenendo conto del comportamento
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“a pendolo” del tratto C'D:

u?B (x3) =ao+a1zs + agxg + agzg

u?B (x3) = bg+ bias

u?c (x3) = co + c123 + cox3 + c373

ufc (z3) =do + diz3

ugD (x3) = eg + e1x3 + eax3 + e3xh (5.1)
u§'? (x3) = fo + fis '
ub? (23) = go + g1 + 9223 + g3}

ul¥ (x3) = ho + hixs

ubP (x3) = mo + mixs + mox? + maad

ufP (x3) = np + nixs

Corrispondentemente, si potranno scrivere trenta equazioni nei sei nodi.
— nell’appoggio in A si annullano ambedue le componenti di spostamento,
ed il momento flettente:

ufB(0)=0
ufP(0) =0 (5.2)
mAB(0) =0

— nel nodo in B si hanno le condizioni di congruenza tra le due aste verticali:
up ® (Hy) = uy©(0)
uz® (Hy) = ug<(0) (5.3)
¢"P (Hy) = ¢7¢(0)
le condizioni di congruenza tra una delle aste verticali e ’asta orizzontale:

P (Hy) = ufP(0)

(5.4)
ug® (Hi) = —uy®(0)
e le condizioni di equilibrio:
—t4B (Hy) +tB9(0) + nPF(0) =0
nB (H,) — nPC(0) + tBF(0) = 0
AB BC (5.5)
—m*® (Hy) +m~~(0) =0

mBE0) =0

— nel nodo in C, la presenza del pendolo ad asse orizzontale vieta lo spo-
stamento trasversale dell’asta verticale BC, e la componente orizzontale dello
spostamento dell’asta C'D:

uy® (Hy) =0

u§'P (0) sin[a] — u$P(0) cos[a] = 0

(5.6)
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H,
dove o = arctan {L . Per la congruenza, inoltre, dovra aversi, come si deduce

dalla Figura 5.2:

u§'P (0) cos[a] + uSP (0) sin[a] = uP (Hy) (5.7)
uSPsin (a) u§Pcos (a)
- >
a
ugDSin () ugD
ugD ugDCos ()
Y
A
usc
us®
D ——

Figura 5.2: La congruenza del nodo in C

L’equilibrio della cerniera alla traslazione verticale ed alla rotazione permette
di scrivere tre condizioni:

nP(0) sin[a] 4+ t°P(0) cos[a] + nPC (Hy) =0
mBC (Hy) =0 (5.8)
mP(0) =0

come puo leggersi dalla Figura 5.3: Nel nodo in D si hanno le condizioni di
congruenza, da leggersi sulla Figura 5.4:

ep (L cD . cD
u — | = —ug” (L1) sinfa] + u5* (L) cos|a]
3 <2> 2 3 59)

uED (g) — uSP (Ly) cosfa] + u§P (L) sinfa]
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Figura 5.3: L’equilibrio del nodo in C'

con Ly = /L?+ H3. L’equilibrio della cerniera, invece, detta, come puo
leggersi dalla Figura 5.5:

ntP (S) +n°P (L) cos[a] — t9P (L) sin[a] =0

tEP <L> +nP (L) sin[a] + t9P (L1) cos[a] =0

2
L
ED (L) _
m <2> 0

mP (L) =0

(5.10)

Infine, nel nodo F si scriveranno le usuali condizioni in presenza di una forza:

ul? (5) = uFP(0) (5.11)
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a UED
\ |
ugDSin (o) ugD
usP uSPcos (a)
\/

Figura 5.4: L’equilibrio del nodo in D

A

tPcos (o) tP

nPcos (o) tPsin ()

tED

Figura 5.5: L’equilibrio del nodo in D
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nBE (s) _ nED(O)
—t1BE (;) +tPP(0)+F =0 (5.12)

mBE (g) = mED (o)

Si ottengono le costanti di integrazione, da cui gli spostamenti assiali e tra-
sversali. Portando EF'A ad infinito si potranno scrivere gli spostamenti trasver-
sali:

7FLJ)3 (H12 + 2H1H2 — Jf%)

AB —
uz” (ws) = 12E1 (H, + Hy)

BC . FLH1 (Hg —,CC3) (2H1H2+(2H2 —!Eg)l'g)
uy - (3) = —

12ETH, (H, + Hy)
ugD (3) = PHI L+ Hyvs
GEI (Hy + Hy)\/1+ 2%
(Fas (8LH? + Hy (3L* — 4x3) + Hy (3L* — 423)))
48EI (Hy + H»)

ud? (z3) =

F
ED 2 3 2 3
= ALH? (L +2 Hy (L — 6Lz} +4
ur (@) 48EI(H1+H2)( L+ 2a) 4 (7 6Lag + dag) +
Hy (L? — 6La3 + 4a3))

(5.13)

mentre gli unici spostamenti assiali non nulli sono quelli delle aste orizzontali,
per cui si ha:

FLH?H,
6EI (H, + Hs)

uz® (x3) = ug’® (a3) =6 = —

(5.14)
La deformata si presenta come in Figura 5.6.
Le caratteristiche momento e taglio (che peraltro non sono influenzate dalla
deformabilita assiale) si ottengono per derivazione successiva:

FLx
AB _ 3
m?7 (x3) = S 1D (H, + 10y
FLH, (Hy — x3)
BC _ 1 (H2 3
M) = S 1 )
Fx
mBE (5153) _ T3

1
mEP (z3) = ZF@ — 213)
ed il relativo diagramma si presenta come in Figura 5.7.

80 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 5. UNA PENSILINA

H>

Hy

A

1

L/2 , L/2 |

——

Figura 5.6: La deformata della pensilina

Gli sforzi di taglio si ottengono derivando i momenti:

FL
tAB (1a) = —
(x3) 2 (H, + H)
FLH,
¢BC _
(#3) = 51ty (#h, + 1) (5.16)

Gli sforzi normali si deducono portando al limite la rigidezza assiale, oppure da
considerazioni di equilibrio:

F (5.17)
2
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Figura 5.7: Il diagramma dei momenti flettenti

[, H3
FIA1+ 25

z3) = 2 H, (5.18)

5.1 Una verifica

Il diagramma del momento puo essere dedotto direttamente, a partire dal cal-
colo delle reazioni vincolari. E’ infatti immediato realizzare, dall’equazione di
equilibrio alla traslazione verticale dell’intera struttura, che:

Ray=-F (5.19)
mentre 1’equazione di equilibrio alla rotazione intorno al punto A fornisce:
L
—F§ —Rap(Hi+Hy)=0 (5.20)

da cui:
FL

Rep=-——"" 5.21
o > (H, 1 1) (5.21)
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Infine, dall’equazione di equilibrio alla traslazione orizzontale:

FL
Ran =—Rcn = 20 (5.22)

Hy + H»)

Cio fatto, lungo tutto il tratto AB il momento dovuto alla sola reazione
orizzontale R 45, e sara esprimibile come:

AB( FL

m x3) = ~STH T H D T+ Hz)mg

(5.23)

Del tutto analogamente, sul tratto BC' il momento & dovuto alla sola reazione
orizzontale Rcyp. Tenendo pero presente che il sistema di riferimento ha origine
in B, esso si dovra esprimere come:

mBC (34) = —% (1 - ZZ) (5.24)

Il pendolo C'D non & ovviamente soggetto a momento flettente, mentre 1’a-
sta BD si comporta come una trave appoggiata di luce L soggetta a forza in
mezzeria:

F.’Eg
2

mPP (x3) = iF (L —2x3)

mBE (

r3) =
(5.25)
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Capitolo 6

Un telaio a nodi spostabili

Si vuole conoscere la deformata della struttura in Figura 6.1, insieme alle ca-
ratteristiche della sollecitazione interna. Si ¢ in presenza di un telaio costituito
da sei elementi e sei nodi, e quindi un approccio generale implica la definizione
di sei linee elastiche flessionali e sei linee elastiche assiali, con la imposizione
di trentasei condizioni ai limiti. Tuttavia, una serie di semplificazioni possono

p
\
D E F
H
—— OA B O C
d L l L l
T T T

Figura 6.1: Un telaio a due nodi spostabili

ottenersi, considerando che ’asta AB e incernierata agli estremi, e che quindi —
non essendo caricata — non & soggetta a momenti o tagli (“elemento pendolo”).
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Identico discorso vale per I'asta BC. Le linee elastiche flessionali di ambedue
gli elementi saranno percio di tipo lineare:

UfB (r3) = ap + a1x3

BC

(6.1)
uy” (x3) =co+ 123

Ipotizzando poi di poter trascurare le deformabilita assiali, le corrispondenti
linee elastiche saranno costanti:

U3 (.1‘3) = bo

uf (v3) = do

ug? (z3) = fo 69
DE _ (6.2)

uz " (x3) = ho

ug" (x3) = no

u3BE (z3) = s0

La presenza degli appoggi in C' ed in F implica che gli spostamenti assiali
delle aste EF e BC' siano nulli. Poiche poi gli spostamenti assiali in £ ed in B
sono continui, si puo concludere che anche gli spostamenti assiali delle aste DE
ed AB sono identicamente nulli. Sara quindi, in definitiva:

up® (3) = ag + ara

uy (x3) = co + 13

us? (z3) = eo + e173 + 223 + ez

us? (23) = fo =16 63
UgE (x3) = go + 123 + gzu’cg + 9333§ .
UEF (x3) = mo + mix3 + mﬂ% + m3£13§

uBP (z3) = ro + ri23 + roxd + 1373

ud? (x3) = 50 = 61

Il telaio ha quindi due linee elastiche assiali diverse da zero, e viene comu-
nemente detto “a due nodi spostabili”. Per esso occorrera scrivere ventidue
condizioni ai limiti, in modo da poter determinare le corrispondenti costanti di
integrazione:

— nel nodo in A, lo spostamento trasversale dell’asta verticale AD dovra an-
nullarsi, mentre lo spostamento trasversale dell’asta orizzontale AB sara uguale
e contrario all’innalzamento § del tratto AD. Infine, il momento lungo AD
dovra annullarsi:

uyP(0) =0
ufP(0) = -6 (6.4)
mAP(0) =0
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— nel nodo in B si hanno le condizioni di congruenza:

uPF(0)=0
Bisognera poi annullare i momenti all’estremo dell’asta BE:
mBE(0) =0 (6.6)
In corrispondenza dell’appoggio in C' si avranno spostamenti nulli:
uPC(L) =0 (6.7)

laddove la condizione di momento nullo & gia stata utilizzata nella schematizza-
zione iniziale a pendolo.
Nel nodo D si hanno tre condizioni di congruenza:

uf? (H) =0
ulP(0) = -6 (6.8)
¢*P(H) = 6"F(0)
ed una condizione di equilibrio:
—mAP (H) + mPF(0) (6.9)
Nel nodo triplo caricato F bisognera imporre la congruenza di spostamenti
e rotazioni tra le aste DE ed E'F":
uy P (L) = uz"(0)
¢PP(L) = ¢"F(0)
ed anche la congruenza di spostamenti e rotazioni tra 'asta DFE e l’asta BE:
udP(L) = -6,
uPE(H) =0 (6.11)
¢PP(L) = ¢"F(H)

(6.10)

La congruenza tra gli spostamenti di EF e BE e automaticamente soddi-
sfatta.
Bisognera poi imporre I'equilibrio alla rotazione:

—mPE(L) + mPF(0) + mPF(0) =0 (6.12)

Infine, in corrispondenza dell’appoggio in F' si avra l'annullarsi di sposta-
menti e momenti:

o O

uy " (L)

EF(L) (6.13)
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A queste equazioni, scritte nei nodi, bisogna aggiungere le equazioni di
equilibrio alla traslazione verticale del tratto AD:

tPE(0) =0 (6.14)

e dell’intero tratto ABDE:
tFEO)+ P =0 (6.15)

Queste ultime due equazioni vengono talvolta dette “equazioni di piano”, in
quanto frequentemente utilizzate nell’analisi di edifici multipiano. Risolvendo
le ventidue equazioni si ottengono le componenti trasversali di spostamento:

_ PL(L(4H?4+13HL +6L?) — H(2H + 3L)x3)

AB
uz” (@3) 6EI(2H + 3L)
WBC (23) = PL (H?4+5HL+ 3L?) (L — x3)
2 EI(6H +9L)
L AD (23) = PH?Lxs — FL;E%
2 12ETH + 18EIL
WDE (23) = PL (L (4H? + 13HL + 6L?) — 2H?z3 — 3Ha3)
2 6EI(2H + 3L)
B () = P (L —z3) (2L (H? + 5HL + 3L?) + 2L(2H + 3L)x3 — (2H + 3L)x3)
2 6EI(2H + 3L)
B (25) = PL(H + 3L)x3 (H? — 23)
2 6ETH(2H + 3L)
(6.16)
e gli spostamenti assiali dei due tratti verticali :
_ PL?*(4H? +13HL +6L?)
T 6EI(2H + 3L
(2H +3L) (6.17)
5 PL* (H? +5HL + 3L?)
' EI(6H +9L)

La deformata & riportata in Figura 6.2, mentre momenti flettenti e tagli sono
banalmente calcolabili tramite derivazione successive

mAB (z3) = mPC (z3) =0

PLx
P (ws) = G 5L
PHL
DE _
m (933) = 9H + 3L (6.18)
mP¥ (x3) = P (L — x3)
PL(H + 3L)zs
BE _
m7 ) = “Hor 1 a0
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48 (23) = 59 (23) = tPF (23) =0
PL
AD _
0 (ws) = 53t (6.19)
P (23) = —P '
PL(H + 3L)

/BE _

@3) = Fom+3r)

Il diagramma dei momenti si presenta come in Figura 6.3. Gli sforzi normali
si possono dedurre a partire dagli equilibri dei nodi. Essi sono nulli sui ritti,
sono di compressione sul tratto inferiore, e di trazione sul tratto superiore:

nAB( ) PL

8 2H + 3L

nB¢ (x3) = _PL

WP (1) anB o) (6.20)
nEF (x?)) _ TLBC (173)

nAP (z3) = nBF (23) =0

6.1 Una verifica con il principio dei lavori vir-
tuali
Si voglia ora utilizzare, a scopo di verifica, il principio delle forze virtuali. La

struttura puo essere vista come una maglia chiusa a due cerniere, vincolata con
un appoggio in F' ed un pendolo BC' ad asse orizzontale, risultando quindi una
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——
-

-

Figura 6.3: Il diagramma dei momenti

volta internamente iperstatica. Alternativamente, puo verificarsi che essa e co-
stituita da tre tratti rigidi, connessi tra loro ed al suolo da tre cerniere binarie,
ciascuna sopprimente due gradi di liberta, ed una cerniera multipla che soppri-
me quattro gradi di liberta. Anche in questo caso, quindi, la struttura senza
vincoli ha nove gradi di liberta, mentre i vincoli sopprimono dieci possibilita di
movimento, segnalando una iperstaticita.

Per scegliere una struttura isostatica equivalente, si consideri che sarebbe
errato intervenire sui vincoli esterni in C od in F, in quanto si renderebbe la
struttura labile. Ci si riconduce quindi al classico schema isostatico di maglia
chiusa a tre cerniere, operando una sconnessione in D, inserendo una cerniera,
ed aggiungendo le coppie incognite X, con segno tale da far ruotare il tratto
DEFE in senso antiorario rispetto al tratto AD. Ne segue la struttura isostatica
equivalente di Figura 6.4.

Tale sistema, equivalente allo schema reale, viene assunto come sistema di
spostamenti, mentre il sistema di forze (virtuali) e costituto dallo schema isosta-
tico caricato dalle sole coppie in D, di valore unitario. In tal modo il principio
dei lavori virtuali si scrive:

M
/SMlﬁds =0 (6.21)

Utilizzando il principio di sovrapposizione degli effetti si potra scrivere M =
My + XM, dove My e il diagramma del momento calcolato sullo schema iso-
statico caricato dalla sola forza P, e quindi infine scrivere l'incognita iperstatica
come:

fMlModS

X =
[ M?ds

(6.22)
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AP

——

Figura 6.4: 1l sistema isostatico equivalente per il calcolo dell’incognita
iperstatica

Il diagramma M & riportato in Figura 6.5, ed & immediatamente deducibile
quando si consideri che la reazione ¢ deve essere orizzontale, e che quindi la
reazione f ha componente verticale pari a —P. Il diagramma del momento sara
poi nullo sui tre pendoli AB, AD e BC. Si ha quindi:

mP¥ (x3) = PL (1 — %)
LE 3 (6.23)
my” (x3) = PLﬁ

Il diagramma M; & riportato in Figura 6.6, ed & anch’esso immediatamente
deducibile quando si consideri che le reazioni esterne saranno nulle, e quindi che

il momento ¢ limitato alla maglia chiusa. Potra quindi scriversi:

AD L3 _ T3
< = X— = —
mi” (x3) H H
BE 3 3
=X =_ (6.24)
my - (x3) H H
md¥ (x3) =X =1
Il calcolo dei due integrali risulta immediato:
pPL (7, PLH
MlMOdS = _ﬁ X3 dl'g = —T (625)
0

I r I 2
/MdeZﬁ/o x%darg—&—/o datg—&—ﬁ/o J;%dxgng—i-L (6.26)
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.
—<4
-4

Figura 6.5: Il sistema isostatico caricato dal solo carico applicato

A
N e F

.
-4
-4

Figura 6.6: Il sistema isostatico caricato dalla sola incognita iperstatica

e quindi si puo conoscere 'incognita iperstatica:

PLH

X=_—— 2
2H +3L (6:27)

Essa viene a coincidere anche in segno con i momenti calcolati secondo le
(6.18), in quanto si & assunto un sistema di riferimento con l'origine rispettiva-
mente in A ed in D. Si completi 'espressione dei momenti lungo la struttura,
utilizzando il principio di sovrapposizione degli effetti
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Capitolo 7

Un telaio con pendolo

Si vuole studiare la struttura in Figura 7.1, considerando i tratti assialmente
indeformabili, mentre il pendolo BE ha rigidezza assiale finita, e pari ad EA,.

EEEEEEEEEEEEEEEEE RN Iq

C D
Ha
) O) -
N 4
B E
H1
A F

}
T

Figura 7.1: Un portale con pendolo interno

Il telaio e costituito da cinque segmenti di trave, e dal pendolo BE. Esso,
inoltre, € soggetto a carichi distribuiti lungo il traverso C'D, e quindi le linee
elastiche flessionali degli elementi di trave saranno esprimibili come:

AB 2 3
uy” (x3) = ag + a1xs + asxs + asx;

uFC (23) = o + 103 + cox? + 0} (7.1)
4
xr
ugD (x3) =eo +eixs + 62553 + egwg + q24;[
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UQED (z3) = go + 173 + gﬂ% + 93$§

FE 2 3
uy © (x3) = mo + mixs + maxs + maxy

Poiche si e ipotizzato che le travi siano assialmente indeformabili, le linee elasti-
che assiali sono costanti: inoltre, le condizioni ai limiti permettono di realizzare
che solo la linea elastica assiale del traverso sara diversa di zero (telaio ad un
nodo spostabile). Sia quindi § lo spostamento del traverso:

u§P (x3) =6 (7.2)

Infine, lo spostamento trasversale del pendolo sara identicamente nullo, in
quanto nulli sono gli spostamenti verticali dei punti B ed F, mentre la linea
elastica assiale si scrivera:

uz® (z3) = s0 + s123 (7.3)

Ne segue che lo sforzo normale nel pendolo sara pari a:
nPE (z3) = EApu;,BE(m) (7.4)

mentre gli sforzi normali nelle travi andranno calcolati a posterior: tramite
condizioni di equilibrio.

Le ventitre costanti di integrazione si determinano imponendo la congruenza
degli spostamenti e I’equilibrio delle forze nei nodi, e 1’equilibrio di piano. Piu
in dettaglio, si avra:

— nell’appoggio in A si annulla lo spostamento trasversale, ed il momento
flettente:

u” (0)

mAB (0)

! 7.5
0 (7.5)

— nel nodo in B si hanno le condizioni di congruenza tra le due aste verticali:

uy ® (Hy) = uy®(0)

(7.6)
¢"P (Hy) = ¢"¢(0)
la condizione di congruenza tra un’asta verticale ed il pendolo BE:
up ® (Hi) = ug'®(0) (7.7)
e le due condizioni di equilibrio:
—t4B (Hy) +tB9(0) + nPF(0) =0
AB BC (7.8)
—m (Hl) +m (0) =0
— nel nodo in C, si hanno le condizioni di congruenza:
ug (Hz) =6
u§P(0) =0 (7.9)

¢ (Hz) = ¢7P(0)
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e la condizione di equilibrio:

—mBY (Hy) + mP(0) =0 (7.10)
— nel nodo in D, analogamente, si hanno le condizioni di congruenza:
ubP (Hy) =6
u§P(L) =0 (7.11)

¢"P (Hz) = ¢“P(L)
e la condizione di equilibrio:
—mPP (Hy) —m“P(L) =0 (7.12)

— nel nodo in F si ha uno scenario simile al nodo in B. Si impongono le
condizioni di congruenza tra le due aste verticali:

uy © (Hy) = uz”(0)

(7.13)
o™ (H1) = ¢"P(0)
la condizione di congruenza tra un’asta verticale ed il pendolo BE:
uy ¥ (Hy) = uf (L) (7.14)
e le due condizioni di equilibrio:
—tFE (H,) +t¥P(0) —nPE(L) =0
rE ED (7.15)
—m"* (Hy) +m~~(0) =0

— Nel carrello in F', con piano di scorrimento orizzontale, si ha infine:
RO =0 (7.16)
mPE0) =0 '

A queste ventidue equazioni scritte nei nodi, occorre aggiungere I’equazione
di equilibrio alla traslazione orizzontale del traverso C'D (equazione di piano):

—tBY (Hy) —tPP (Hy) =0 (7.17)

Risolvendo le ventitre equazioni si ottengono le costanti di integrazione, e
gli spostamenti trasversali:

qL?
ufP (x3) = S1EIA (3IL — A Hj) x5
L3 f
uF (03) = Sl (Hy (3IL — A H3) + w3 (3IL + A, (—H3 + Hya})))
L —
ug P (w3) = % (3TL (L? + Las — a3) + AyHZ 3L (L — 3) w5+

2H, (L2 + Lxg — x%))) -
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q 3
(*3) = 3357A (
H, (6IL — Apa3))
FE

qL?
uz (#3) = SpTA

uBP

con:
A = (3IL + A,Hj (3L + 2H>))

Lo spostamento orizzontale del traverso e pari a:

_ qL® (3ILHy+ H, (3IL — A H3))
© 24EI (3IL+ A, HZ (3L + 2H>))

o, per pendolo inestensibile:

o ng H1 H2
© 24ET 3L+ 2H,

La deformata & riportata in Figura 7.2.

LYY Y YYYYYIIYVVIIIIVV] Iq

C D
Ha
9, d +
B E
H1
A F
) L e

Figura 7.2: La deformata per il portale con pendolo interno

Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva :

mAB (z3) = m¥E (z3) =0

qL?’ APHQZC;;

BC _
m@s) = =T GBI A, HE (3L + 20))

Hy (3IL — A,Hj) — 3] Lxs + A,Hjxs+

(6ILHs + Hy (61L — 2A,Hj) — 3] Lxs + A,Hjx3)

(7.19)

(7.20)

(7.21)

(7.22)

(7.23)
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CcD qL? ApH22
2) =1 [ = (L — xa) -
m (#s) = = ( STL+ A, H2 (30 2my) T 2w (7.24)
mED ($3) _ _mBC (553)
t45 (wg) =t (25) = 0
BC qL3ApH2
t (x3) = - 2
4(3IL+ A H3 (3L + 2H,))
oD S .
ED ngApH2
t (x?») = )
4(3IL+ A H3 (3L + 2Hs,))
3
nBE (z3) = qL A2PH2
4(3IL+ A HZ (3L + 2Hy))
Lo sforzo normale nel pendolo, se il pendolo € inestensibile, & pari a:
L3
nBF (x3) = S e (7.26)

~ 4H, (3L + 2H,)

Il diagramma dei momenti e riportato in Figura 7.3.

LYY YYYVYVYIVVIIIVIIIVY] Iq

\ D
Ha
O '® +
B E
H1
A F

<4

Figura 7.3: I momenti flettenti per il portale con pendolo interno

Il principio dei lavori virtuali

Per ottenere lo sforzo normale nel pendolo, si puo applicare il principio dei
lavori virtuali, utilizzando la struttura isostatica equivalente di Figura 7.4, in
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cui il pendolo & stato rimosso, e sostituito con lo sforzo normale incognito X.
Utilizzando questo sistema per il calcolo degli spostamenti, ed il sistema di
Figura 7.5 per il calcolo delle forze, si potra scrivere:

EEEEEEEREREXEREREX RN Iq

C D
Hy
X X
—— -
B E
Hi
A F 1
~<=x S

C D
Hy
1 1
B E
Hi
A F 1
~=x &=

Figura 7.5: Il sistema S; delle forze virtuali

XL
My — d = 2
Janggas=-mzr (7.27)
e quindi, in base al principio di sovrapposizione degli effetti :
M,
f Mli ds
X = (7.28)

Il momento My, da calcolare sul sistema 1sostatico caricato dal solo carico
applicato, ¢ limitato al tratto orizzontale, ed & quello di trave semplicemente
appoggiata, e si presenta come in Figura 7.6. Analiticamente, quindi:

m§P (z3) = %xg (L —x3) (7.29)
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Il momento M; deve essere calcolato sullo schema S;, di Figura 7.5. Le
reazioni esterne sono nulle, il diagramma si limita alla parte superiore del telaio,

come riportato in Figura 7.7. Analiticamente si potra scrivere:

EXXXXEIETEEEEEEEEE XA Iq

C D
Ha
Hy
A F
@v

Figura 7.6: Il momento My dovuto ai carhci applicati

C o| 7/ T
Ha
1 1
— - +
B E
Hy
A F i
~<x KR

Figura 7.7: Il momento M; dovuto alla forza unitaria

Gli integrali si calcolano allora facilmente :

M, qHy [* qL? Hy
M =0 qs = — L2 L—a3) dos = —
/S VBT’ 2E1/0 w3 (L —a3) dzg = =57
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M? 2 [ H3 2
e S =2 (L+ZH 32
EId EI/O z3 dxs + / drg = 2 ( L+ S Ha (7.32)

e quind1 il richiesto sforzo normale si ottiene come :

— LLS ApHy
4 (3IL+ A,H3 (3L + 2H>))

(7.33)

coincidente con quanto ottenuto attraverso I'utilizzo della linea elastica.

Lo spostamento del traverso

Si voglia ora conoscere lo spostamento orizzontale d del traverso C'D attraverso
una applicazione del principio dei lavori virtuali. A tal fine, si utilizza lo schema
reale di Figura 7.1 come sistema di spostamenti, o — pilt precisamente — si uti-
lizza lo schema isostatico equivalente di Figura 7.4, in cui I'incognita iperstatica
X e stata gia calcolata. Lo schema fittizio di Figura 7.8 verra invece assunto
come insieme di forze (virtuali). Si avra quindi:

/ le ds = 6 (7.34)

Il diagramma del momento M; su questo schema & riportato in Figura 7.9,
e poiche la reazione orizzontale dell’appoggio in A dovra essere pari ad uno, ed
orientata verso sinistra, potra scriversi:

mi'? (x3) = w3

mPY (z3) = Hy + 23 (7.35)
X

m® (wg) = (Hy + H) (1- =)

Il diagramma del momento M & immediatamente scrivibile in base al prin-
cipio di sovrapposizione degli effetti, e sara, limitatamente ai tratti di interesse:

mAP (23) =0
qL A HQ
4L+ A H2 (3L + 2Hy)) ®
¢b (1’3) = gilig (L*I’g) XH2 §I’3 (L*Ig)*
qL3ApH2
4 (3IL + A,HZ2 (3L + 2HZ))

mBC (1‘3) = 7X;173 =

N (7.36)

Ne segue:

M 1
/;Mlﬁds: ﬁ/0 (Hl +.’E3) (—X{E;g) ds+

| () (152 (g (0 ) — 301 s
’ (7.37)
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1
C D
H
Hi
A F

Figura 7.8: Lo schema di forze virtuali per il calcolo dello spostamento ¢ del
traverso

H

Hy

Figura 7.9: 1l diagramma del momento M; per il calcolo dello spostamento &
del traverso

e semplificando ed inserendo la (7.33):

5_ aL® (3ILHy+ Hy (3IL — A,H3)) (7.38)
~ 24FE1 (3IL+ A,HZ (3L + 2H>)) |

7.1 1l caso della variazione termica assiale
Si ipotizzi ora che il pendolo BE sia soggetto alla variazione termica uniforme
A = —aAT su tutta la sua lunghezza, come illustrato in Figura 7.10.
Rispetto a quanto dedotto prima, occorre solo annullare il carico applicato,
e modificare lo sforzo normale nel pendolo, che ora sara pari a:
nPP (z3) = EAu’F () + EALA (7.39)

Le condizioni ai limiti da imporre saranno le stesse del caso precedente, e la
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7.1. IL CASO DELLA VARIAZIONE TERMICA ASSIALE

C D
AT
+ Hp
N
1]
N d -+
e
B E
Hy
A F

Figura 7.10: 1 telaio soggetto a variazione termica uniforme nel pendolo

loro risoluzione porta agli spostamenti trasversali:

AT
us (a9) = S5 (SLAHy (L + Hy) s)
aAT
g (wg) = == (LA, (3H1Hy (L + Ha) + w5 (3LHx + 3H3 — 23)))
aAT
u§'P (x3) = 5 (BLAH, (L — z3) 3)

AT
uED (g3) = QT (LA, (AH3 + 3H, Hy (L + Hy) + HZ (6L — 3x3)

—3LHax3 + 23))
FE aAT

uz” () = —— (LA,Hs (4H3 + 6H, (L + Hs) + H (6L — 3z3) — 3La3))
(7.40)
mentre lo spostamento orizzontale del traverso e pari a:
aAT
0= - (LA,Hy (3H1 (L + H2) + Ha (3L + 2H>))) (7.41)
con:
D =1L+ 2A,H3 (3L +2H,) (7.42)
Per pendolo inestensibile, invece, si avranno gli spostamenti:
L(L+ H.
2 2 (7.43)

L(3H,Hy(L+ H 3LHy + 3H3Z — 23
ufc(xs): ( Ha (L 22)+x3( 2 T2 x3))aAT
2H2 (3L + 2H>)
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CAPITOLO 7. UN TELAIO CON PENDOLO

2 YT 9H, (3L + 2H,)

aAT

AT
5HZ (3L + 2Hy) “
FE 2
G = AT
uz ™ (ws) 2H, (3L + 2H) “
L (3H, (L + Hy) + Hy (3L +2H>))
5= AT 7.44
2H, (3L + 2H5) “ (7.44)

La deformata ¢é riportata in Figura 7.11.

CI

=]

Figura 7.11: Un portale con pendolo interno: deformata per variazione termica
nel pendolo

Hy

Figura 7.12: Un portale con pendolo interno: momenti per variazione termica
nel pendolo
Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva:
mAEB (z3)=0

SEILA,z: (7.45)
BC _ pt3
m @) = S A mE (ar + 2 0T
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7.1. IL CASO DELLA VARIAZIONE TERMICA ASSIALE

SEILA,H

CD — ptL2 AT
me@s) = ST A HE (3L + 20
- SEILA, s

3IL + A, HZ (3L + 2Hy)

mPE (z3) =0

m aAT

ED (1'3) —

e, per pendolo inestensibile:

3EILzs

BC
- OBITU AT
m7 @) = et oy @
3EIL
CD
)= ——" _aAT .

m (5C5) 3LH2 T 2H22a (7 46)
mPP (x3) = SEILes aAT

" HZ (3L + 2H,)
Infine, lo sforzo normale nel pendolo € pari a:

- 3EILA,
3IL + A HZ (3L + 2H,)

’I'LBE (

x3) = aAT (7.47)

o, per pendolo inestensibile, a:

n

3EIL

BE
=————"———aAT 4
@3) = =32 + 20 (7.48)
Il diagramma dei momenti e riportato in Figura 7.12.

Il principio dei lavori virtuali

Per ottenere lo sforzo normale nel pendolo, si puo applicare il principio dei
lavori virtuali, utilizzando la struttura isostatica equivalente di Figura 7.13, in
cui il pendolo & stato rimosso, e sostituito con lo sforzo normale incognito X.
Utilizzando questo sistema per il calcolo degli spostamenti, ed il sistema di
Figura 7.14 per il calcolo delle forze, si potra scrivere:

M XL

ossia, tenendo conto che lo sforzo normale N; nel pendolo & unitario, e che
A= —aAT:
M XL

Quindi, in base al principio di sovrapposizione degli effetti :

aATL
X=-— (7.51)
| ML
s BT EA

p
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CAPITOLO 7. UN TELAIO CON PENDOLO

C o] T
H>
X X
— - +
B E
H1
A F 1
~=~ AT s
+
x i FX
-«-— Q0 Q —>
L L L
T T

Figura 7.13: Un portale con pendolo interno: S.I.E. (sistema degli spostamenti)

in quanto il momento My, da calcolare sul sistema isostatico caricato dalla sola
distorsione, & nullo.

Il momento M; deve essere calcolato sullo schema Sy, di Figura 7.14. Le
reazioni esterne sono nulle, il diagramma si limita alla parte superiore del telaio,
e si avra, come deducibile dal diagramma di Figura 7.15:

my% (x3) = —x3
m{'P (3) = —Ha (7.52)

L’integrale si calcola allora facilmente:

M? 2 [H2 H? [ H? 2
—Las= = des+ =2 | drs=—=2(L+:H :
: o S EIA T3 dr3 + EIA xs3 Bl + 3 2 (753)

e quindi il richiesto sforzo normale si ottiene come:

3EIaATA
X =- P 7.54
3IL + A, HZ (3L + 2H,) (7.54)

coincidente con quanto ottenuto attraverso I'utilizzo della linea elastica.
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7.1. IL CASO DELLA VARIAZIONE TERMICA ASSIALE

106

C o] T
Ha
1 1
e D S -+
B E
Hy
A F 1
~=x~ =
1 1
-«— O Q —>
L L 1

o -7 1
H>
1 1
— - -+
B E
Hy
A F 1
~<=x =&
L

-

-+

Figura 7.15: Un portale con pendolo interno: il momento M;
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Capitolo 8

Una maglia chiusa

Si vuole conoscere lo stato di sollecitazione e la deformata della struttura in
Figura 8.1: si tratta di una maglia chiusa non vincolata esternamente, ma in
equilibrio per la condizione di carico indicata. La presenza di tre cerniere la
rende isostatica internamente, e naturalmente divisa in otto tratti.

F
T A B C
H
-+ OH DO
H
G F E
TF
1 L 1 L 1

Figura 8.1: Una maglia chiusa isostatica

Il telaio non ¢ soggetto a carichi distribuiti, e quindi le linee elastiche fles-
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sionali saranno polinomi cubici:

ufB (x3) = ap + a123 + asxs + azxs

uQBC (x3) =bo + brzs + ngg + ngg

ugD (x3) = co + c123 + caw3 + c3x3

ub? (x3) = do + dyas + dox3 + dzah (8.1)
ub® (23) = e + e1w3 + eax? + ezl .
u§ (x3) = fo+ fres + fox] + fax}

ud'? (x3) = go + q1as + g223 + g3

uf (x3) = ho + hizs + hox? + hyzh

Se si accetta l'ipotesi di rigidezza assiale infinita, le linee elastiche assiali sa-
ranno identicamente nulle, e quindi si € in presenza di una struttura a nodi
fissi. I quattro nodi d’angolo non subiranno pertanto alcuno spostamento, e le
condizioni ai limiti da imporre al fine di determinare le costanti di integrazio-
ne riguarderanno solo ’equilibrio e la congruenza dei nodi. Inoltre, bisognera
considerare solo condizioni in cui non compaiono spostamenti assiali o sforzi
normali:

— nel nodo in A lo spostamento trasversale del tratto orizzontale AB dovra
annullarsi, in quanto uguale allo spostamento assiale (nullo) del tratto verticale
AH. Analogamente, € nullo lo spostamento trasversale del tratto verticale AH.
L’ultima condizione di congruenza impone 'uguaglianza delle rotazioni dei due
tratti convergenti in A, mentre I'unica condizione di equilibrio riguardera i mo-
menti flettenti, in quanto le altre due possibili condizioni coinvolgono gli sforzi
normali, e non possono essere utilizzate in questa fase:

uy”(0) =0

uf(0) =0

SA5(0) = 6 0) 52
m*P(0) + m**(0) =0

— in corrispondenza della forza F' la congruenza impone l'uguaglianza degli
spostamenti e delle rotazioni, mentre ’equilibrio del concio impone la continuita
dei momenti, e la discontinuita dei tagli:

(8.3)

— nel nodo in C' le condizioni sono analoghe alle condizioni di A. Variano
soltanto i segni dei momenti, in funzione della scelta dell’origine dei diversi
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CAPITOLO 8. UNA MAGLIA CHIUSA

sistemi di riferimento:

(8.4)

—mBC(L) + mCD(O

— in corrispondenza della cerniera in D si ha continuita degli spostamenti,
I’annullarsi dei momenti e 'uguaglianza dei tagli:

us P (H) = uy*(0)

m P(H) =0
mPE0) =0
t“P(H) = tPE(0)

— nel nodo in F, ancora una volta, le condizioni sono analoghe a quanto
scritto in A ed in C:

(8.5)

(8.6)

—mPP(H) - mPE(L) =0

— in corrispondenza della forza —F' ¢ situata anche una cerniera, per cui si
scrivera:

(8.7)

—tSF (L) +tFE(0) - F =

— nel nodo in G le condizioni sono analoghe a quelle scritte negli altri tre
vertici:

ull(H) =0
uSF(0) =0
$1C (H) = 697 (1) 55
—mHY(H) +mCF(0) =0

— in corrispondenza della cerniera in H si ha continuita degli spostamenti,
I’annullarsi dei momenti e I'uguaglianza dei tagli:

uy ™ (H) = uz'%(0)

mAH(H) =0 89
mHE(0) =0 (8.9)
tAH(H) ZtHG(O)
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Risolvendo le trenta

due equazioni si ottengono le costanti di integrazione, e

quindi gli spostamenti trasversali:

uy'? (z3) =
ub (x3) =

u§'P (x3) =

up (z3) = —

uj ¥ (x3) =

ug" (z3) =

uz @ (x3) =

ug ™ (3) =

 Fay (—9L% + 3Las + a3)

12E1
F (5L% — 6La3 + x3)
12E1
FLxs (—9HL — 3Hx3 + x3)
12ETH
FL(H — x3) (H(2H + 9L) + Has + 22)
12ETH (8.10)
F (L —3) (L(AH + 11L) — Las — 23)
a 12E1
Fas (—L(4H + 9L) — 3Lx3 + 23)
12E1
FL(H —x3) (H(2H + 9L) + Has + 23)
12ETH
FLzxs (9HL +3Hxs — x%)
12ETH

con una deformata come in Figura 8.2. Lo spostamento in corrispondenza della

F
B
A C
H
T { OH DO
H
G F E
F

Figura 8.2: La deformata per la maglia chiusa isostatica
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CAPITOLO 8. UNA MAGLIA CHIUSA

forza in B sara pari a:

mentre in corrispondenza della cerniera in F' si avra 'innalzamento:

Infine, le due cerniere H e D subiranno lo spostamento:

FHL(2H + 9L)
vap = e = T pr

Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva:

5 FL3

Y2B = 157ET

 FL(4H +11L)

v2r = 12E1

1
mAB (x3) = §F(L + x3)

mBC (x3) = F (L— E)

2
P (ay) = FLU =3
P (5) = 2
mE (z3) = %
e (e5) = 5 (L - 23)
mHG (14) = FQL}}%
AH (g _ L (;I;r[+ z3)

F
t45 (23) = t77 (3) = 35

F
tPC (w3) = 197 (3) = -3
FL
,CD _ DB __
(z3) (z3) oH
FL
JHG _ AH _
(z3) (z3) 2

(8.11)

(8.12)

(8.13)

(8.14)

(8.15)

Il diagramma dei momenti e riportato in Figura 8.3. Gli sforzi normali si

possono ottenere facilmente tramite equilibrio nei nodi.

8.1 1l principio dei lavori virtuali

Si vuole ora conoscere, tramite il principio dei lavori virtuali, lo spostamento
nel punto B, in corrispondenza della forza F'.
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8.1. IL PRINCIPIO DEI LAVORI VIRTUALI

Figura 8.3: I momenti flettenti sulla maglia chiusa isostatica

Come sempre, si sceglie il sistema effettivo, di Figura 8.1, come sistema
di spostamenti (sicuramente geometricamente ammissibile). Come insieme di
forze si sceglie il sistema di Figura 8.4, altrettanto sicuramente staticamente
ammissibile.

Con questa scelta, poiche i nodi G ed E non subiscono spostamenti, si potra
scrivere il principio dei lavori virtuali:

M
/SMlﬁ ds = Uu2B (816)

Il diagramma del momento M sul sistema degli spostamenti si ottiene a
partire dalla deduzione delle reazioni nelle tre cerniere. Poiche la cerniera in F
e caricata da una forza F, si indichino con f, ed fy le reazioni della cerniera sul
tratto HGF e sul tratto DEF, rispettivamente. Sara quindi possibile scrivere
le tre equazioni simboliche dei tre tratti:

h+F+d=0
ht fo=0 (8.17)
d+ fqg=0

insieme all’equazione di equilibrio della cerniera in F:
fs+F+fi=0 (8.18)

Ne seguono le reazioni di Figura 8.5. Per tracciare il diagramma del mo-
mento, si puo partire dal punto B, assegnando arbitrariamente un valore del
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CAPITOLO 8. UNA MAGLIA CHIUSA

F'=1
T A B C
H
+  OH DO
H
G ,E\ E
1 1
Fr== F5==
17> 272
L L L L L

Figura 8.4: Il sistema di forze virtuali per il calcolo dello spostamento in B

momento al di sotto della forza. Si puo poi proseguire verso A oppure verso C,
realizzando che il momento si dovra annullare in M ed N, laddove le reazioni
h e d intersecano (virtualmente) il tratto AC. Il resto ¢ ovvio, portando al
diagramma della stessa Figura 8.5.

Per ottenere le corrispondenti espressioni analitiche si consideri che lungo il

T
tratto F'E il momento e dovuto alla sola reazione fy, inclinata di R e di valore

F
fa = —=. La sua componente verticale &€ quindi pari ad > e quindi il momento

V2

F
in F e pari ad 5L. Identico ragionamento induce a calcolare il momento in

G, ancora pari a §L, e poiche le due cerniere in H ed in D sono situate in
mezzeria dei rispettivi tratti verticali, i momenti in A ed in C' saranno pari ad
— L. Infine, una semplice proporzione geometrica permette di situare il punto

N all’ascissa 3L, e quindi il momento in B sara pari ad F'L. Sara quindi, in
definitiva:

m® (25) = o (L + 3)

mB¢ (z3)=F (L — %)

8.19

o, «  FL(H -3 (8.19)
me ) = o
FLx
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8.1. IL PRINCIPIO DEI LAVORI VIRTUALI

mtP (a5) = 13

e (z5) = 5 (L - 3)
mH (34) = F;g:s

mAH (14) = FL (_212‘*‘ x3)

Il diagramma M; del momento dovuto alle forze fittizie di Figura 8.4 & im-

Figura 8.5: Il diagramma del momento M per il sistema di spostamenti di
Figura 8.1

mediato, in quanto esso si limita al tratto superiore, che si comporta come
appoggiato sui due tratti verticali. Ne segue un diagramma identico a quello di
trave appoggiata con carico unitario in mezzeria:

mit® (a5) = 5
1 (8.20)
m{BC (z3) = 5 (L —a3)

Il richiesto spostamento, quindi, & calcolabile come :

L L 3
1 3 F 23y 1 5 FL
(L 39 —(L——>f L—25) dog = —

/0 sprl Lts) g x3+/0 El 5 )5 (L ms) des = 15

(8.21)

Secondo caso

Si vuole conoscere ora lo spostamento nel punto F', in corrispondenza della
mezzeria del tratto inferiore. Come sempre, si sceglie il sistema effettivo, di
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CAPITOLO 8. UNA MAGLIA CHIUSA

Figura 8.1, come sistema di spostamenti (sicuramente geometricamente ammis-
sibile). Come insieme di forze si sceglie ora il sistema di Figura 8.6, altrettanto
sicuramente staticamente ammissibile.

1 1
AF; == Fs==A
17 279
T A B C
H
Out[264]=
w264} OH 0O
H lF'l
G FA E
T \J
1 L 1 L L

Figura 8.6: Il sistema di forze virtuali per il calcolo dello spostamento in F

A A

Figura 8.7: Il momento M’

Con questa scelta, poiche i nodi A e C' non subiscono spostamenti, si potra
scrivere il principio dei lavori virtuali:

M
/SMlﬁ ds = Ua2 (822)

Il diagramma del momento M & gia stato calcolato, mentre il diagramma
My, da calcolare sullo schema di Figura 8.6, porta alla Figura 8.7.

E’ infatti immediato partire dal punto di nullo in corrispondenza della cer-
niera in F', con una data inclinazione, e giungere sia in G che in E con lo
stesso valore (data la simmetria dello schema). Equilibrando i nodi in F e G
e proseguendo annullando il diagramma in D ed in H, si giunge nei punti A e
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8.1. IL PRINCIPIO DEI LAVORI VIRTUALI

C. Equilibrando i nodi si hanno due valori del momento lungo AC, che quindi
risulta costante.

Alternativamente, puo studiarsi I’equilibrio del tratto superiore, soggetto a
quattro forze, costruire Vausiliaria F| + h = Fj + d e concludere che essa risulta
orizzontale (e passante per le cerniere). Ne segue la costanza del momento sul
tratto orizzontale AC.

Infine, lo stesso ragionamento gia fatto per il momento M permette di affer-
/

mare che il momento M; in E (ed in G) & pari a . Gli altri valori seguono

immediatamente, e portano a scrivere le espressioni analitiche:

mi® (a5) = mP (25) = —&

m{? (x3) = W

my'? (x3) = %ws

mFE () = _% (8.23)
m§” (25) = 5 (s — L)

mi' % (x3) = —mP* (23)

mit (w3) = —m§" (x3)

Il richiesto spostamento, quindi, € calcolabile come:

L L
1 L L Fax L
Ugp = / EF (L + x3) (—2> dzs —|—/ (FEI - 2E;> (—2) dxs+
0 0
H H
FL(H —3)\ (L(—H + x3) / FLas\ [ Las
/0 ( OETH ) ( °H dos+ |\ “omrm ) \ 2w ) T
L L
Fl’g xIs 1 1
/0 <2EI> (77) dz +/O (QEIF(L - x?,)) <2 (—L+ x3)> dzst

[ Gy [ (258520 (552

ossia, in definitiva:

1 3
won— Vg2 UFL
3 12

(8.25)

Terzo caso

Si vuole conoscere lo spostamento nel punto D, in corrispondenza della cerniera
del tratto verticale di destra

Come sempre, si sceglie il sistema effettivo, di Figura 8.1, come sistema
di spostamenti (sicuramente geometricamente ammissibile). Come insieme di
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CAPITOLO 8. UNA MAGLIA CHIUSA

forze si sceglie ora il sistema di Figura 8.8, altrettanto sicuramente staticamente
ammissibile.

A B C
H
F'=1 F'=1
4+ «<—— QOH DO —>
H
G F E
-+ O
i L N L
T

—

Figura 8.8: Il sistema di forze virtuali per il calcolo dello spostamento in D
Con questa scelta, si potra scrivere il principio dei lavori virtuali:

M
lMlﬁdS:u2D7U2H:2U2D (826)

in quanto lo spostamento in H sara uguale e contrario allo spostamento in D.

Il diagramma del momento M e gia stato calcolato, mentre il diagramma M;
¢ ora da calcolare sullo schema di Figura 8.8, ed ¢ immediatamente calcolabile
considerando che 1’equilibrio del tratto inferiore HF D e garantito solo da una

cerniera F' scarica. Ne segue che il diagramma si limita alla parte superiore, ed
ha ’aspetto di Figura 8.9.

F
©
Figura 8.9: Il momento M’
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Le espressioni analitiche sono immediatamente deducibili, non appena si
realizzi che il taglio lungo i tratti verticali sara pari ad F’:

mi'? (x3) = mi'C (23) = —H

mICD (1'3) - (1'3 — H)

mlDE (x?)) = mf (.273) = m? (l‘g) =mj G ($3) -0 (827)
m114H (1‘3) = —my (1'3)

Il richiesto spostamento, quindi, & calcolabile come:

L 1 L

/OH (W) (H_a;3)da;3+/0H (W) (_H+x3)(dgx28)

ossia, in definitiva :
FH?L n 3FHL?

= .2
2D = "o pT AET (8.29)
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Capitolo 9

Telalo asimmetrico

Si vuole conoscere la deformata della struttura in Figura 9.1, insieme alle carat-
teristiche della sollecitazione interna, ipotizzando che le aste siano assialmente
indeformabili. In tale ipotesi, le linee elastiche assiali sono costanti, e conviene

F G H

1

——

Figura 9.1: Un telaio asimmetrico

trarne preventivamente le possibili semplificazioni. Sia allora:

uj ” (23) = bo

BC

ug” (x3) = do 81)
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e si impongano le condizioni di congruenza che coinvolgono gli spostamenti
assiali. In C lo spostamento assiale dell’asta BC' ¢ proibito dal vincolo, e se
ne puo dedurre 'annullarsi delle linee elastiche lungo tutto il tratto inferiore.
Inoltre, i due tratti verticali GD e DB subiscono lo stesso spostamento assiale.
In definitiva, quindi, potra scriversi:

uy” (x3) =0

UEC (z3) =0 9.2)
ug® (x3) = u§'? (23) = 6, .
u§™t (23) = by

Il telaio non ¢ soggetto a carichi distribuiti, e quindi le linee elastiche fles-
sionali saranno polinomi cubici:

uf? (23) = ap + a123 + apz? + azxs
uBC (x3) = co + crx3 + a2 + cax
ulP (23) = eg + 13 + ea2? + e3xd (9.3)
us? (z3) = go + 173 + gaw3 + gs7}
uSH (x3) = ko + kyzs + kox3 + kzx

Le condizioni ai limiti da imporre riguarderanno solo gli spostamenti tra-
sversali, le rotazioni, i momenti ed i tagli, ma non potranno essere considerate
equazioni in cui compaiono gli sforzi normali: essi andranno calcolati a posteriori
con considerazioni di equilibrio. Si potra invece scrivere:

— nel carrello in A si annulla lo spostamento verticale ed il momento flet-
tente:

0 9.4
. (94)

— nel nodo triplo in B si hanno le condizioni di congruenza tra i due tratti
orizzontali:

(9.5)

120 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 9. TELAIO ASIMMETRICO

le condizioni di congruenza tra il tratto verticale ed un tratto orizzontale:

ujB (;L) =0,

uPP(H) =0 (9.6)
07 (52) =67
e la condizione di equilibrio:
3
—mAB <2L> —mPB(H) +mPC0)=0 (9.7)
— in corrispondenza del bipendolo si annulleranno le rotazioni ed i tagli:
¢"(L) =0 ©8)
t5¢ (L) =0 '
— nella cerniera in D, la congruenza impone:
ug’? (H) = uz’?(0) (9-9)
mentre le condizioni di equilibrio sono:
mSP(H) =0
mPB(0) =0 (9.10)
P (H) =t75(0)
— nel nodo G, bisognera rispettare la congruenza:
uSP(0) = -6,
uSH(0) = 6, (9.11)
¢%P(0) = ¢“"(0)
e l'equilibrio del nodo:
mSP(0) + mEH(0) =0 (9.12)
— nel carrello in H, infine, si annullano spostamenti verticali, e momenti:
GH
9.13
mPH (L) =0 (6.13)

Due ulteriori equazioni possono scriversi imponendo ’equilibrio del tratto
GH alla traslazione orizzontale, e 'equilibrio del tratto GB alla traslazione
verticale:

tP0)+F =0
—tAB(gL) +t¢H0)=0 (614)
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Risolvendo le ventidue equazioni nelle ventidue incognite, si ottengono le
costanti di integrazione, da cui le linee elastiche flessionali ed i due spostamenti
assiali incogniti:

FHuzz (—39L% + 4x3)

AB _
up” (23) = 24EIL
B () = _FH (15L2 +4Lxs — 2m§)
2 8EI
DB (xg):_F(H2(2H—3L)—SH(H—L)x3+:c§) (9.15)
2 6E1
uSP (5) — 7F (H2(16H +41L) — 53H Lz3 — 12H2% + 4x§)
2 24F1
WG () = _ FH (L — x3) (45L* — 8La3 + 4a3)
2 24FIL
5 = 15FHL?
8ET (9.16)
5 = FH?(16H + 41L)
v 24E1
La deformata si presenta quindi come in Figura 9.2.
B F G /\H\
~k~
H
—<4 D )
H
+ A B E
C
~ Kk~
L
{ i
Figura 9.2: La deformata del telaio asimmetrico
Il bipendolo in C subisce 'innalzamento:
17TFHL?
= 9.17
U SE] (9.17)
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Le caratteristiche flessionali si ottengono per derivazione successiva :

mAB( 3) _ _F]zxg
mP¢ (z3) = —%
mPB (z3) = Fas (9.18)
mCP (z3) = F (—H + x3)
mCH (x3) = FH (1 - fg)
7 (5) = 197 (g) = ~F
(9.19)

tP8 (23) =19 (23) = F
mentre gli sforzi normali sono deducibili da equazioni di equilibrio nei nodi:
nAB (z3) = n%H (23) = 0
nPC ( —F (9.20)
FH
GD _ 4

Il diagramma dei momenti ¢ riportato in Figura 9.3

1’3)

TLDB (

1’3)

F G H

Figura 9.3: I momenti sul telaio asimmetrico

9.1 1l principio dei lavori virtuali

Si vuole ora utilizzare il principio dei lavori virtuali per conoscere lo spostamento
nel punto B, ossia dell’intero tratto verticale GB.
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Come sempre, si sceglie il sistema effettivo, di Figura 9.1, come sistema di
spostamenti (sicuramente geometricamente ammissibile). Come insieme di forze
si sceglie il sistema di Figura 9.4.

L G H
H
T DO
H
1 A B CE
~x<3k~
F'=1
2L
L

Figura 9.4: Il sistema di forze virtuali per il calcolo dello spostamento in B

Con questa scelta, si potra scrivere il principio dei lavori virtuali:
M
Mi—ds=u 9.21
J a0 g s = (9.21)

Il diagramma del momento M sul sistema degli spostamenti si ottiene a
partire dalla deduzione delle reazioni. Imponendo 1’equilibrio dei due tratti si
ha:

F+h+d=0

(9.22)
at+d+c=0

Sul primo tratto agiscono la forza F', di cui si conosce la retta d’azione, la
reazione del carrello in H, ovviamente verticale, e la reazione d della cerniera.
Per l’equilibrio, queste tre forze devono concorrere in un punto, permettendo
quindi di dedurre la direzione della reazione d, come illustrato in Figura 9.5.
Sul secondo tratto agiscono la reazione d, ora nota, la reazione del carrello
in A, ovviamente verticale, e la reazione orizzontale del bipendolo in C. Per
Iequilibrio del tratto, essa dovra passare per l'intersezione tra a e d, come
riportato nella stessa Figura 9.5.

Per tracciare il diagramma del momento, si puo partire dal punto A, conside-
rando che la reazione in A sara certamente negativa (verso ’alto), ed assegnando
arbitrariamente una inclinazione al diagramma stesso. Si giunge in questo modo
al nodo B.
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F G HL
7’
/ 1
’ 1
~ i
, /’ d H h
/ i
D% -
/
/
/
/
/
S
A 4 B C
4
@) El, /
1/
4
B T o
l,, :
e : a

Figura 9.5: Le reazioni per il sistema di spostamenti di Figura 9.1

Per tracciare il diagramma nel tratto BC' si consideri preliminarmente che
esso dovra essere costante, per la presenza del bipendolo in C. Serve quindi
un solo valore del momento, che puo ottenersi nel solito modo: lungo BC' il
momento ¢ dovuto alla reazione A ed alla reazione D; tuttavia in K, laddove il
braccio della reazione d ¢ nullo, il momento ¢ dovuto alla sola reazione A, ed &
quindi noto. Cio permette di proseguire il diagramma lungo BC. L’equilibrio
del nodo B permette di ottenere il momento in B lungo il tratto verticale BD,
per poi proseguire fino a annullare il diagramma in D. Infine, si equilibra il
nodo G e si prosegue lungo GH, annullando il diagramma in H. Si ha quindi il
diagramma di Figura 9.6

Per ottenere 1’ espressione analitica, si consideri che ’equilibrio alla trasla-
zione orizzontale del primo tratto fornisce subito il taglio nella cerniera:

F—tp=0 (9.23)

e quindi il valore del momento in G e B lungo i tratti verticali (pari ad FH).

H
Ne segue che il taglio in GH sara pari a - quindi la reazione in A sara

. FH
ari a —
P L
Sara quindi, in definitiva:
FHzx
mAB (SC3) - _ i 3
o rI (9.24)
m ) =2
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Figura 9.6: Il diagramma del momento M per il sistema di spostamenti di
Figura 9.1

mPB (x3) = Fas
mP (z3) = F (—H + x3)
Gt () — FHL = 73)

L
Il diagramma M; del momento dovuto alle forze fittizie di Figura 9.4 e
immediato, in quanto esso si limita al tratto inferiore, e sara subito:

mi'? (z3) = a3 0.25)
3 9.25
mP (z3) = L

2
Il richiesto spostamento, quindi, & calcolabile come:

3L/ FH L/ FH\ 3 15FHL?
U2 = / ( .Z'g) I3 d$3 +/ (—) 7Lde‘g, = - (926)
0 0

 LEI 2 SET

Secondo caso

Si vuole conoscere lo spostamento orizzontale del tratto GH.

Come sempre, si sceglie il sistema effettivo, di Figura 9.1, come sistema di
spostamenti (sicuramente geometricamente ammissibile). Come insieme di forze
si sceglie ora il sistema di Figura 9.7.

Con questa scelta, si potra scrivere il principio dei lavori virtuali:

M
/SMlﬁ ds = Uusag (927)
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F'=1 g H
~=5~
H
-+ @)
H
1 A B CE
~=<

Figura 9.7: 1l sistema di forze virtuali per il calcolo dello spostamento in GH

Il diagramma del momento M; & uguale al diagramma M, ma per forza
unitaria.
Il richiesto spostamento, quindi, ¢ calcolabile come:

o [ () () e [ (22) ()
/OH (J_gﬁ) (z)dz + /OH <§I(H+z)> (—H +2))da+ (9.28)

/OL (FHI(,ZJ;I x)> <H(LL :c)) e

ossia, in definitiva :

2FH3 n 41FH?L
3ET 24E1T

usGg = (9.29)
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Capitolo 10

Una trave su tre appoggi

Si vuole conoscere la deformata della struttura in Figura 10.1, insieme alle ca-
ratteristiche della sollecitazione interna, nell’ipotesi di trave di Eulero-Bernoulli.
La trave ¢ costituita da tre tratti, gli spostamenti assiali ed i relativi sforzi nor-

LYYYYPPPVIYVYYYVPIVIY VY] qI

A Bl C
~ ~ H ~

-
-

|
T

-+

Figura 10.1: Una trave a due campate isostatica

mali sono assenti, mentre le relative equazioni della linea elastica sono facilmente
ottenibili considerando che il secondo ed il terzo tratto sono caricati da una stesa
di carico uniforme di intensita q:

ufB (x3) = ap + a1zs + a2x§ + agxg
4
] T
ufc (x3) =bg + brxs + ngg + ngg + q242’[ (10.1)
CcD 2 3 mél
ug © (z3) = co + c1xg + coxs + caxy + 9505]

Le condizioni ai limiti da imporre saranno:
— nell’appoggio in A si annullano gli spostamenti, ed il momento flettente:

AB
up ~(0) =0
10.2
mAB(0) =0 (10.2)
— nel bipendolo in B si ha la condizione di congruenza:
6B (L) = 67C(0) (10.3)
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e le tre condizioni di equilibrio:
t"B(L) =0
tBC0) =0
—mAB(L) + mPC(0) =0

(10.4)

— in corrispondenza dell’appoggio in C si annullano gli spostamenti, e si
impone la continuita delle rotazioni:

uB9 (L) =0
u§P(0) =0 (10.5)
¢PC(L) = ¢“P(0)

L’equilibrio del concio impone anche la continuita dei momenti:

—mBY (L) + m“P(0) =0 (10.6)
— nell” appoggio in D si annullano spostamenti e momenti:
CcD
10.7
mCP(L) =0 (107

Si giunge quindi a dodici equazioni lineari immediatamente risolvibili a
fornire le dodici costanti di integrazione, e gli spostamenti trasversali:

7 qL3
ug® (es) = =5, s
q (6L* — 7TL323 + a3
uzBC (z3) = ( Vol ) (10.8)
grs (—3L% + 6L%x5 — ALx2 + 23
UQCD (553) — ( 3 3)

24FE1

La deformata si presenta come in Figura 10.2, e da essa possono trarsi alcuni
valori notevoli.

La variazione di spostamento tra le due facce del bipendolo si ottiene, se-
condo definizione, come:
_ qL* TqL* 13 qL*
T 4EI T 24EI 24 EI
La rotazione in D si ottiene a partire dalla derivata dell’abbassamento:

Auyp = uZC(0) — us'B(L) (10.9)

du§'P qL?
=— L)=- 10.1
¢p iy P = oumr (10.10)
Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva :
mA8 (z3) =0
1
BC 2
m= (23) = — 5423 (10.11)
1
mP (x3) = —54(L— w3)?
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LY YYYYVVVIYYVYYYIVVY] qI

—
K

I

I

I

I
Il L Il L i L i
T T T T

Figura 10.2: La deformata della trave

Il diagramma del momento é riportato in Figura 10.3, ed il momento massimo
si ottiene in corrispondenza dell’appoggio in C, dove vale:

LY Y Y YV YYYIVIIVIYVIVVIVVY] qI

A BH C D
N\ H AN

d L d L d L d
T T T T

Figura 10.3: I momenti sulla trave
L oo
me = —EqL (10.12)

10.1 L’utilizzo della teoria di Timoshenko

In quanto precede si & fatto uso della usuale teoria di Eulero—Bernoulli, valida
per travi snelle e nell’ipotesi di poter trascurare le deformabilita taglianti. Se
invece si presuppone una rigidezza tagliante GAg finita, occorre utilizzare la
teoria di Timoshenko. A tal fine, si introduce la funzione ausiliaria n, per cui
gli abbassamenti sono forniti da:

EI
GA,

ug =1 — n" (10.13)
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mentre rotazioni, momenti e tagli sono dati da:

b=-n
M =—EIy’ (10.14)
T — 7EIT’NI

Si inizia allora col porre:

e (r3) = ap + a123 + asxs + azzs
4
BC _ ) 2 .3 L3
n (56'3) —Co+01$3+02$3+03$3+q24E1 (10.15)
4
CcD _ 2 3 L3
n (56’3)—€0+61$3+62$3+63$3+q24EI

e poi si impongono le condizioni ai limiti. Uno sguardo alle proprieta della
funzione ausiliaria basta a convincersi che solo le quattro condizioni ai limiti
nello spostamento dovranno essere modificate, e sostituite da:

o — 2EIa2 -0
0T TGA,
L2
- EI (qul 42, + 6Lb3>
2q4EI+bo+Lbl+L2b2+L353— o =0
— (10.16)
-G
4 EI (qLQ + 2¢o + 6L63)
+ Co + L61 + L2C2 + L363 — 2EI = 0
24ET GA,

Risolvendo le dodici equazioni si ottengono le costanti di integrazione, e gli
spostamenti trasversali:

L 713
up” () = 4 <2GA * 24EI> v
~ q (6L (4BI + GAL?) — (12EIL + 7GA,L?) x5 — 12E1a3 + GA.ux3)

uz® (23) 2UEIGA
o, q(L—x3)xs (12E1 — 3GAL? + 3GA,Lxs — GA,u3)
ug ” (v3) = UEIGA

(10.17)

La variazione di spostamento tra le due facce del bipendolo si ottiene ora,
secondo definizione, come:

| 13gLt | 3L
T 24 EI T 2GA,

Augp = u¥9(0) — us'B(L) (10.18)
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La rotazione in D si ottiene invece come:

qL? qL

T 24EI T 2GA, (10.19)

¢p =

Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva, e coincidono con
quelle previste dalla teoria di Eulero—Bernoulli.

Un vincolo elasticamente cedevole

Si ipotizza ora, come illustrato in Figura 10.4, che 'appoggio in C sia elastica-
mente cedevole, secondo la legge di proporzionalita lineare:

Re = —kycuac (10.20)

tra la reazione e lo spostamento dell’appoggio stesso. La costante k,c € una

LY YYVYYVYVYYYIYPYYYYYVYVYVY| qI
A B

C

)|
T

D

-
-
-

Figura 10.4: La trave con vincolo elasticamente cedevole

costante di rigidezza, e caratterizza il comportamento del vincolo. La legge che
esprime lo spostamento in funzione della reazione:

uzc = —cyoRe (10.21)
passa attraverso 'introduzione della costante di cedibilita c,c. Per utilizzare la

teoria della linea elastica, si esprime la reazione del vincolo in funzione dei tagli
adiacenti:

Re = tP9(L) —t“P(0) (10.22)
e quindi le condizioni ai limiti (10.5) si modificano in:

uy (L) = —coo (79(L) = t9P(0))
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Risolvendo le dodici equazioni si ottengono le costanti di integrazione, e gli
spostamenti trasversali:

TqL?
us'P (x3) = ( A 2qch> 3

C2UFEI
BC (5) = q (6L4 +48FIc,c (2L — x3) — TL3x3 + x%) (10.24)
Uz T3 2UET
cp o q (L — x3) (—48EICUC + x3 (3L2 —3Lx3 + m%))
ug ” (v3) = - 24ET

La deformata si presenta — per una elevata cedevolezza dell’appoggio —
come in Figura 10.5:

LYYYYOPOPIYVIIIYVYYIIVIVY] qI

:
~&~ o} ~&~~

4
T

—
——

-

Figura 10.5: La deformata della trave con vincolo ad alta cedevolezza

La variazione di spostamento tra le due facce del bipendolo si ottiene, se-
condo definizione, come:

BC AB 13 gL*
Augsp = uy ~(0) —uj (L) = A Bl + 6gLcyc (10.25)

La rotazione in D si ottiene a partire dalla derivata dell’abbassamento:
qL?

o0 = ~5iF]

+ 2gqcoc (1026)

Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva, e non sono in-
fluenzate dalla presenza dell’elasticita del vincolo (in quanto la struttura e
isostatica).
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10.2 Le verifiche col principio dei lavori virtuali

Si vuole calcolare la rotazione in D, quindi lo schema delle forze virtuali & quello
di Figura 10.6, in cui la struttura & caricata da una coppia M’, di valore unitario,
nell’appoggio D. La struttura su cui leggere gli spostamenti & invece — come
sempre — quella di Figura 10.1.

=1
A BH C D/
H ~ < ~
d L d L d L l
T T T T

Figura 10.6: Lo schema delle forze virtuali per il calcolo della rotazione in D

Il principio dei lavori virtuali si scrive allora:

T
GA;

/MlﬁdS—F T1 ds :M/¢D (10.27)
s EI s

dove M e T sono i momenti ed i tagli calcolati sullo schema di Figura 10.1, ossia
quello dovuto al carico, mentre M7 e T7 sono i momenti ed i tagli calcolati sullo
schema di Figura 10.6, quindi dovuti alla coppia unitaria in D. Il momento M
¢ gia stato calcolato, € riportato in Figura 10.3, e puo analiticamente esprimersi
come:

2
x
mPC (x3) = *q?g
10.28)
x2 L? 1 (
mP (w3) = qL (13 - 22) - qT = —iq(L — x3)°
I tagli, quindi, possono dedursi per derivazione:
t5C (z3) = —qus
10.29
£ (23) = qL (1 - %) (10.29)

Il diagramma del momento M; puo tracciarsi considerando che ’equilibrio
del primo tratto implica che la reazione in A ed il momento in B devono essere
nulli, e che quindi il momento sara nullo lungo il tratto AC. Ne segue un
andamento lineare nel restante tratto CD:

mSP (z3) = M’% (10.30)

come riportato in Figura 10.7. Il taglio, sullo stesso tratto, vale:
!/

17 (ws) = - (10.31)
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A BH C D
: n
I

4 L 4 L 4 L 4

T T T T

Figura 10.7: Il diagramma del momento M;

Sara quindi necessario integrare solo lungo il tratto C'D, ottenendo (con

M =1):

1 1 9 I3 1 z3\ 1 qL? qL

= | Zq(L—23)*22a L(l——)—d S
o0 = ~F7 qu( )7 ag+cng‘lq L) % = T24E1 T2GA,
(10.32)

Spostamento relativo in B

Se si vuole ottenere lo spostamento relativo tra le due facce del bipendolo, il
sistema di spostamenti resta quello reale di Figura 10.1, mentre il sistema di
forze dovra ora essere scelto in modo da compiere lavoro per la richiesta quantita
cinematica, e quindi sara quello riprodotto in Figura 10.8.

——
-
-

Figura 10.8: Lo schema delle forze virtuali per il calcolo dello spostamento
relativo in B

Il principio dei lavori virtuali si scrive allora:
M T
M;—d Ti——ds=A 10.33
/S 157 95 + : LGAL s U2RB ( )

L’equilibrio del primo tratto permette di dedurre subito che la reazione in A
¢ pari alla forza unitaria, mentre il momento nell’incastro ¢ pari alla suddetta
forza per il braccio L:

R, =F

10.34
M} = —F'L (10.34)

136 Esercizi di Scienza delle Costruzioni




CAPITOLO 10. UNA TRAVE SU TRE APPOGGI

Passando a studiare I’equilibrio del secondo tratto si potra scrivere:

c+Rp+F =0

, | , (10.35)
e quindi le due reazioni dei due appoggi sono pari a:
R, = —3F'
¢ ) (10.36)
D =2F

Ne segue il diagramma dei momenti di Figura 10.9, su cui puo leggersi:

2F'L

-+
-+
-+

Figura 10.9: Il diagramma dei momenti M; per il calcolo dello spostamento
relativo

mPC (z3) = —F'L (1+ %)

. (10.37)
mSP (z3) = —2F'L (1 - f)
I tagli saranno calcolabili come:
tBC (23) = —F'
() (10.38)

t9P (z3) = 2F'

Si noti che — poiche il momento M ed il taglio T risultano nulli in AB —
ci si e limitati a scrivere le espressioni di momento e taglio da B a D.
Non resta che eseguire I'integrale, con forza F’' = 1:

L [t , L [t
A’LL2B = ;ﬁ/ l'g (1 + %) d(Eg + %/ (L — $3)2 (1 — %) d{E3+
0 0

2qL [T x 13¢gL*  3qL?
: ; (1 N i) dos = 24qu 2(q¥AS
(10.39)
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La presenza del vincolo elasticamente cedevole

In presenza di un vincolo elasticamente cedevole, come quello di Figura 10.4, il
lavoro virtuale esterno si arricchira del termine che tien conto del lavoro compiu-
to dalla reazione del vincolo — letta sul sistema di forze virtuali — per effetto
dello spostamento del vincolo — letto sul sistema di spostamenti. Se quindi
si vuole calcolare la rotazione in D, lo schema delle forze virtuali & quello di
Figura 10.6, in cui la struttura & caricata da una coppia M’, di valore unitario,
nell’appoggio D, e si ha:

/;Ml% ds = M/¢D + R/CUQC = M/¢D — CchcR/C (10.40)
R¢ ed Ry sono le reazioni dell’appoggio sullo schema degli spostamenti e
sullo schema delle forze, rispettivamente. La reazione R¢ si ottiene dall’esame
dello schema di Figura 10.4, considerando che I’equilibrio del primo tratto impli-
ca lannullarsi della reazione in A e del momento in B, e che quindi I’equilibrio
del secondo tratto intorno al punto C implica 'annullarsi anche della reazione
in D. Ne segue:
Rec = —2qL (10.41)
La reazione Ry, si ottiene dall’esame dello schema di Figura 10.6, consideran-
do che I’equilibrio del primo tratto implica anche ora ’annullarsi della reazione
in A e del momento in B, e che quindi I’equilibrio del secondo tratto implica
che le due reazioni in C' e D devono formare una coppia oraria di braccio L:
M/
L

Sara quindi possibile integrare solo lungo il tratto C'D, ottenendo (con M’
unitaria):

R, = (10.42)

" _L_/l (L —23)> 22 day + coc RO R, N (10.43)
D =57 qu 3) 7 W T Gollcflo = —5 a7 qcvC .

Se si desidera lo spostamento relativo tra le due facce del bipendolo, e se
quindi il sistema di forze virtuali ¢ quello di Figura 10.8, si dovra scrivere:

M
/M1 Bl ds = Ausp + Rpusc = Augp — cocRoRe (10.44)
Utilizzando i valori gia calcolati in precedenza si ha quindi:
13qL*
Ausp = ———— + 6¢,CqL 10.45
U2B = 5T +6¢,Cq ( )

10.3 Il metodo dell’analogia di Mohr

Si vuole ora utilizzare il procedimento della trave ausiliaria di Mohr, al fine di
conoscere lo spostamento relativo tra le due facce del bipendolo, e la rotazione
in D, per la struttura in Figura 10.1, nell’ipotesi di trave di Eulero-Bernoulli.
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Utilizzando quanto gia visto in precedenza, il carico fittizio sulla trave au-
siliaria si presenta come in Figura 10.10, ed & esprimibile, in base alle (10.11)
come:

a?
2EI
A B [ <o R
~&~~ h ~ ~&~
d L 4 L 4 L i
T T T T
Figura 10.10: La trave ausiliaria ed il suo carico fittizio
q*AB (z3) =0
*BC q 2
¢ (23) = — 573 (10.46)
q*CD (xd) — _;ﬁ (L _ xd)Q

La coppia reattiva virtuale M 5 del bipendolo esterno risulta pari al richiesto
spostamento relativo, cambiato di segno, in quanto si ha, per I'equilibrio:

M:B = Mgsin - Mgdes (1047)
e quindi:

AUQB = U‘QBC(O) - uéﬁlB(L) = Mgdes - Mgszn (1048)

La reazione virtuale R}, dell’ appoggio in D ¢ invece pari alla richiesta
rotazione, cambiata di segno, in quanto:

¢p =—-TpH = —Rp (10.49)

La reazione virtuale si calcola facilmente imponendo 1’equilibrio alla rotazio-
ne del secondo tratto rispetto al polo C"

L
—/ q" (z3)xzdzs — RpL =0 (10.50)
0

da cui:

. 1 [t 1 2 qL3
RD__Z/O (—QEI(](L—LUS) .’L'g) das = SAE] (1051)
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per cui, infine:
__ar
D= "30ET
Il taglio virtuale in C si ottiene dall’equilibrio alla traslazione verticale del
secondo tratto:

(10.52)

L
T4+ R+ / ¢* (23) das = 0 (10.53)
0
da cui:
L 3 L 3
T: = das = - = g(L — 2V dps = — 2
¢ RD+/O ¢ (ws) dws = 5 r /0 oprd(F @) dws = —gpr
(10.54)

Conosciuto il taglio virtuale in C, la coppia reattiva del bipendolo in B si
ottiene dall’equilibrio alla rotazione del primo tratto intorno al polo A:

L
g —2T5L — / q" (x3) (L+23) dez =0 (10.55)
0
ossia:
N qL* L x3 13 qL*
= —-— — e — L d = - ]. .
rB T YRl /0 dopr (b s) dos = =507 (10.56)
per cui, infine:
13 qL*
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Capitolo 11

Un Carroponte

Si vuole conoscere la deformata del carroponte di Figura 11.1, schematizzando
la struttura come un telaio, ed utilizzando il metodo della linea elastica.

Figura 11.1: Uno schema elementare di carroponte

Si pongono, quindi, le linee elastiche dei due tratti nella forma usuale:
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u?B (z3) = ag + arzs + (121’% + agzg
U§B (1‘3) =bg + bizs
OB B ) 5 (11.1)
ug © (x3) = co + 123 + caws + c3xy
u§? (x3) = do + dy a3
Si pone, al fine di semplificare i risultati:
L=1Li+ Lo
Ly =2Ly (11.2)
H=1L+ L,

Si hanno cosi le lunghezze dei due tratti, e le loro inclinazioni:
Lap=+VL?+ H?
Lo = A/ L% + H?

_ H (11.3)
a = arctan (L)

[ = arctan <[}i>

Le condizioni ai limiti da imporre saranno:
— nell’appoggio in A si annullano ambedue le componenti di spostamento,
ed il momento flettente

u3'P(0)
uz? (0)

mAB (O)

0
0 (11.4)
0

— nell’appoggio in C si annullano ambedue le componenti di spostamento,
ed il momento flettente

ug?(0)
ug'®(0)

mCB (O)

0
0 (11.5)
0

— nel nodo in B si hanno le condizioni di congruenza sugli spostamenti, da
leggere sulla Figura 11.2:

uf P (Lag) cos(a) + usB (Lag)sin(a) = u§? (Lop) cos(8)+
u§'® (Lo p) sin(B)
—uyB (Lag)sin(a) + uf? (Lap) cos(a) = —u$P (Log) sin(B)

+ U,QCB (Leg) cos(fB)

(11.6)
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Figura 11.2: La congruenza degli spostamenti per il nodo B

e le condizioni di equilibrio:

tAB (Lap)sin(a) + nAB (Lap) cos(a) + t¢B (Lep)sin(B)+

n“B (Lep) cos(B) = 0

—t2B (L sp) cos(a) + nB (Lag)sin(a) — t°B (Log) cos(8)+

TLCB (LCB) Sin(ﬂ) +F=0
mAB (LAB) =0

mCB (LCB) =0

(11.7)

Risolvendo le dodici equazioni si ottengono le costanti di integrazione, gli
spostamenti trasversali e gli spostamenti assiali. Per brevita, si riportano solo i

risultati relativi al caso particolare in cui:

H=L+ 1L,
Ly =2Ly

Gli spostamenti trasversali sono pari a:

(6+5v5) F
T 3v/2 EAT
(3+2V5) F

V2 EA

uy? (z3) =
u§'’? (x3) =

T3
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e gli spostamenti assiali:

1 F
AB
ug? (x3) = —=—=—3
2FEA
V2 ~ (11.10)
£ o) ==y g
I momenti ed i tagli sono ovviamente nulli, mentre gli sforzi assiali sono pari
a:
F
=
- (11.11)
n®B (x3) = — §F

L’asta AB ¢ quindi tesa, ma l'asta C'B risulta compressa. La deformata e
riportata in Figura 11.3. Il nodo B si abbassa di:

3+5V5) FL
0o = uf? (Lap) cos(a) = u§'® (Lap) sin(a) = (\/E\[)EA (1112)
e si sposta verso destra di:
9+5v5) FL
bwn = usB (Lag)sin(a) + uS? (Lap) cos(a) = (7\”— (11.13)

/2 EA

Si vuole ora semplificare a priori lo schema strutturale, realizzando che mo-
menti e tagli dovranno essere nulli, e quindi considerando la struttura come una
travatura reticolare. In quest’ottica si ha quindi che le linee elastiche flessionali
saranno polinomi lineari, e si potra porre:

ug'® (23) = ag + a1z

uf P (z3) = by + b3 (11.14)
uy (x3) = co + 13 '
uBC (x3) = do + dy3

Le condizioni ai limiti da imporre saranno ora:
— nell’appoggio in A si annullano ambedue le componenti di spostamento:

0 (11.15)
. .

(11.16)
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1 Ly 1 Ly 1

Figura 11.3: La deformata del carroponte

— nel nodo in B si hanno le condizioni di congruenza sugli spostamenti:

ug‘B (Lap)cos(a) + u‘;B (Lag)sin(a) = u3CB (Log) cos(B)+

ugB (Lep)sin(p)

_ . (11.17)
fuf;‘B (Lap)sin(a) + u‘243 (Lap)cos(a) = fugB (Leg)sin(B)+
u§'® (Lo ) cos(f)
e le condizioni di equilibrio per gli sforzi assiali:
nAB (Lap)cos(a) + n¢B (Lep) cos(B) = on4P (Lap)sin(a)+ (11.18)

nB (Lep)sin(B) + F =0

Risolvendo le otto equazioni si ottengono gli stessi risultati cui si era giunti
in precedenza.

11.1 Le verifiche

Poiche la struttura € isostatica, si pud conoscere lo sforzo assiale nelle aste del
carroponte in Figura 11.1 imponendo I’equilibrio del nodo B, come riportato in
Figura 11.4:
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Figura 11.4: L’equilibrio del nodo in B

n?B cos(a) + n°E cos(8) = 0

nAB sin(a) + n“Bsin(f) + F =0

Si ha subito:

LAB _ F cos(B)
cos(f) sin(a) — cos(a) sin(3)
LOB _ F cos(a)

— cos(f) sin(a) + cos(«) sin(p)

ossia, introducendo le (11.3):

FLL H?
AB _ T2 4
e E LV T
FLL H?
cp_ 4t HL2 -
e TELN T

Nell'ipotesi (11.8) si ha infine:

V2
2

ner It —F\/g

nAB = F

11.1.1 L’utilizzo del principio dei lavori virtuali

(11.19)

(11.20)

(11.21)

(11.22)

Si vuole infine calcolare lo spostamento del nodo B, utilizzando il principio dei

lavori virtuali.
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La componente verticale di spostamento si ottiene immediatamente, in quan-
to il sistema di forze coincide con quello di spostamento (ma la forza virtuale &
posta unitaria). Non essendoci momenti flettenti, il principio dei lavori virtuali
si scrive, nelle ipotesi (11.8):

Lap N Lcp N
Ni—d Ni—dx3 = 11.23
/0 15A $3+/0 1A T3 = U2B ( )
ossia:
F 3v2L 5F V10L
— d — dxs = 11.24
2EA/0 x3+2EA A T3 = U2B ( )
e quindi:
3+5V5) FL
Usp = % (11.25)

V2EA

Per il calcolo dello spostamento orizzontale occorre utilizzare il sistema di
forze virtuali di Figura 11.5, su cui si calcolano gli sforzi assiali tramite equilibrio
del nodo B:

Figura 11.5: L’equilibrio del nodo in B

—nB cos[a] — n$B cos[B] + F' =0

nit8 sina] + n{'P sin[B] = 0 e
con soluzione:
AB _ F'sin(B)
1 — cos(B) sin(a) + cos(a) sin(B) (11.27)
nCP F’sin(«) '

cos(3) sin(a) — cos(a) sin(B)
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ossia, introducendo le (11.3):

F' (L1 + Ly) 2
AB _
MU= Vit
. = (11.28)
CB 122
-2 iy
= o\ 12
ossia, per il caso (11.8):
3F’
AB
nyt =
V2 (11.29)

5
CB /
- — 7F
nq \/g

Il principio dei lavori virtuali fornisce ora, con forza virtuale unitaria:

F V2(3 /Wﬂd N F5/de ~ (9+5V5) FL
BEZTaA2 \V2) ), BT EAL ), BT B EA
(11.30)
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Capitolo 12

Travature reticolari

Ambedue gli esempi del capitolo sono tratti dalle lezioni di Anthony Armenakas
Structural Analysis dell’Indian Institute of Technology (IIT) di Kharagpur.

12.1 Esempio n.1: Travatura rettangolare
Si esamini la travatura reticolare di Figura 12.1, lunga L ed alta H. Utilizzando

la schematizzazione a travatura reticolare, si vuol calcolare gli sforzi assiali nei
membri, e gli spostamenti dei nodi.

F1
Q S
D C
H
1 A5 a 5B

-
——

Figura 12.1: Una travatura reticolare
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In assenza di momenti e tagli, le linee elastiche saranno lineari. Identificando
sei aste, si potra quindi scrivere:

ug'® (x3) = ap + arz3 ui® (x3) = by + brzs

ug® (x3) = co + c13 5 (23) = do + dyas

up (x3) = e +erws  uy (w3) = fo + fras (121)
ud? (x3) = go + 13 57 (x3) = ho + hias '
ug'® (w3) = ko + k13 39 (x3) = mo + maws

uy®? (x3) =lo+hzs  ug® (w3) = no +nixs

mentre gli sforzi normali si ottengono per derivazione. Ipotizzando che le aste
abbiano rigidezza assiale EFA costante, si porra quindi:

1J
duy

n!/ (z3) = FA o

(12.2)

Le condizioni ai limiti da imporre saranno:
— nell’appoggio in A si annullano ambedue le componenti di spostamento,
per le tre aste che ivi concorrono:

ufP(0)=0  usB(0)=0
uyd€0)=0  u{0)=0 (12.3)
ufP0)=0  uiP0)=0

— nel nodo in B si annullano le componenti di spostamento ortogonali
all’asse del carrello, ossia le componenti verticali di spostamento:

0
uF(0) =0 (12.4)
0

dove I’angolo « & calcolabile come:
H
a= arctan(f) (12.5)

L’esame della componente orizzontale di spostamento porta a scrivere due
condizioni di congruenza:

ujg (L) = u® (0)

uB(L) = —uBP(0) cos(a) — uBP(0) sin(a) (12.6)

Infine, si deve imporre I'equilibrio della cerniera alla traslazione orizzontale:

—nAB(L) — nPP(0) cos(a) =0 (12.7)
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— in corrispondenza del nodo C, le tre aste concorrenti dovranno avere le
stesse componenti di spostamento orizzontale e verticale:

uy“(L) = ~u (H)
uy (L) = u5“ (H)

WPC (L) = —ufC (L) sin(a) +ulC(Ly) cos(a) (12.8)
uDC (L) = u{®(Ly) cos(a) — ud'®(Ly) sin(a)

dove L e la lunghezza delle aste inclinate.
Potranno poi scriversi le due condizioni di equilibrio alla traslazione orizzon-
tale e verticale:

nBC(H) + n° (L) sin(a) + F

12.9
—nPY(L) — nY(Ly) cos(a) + Fy (12.9)
— infine, in D, bisognera rispettare la congruenza degli spostamenti:
P (H) = ug® (0)
i P(H) = uf (0 o10)
uf P (H) = —uBP (L) cos(a) + uBP (L) sin(a) .
uf? (H) = uBP (L) sin(a) + uZP (L) cos(a)
ed imporre 1’equilibrio del nodo:
nAP(H) +nPP(L;)sin(a) = 0
e o (12.11)
n”%(0) +n”" (L) cos(a) =0

Risolvendo le ventiquattro equazioni si ottengono le costanti di integrazione,
gli spostamenti trasversali:

ufP (x3) =0

Fi((-14V2) L+2x3) + Fo (= (=34 V2) L+ (2+4V2) a3)

Ugc (w3) = AEA
uQDC(:vg):4glA ((—1+\/§>L—2(—3+\/§)x3>+
422’14 (— (—3+ ﬁ) L+2 (—1 + \/5) xg)

AC (3R 4 (3+2V2) Fy)as
uz (vs) = AEA

ap gy (P4 (1+2v2) F) s
uz” (75) = 2EA

5D Fi(— (24 V2) L+233) + B> ((—2+3v2) L+ (24 4v?2) 23)
ua (ra) = 8EA

(12.12)

Esercizi di Scienza delle Costruzioni 151



12.1. ESEMPIO N.1: TRAVATURA RETTANGOLARE

e gli spostamenti assiali:

19 oy (CLEVD P = (VD) )y

4EA
u5€ (g - (CFHVD = (14 V3 )
Ys s AFA
WP (2 R (2(1+2v2)L— (-3+v2)x3) + Fi 2L+ (-1 4 v2) a3)
ug” (z3) = 1EA
(12.13)
€ gy - L2V Pt (24 VD) B
30 AEA
10y (CLEVDR - (34 V3 B)e
uz " () = AEA
BD (24 V2) Fi 4 (2 - 3V2) Fy) (L + 2a3)
uy - (23) = SEA
da cui anche gli sforzi normali:
nAB (z3) = 1( 1+f)F1 (—3+\/§)Fz
nP€ (z3) = 1 ((~5+V2) Fi — (14 V2) )
nDC(:C?,)Z}(( 1+ ) ( 3+\/§) Fz) (12.14)
nAC(:cg):Z(< 24 )F1+(2+\/§)F2>
nAP (x3) = i(( 1+\f> ( 3+\/§)F2>
B (z5) = i((—u\/ﬁ) Fi+(2-3v2) )

Per semplicita, si sono riportati i risultati per travatura quadrata, in cui

L=H.

12.1.1 Una verifica con il principio dei lavori virtuali

La travatura e costituita da quattro nodi e sei membri, quindi il suo grado di
iperstaticita e calcolabile come:

2c—a—ne=-1 (12.15)

dove c¢ ¢ il numero di nodi, a il numero delle aste, n. il grado di vincolo esterno.
La travatura, quindi, ¢ una volta, internamente, iperstatica.

Si calcoli lo sforzo assiale nell’elemento BD applicando il principio dei lavori
virtuali.

A tal fine, si sceglie il sistema di spostamenti di Figura 12.1, ed il sistema
di forze virtuali di Figura 12.2; in cui l’asta BD ¢ stata rimossa, e sostituita da
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due forze assiali unitarie, uguali e contrarie. Il verso di queste forze & scelto in

modo da far compiere lavoro positivo allo sforzo normale n2?.
T D (e, 6] c
B

Figura 12.2: 1l sistema S; delle forze virtuali

Il principio dei lavori virtuali si scrive:

N ngplpp

dove N7 sono gli sforzi normali calcolati sul sistema di Figura 12.2, mentre N
sono gli sforzi normali sul sistema di spostamenti di Figura 12.1. Il lavoro esterno
€ negativo in quanto le due forze unitarie tendono a comprimere il pendolo BD,
che subisce invece un allungamento pari a:

ngplL XV2L
ALpp = =22 =~ (12.17)

Per il principio di sovrapposizione degli effetti, poi, si potra scrivere:
N =Ny + XN (12.18)

dove Ny sono gli sforzi normali calcolati sul sistema isostatico di Figura 12.3,
caricato dai soli carichi applicati. Sara quindi, infine:

/N1N0 ds + X/Nf ds = —XV2L (12.19)

da cui la richiesta incognita iperstatica:

x = JaNiNods (12.20)
[, NZds+ 2L '
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T
N

1 A: ,§B

Figura 12.3: 1l sistema Sy , isostatico e caricato dai soli carichi applicati

Per lo studio del sistema Sy, si inizi a calcolare le reazioni esterne, scrivendo
le tre equazioni di equilibrio globale. Scegliendo il polo in C' si ottiene:

Rap+F>,=0
Ray+Rp, +F1 =0 (12.21)
RupH + RayL =0
e quindi:
Rap = —F
Ray = F (12.22)

Rpy, = I — F

Cio fatto, il metodo dei nodi permette il calcolo degli sforzi assiali. L’equi-
librio del nodo B fornisce nj\'? ed n§¢:

n{;‘B =0
(12.23)
nd¢=-F - F
Passando al nodo C', I'equilibrio impone:
DC Ac V2
—no — no 7 + F2 = O
(12.24)

2
ng?CJrng‘C7 +F =0
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da cui:
niC — B3
iy (12.25)
nO - 0
L’esame del nodo D permette di scrivere subito:
ny? =0 (12.26)

e quindi infine, il nodo A sara equilibrato (possono scriversi le relative equazioni
per verifica).

Per lo schema S, auto—equilibrato, le reazioni esterne sono nulle, e I’esame
dei nodi puo partire, ad esempio, dal nodo B, per cui potra scriversi:

V2 _

—niP X 5 0
(12.27)
po_ V2
—ny” —X-—=0
2
da cui: s
2
m? =P = —X =5 (12.28)
Nel nodo C' si ha :
2
5 (12.29)
nfc + nfc— =0
2
e quindi:
2
nP¢ = —X£
2 (12.30)
ni¢ =X
Infine, in D, si potra scrivere:
2
i — _x V2 (12.31)

2

Lo sforzo normale richiesto sara quindi fornito da:

(—F1 — F») (?) + V22

X = —

2+ (0 (A (B +raevE

:i((_2+\/§) P+ (2—3\/5) Fg)

coincidente con quanto ottenuto con la linea elastica.
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12.2 Esempio n. 2

In questo secondo esempio e riportata — in Figura 12.4 — una travatura reti-
colare costituita da sei nodi, connessi da dieci aste, e vincolata al suolo da due
appoggi. Uno dei nodi e caricato da una forza orientata in modo arbitraria, e
quindi schematizzata come due forze dirette secondo l'orizzontale e la verticale.

3
L’altezza H e posta pari a 1 della luce dei tre tratti.

F>

-
——
——
——

Figura 12.4: Una travatura reticolare di esempio
Un calcolo del grado di iperstaticita porta a scrivere:
2c—a—m.,=12-10—-4=-2 (12.33)

Si ha quindi una struttura doppiamente iperstatica, ed ¢ immediato realiz-
zare che una iperstaticita ¢ dovuta ai vincoli esterni, ed una ai vincoli interni.

Per ciascuna asta si pongono linee elastiche assiali e trasversali di tipo lineare,
essendo nulli momenti e tagli. Sara quindi, in generale, per I’asta che collega la
cerniera I alla cerniera J:

1J
U xr3) =ag + ajx:
§J< 3) = a0+ @125 (12.34)
Uz ($3) =bo + bi1x3
ed ovviamente:
dué']
IJ
=(FA 12.35
n (EA)1; Oos ( )

dove (EA)r; & la rigidezza assiale dell’asta considerata. Scelto un valore di
riferimento E'A, le aste orizzontali avranno rigidezza assiale pari a 15FA, e
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quindi:
duAB
AB 3
=15FA
" (1'3) dX3
duBC
nBC (z3) = 15EAS (12.36)
dX3
CcD 3
=15FA
" (:ES) dX3
EF
nPl (x3) = 15EAdu3
dX3
le aste verticali avranno rigidezza assiale pari a 10E'A, e quindi:
duBE
nP¥ (z3) = 10EA d3
X3
. dugF (12.37)
=10FA
" (:ES) dX3

5
Infine, le aste inclinate avranno lunghezza pari ad Ly = VH? + L2 = EL’ e
rigidezza assiale 20F A:

AE
dug

dX3

duSCE

dX3

BF
dug
dX3
DF
dus

dX3

n¥ (z3) = 20EA

n®E (z3) = 20EA

(12.38)
nPF (23) = 20EA

nPF (x3) = 20EA

Le costanti di integrazione si calcolano imponendo la congruenza degli spo-
stamenti nei nodi, e ’equilibrio dei nodi stessi:

— nel nodo A dovranno annullarsi gli spostamenti orizzontali e verticali per
ambedue le aste concorrenti:

0)=0

0
o= w2

0)=0

— nel nodo B dovra imporsi la congruenza degli spostamenti tra I'asta AB
e l’asta BC, tra 'asta AB e l'asta BFE, ed infine tra I'asta AB e 'asta BF'. Le
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altre congruenze sono automaticamente verificate:

uy P (L) = uy’“(0)

ug ? (L) = ug'“(0)

uP(L) =~ E(0)

u ® (L) = uy®(0)

ufB(L) = uf (0) cos(ar) — uP¥ (0) sin(a)
uf B (L) = ufT(0) cos(ar) + ufF'(0) sin(a)

(12.40)

In B, inoltre, si dovranno scrivere le due equazioni di equilibrio:

—nAB(L) +nPC(0) + nPF(0) cos(a) = 0
—nBE0) — nBF(0)sin(a) =0

(12.41)

— nel nodo C dovra imporsi la congruenza degli spostamenti tra ’asta BC'
e l'asta C'D, tra I’asta BC e 'asta C'F, ed infine tra ’asta AB e 'asta CE. Le

altre congruenze sono automaticamente verificate:

uy (L) = ug?(0)

ug (L) = ug(0)

uy (L) = —u§"(0)

ug (L) = ug™(0)

uPC (L) = u§F(0) cos(a) — u§F(0) sin(a)
uf (L) = —u§P(0) cos(a) — u§F(0) sin(a)

(12.42)

In C, inoltre, si dovranno scrivere le due equazioni di equilibrio :

—nBY(L) + n°P(0) — n°F(0) cos(a) = 0

—nF(0) = n°F(0)sin(a) = 0

(12.43)

— nel nodo D dovranno annullarsi gli spostamenti orizzontali e verticali per

ambedue le aste concorrenti:

(12.44)

— nel nodo E dovra imporsi la congruenza degli spostamenti tra l'asta EF
e lasta BFE, tra 'asta EF e l'asta CF, ed infine tra 'asta E'F e l'asta AC. Le
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altre congruenze sono automaticamente verificate:

uE(0) = ~uf P ()
ug(0) = uy ¥ (H)
ufF(0) = ufF(Ly) cos(a) — ui P (Ly) sin(a)
EF(q\ _ , AE 4B : (12.45)
uz (0) = ug (L) cos(a) +uby ™ (Ly) sin(e)
uf T (0) = —u§P(Ly) cos(a) — u§F (Ly) sin(a)
ug "(0) = —ug®(L1) cos(ar) + ug ¥ (L) sin(a)
In F, inoltre, si dovranno scrivere le due equazioni di equilibrio:
nFF(0) — nE (L) cos(a) + n°F(Ly) cos(a) = 0
BE AE . CE _ (12.46)
n°Y(H) +n""(Ly)sin(a) +n~ (L) sin(a) =0

— infine, nel nodo F' dovra imporsi la congruenza degli spostamenti tra
lasta EF e lasta C'F, tra 'asta EF e l'asta BF, ed infine tra l'asta EF e
I’asta DF'. Le altre congruenze sono automaticamente verificate:

uBF(L) = —u§* ()
ug (L) = us™ (H)
WBF(L) = ub¥ (Ly) cos(a) — uBF (L) sin(a)

12.47
uf (L) = uPT(L1) cos(a) + uBF(L1) sin(«) ( )
uy (L) = —ux’ " (L1) cos(a) — ux' ™ (L1) sin(a)
ug " (L) = —ug'" (L1) cos(a) +ug’ " (L1) sin(a)

In F si dovranno scrivere anche le due equazioni di equilibrio :

—nEF(L) = nPF(L1) cos(a) + nPF(Ly) cos(a) + F; =0

nCF (H) + nBF(Ly) sin(a) + nPF (L) sin(a) + F = 0 (12.48)

I calcoli sono laboriosi, ma di routine, e portano a scrivere gli spostamenti
trasversali ed assiali delle aste orizzontali:

(—11123547F) + 35090396 F) 23

AB _
uz™ (ws) = 3500755206 A
527 (3F1 - 4F2) I3
AB _
uz” (0s) = —or=iEA
WEC () 44F, (T97509L + 2791242:5) 4+ Fy (—11123547L + 5983158x:3)
2 350075520 A
WP (2g) = (3F, — 4F,) (2635L — 768x3)
3 6077TT0E A

(12.49)
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(5140389F, — 47371852F%) (L — a3)

cD _
v ) = 3500755206 A
uSP (z4) = 1867 (3Fy — 4Fy) (L — x3)
’ 6077TT0EA
WEF () = 292F2 (9751TL + 720325) — 3F) (20539911 + 1935861;)
’ 350075520 EA
WP (5) = M2 (20539911 — 430156875) + 33 (3010759L + 43015687)
’ 166767360 EA

(12.50)

delle aste verticali:

_ 68F, (—89280L + 239863x3) + 3F; (1517760L + 9870793)

BE
v () 350075520 A
uBE (33) = 11 (3707849L — 22051443) + 4F, (—8772599L + 2205144x5)
5o 350075520 E A
(12.51)
WCF (ng) = —4F2 (10753921 + 8137215) + 3F (10753921 + 58784715)
2 350075520 E A
WOF (25) = 21 (1713463 + T1215223) — AF, (11842963 + T1215223)
5o 35007552064
(12.52)
e delle aste inclinate:
UAE (34) = (—692043F; + 21181724F}) x5
? 350075520 E A
A (3F1 — 4F2) I3
s (m8) = S Ea
WD () = A2 (30537116L + 1113131523) + Fy (—30834348L + 425773053)
2 17503776006 A
uBF (34) = 3F (5731529L + 3062700x3) — 4F5 (10796279L + 3062700x3)
s 583459200E A
WDF (a) = (12212661 F, — 34921828 F%) x5
2 350075520 E A
(3Fy + 8Fy) 3
ug” (2a) = =
WG (2g) = 22 (252990140L — 297806049x3) + Fi (—151200420L + 3008423975)
2 8751888000 E A
uSE (35) = 11 (279607L — 989100x3) + 4F, (—10409107L + 9891003)
o 5834592006 A
(12.53)

I corrispondenti sforzi normali si ottengono per derivazione, utilizzando le
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(12.36-12.38):

2635 (3F, — 4Fy)

n?? (25) = 40518
128 (3F, — 4F%)
n? (wa) = 67153 -
1867 (3Fy — AF.
nCD ($3) - _ (405118 2)
WEF () = 1567 (3F, — 4F,)
8 13506 (12.54)
. 3403 (3F, — 4F%)
n (wg) = - 54024
2635 (3F) — 4F%)
() = T
128 (3F, — 4F%)
N
op 1867 (3F) — 4F3)
e (@) = - 10518
1867 (3F) — 4F3)
' (z) = 135106 :
3403 (3F, — AF,
' (a5) = ~ (54024 )

Le reazioni vincolari possono calcolarsi a partire dagli equilibri dei nodi A e D:

793 (3F1 — 4F)

_ __AB _ _AE _
Rap =—-n n" cos(a) 1502
2123F; 4 3172F:
Rpy =nP +nPF cos(a) = — s 2
4502
F B (12.55)
Ry = nPsin(a) = < 3
o2
Rp, =nPFsi =—(=+ZIF
Dy =17 sin(«) ( 1 + 3 2)
Applicazione numerica
Si puo porre, come nel testo di riferimento :
Fy = 20kN
' (12.56)
F> = 60kN
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ottenendo i valori numerici:

nAP (x3) = —11.7059 nBC (x3) = 3.41182
nP (z3) = 8.29409 nPF (z3) = —24.8823
nP¥ (z3) = 11.3383 nCF (x3) = —3.66171
nAE (z3) = =25 nPF (z3) = —18.8972
nPF (23) = =75 n%E (z3) = 6.10284

coincidenti — a meno di errori di approssimazione — con quelli di riferimento.

Le variazioni termiche

Si ipotizzi ora che 'asta C'E sia soggetta ad una variazione termica uniforme AT,
sicche sull’asta agisce una distorsione A = —aAT. Rispetto al caso precedente,
occorre solo annullare le forze F; ed F, e sostituire I’espressione dello sforzo
normale in C'E con la formula modificata:

162

CE
dus

X3

nCE (z3) = 20BA( — aAT)

48625 AT 3
up? (w3) = = 162072
2000 AT x5
U3AB (x3) = T 2951
48625LaAT  25aATz
BC _ 3
uz (@) = = —eom T 35

_ 200aAT (L — 2a3)

uz® (3) = 2951

uSP (1g) = 63925()1§§(ﬂ)§§ —x3)

uSP (z4) = 200&A2€éf —x3)

BT (24) = _85017652§?42AT n 25&3A6Tx3
WEF () — _ 20T (3401 — 23047)

216096

(12.57)

Le condizioni ai limiti restano le stesse, e si ottengono gli spostamenti delle
aste orizzontali:

(12.58)
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delle aste verticali:

B _ 25aAT (576L + 2635x3)
uz (@) = = 162072
WBE () = 25 AT (1945L + 19442:5)
3 162072 (12.59)
or 25aAT (576L — 1867x:3) '
uz - (wg) = 162072
250 AT (2557L — 19445)
ui" (23) = 162072
e delle aste inclinate:
850750 AT 25
up® (@s) =~ 162072

ug? (z3) =0
 5aAT (9508L — 9145a;)

't (23) = 162072
WP () = 5aAT (1177L — 2700:3)

DF 274750 AT x5 '
uz (#3) = =507

u3DF (x3)=0

aAT (42500L — 10179x3)

uy” (23) = 162072
cp .« —16625LaAT + 405240 ATz
ug (ws) = 54024

I corrispondenti sforzi normali si ottengono per derivazione, utilizzando al-
I'uopo le (12.36-12.38) e la (12.57):

3000EAaAT
AB _ .. CD _
e (wg) = 7 () = 2251
W () = 6000EAQAT
2951
9000EAaAT
EF _
n(we) = 5o (12.61)
6750 EAQAT
BE _ _CF _
o (ws) =0t (@) = —— o
nAE (z3) = nPF (z3)=0
11250 EAaAT
nPr (z3) = n* (z3) = T 9951

Le reazioni vincolari possono calcolarsi a partire dagli equilibri dei nodi A e
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D:
3000
AB _ _AE
- _ - () = — EAaAT
Rap n n" cos(a) 557 ZAa
3000
_ . CD DF _
RDh =N +n COS(O[) = ﬁEAOéAT (1262)
R, =n*Fsin(a) =0
Rp, = nP sin(a) =0
Applicazione numerica
Si puo porre, come nel testo di riferimento:
1 -1
“ = 75000
AT = 40C (12.63)

- kN
EA=2x10°Nmm ™2 =2 x 100ﬁ102cm*2 =2 x 10*kNem ™2

ottenendo le reazioni:
Ran = —Rpp = 14.2159 (12.64)

coincidenti — a meno di errori di approssimazione — con quelli di riferimento.

164 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



Capitolo 13

Travatura reticolare su ritti

Si vuole studiare la struttura in Figura 13.1, determinandone la deformata ed i
diagrammi delle caratteristiche.

Figura 13.1: Una travatura reticolare triangolare poggiante su piedritti
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La struttura e costituita da una classica maglia chiusa a tre cerniere, vincola-
ta al suolo tramite un ritto appoggiato al piede, a sinistra, ed un ritto incastrato
al piede, a destra. La struttura soddisfa il requisito di isostaticita, in quanto
costituita da cinque tratti (¢t = 5) collegati al suolo da un appoggio (s = 2) ed
un incastro (s = 3). I vincoli interni sono invece una cerniera semplice in C'
(s = 2) e due cerniere triple (s = 4). Si ha quindi 3¢t —s = 0.

13.1 La deduzione delle caratteristiche

Come detto, la struttura e isostatica, quindi le reazioni vincolari e le caratteri-
stiche della sollecitazione interna possono calcolarsi sfruttando le equazioni di
equilibrio. Per quanto riguarda i momenti, puo asserirsi a priori che sui tratti
AB, BD e DB essi saranno nulli (comportamento a pendolo), per cui potra
scriversi:

2

mPC (x3) = ag + arzs — Q%
mBP (13) = 0 (13.1)
mPY (x3) =0
mPP (z3) = by + brs
Gli sforzi assiali saranno invece costanti, e pari a:
nB (z3) = ¢
nPY (z3) = do
nPP (23) = eg (13.2)
nP% (z3) = fo
nPP (z3) = go

Le nove costanti di integrazione si calcolano imponendo altrettante equazioni
di equilibrio nei nodi:

— in A non si pu0 scrivere alcuna equazione, in quanto il momento flettente
¢ gia stato ipotizzato nullo a priori. In B, invece, occorre annullare il momento

flettente lungo BC', ed imporre 'equilibrio alla traslazione orizzontale e verticale
del nodo:

mBPC(0) =0
nPP(0) + nP(0) cos(a) + tPC(0) sin(a)
nAB(2L) — nBC(0)sin(a) + tB¢(0) cos(a)

0 (13.3)
0

Si noti che si sono considerati nulli i tagli lungo i tratti AB e BD.
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— in C, occorre annullare il momento flettente lungo BC, ed imporre
Pequilibrio alla traslazione orizzontale e verticale del nodo:

mBC <\@L) =0
nBC (\/§L> =0 (13.4)
t5¢ (VaL) = nP¢ (VaL) =0
— in D, infine, occorre annullare il momento flettente lungo £ D, ed imporre
I’equilibrio alla traslazione orizzontale e verticale del nodo:
mPP(2L) =0
—nPP(2L) + nP€(0) cos(a) — tFP(2L) = 0 (13.5)
nFP(2L) — nPC(0)sin(a) = 0

Si ottengono facilmente le costanti di integrazione, giungendo ai momenti

flettenti su AB e su ED:
1
BC _ 1 _
m-Y (x3) = 2qz (\/iL z)

(13.6)
mPP (x3) = qL(z — 2L)
agli sforzi di taglio:
L
B9 (23) = ¢—= — ¢z
(ws) =473 (13.7)
tED (33‘3) = qL
ed agli sforzi normali:
L
nAB (z3) = —%
nBC (z3) =0
qL
PP (w3) = == (13.8)
jote; qL
n T3) = ——
(3) 7
L
nP (z3) = —%
Infine, le reazioni esterne sono pari a :
L
Ra, =n*P(0) = =%
qL
Rpy =n"P(0) = ==~ (13.9)

Rgn, = *tED(O) = —qL
Mg = —mFPP(0) = 2qL*

Il diagramma del momento é riportato in Figura 13.2.
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A E

hs <§ 7777777777

Figura 13.2: Il diagramma del momento flettente

13.2 La deduzione della deformata

Per il calcolo della deformata si pud procedere in diversi modi.

Si puo scegliere di trattare i cinque tratti come cinque travi collegate da
cerniere, ed ipotizzare una deformaabilita assiale finita. Si scrivono quindi cin-
que linee elastiche flessionali cubiche (aggiungendo il termine quartico dovuto
al carico sul tratto BC) e cinque linee elastiche assiali lineari, insieme con le
usuali trenta equazioni di equilibrio e congruenza. Alla fine del procedimento,
se si vuole, si ottengono i risultati per aste assialmente indeformabli, portando
FE A ad infinito.

Si puo ipotizzare a priori un comportamento a pendolo delle aste AB, BD e
CD, scrivendo per esse linee elastiche flessionali di tipo lineare, e di conseguenza
scrivere le equazioni ai limiti senza considerare momenti e tagli lungo queste aste.

Infine, si puo anche ipotizzare a priori che le linee elastiche assiali siano
costanti, ossia che esse siano assialmente inestensibili; in questo caso gli sfor-
zi normali non possono ricavarsi dagli spostamenti, ma vanno trattati come
incognite indipendenti.
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Scegliendo quest’ultimo approccio, si scrivera dunque, per le linee elastiche
flessionali:

ufB (x3) = ap + ar23
4
BC 2 3 T3
=byg+b b b
uy -~ (x3) o + b1x3 + b5 + 3x3+q24E[ 10
ubP (x3) = co + c1a3 (13.10)
UQDC (LU3) =do+ dixs3
ubP (z3) = eg + 13 + a3 + e3xh
mentre le linee elastiche assiali si pongono nella forma :
ui® (w3) = ro
ug (z3) = 59
ug® (x3) = to (13.11)
uy' (x3) = ug
ud? (x3) = vo

Si noti che si e rinunciato ad imporre a priori i vincoli assiali, che imporreb-
bero ’annullarsi della due linee assiali su AB ed ED. Si hanno quindi diciannove
costanti di integrazione, cui vanno aggiunti i cinque sforzi normali incogniti nelle
cinque aste. Corrispondentemente, vanno scritte le seguenti condizioni ai limiti:

— nell’appoggio in A, si annulleranno ambedue le componenti di spostamen-
to:

(13.12)

— nella cerniera tripla in B si hanno le condizioni di congruenza tra i tratti
AB e BD:

up P (2L) = ug? (0)

13.13
wP(21) = ~u2(0) i
nonche le condizioni di congruenza tra ’asta BC' e I’asta BD:
uPP(0) = uB€(0) cos(ar) + uZ€ (0) sin(v)
BD BC . BC (13.14)
uy (0) = —uz - (0)sin(a) + uy "~ (0) cos(a)
L’ equilibrio alla traslazione orizzontale e verticale impone che sia:
nPP 4+ nBC cos(a) + tP¢(0) sin(a) = 0
AB BC BC (13.15)
n% —n”% sin(a) + ¢t~ (0) cos(a) = 0
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Ovviamente in queste equazioni non compaiono i tagli lungo AB e lungo BD,
presupposti nulli a priori. Nella stessa ottica, I'unica equazione di equilibrio alla
rotazione nel nodo B riguardera 'asta BC"

mPC(0) =0 (13.16)

— nella cerniera semplice in C' si hanno le condizioni di congruenza tra i
tratti BC e DC"

u?c (\/51)) = uD¢ (\/ﬁL)

ug® (\/§L) = —ud¢ (\/5L) 1847

nonche le tre equazioni di equilibrio, che in questo caso devono tener conto
dell’annullarsi preventivo del taglio e del momento in DC:

nB¢ =0
7 (VaL) —nP¢ =0 (13.18)

mbB¢ (\/iL = 0)

— nella cerniera tripla in D si hanno condizioni simili a quelle gia discusse
in B. Si deve infatti imporre la congruenza tra i tratti ED e BD:

ufP(2L) = ufP (2L)

13.19

uEP(21) = —ufP(2) )
nonche le condizioni di congruenza tra ’asta DC e l'asta BD:
uBP(2L) = —uP€(0) sin(a) + w2 (0) cos(a)

BD DC DC . (13.20)
uy~ (2L) = —uz - (0) cos(a) + uy ~ (0) sin(«)

L’ equilibrio alla traslazione orizzontale e verticale impone che sia :
—nBP —nPCcos(a) — tFP(20) = 0 (13.21)
nFP —nP%sin(a) =0 .

Infine, I'unica equazione di equilibrio alla rotazione nel nodo D riguardera
l’asta ED:
mPP(2L) =0 (13.22)

— il nodo E & incastrato, e quindi si annulleranno gli spostamenti e le
rotazioni:

0
ufP(0) =0 (13.23)
0
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Risolvendo le ventiquattro equazioni si ottengono le linee elastiche flessionali:

4qL3
U§4B (IS) = 3E] 3

42 qL3 qL q

BC 4 3 4
= —_— L —_
uz - (¥3) = 3574 6Bl 6vaEr T auEr™
uPB (z3) = (13.24)
ubC (a) = Y2
3EI

qL (6L — x3)x

uy® (w3) = B K

e le linee elastiche assiali:

—

Figura 13.3: La deformata della struttura
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ug? (z3) =0

4
-
DB 8qL* 13.25
B (a) = S (13.25)

4\/§qL4

uy'® (a3) = 3ET

La deformata e riportata in Figura 13.3. La maglia triangolare subisce uno

spostamento orizzontale pari a:

~ 8qL*
ey

(13.26)

La deformata del tratto BC, pur sembrando nel grafico una retta, e in realta

una curva cubica, come potrebbe evidenziarsi disegnando la deformata per valori

irrealistici del carico.
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Maglia triangolare

Si vuole conoscere la deformata della struttura in Figura 14.1, insieme alle
caratteristiche della sollecitazione interna.

Figura 14.1: Una maglia chiusa triangolare: carico simmetrico

Si divide il telaio in quattro tratti, e per ciascuno di essi si ipotizza una linea
elastica flessionale cubica:

2 3
ap + a1x3 + asr3 + agxsy

T3

AK

2 (x3)

KB (1;3) co+ crxs + @I% + Cgl‘g (14 1)
ug® (z3) '

AC( )

2 3
eo +e1x3 + eax3 + e3xy

T3 go + g1x3 + gzxg + ggazg
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Assumendo una rigidezza assiale infinita, le linee elastiche assiali risultano
identicamente nulle. Si dovranno scrivere quindi sedici equazioni ai limiti nei
quattro nodi:

— nell’appoggio in A si annullano gli spostamenti delle due aste concorrenti,
mentre le rotazioni sono uguali:

uf0) =0
ug®(0) = 0 (14.2)
¢ (0) = ¢(0)
per l'equilibrio alla rotazione del nodo dovra anche aversi:
mA%(0) +mA¢(0) =0 (14.3)
— nel nodo in K si hanno le condizioni di congruenza tra le due aste:
L
@ (5) =20
I (14.4)
¢AK <2> = ¢KB(0)
e le condizioni di equilibrio:
L
—tAK (2) +t5B(0)+ F =0
(14.5)

i AK (g) +m&B(0) = 0

— nell’appoggio in B hanno condizioni simili a quelle gia analizzate in A:

L

uP(0) = (14.6)

L\ _ Bc
6(3) =0

e per equilibrio alla rotazione del nodo dovra anche aversi:

—mKB (5) +mB9(0) =0 (14.7)

— nel nodo in C, la congruenza impone che le componenti orizzontali e verti-
cali degli spostamenti delle due aste concorrenti siano uguali, e quindi, in ipotesi
di rigidezza assiale infinita, gli spostamenti risultano nulli:

ug®(La) =0
uPC(Lg) =0 (14.8)
¢ (La) = ¢"C(5)
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dove L, é la lunghezza dei tratti inclinati:

Ls= Z+H2 (14.9)
Infine, I'equilibrio del nodo alla rotazione detta:
—mAY(Ly) —mPC(Lq) =0 (14.10)

Si ottengono facilmente le costanti di integrazione, e quindi gli spostamenti
trasversali:

F 3L%L,+ 6L2I3 —4 (2L + Ld) :E%

AK _
uz” (v3) = RE7 9L + Ly 3
F L3(L+2Lg)—12L(L + Lg) 23 + 8 (2L + Lg) 3
KB 3 3
- 14.11
uz " (%3) = 567 oL + Ly (14.11)
FL? L2(Lg—23)°x
ufC (w3) = ~ud (z5) = (a=ts) s

16EIL; 2L+ Ly

La deformata e riportata in Figura 14.2, e ’abbassamento in corrispondenza
della forza sara pari a:

_ KB~ 1+ V5) FL
Ugg = Uj (0)748(4+\/5) foli (14.12)

Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva:

FL?—2(2L + Ly) 23

AK _
me (@) = =3 2L + Ly
FL(L+ Lg)—2(2L+ Lqg) x3
KB (po,) = — 14.13
me ) = g 2L + Lg (14.13)
FL?2L,g — 3z
BC _ __AC _ d 3
Il diagramma del momento si presenta come in Figura 14.3.
Gli sforzi di taglio si ottengono derivando i momenti:
F
5P (x3) = -3 (14.14)
FL?
t5 (w3) = 1 (a3) = ’

~ 16LLg +8L2

Gli sforzi normali sul tratto AB sono nulli, mentre sulle due aste inclinate
si ottengono imponendo ’equilibrio del nodo in C:

—nA(8) cos(a) — t19(8) sin(a) + nPY(S) cos(a) — tP9(S) sin(a)
nA¢(8) sin(a) — t49(S) cos(ar) + nBC(S) sin(a) + t2(S) cos(a)

0
0
14.15)

— |
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Figura 14.2: La deformata della maglia chiusa triangolare con carico simmetrico

dove l'angolo « & l'angolo di cui sono inclinate le aste AC e BC' rispetto

all’orizzontale:
o = arctan(——
()
Ne seguono gli sforzi normali:

Ac 5O ( 3FLH

T3)=n T3) = ——F—5
3) 3) 16LL, + 8L2

n

Le reazioni esterne sono fornite dall’equilibrio dei nodi A e B:

Ra, = n%sin(a) — t49 cos(a) — t1 = —

SFLH\/1+ 42

AC AC
Rap = —n”% cos(a) — t7% sin(a) = 16LLq + 512
F
Rp, = nP%sin(a) + tP cos(a) — tKB = -3
SFLH\/1+ 42
RBh = ’]’},BC COS(O[) — tBC Sin(a) = —m

(14.16)

(14.17)

(14.18)
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. L/2 . L/2 \

Figura 14.3: Il momento sulla maglia chiusa triangolare con carico simmetrico

Una condizione di carico non simmetrica

Si vuole conoscere la deformata della struttura in Figura 14.4, insieme alle
caratteristiche della sollecitazione interna.

Come nel caso precedente, si possono ipotizzare linee elastiche flessionali
cubiche per ciascuno dei quattro tratti:

ufB (x3) = ag + a123 + asxs + azrs

qu (x3) =co+cros + czzg + 6333% (14.19)

u‘24K (x3) =eg +e1x3 + egxg + esxy .
KC _ 2 3

uy ~ (z3) = go + 9173 + ga2x3 + g3T3

Se poi i tratti sono assialmente inestensibili, gli spostamenti assiali saranno
identicamente nulli, ed il carrello in A si comporta come un appoggio. Nel
seguito, accanto alle sedici costanti di integrazione incognite, si introdurrano le
quattro incognite addizionali n4%, nB¢ nAK ed n ¢ in modo da poter scrivere
le condizioni di equilibrio nei nodi insieme alle condizioni di congruenza sugli
spostamenti trasversali e le rotazioni. In dettaglio si avra:
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Figura 14.4: La maglia chiusa triangolare con carico non simmetrico

— nel carrello in A si annulla la componente verticale di spostamento, e si
garantisce la continuita della rotazione:

us 7(0) =0
uy®(0) =0 (14.20)
¢"7(0) = ¢ (0)
Infine, si deve equilibrare il nodo alla traslazione orizzontale ed alla rotazione:
AB AK
AN 421
n " cos(a) + t**(0) sin(a) + n° =0

— nell’appoggio in B si annullano ambedue le componenti di spostamento,
per ambedue le aste che concorrono nel nodo. Inoltre, le rotazioni dovranno
essere uguali:

uz? (L) =0
uF0)=0 (14.22)
¢AP(L) = ¢P(0)
L’equilibrio alla rotazione impone poi:
—mAP(L) + mPC0) =0 (14.23)

— nel nodo in C, la congruenza impone che gli spostamenti trasversali delle
due aste concorrenti siano nulli, cosi come uguali saranno le due rotazioni:

UKC(Ll) =0
vBY(2L) =0 (14.24)
" (Ly) = ¢"¢(2L4)
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b= J(E) (5 e

¢ la lunghezza del tratto AK (e KC'). Analogamente, ’equilibrio del nodo alla
traslazione orizzontale e verticale, ed alla rotazione, detta:

dove:

—n®C cos(a) — t5C (L) sin(a) + nPC cos(a) — B (2L4) sin(a)

n®C sin(a) — tKC( 1) cos(a) + nBC sin(a) + t2¢(2L1) cos(a) =

—mEY (L) —mBY12L,) =0

0
0 (14.26)

— nel punto K, dove agisce la forza, si deve imporre la congruenza degli
spostamenti e delle rotazioni:

(14.27)

mentre I'equilibrio del nodo permette di scrivere tre equazioni:

—mAK (L) + mEC0)=0
K KO L =0 (14.28)
—tAK(L) +t5C0) + F, =0

dove si sono introdotte le componenti tangenziali e normali della forza:

Fy = F cos(a) (14.29)

F,, = Fsin(«)

e si sono imposte le condizioni di equilibrio rispetto alle direzioni assiali e
tangenziali.

Si hanno quindi venti equazioni, che risolte forniscono le costanti di in-

tegrazione ed i quattro sforzi assiali. Gli spostamenti trasversali sono pari

uf? (x3) = 16%% (L — x3) 23 (3L (L 4 2L1) — 4 (L + Ly) x3))
uBC (z3) = 64211) ((2Ly — m3) w3 (2L (L — 2Ly) Ly + (L* + 8LLy + 4L7) x3))
WK (z3) = 191;2% (36LL2 (L + 2Ly) + 12L2 (7L 4 10Ly) 25—
(13L? + 80LLy + 76L7) 23)
ulC (x3) = % (L% (23L% + T6LLy + 44L%) +

ALy (5L% +19LLy + 14L7) w3 — (19L* + 80LL, + 52L3) 23)
(14.30)
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o D= (L+L)(L+4Ly) (14.31)

Gli sforzi assiali sono calcolati insieme alle costanti di integrazione, e valgono:

ap_ _3FTL+8L,

T 32 LtL
3F F, tan(«)
AK t 2 2 n 2 2
n* = o5 (TL? +36LLy + 32LY) + ——-— (2L° + 7LLy +5L7)
F F, tan(«)
KC ¢ n
i€ = — o5 (L 4 52LLy +3213) + =+ (2L + TLLy + 5L7)
F F,, tan(a)
BC ¢ 2 2 n 2 2
" =-5 (11L% + 52LLy + 32L7) — By, (2L* + 7TLLy + 5L7)

(14.32)

La deformata si presenta come in Figura 14.5.

C 4

Figura 14.5: La deformata della maglia chiusa triangolare con carico non
simmetrico

Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva:

mP (z5) = I;zlg (L(7TL+10L1) — 12 (L + L) x3)

m” (z3) = 3537 (—4L2 (5L + 2Ly) + 3 (L* + 8LLy + L) z3)

mAE (23) = 3571‘) (=4L? (7L + 10Ly) + (13L2 4+ 80LL + 76L3) x3) (14.33)
m’ (ws) = 3% (L1 (13L + 52LLy + 36L3) —

(19L* + 80LL; + 52L3) z3)
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Il diagramma del momento si presenta come in Figura 14.6.

C
F
4 —_— H
H/2
o <<
<
L

—

Figura 14.6: Il momento sulla maglia chiusa triangolare con carico non
simmetrico

Gli sforzi di taglio si ottengono derivando i momenti:

BRI
 2L2+48LL4

3F,
tPC (x3) = (L? +8LL; +4L3)

- 32D (14.34)
AK
tA (w3) = 32}3 (13L* +80LL; + 76L7)
F
KC n 2 2
" (23) = =355 (19L* + 80LLy + 52L7)

Infine, le reazioni dei vincoli esterni possono calcolarsi immediatamente, in
quanto la struttura e esternamente isostatica. Si ha comunque:

FH
Ry = n* sin(a) — t4% cos(a) — t48 = A
FH

Rp, = nP%sin(a) + tPC cos(a) + t4B = -5 (14.35)
Rpi, = nP% cos(a) — tPC sin(a) + n? = —F

14.1 L’utilizzo del principio dei lavori virtuali
La struttura in esame ¢ una maglia chiusa senza sconnessioni, quindi tre volte

iperstatica. Inserendo tre cerniere nei tre nodi, si giunge quindi al sistema
isostatico equivalente di Figura 14.7.
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14.1. L'UTILIZZO DEL PRINCIPIO DEI LAVORI VIRTUALI

Figura 14.7: 1l sistema isostatico equivalente

Su di esso, si scriveranno tre espressioni del principio dei lavori virtuali,
utilizzando come sistemi di forze virtuali i tre schemi di Figura 14.9:

M
/SMiﬁ ds=0 i=1,23 (14.36)

I momenti M; sono riportati nella stessa Figura 14.9, mentre M puo calco-

larsi, sul sistema isostatico equivalente, attraverso il principio di sovrapposizione
degli effetti:

M = My + Xy My + Xy M, + X3Ms (14.37)

Ne seguono le tre equazioni nelle tre incognite iperstatiche:

([ o) ) )
() ) ) s
(/M3Mlds) X+ (/M3M2d5> Xo+ (/M3d8> X3 = (/M3M0d5>

(14.38)

Non resta che tracciare il diagramma del momento M, sulla struttura iso-
statica caricata dalla sola forza F', come riportato in Figura 14.8, ed esprimere
i momenti in modo analitico. Sara quindi, facilmente, sullo schema di trave
appoggiata:
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Figura 14.8: 1l sistema isostatico caricato dalla forza

m (x3) = 223
(14.39)
FL T
KB 3
=—(1- 2—)
mo " (s) = ( L
mentre il diagramma M; ¢ scrivibile come:
AK (py =123
ml (xB) - L
1 x
KB (.\_ + _oT3
my” (23) =5 =25 (14.40)

Si noti che, ai fini della successiva integrazione, si € espresso il momento M;
per i due tratti separati AK e KB. Analogamente, si avra, per gli altri due
diagrammi:

x!
mi" (w5) = 7
1 =
mi® (a3) = 5 + 7 (14.41)
x:
mg* (w5) =~
X
m3< (a3) = f?

m$B (z3) = (1 N 2) (14.42)
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Figura 14.9: I tre sistemi di forze virtuali
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Come sempre, il segno del momento & positivo se riportato dalla parte delle
Zo positive, ed il verso dell’asse x5 € determinato dall’orientamento dell’asse 3.
Gli integrali non offrono alcun tipo di difficolta, e si potra scrivere il sistema:

L L L L FL?
<+1)X11X2+X3

33 6 6 16
—%Xl + §L1X2 - %X?, =0 (14.43)
R (A PR
con soluzione:
FL?
N =gpran
2
X, = 8(212135—L1) (14.44)
FL?
X =80 an

confermando quindi i momenti (14.13).
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Capitolo 15

Un telaio a croce

Si vuole studiare la struttura in Figura 15.1, determinandone la deformata ed
i diagrammi delle caratteristiche. L’esempio e ripreso da A. Carpinteri, G.
Lacidogna, C. Surace, Calcolo dei telai piani, Pitagora Editore.

. ANNNANANNNY
D
L
A
4 A *\ C
3 B_/ <<SX™
L
—— E
~&~~
: 2L L L :
T T T

Figura 15.1: Un telaio a croce

Il telaio non ¢ soggetto a carichi distribuiti, e quindi le linee elastiche fles-
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sionali degli elementi di trave saranno esprimibili come polinomi cubici:

u?B (z3) = ao + arxs + agx?,) + azz;

uB (x3) = co + c123 + cas + czxd 151)
ulB (x3) = eg + €13 + ear3 + e3Th '
ug? (x3) = go + 103 + go} + g3

Ipotizzando che le aste siano assialmente indeformabili, le linee elastiche
assiali saranno identicamente nulle.

Le condizioni ai limiti da imporre saranno banali nei quattro nodi periferici:

— nell’incastro in A ed in B si annullano sia lo spostamento trasversale che
la rotazione:

(15.2)

— nell’appoggio in C ed in E, si annullano lo spostamento trasversale ed il
momento flettente:

0
0 (15.3)
0
0

Le restanti otto condizioni vanno poi scritte nel nodo centrale B, dove occor-
rer imporre la congruenza di spostamenti e di rotazioni tra le due aste orizzontali
AB e BC, tral'asta orizzontale AB e l’asta verticale E B, e tra ’asta AB e 'asta
verticale BD. Le altre possibili combinazioni sono automaticamente soddisfatte:

uz P (2L) = uy(0)
¢"P(2L) = 6"°(0)
ufP(20) =0
udP(L) =0 (15.4)
¢"P(2L) = ¢"P(L)
uy ?(0) =0
¢"P(2L) = ¢"P(0)
Infine, si dovra scrivere la condizione di equilibrio del nodo:
—mAB(2L) + mBC(0) + mPP(0) = mPB(L) + M =0 (15.5)
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Le altre due equazioni di equilibrio, alla traslazione verticale ed orizzontale,
tornano utili ai fini del calcolo dello sforzo normale:

—nB(20) 4+ nBC(0) + tBP(0) — tFB(L) = 0 156
—nBP0) + nFB(L) —t*B(2L) + tP°(0) = 0 (15.6)

La soluzione di queste sedici equazioni permette di dedurre le linee elastiche
flessionali:

M (2L — z3) 23
up? (w3) = AREIL :
uy < (x3) = My (217 — 3Las + a3)
2 24FEIL (15.7)
BD o M (L — 1'3) 21’3
uz” (T3) = = op7r
EB B Mz (L2 — x%)
uz (73) = —o e

La deformata e riportata in Figura 15.2. I momenti si ottengono per deriva-

+ A
D
L
A
1l 44 B C
7 ~&~
L
- E
~&~
1 2L J L d
T T T

Figura 15.2: La deformata del telaio a croce
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zione successiva a partire dagli spostamenti trasversali:

M 3z
AB _ _ 3
m (mg)——24 ( 2—|——L )

mBC (373) _ M (_4LL+ .’L‘g)
M 3 (15.8)
l’(
mBD ((Eg) = ? (—2 + L$>
=P (a5) = 212

con diagramma riportato in Figura 15.3. Nel nodo B, si ha quindi, la coppia

-+ N?&
D

2L

-+
-+

-
-

Figura 15.3: I momenti flettenti sul telaio a croce

applicata viene ripartita tra le aste nel seguente modo:

mAB(20) = %
M
mBCo) = -2~
) /él (15.9)
BD _
E M
m B(L) R
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15.1 Il metodo misto

La struttura presenta un elevato grado di iperstaticita, e di conseguenza il me-
todo delle forze non si presta ad uno studio agevole. Piu appropriato, per tali
strutture, e il cosiddetto metodo misto, che riduce il telaio ad un insieme di aste
incernierate agli estremi, caricate dai carichi originari e dalle coppie iperstatiche
incognite.

Nel caso in esame, si degradano i due incastri ad appoggi, e si inserisce una
cerniera nel nodo centrale B, giungendo alla struttura di Figura 15.4, in cui le
coppie sono positive se antiorarie. Per I'equilibrio del nodo B dovra essere:

_L%%L
T Py,

XS X2 X3 A
L
4 E
e
N 2L N L N
T T T

Figura 15.4: La struttura reticolare associata secondo il metodo misto

X1+ X0+ Xs+ X4+ M=0 (15.10)

Si possono poi scrivere le equazioni di congruenza nei nodi A, B e D:

¢*P(0) =0
9P (2L) = ¢"°(0)
¢*P(2L) = ¢"P(0) (15.11)
P (2L) = ¢"P (L)

¢PP(L) =0
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ed operando su semplici schemi di trave appoggiata caricata da coppie agli
estremi puo scriversi:

2L 2L

Xoggr —%gEr =
oL oL L
X X - X
S6EI T 3BT 33E1
oL oL L
_ _ 15.12
XogEr T 3Er ~ X23ED ( )
oL oL L L
X X - X ~ X,
S6EI T 3BT ‘3BT “C°6EI
L L
7X476EI +X673EI =0
Risolvendo le sei equazioni precedenti si ottiene:
M
Xl - X6 - —F
Xy = X5 = f%
M (15.13)
Xo=-7%
o M
12

Dalle coppie X; € possibile dedurre i valori dei momenti in A, B e D, consi-
derando che le coppie sono applicate nel nodo, e quindi le coppie applicate sui
tratti saranno uguali e contrarie, ossia orarie. Sara quindi, per 1’equilibrio:

mAB0) - X5 =0 (15.14)
da cui: M
AB
0)=—-—— 15.15
mAB(0) = — 3 (15.15)
ed analogamente:
—mBP(L) — X =0 — mPP(L) = % (15.16)
mentre nel nodo B si ha:
mPC(0) — X3 =0 — mPC(0) = —%
AB AB M
—-m P (2L) - X1 =0— m”"7(2L) = —/
/(\i/t (15.17)
mBP(0) — X, =0 — mPP(0) = -3
—mPB(L) — Xy =0 — mPB(L) = %

Con questi valori dei momenti, il tracciamento del diagramma € ovviamente
immediato, e coincide con quello gia riportato.
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15.2 Un secondo esempio di telaio a croce

Un telaio simile al precedente & riportato in Figura 15.5, ed e ripreso da Erasmo
Viola, Esercitazioni di Scienza delle Costruzioni, Vol.II, dove & risolto attraverso
il classico metodo delle deformazioni.

il o
L
1l 44 B C D
E =<
L
E
T+ 7777777777
1 L 1 L L L N
T T T T

Figura 15.5: Un secondo esempio di telaio a croce

In ipotesi di inestensibilita assiale, ¢ immediato realizzare che le corrispon-
denti linee elastiche si annullano identicamente (telaio a nodi fissi). Limitan-
dosi a questo caso, si potranno identificare cinque tratti, le cui linee elastiche
flessionali saranno polinomi cubici:

uy' P (23) = ao + a123 + az223 + azz}
us® (z3) = bo + bixs + bax3 + by
uSP (x3) = o + 123 + CoTF + 303 (15.18)
u§' (23) = do + di23 + daa§ + dsa
u§H (z3) = eg + e1x3 + €223 + ez}

Le condizioni ai limiti da imporre saranno facilmente individuabili in tutti i
punti estremi. Nei due incastri si annullano spostamenti trasversali e rotazioni:

0
0 (15.19)
0
0
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— nel carrello saranno nulli gli spostamenti verticali ed il momento flettente
(e quindi il carrello diviene a tutti gli effetti un appoggio):

uSP(L) =0
mZDEL; . (15.20)

— nell’estremo libero, e caricato dalla coppia M, il taglio & nullo, ed il

momento ¢ uguale alla coppia:
(L) =0 (15.21)
mCH(L) = M '

In corrispondenza del nodo quadruplo occorre imporre la congruenza tra
le quattro aste in esso concorrenti, e ’equilibrio alla rotazione del nodo. Per
I’ipotesi di inestensibilita assiale si potra scrivere subito:

0

0 (15.22)
0

0

La congruenza imporra poi l'uguaglianza delle rotazioni, sicche dovra essere:
¢PC(L) = ¢“P(0)
¢PC (L) = ¢PF(0) (15.23)
¢PC(L) = ¢“(0)
Infine, l'equilibrio alla rotazione e garantito dallo scrivere:
—mBY(L) +m“P(0) + mF(0) + mCH(0) =0 (15.24)

La soluzione di queste sedici equazioni permette di dedurre le linee elastiche
flessionali:

M (BL — x3) 23

u; (@3) = 34ETL
BC M (2L3 — L2z3 — 23)
ug (v3) = 34ETL
cD _ MfE3 (2L2 — 3L.’E3 + .’E%) (15 25)
uz () = = 17EIL '
2M (L — T3 23’53
ug” (vs) = - (17EIL)

La deformata e riportata in Figura 15.6. La rotazione del nodo centrale e
calcolabile come:
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A
+ '/_\
H
L
| 4A B C D
E - JES
L
E
hg 7777777777
+ L + L t L +

Figura 15.6: La deformata del telaio a croce

2 ML
o = TATa (15.26)
mentre lo spostamento e la rotazione in sommita della mensola sono forniti da:
21 ML?
U2H = — 57~y
34 EI
15.27
br = 19 ML ( )
A7 Rl

Le caratteristiche della sollecitazione interna

I momenti si ottengono per derivazione successiva a partire dagli spostamenti
trasversali:

3M(—L +
mAB (xS) _ (17L ‘r3)
3M
mBC (xS) _ 17;‘3
6M (—L +
P (ag) = ML 22 (15.29
AM (2L -3
mCE (:Z}g) — (17L 1’3)
mCH (.1’3) =M

con diagramma riportato in Figura 15.7. Nel nodo C, si ha quindi:
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15.2. UN SECONDO ESEMPIO DI TELAIO A CROCE

A
+ fH_\
L
| = ; [— D
N S N
L
E
hg 7777777777
e L e L e L e
Figura 15.7: I momenti flettenti sul telaio a croce
mBC(L) = i./\/l
17
6
cD
m~7(0) = ——=M
0)=-17 (15.29)
8
CE S
m~(0) = 17./\/l
mH(0) = M
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Capitolo 16

Un Telaio con coppia al
piede

Si vuole studiare la struttura in Figura 16.1, determinandone la deformata e
le caratteristiche. L’esempio & ripreso da A.Carpinteri, G.Lacidogna, C.Surace,
Calcolo dei telai piani, Pitagora Editore.

-+ B O C
H
/A
-
A D
2L

——

Figura 16.1: Un portale con cerniera interna

La struttura e costituita da due tratti, collegati tra loro da una cerniera,
ed ¢ vincolata al suolo da un appoggio ed un incastro. Essa quindi risulta una
volta ipertatica.
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16.1. IL METODO DELLA LINEA ELASTICA

16.1 Il metodo della linea elastica

Il telaio non e soggetto a carichi distribuiti, e quindi le linee elastiche flessionali
degli elementi di trave saranno esprimibili come:

AB 2 3
uj” (x3) = ap + a1x3 + azx3 + azxy

ugBC (x3) =co+cres + Cng + 03x§ (16.1)
ub (x3) = eg + €123 + ex22 + ezxs
Ipotizzando che le aste siano assialmente indeformabili, le linee elastiche
assiali saranno costanti, ed a causa dei vincoli esse saranno identicamente nulle
lungo i due tratti verticali AB e DC. Viceversa, lo spostamento assiale del
traverso sara denotato con § (telaio ad un nodo spostabile):

0
uBC (z3) =6 (16.2)
0

Le condizioni ai limiti da imporre saranno:
— nel carrello in A si annulla lo spostamento trasversale, mentre il momento
flettente sara pari all’inverso della coppia applicata:

uy?(0) =0
AB (16.3)
m?7(0)+ M =0
— nel nodo in B si hanno le condizioni di congruenza:
ufB(L) =6
uB(0) =0 (16.4)
¢*P(L) = ¢P(0)
e la condizione di equilibrio:
—mAP(L) + mPC(0) =0 (16.5)
— nella cerniera in C, si hanno le condizioni di congruenza:
BC
U 2L)=0
0 é ) (16.6)
uy (L) =10
e le condizioni di momento nullo:
e = (16.7)
(L) = |
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CAPITOLO 16. UN TELAIO CON COPPIA AL PIEDE

Infine, in corrispondenza dell’incastro in D dovra aversi:

u’“(0)

()

) 16.8
0 (16.8)

A queste dodici equazioni scritte nei nodi occorre affiancare ’equazione di
equilibrio del traverso alla traslazione orizzontale (equazione di piano):

—tAB(L)—tP9 (L) =0 (16.9)

La soluzione di queste equazioni & agevole, e porta alle linee elastiche fles-
sionali:

Maz;z (31L% — 24Lxs + Ta3)

AB _
up” (23) = ASEIL
Mzs (8L2 — 6Lx3 + J:Q)
BC __ 3 16.10
ur (23) 96EIL (16.10)
WD () = _MT3 (817 — 6Ly + 25)
? 96ETL
ed allo spostamento assiale del traverso:
0= —7ML2 (16.11)
- 24FI '
La deformata e riportata in Figura 16.2.
O @ ——
B
H
/A
A D
7777777777 1

2L

——

Figura 16.2: La deformata del portale con cerniera interna
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16.2. IL METODO MISTO

I momenti si ottengono per derivazione successiva a partire dagli spostamenti
trasversali:

7
mAP (z3) = —M (1 - ;;)

mBC (25) = M (—126LL+ x3) (16.12)
mP¢C (1,3) _ [ (8LL_ xd)

con diagramma riportato in Figura 16.3.

2L

d
T

Figura 16.3: I momenti sul portale con cerniera interna

16.2 Il metodo misto

Si inseriscano due cerniere nei due nodi B e D, rendendo la struttura una volta
labile. Si hanno quindi quattro incognite, ossia le due coppie in B, la coppia
in D, e lo spostamento § del traverso. Si giunge quindi alla struttura di Figura
16.4 in cui le coppie sono positive se antiorarie, ed inoltre:

X1+ Xo=0 (16.13)
Si possono scrivere le due equazioni di congruenza nei due nodi:

$AB = ¢BC

o — 0 (16.14)

e lequazione di equilibrio per la struttura labile (principio dei lavori virtuali).
Scegliendo lo spostamento § del traverso come coordinata lagrangiana, si ha il
cinematismo di Figura 16.5, per cui potra scriversi:

Mo — X1 — X36=0 (16.15)
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CAPITOLO 16. UN TELAIO CON COPPIA AL PIEDE

X X
——1Qo§ 2 oc
B
H
1 A) “To
2L

——

Figura 16.4: La struttura reticolare associata al portale con cerniera interna

X
X 2 5
+H( oC
B
H
B X3|
N o

2L

——

Figura 16.5: Il cinematismo sulla struttura reticolare

ossia:

M+X1+X3=0 (1616)

Le due equazioni di congruenza si esplicitano immediatamente in funzione
delle incognite X;:

L L 6 oL
Xigrr ~ Mo = L= Xy
3ET 6EI L 3EI (16.17)
L 5 '
53E1 L

e risolvendo le quattro equazioni si ottengono le coppie incognite:

X1:_§
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IL METODO MISTO

16.2.
M
X2 - ?
M
Y=y
e lo spostamento del traverso:
_ 7 ML?
24 FEI

(16.18)

(16.19)

Dalle coppie X; € possibile dedurre i valori dei momenti in B ed in D lungo

le aste. Sara infatti, per I’equilibrio:

—mAP(L)+ X, =0

da cui : M
mAB(L) __
8
ed analogamente:
mBC(0) + Xy = 0 — mPC(0) = —%
mentre nel nodo D si ha:
7
mPC(0) + X3 =0 — mP(0) = ?M

(16.20)

(16.21)

(16.22)

(16.23)

Con questi valori dei momenti, il tracciamento del diagramma & ovviamente
immediato, e riproduce quello gia ottenuto col metodo della linea elastica.
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Capitolo 17

Doppia Trave con pendolo
di collegamento

Si vuole studiare la struttura in Figura 17.1, determinandone la deformata ed i
diagrammi delle caratteristiche.

Y Y Y YYYYYYYYYYYYYYYY qi
D E F
T Q)
~ Rk
H
A /o) C
B
~ k<
l L l L l
1 T T

Figura 17.1: Una doppia trave appoggiata con pendolo di collegamnento

Si assume a priori che la rigidezza assiale delle travi sia infinita, e la presenza
degli appoggi in A e D garantisce che le linee elastiche assiali siano identicamente
nulle. Viceversa, il pendolo ha rigidezza assiale F'A,, la sua linea elastica assiale
¢ diversa da zero, mentre quella flessionale € identicamente nulla. Infine, il telaio
& soggetto a carichi distribuiti lungo il tratto superiore, e quindi le linee elastiche
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flessionali degli elementi di trave saranno esprimibili come:

AB 2 3
uj” (x3) = ap + a1x3 + azx; + azxy

BC 2 3
uy - (r3) = co + 123 + caw5 + c375
4

T 17.1
u2DE(x3):eo+elx3+egx§+63x§+q24gj (17.1)
EF 2 3 a3
uy” (73) = go + 9173 + gox3 + G373 t 95T
La linea elastica assiale del pendolo sara invece:
uSBE (x3) = mg + myxs (17.2)

Le condizioni ai limiti da imporre saranno banali nei due appoggi e nei due
carrelli, dove si annullano spostamenti trasversali e momenti. Si noti infatti che
con le assunzioni appena fatte la differenza tra carrello ed appoggio scompare,
e quindi:

utB0)y=0 m*0)=0
uP9(L) =0 mPY(L) =0
uPP0)y=0 mPPO)=0 (17.3)
u¥F (L) =0 mPF (L) =0

Nel nodo in B si hanno le condizioni di congruenza tra le due aste orizzontali:

up (L) = u5’“(0)

¢*5(L) = ¢"C(0)

la condizione di congruenza tra il pendolo ed uno dei tratti orizzontali:

(17.4)

uz P (L) = —uz®(0) (17.5)
e le condizioni di equilibrio:

—t4B(L) +tP€(0) —nBF(0) = 0

—mAB(L) + mPC(0) =0 (17.6)

Nel nodo superiore F, del tutto analogamente:

H) (17.7)
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CAPITOLO 17. DOPPIA TRAVE CON PENDOLO DI COLLEGAMENTO

La soluzione di queste diciotto equazioni & agevole, e porta alle linee elastiche:

up? (z3) = 2D (5EA,L*zs (3L* — 23))
w5 (w3) = 515 (5EA, L' (217 - 3La3 + o))
uP” (wg) = 5= (w3 (EIHL? +1TBA,L° — (BEIHL +11BA, L") a3+
4 (3EIH + EA,L?) z3))
us" (w3) = 555 ((10L* (6BIH + EA,L%) 9 (SEIHL’ + EA,L%) a3
S5EA,L*x3 + 4 (3EIH + EA,L*) 23))
uf” (v3) = = (5L (BA,L® + 6Elx3))
(17.8)
con:
D =48EI (3EIH + EA,L?) (17.9)
mentre le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva:
5EA,qL*x3
AB _ p
m™7 (x3) = 2D,
5EA,qL* (L — x3)
BC _ /4
m= (ws) = 2D,
e, \_ qus(48EIHL +11EA,L* — 8 (3EIH + EA,L?) x3)
m=" (x3) = 2D,
sr. \  4(L—x3) (3L (8EIH + EA,L®) + 8 (3EIH + EA,L%) x3)
m* (x3) = 2D,
5EA,qL*
BE _ P
n (1‘3) - Dl
(17.10)
con:
Dy =8 (3EIH + EA,L?) (17.11)

Portando ad infinito la rigidezza assiale F'A, si ottengono le deformate per
pendolo rigido:

5Lqxs (3L? — 23)

uy” (w3) = 96ET

BC B 5Lq (2L3 — 3Lx§ + x%)
up (73) = 96ET

DE (1) = 979 (17L3 — 11La3 + 4a3) (17.12)
Yz 13 96ET

o _ q(10L* — 9L2x3 — 5La5 + 4a3)
uz (73) = 96ET

5 qL*

us () =~ g5 By
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17.1. LA SCRITTURA DIRETTA DELL’EQUAZIONE DI CONGRUENZA

mentre le caratteristiche si semplificano in:

mAB (x3) = %qug

P (5) = Teal. (L~ )

mPE (z3) = %qu‘g - q%g’ (17.13)
mPE (z3) = liﬁ (3L + 5Lx5 — 823)

WP () = - 20

La deformata si presenta come in Figura 17.2, mentre il diagramma del
momento ¢ riportato in Figura 17.3. Si noti che la discontinuita angolare in B
€ uguale e contraria alla discontinuita angolare in F.

17.1 La scrittura diretta dell’equazione di con-
gruenza

La struttura ¢ una volta iperstatica, ed una opportuna struttura isostatica equi-
valente (S.I.E.) si ottiene rimuovendo il pendolo centrale, e sostituendolo con lo
sforzo normale incognito X, come illustrato in Figura 17.4.

Se il pendolo puo considerarsi inestensibile, ’equazione di congruenza de-
ve esprimere 1'uguaglianza degli spostamenti verticali delle mezzerie delle travi
superiore ed inferiore:

AUQEB =0 (17.14)
ossia: ( )3 ( )4 ( )3
2L 5 2L 2L
4867 T3t B N asEl (17.15)
da cui subito si ottiene lo sforzo normale nel pendolo :
5
X =—2ql (17.16)

Se invece il pendolo ha rigidezza assiale finita E'A,, bisognera scrivere:

H

Auspp = _XEAp

(17.17)

Il segno meno si giustifica in quanto Ausgp € positivo se i punti E ed B si
avvicinano, mentre lo sforzo normale positivo provoca un allontanamento tra i
due punti ¥ e B intesi come punti estremi del pendolo. Sara quindi:

LRLF 5 @Dt QL H

SEI 384T BT T O usEI T EA, (17.18)
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CAPITOLO 17. DOPPIA TRAVE CON PENDOLO DI COLLEGAMENTO

|+++++¢+++++++++++++Ic¢

——
—

——
—

——

Figura 17.2: La deformata per la doppia trave appoggiata con pendolo di
collegamento

é+++++¢+++!++¢++++++l<¢

(@)
3 2
—qlL
N/\/@VIEQ
H

4 A O C
B <
5
2 gL
169
d L l L l
1 T T

Figura 17.3: 1 momenti sulla doppia trave appoggiata con pendolo di
collegamento
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17.2. IL CASO DELLA VARIAZIONE TERMICA UNIFORME

II)HHHH#i#HHHHl qI P

NS l @mo) Q

X

H

T X
1 A c o)
<<IRXS B oo l

X
L L

-
——
——

Figura 17.4: 1l sistema isostatico equivalente per il calcolo dello sforzo normale
nel pendolo

da cui lo sforzo normale:

5 A, L3
X=—gab (mw) (17.19)

Conosciuto lo sforzo normale nel pendolo, il tracciamento del diagramma del
momento si riduce all’esame di due travi appoggiate soggette rispettivamento
al carico ¢ ed alla forza X in mezzeria (per il tratto superiore) ed alla forza X
in mezzeria (per il tratto inferiore). Si ha quindi, sul tratto superiore:

2 2
DE (1) = gLaa — g3 LI |
m~ "~ (x3) = qLx3 q2—|-X2 —16qu3 a4
X L—x3)” 1
mPr (x3) = 5 (L—a3)+qL (L —x3) — q% = Eq (SL2 + 5Lx3 — 83@%)
(17.20)
mentre sul tratto inferiore, piu semplicemente:
5
mAB (x3) = —X% = 1—qu3
¥ 6 - (17.21)
mPC (z3) = ) (L—x3) = TGqL (L — x3)

17.2 1l caso della variazione termica uniforme

Si vuole studiare la struttura in Figura 17.5, in cui il pendolo & soggetto ad una
variazione termica uniforme AT.
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CAPITOLO 17. DOPPIA TRAVE CON PENDOLO DI COLLEGAMENTO

Non essendovi carichi distribuiti, le linee elastiche flessionali sono semplici
polinomi cubici:

u‘243 (x3) = ap + a123 + asxs + azrs
UQBC (x3) =co+cres + CQZ'% + 03:&% (17.22)
u2DE (x3) = eo + e1x3 + eaws + e3xh .
UQEF (r3) = go + gr3 + 9250;23 + 93176%
D E F
SIS ~ S~
H 0 fat
A O C
e B
~ K<
! L l L l
1 1 1

Figura 17.5: La trave doppia soggetta a variazione termica nel pendolo
La linea elastica assiale del pendolo sara la (17.2), mentre il suo sforzo
normale sara calcolabile come:

duBF
nBE (z3) = EA, d3

— EA,aAT (17.23)
X3

Le condizioni ai limiti restano le (17.4-17.7), e la loro soluzione porta agli
spostamenti:

_ EA,HaATuzs (—3L% + 23)

AB —
uz” (@) = A(3EIH + EA,L®)

W5 (z5) = EA,HoAT (2L3 — 3La3 + x3)

2 4(3EIH + EA,L?) (17,24
ug® (x3) = —ug'”® (x3) '
uy" (23) = —uy < (w3)
uBE (1) = _ EA,LPaAT (H —2x3)

3 6FEIH +2EA,L3
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17.2. IL CASO DELLA VARIAZIONE TERMICA UNIFORME

mentre le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva :

3EA,EIHaATx
m*P (rs) = CprH 1 2EAPL§
BC () — SEAPETHAAT (L — 3)
GEIH + 2EA, L
mPE (13) = —mAP (23) (17.25)
BF (23) = —=m"C (a3)

3EA,EIHaAT

O e Vo EA,L?

Portando ad infinito la rigidezza assiale E'A, si ottengono le deformate per
pendolo rigido:

B HaATzxs (73L2 + x%)

UQB (z3) = 413
BC B HaAT (2L3 - 3Lx§ + xg)
DE AB (17.26)
uy ” (r3) = —uy " (r3)
uy’ (w3) = —ug (3)
ul¥ (z3) = —=aAT (H — 2z3)

La deformata si presenta come in Figura 17.6, mentre i momenti sono ripor-
tati in Figura 17.7.

La scrittura diretta dell’equazione di congruenza

La struttura ¢ una volta iperstatica, ed una opportuna struttura isostatica equi-
valente (S.I.E.) si ottiene rimuovendo il pendolo centrale, e sostituendolo con lo
sforzo normale incognito X, come illustrato in Figura 17.8. Il pendolo, soggetto
alla variazione termica uniforme AT, subisce una variazione di lunghezza pari
ad aATH.

Se il pendolo puo considerarsi inestensibile, la variazione di spostamento
verticale tra i punti £ e B deve essere pari a questa quantita:

ossia:
usg — Uog = aATH (17.28)
ed ancora: . .
2L 2L
X( ) +X( ) =aATH (17.29)

48ET A8ET

da cui subito si ottiene lo sforzo normale nel pendolo:
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CAPITOLO 17. DOPPIA TRAVE CON PENDOLO DI COLLEGAMENTO

——
——
—

Figura 17.6: La deformata per la doppia trave appoggiata con pendolo di
collegamento

BELH
F 2 LZ

41 D E
NSNNNANN El El
H
4 A C
\\\W%
L ' L '
1 1

-

Figura 17.7: 1 momenti sulla doppia trave appoggiata con pendolo di
collegamento
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17.2. IL CASO DELLA VARIAZIONE TERMICA UNIFORME

T X
D E F
—— O
NNNNNN l “ s)
X
H 0P faT
T X
1 A C 0]
NANNNANN B E] E] l
X
d L d L l
T T T

Figura 17.8: 1l sistema isostatico equivalente per il calcolo dello sforzo normale
nel pendolo

H
X = 3EIO¢ATF (17.30)
Se invece il pendolo ha rigidezza assiale finita F'A,, bisognera scrivere:
H
AUQE‘B = _XEAp —aATH (1731)

Il segno meno si giustifica in quanto Ausgp € positivo se i punti £ ed B
si avvicinano, mentre lo sforzo normale positivo provoca un allontanamento
tra i due punti £ e B intesi come punti estremi del pendolo, cosi come una
variazione termica positiva provoca un allungamento del pendolo, e quindi un
allontanamento tra i due estremi B ed E. Sara quindi:

(2L)3 (2L)* H
X48EI+X48EI_ XEAp aATH (17.32)
da cui lo sforzo normale:
3IHA,

Conosciuto lo sforzo normale nel pendolo, il tracciamento del diagramma del
momento si riduce all’esame di due travi appoggiate soggette rispettivamento
al carico ¢ ed alla forza X in mezzeria (per il tratto superiore) ed alla forza X
in mezzeria (per il tratto inferiore). Si ha quindi, sul tratto superiore:

H
mPP (23) = X2 = _3BIaAT 22
o Uy (17.34)
EF . .
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CAPITOLO 17. DOPPIA TRAVE CON PENDOLO DI COLLEGAMENTO

mentre sul tratto inferiore:

: H
mAB (13) = —X 22 = 3E[aAT - 22

o X L3 2 . (17.35)
mPBC (z3) = —% (L —x3) = SEIaAT 7 (L - x3)

ritrovando i valori ottenuti col metodo della linea elastica.

17.3 Un secondo esempio di doppia trave

Si vuole studiare ora la struttura in Figura 17.9, ripresa da E.Viola, Fsercitazioni
di Scienza delle Costruzioni, Vol.II, al fine di determinare la deformata e le
caratteristiche della sollecitazione interna.

La struttura e costituita da una mensola di luce L, caricata da un carico
distribuito di intensita ¢, collegata nell’estremo libero, tramite un pendolo di
lunghezza H, ad una trave doppiamente appoggiata, anch’essa di luce L. Tl
carrello in F ¢ soggetto al cedimento anelastico vy, il pendolo ha rigidezza
assiale EA,, mentre la restante struttura ¢ assialmente rigida.

EEEEEEERERRRE R D qi
gA B

H
C D E
<IN S 5 :t Vo
N L/2 N L/2 N L/2 1
t t t t

Figura 17.9: Una mensola collegata con un pendolo ad una trave appoggiata

Segue da queste ipotesi che le linee elastiche assiali delle travi sono identica-
mente nulle, cosl come identicamente nulli sono gli spostamenti trasversali del
pendolo. Potra quindi porsi::

UéqB (z3) = ao + a1xs + agI% + agxg + QQZEI

ugD (z3) = co + 123 + 273 + €325 (17.36)
up® (z3) = eg + e123 + 273 + €323

uz ” (x3) = mo +mqzs
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17.3. UN SECONDO ESEMPIO DI DOPPIA TRAVE

Le condizioni ai limiti da imporre saranno banali nell’incastro e nell’appog-
gio:

ufP(0) =0
¢*P(0)=0
WEP(0) 0 (17.37)
mCP(0) =0

Nel carrello in E, bisognera imporre che lo spostamento sia pari al cedimento
anelastico, e che il momento sia nullo:

(17.38)

Nel nodo in B si ha la condizione di congruenza tra lo spostamento trasver-
sale della trave e lo spostamento assiale del pendolo:

ufP (L) = uZP(0) (17.39)
e le condizioni di equilibrio:
tAB(L) —nPP(0) =0
17.40
m*P(L) =0 .

Nel nodo D, infine, va rispettata la congruenza di spostamenti e rotazioni
tra i due tratti orizzontali:

N (17.41)

P (2) =677 (0)

nonche la condizione di congruenza tra lo spostamento trasversale della trave e
lo spostamento assiale del pendolo:

L
u§'? <) = uSP(H) (17.42)
Infine, I'equilibrio impone:

—9P (g) +tPE(0) —nPP(H) =0
(17.43)

_nCD (g) +mPE(0) = 0
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CAPITOLO 17. DOPPIA TRAVE CON PENDOLO DI COLLEGAMENTO

La soluzione di queste quattordici equazioni ¢ agevole, e porta alle linee
elastiche:

WP () = (48EIHL?q+5EA,L°q + 48EA,ElLv) z]
2 192E1%H + 68EA,EIL?
(48EIHLq+ 11EA,L*q + 24EA,ETve) 23 qa
288EI2H + 102EA,EIL3 24ET
WGP () = 20 4 3EA,L? (L'q — AEIv)) .
2 L ' 8FEI(48FEIH + 17EA,L3)
(EAL*q — AEA,Elv) z}
96FEI2H + 34EA,EIL3
EAL7q+ 64FI (3EIH + EA,L?) v,

DE —
w2 ©8) = T (4SETH 1 1TEA, L)
vory 3EALL (—L*q+4EIv) a3 (EA,L*q—4AEA,Elv) z}
L ' 4EI(48EIH +17EA,L?) 96EI2H + 34EA,EIL?
uBD (23) ASEIHL*q + EA,L7q+ 64EA,EIL*v, 6 (—L%q+4ETvo) z3
3 384E12H + 136 EA,EIL3 48FEITH + 17TEA,L3
(17.44)

mentre le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva:

AB (L — z3) 4
- A8EA,EI ASETHL + 5EA,L*—
m @) = e ETH + 34EA,L* (48EA ETvo + ( ok
(48EIH + 1TEA,L?) x3))
3EA, (¢L* — AEI
mCP (z3) = P (q ”Uo) T3
48ETH + 17EA, L3
DE( - 3EA, (qL4 — 4EI’U0) (L — 2x3)
e = 96ETH + 34EA, L3
6EA, (qL* — AEI
nBD (23) = — v (g V)

A8ETH + 17TEA,L?
(17.45)

Portando ad infinito la rigidezza assiale E'A, si ottengono le deformate per
pendolo rigido:

a3 (96EIvg (3L — w3) + qL® (30L2 — 44Laxs + 1723))

AB _
up” (v3) = A08ETL?

oD T3 (qL4 (3L2 — 4x§) + 4FE vy (31L2 + 4.2%))
ug (ws) = 136E1L3

DE _ 8EIv (8L3 + 17L%x3 + 3La3 — 223) + qL* (L — 6La3 + 4a3)
ug ” (ws) = 136 E1L>

(17.46)

Esercizi di Scienza delle Costruzioni 215



17.3. UN SECONDO ESEMPIO DI DOPPIA TRAVE

qL* 4 64 ETvg
u” (@) = —gep7

mentre le caratteristiche coincidono con quelle dedotte attraverso la scrittura
diretta dell’equazione di congruenza, come descritto in seguito:

(48ETIvg + qL? (5L — 17x3)) (L — x3)

AB _
m (1'3) - 34L3
CD (23) = 3 (qL4 — 4EI1}0) T3
1713 (17.47)
DE 3 (¢L* — 4EIvg) (L — 2x3)
m- (x3) =
34L3
6gL  24FETvg
BD _ gL
e TN TO%
L4
Lo sforzo normale nel pendolo, quindi, ¢ di compressione se 1E] > v,

altrimenti € di trazione. La deformata si presenta come in Figura 17.10

EEEEERERERRRERD qI
4A

2 B
Q)
a )
H
4 C @D E
\\\\\Q :t Vo
<~~~
L/2 L/2 L/2 i
t

—
—
——

Figura 17.10: La deformata della trave doppia

Lo spostamento del pendolo sara fornito, per pendolo inestensibile, da:

qL* 8
S 17.4
13681 T 17" (17.48)

Il diagramma del momento e riportato in Figura 17.11. Il punto di nullo del
momento lungo la mensola ¢ situato all’ascissa:

5 48ET
x5 =—L

o 17.49
17 T 17 (17.49)
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CAPITOLO 17. DOPPIA TRAVE CON PENDOLO DI COLLEGAMENTO

mentre 1 due valori piu significativi sono :

_5qL2 - 24F Tvg

My =

34 1712
_ 3¢gL?> 6EIv
Mp = =1~ T72

Lyyvvyvvvvrvvvy| qI

-
-
~
N

-
—
~
N

-
—
~
N

Figura 17.11: Il momento sulla trave doppia

(17.50)

17.4 La scrittura diretta dell’equazione di con-

gruenza

La struttura ¢ una volta iperstatica, ed una opportuna struttura isostatica equi-
valente (S.I.E.) si ottiene rimuovendo il pendolo centrale, e sostituendolo con lo

sforzo normale incognito X, come illustrato in Figura 17.12

Se il pendolo puo considerarsi inestensibile, I’equazione di congruenza de-
ve esprimere 1'uguaglianza degli spostamenti verticali dell’estremo libero della

mensola, e della mezzeria della trave inferiore:

AU.QBD =0
ossia :
3 qL* L’ v
X—+t-—"r-=-X—-+ —
SEI + S8EI1 48FE1 + 2
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HHHHHHHHC}I | X
4A B

| lx ?

—— O
SSCSXX I Vo

L/2

L/2 L/2

-
——
-
——

Figura 17.12: II S.I.E. per il calcolo dello sforzo normale nel pendolo

da cui subito si ottiene lo sforzo normale nel pendolo:

(17.53)

_AUBI( gL'\ 6qL | 24EIv
T3 \Tapr 7)) T T T IvLe

Se invece il pendolo ha rigidezza assiale finita E'A,, bisognera scrivere:

H

Augpp = _XEAp

(17.54)

Il segno meno si giustifica in quanto Ausgp € positivo se i punti B e D si
avvicinano, mentre lo sforzo normale positivo provoca un allontanamento tra i
due punti B e D intesi come punti estremi del pendolo. Sara quindi:

L3 qL* L3 N H
=-X —+X 17.
3EI + 8EI 48FE1 + 2 + EA, (17.55)
da cui lo sforzo normale (17.45):
6EA, (qL* — 4ET
X = (4 %) (17.56)

 48ETH + 17EA, L3

Conosciuto lo sforzo normale nel pendolo, il tracciamento del diagramma del
momento si riduce all’esame di una mensola soggetta ad un carico uniformemen-
te distribuito ¢ ed alla forza X nell’estremo libero, e ad una trave appoggiata
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CAPITOLO 17. DOPPIA TRAVE CON PENDOLO DI COLLEGAMENTO

soggetta alla forza X in mezzeria. Si ha quindi:

AB L2 T3
m (xg):—q——&—qxg(l/—?)—X(L—mg):

2
(48ETvg + L3q (5L — 17x3)) (L — x3)
a 34L3
cD X 3 (L4q - 4EI’[)0) T3 (1757)
me (we) = —5 s = 17L3
X (L 3 (L*q — 4E1Ivg) (L — 2x3)
m7 (s) = =5 (2 - x?’) = 34L3)

confermando quanto ottenuto con il metodo della linea elastica.
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Capitolo 18

Travi triple collegate con
pendoli

Si consideri ora I’assemblaggio di tre mensole, collegate da due pendoli inesten-
sibili, come illustrato in Figura 18.1. La mensola superiore ¢ soggetta ad una
distribuzione di carico uniforme di intensita ¢. Si vuol conoscere il momen-
to lungo le tre mensole, gli sforzi normali nei due pendoli, e la deformata del
sistema.

qinHHHHHHHHHI

A T
L/2
] )
ac D\) 1T
L
4 Lo

—
——
——

Figura 18.1: Un insieme di tre mensole collegate da pendoli

La struttura ¢ costituita da tre tratti e due pendoli di collegamento. Le linee
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elastiche dei tre tratti AB, C'D ed EG sono facilmente scrivibili come:

4
x
uyB (v3) = ag + 173 + azx3 + azad + q241391

ugD (x3) = by + bixs + bax3 + b3 (18.1)

EG 2 3
uy " (x3) = co + 13 + cax5 + ey

Si assumera poi, come usuale, di poter trascurare la deformabilita assiale
dei tre tratti, per cui le relative linee elastiche assiali si annulleranno. In questa
stessa ipotesi, gli spostamenti trasversali dei due pendoli saranno anch’essi nulli.
Infine, poiche i pendoli sono inestensibili, essi subiranno lo stesso spostamento
assiale, costante, e potra quindi scriversi:

uf? (x3) =6
oD (18.2)
ug” (z3) =90

Le condizioni ai limiti da imporre saranno banali:
— nei tre incastri, in A, C' ed E si annullano gli spostamenti e le rotazioni:

(18.3)

¢P9(0) =0

— nelle cerniere in B e D la congruenza impone che lo spostamento tra-
sversale del tratto verticale sia uguale e contrario allo spostamento assiale del
pendolo D B, mentre la presenza della cerniera impone che il momento sul tratto
orizzontale sia nullo:

(18.4)

mP(2L) =0

— nella cerniera in G la congruenza impone che lo spostamento trasversale
del tratto verticale sia uguale e contrario allo spostamento assiale del pendolo

GD, mentre il vincolo impone che il momento sul tratto orizzontale sia nullo:
EG
uy " (L) = =9
. G( ) (18.5)
m~“(L) =0

Si hanno quindi dodici equazioni, cui va aggiunta ’equazione di piano, che
impone ’equilibrio del tratto verticale:

—t4B(3L) —t°P(2L) —tFC(L) =0 (18.6)
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CAPITOLO 18. TRAVI TRIPLE COLLEGATE CON PENDOLI

Risolte queste equazioni, e quindi dedotti gli spostamenti trasversali delle tre
aste orizzontali, nonche ’abbassamento § dei due pendoli, si possono dedurre
momenti e tagli. Infine, gli sforzi normali nei pendoli si calcolano dalle equazioni

di equilibrio non utilizzate in precedenza:

—t4B(3L) + nPB (5) =0

—tE¢ (L) —nP(0) =0
Gli spostamenti delle tre aste sono forniti da:

g3 (7425L% — 3837 Las + 50242)

AB _
() = 120481
81qL (6L — x3) 22
uy” (a3) = A016ET °
81qL (3L — x3) 23
uy’® (z3) = SET

mentre 'abbassamento ¢ dei due pendoli & fornito da:

_ 81qL*
© 951ET

La relativa deformata e presentata in Figura 18.2.

qinHHHHHHHHHI

O
aA B
D

D)

35\3

| |
i T

—

L
Figura 18.2: La deformata della struttura in Figura 18.1
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I momenti si ottengono per doppia derivazione:

q (2475L2 — 3837Lax3 + 1004x3)

m*? (@3) = 2008
243¢L (2L —

7”CD(x3)::_“‘gT§iﬁf“§2 (18.10)
243

mPY (x3) = —ﬁqL (L —x3)

e si presentano come in Figura 18.3.

quHHHHHHHHHI

L/2

AN
(N
9
|
I

Figura 18.3: I momenti sulla struttura in Figura 18.1

In corrispondenza dei tre incastri si hanno i valori:

2475
= "qI?
A= 5008 ¢
23,
_ 23 18.11
mp 1004qL ( )
243
mo =~ 5e 4k
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CAPITOLO 18. TRAVI TRIPLE COLLEGATE CON PENDOLI

Infine, gli sforzi normali nei due pendoli si ottengono a partire dalle (18.7):

2187
nPP (z3) = ~ 20081
(18.12)
b 243
) = o

La scrittura diretta delle equazioni di congruenza

Si eliminino i due pendoli, sostituendoli con gli sforzi assiali incogniti X7 ed Xo,
giungendo quindi al sistema isostatico equivalente di Figura 18.4. Su di esso
si scrivano le equazioni di congruenza, imponendo che gli spostamenti verticali
del punto B e del punto D siano uguali, cosi come uguali dovranno essere gli
spostamenti verticali del punto D e del punto G:

quHHHHHHHHHH
]
A

AL
[0)]
—_—
>
)

—
B
B
——

Figura 18.4: Un sistema isostatico equivalente alla struttura in Figura 18.1

B D
UQ - U;z
18.13
Wb = (18:43)
ossia, esplicitando i contributi sugli schemi a mensola:
(3L)*  (3L)" (2L)* (2L)°
X — =-X X
"3EI TU8ET "3BT T 3ED (18.14)
x (2L)3 X (2L)3 _ _x L3
YS8EI " P3EI T TP3EI
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con soluzione:

2187

20087
243

“o51!

coincidente con le (18.12). Da essi ¢ immediato risalire ai momenti negli incastri.

b (18.15)

0 =

18.1 La presenza di variazioni termiche flessio-
nali

Si immagini ora che le tre travi siano soggette ad una variazione termica fles-

sionale y = ————, come riportato in Figura 18.5.

h
e

] Z o -4

A Z B]

_‘A_W_ L/2

] 7 S 4L

g]c Z D
L

1

] r & 1

G Z G

L L L

Figura 18.5: Tre mensole collegate da pendoli e soggette a variazione termica

Le linee elastiche dei tre tratti AB, C'D ed EG saranno ora polinomi cubici,
le condizioni ai limiti non cambieranno, ma i momenti lungo le aste soggette
alla distorsione saranno pari a:

d2uAB
mAB (x3) = —EI ( = ) + Elp
dXS
d2uCD
mCP (z3) = —FI ( 2 ) + Elu (18.16)
dxs
d2 EG
mEG (1'3) = —EI < UQQ ) —|— EI‘LL
dxs
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CAPITOLO 18. TRAVI TRIPLE COLLEGATE CON PENDOLI

Ne seguono gli spostamenti trasversali dei tre tratti:

23 (~119L + 69z3) AT

AB _ —
up (73) = 1004L “h
2
oD _ z3(23L +38x3) AT
ug - (73) = 502L O h
EG _ (937L — 145z3) x3 AT
uz -~ (ws) = 1004L “h

mentre I'innalzamento § dei due pendoli ¢ fornito da:

19812 AT
~To51 YTh

(18.17)

(18.18)

La relativa deformata & presentata in Figura 18.6. I momenti si ottengono

MANN
\

——

—
——
—

Figura 18.6: La deformata della struttura in Figura 18.5

in base alle (18.16):

207EI (3L —x3) AT

mA? (25) = 5021 T
114ET (2L — z3) AT
m? (23) = - 251L - T
A35EI(L — x3) AT
m” (z3) = 502L h

e si presentano come in Figura 18.7.
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18.1. LA PRESENZA DI VARIAZIONI TERMICHE FLESSIONALI

A B T
M‘ L/2

a C D\) T

L

] A L

Figura 18.7: I momenti flettenti sulla struttura in Figura 18.5

In corrispondenza dei tre incastri si hanno i valori:

_ 62LEI AT
MA= "800 7,
9228EI AT
_ AT 18.20
e 251 " h (18.20)
 435EI AT
Me="500

Infine, gli sforzi normali nei due pendoli si ottengono a partire dalle (18.7):

207EI AT
nPP (23) = oF LY hn
502 (18.21)
o 435E] AT
n"" (r3) = ——a—
502L h

La scrittura diretta delle equazioni di congruenza

Si eliminino i due pendoli, sostituendoli con gli sforzi assiali incogniti X; ed
X5, stabilendo quindi la struttura isostatica equivalente di Figura . Su di essa,
si scrivano le equazioni di congruenza, imponendo che gli spostamenti verticali
del punto B e del punto D siano uguali, cosi come uguali dovranno essere gli
spostamenti verticali del punto D e del punto G:

B D
UQ = U2
18.22
WD = oS (18.22)
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MANN
N
@

A Z X1
|AT|

] v ol %
jc Z

le

Figura 18.8: Un sistema isostatico equivalente alla struttura in Figura 18.5

ossia, esplicitando i contributi sugli schemi a mensola:

(BL? | p 0o (2L)* (2L poo
X P02 =-Xx X Zer
13EI+2( ) V3BT 23EI+2( ) (18.23)
(2L)* (20 g0 L o, '
X, 3BT + X5 3ET + 2(2L) = X23E]+ 2L
con soluzione:
207TET
1= —— o

502L

o _A33EL (18.24)
27 5020

coincidenti con le (18.21). Da essi ¢ immediato risalire ai momenti negli incastri.
L’unico contributo nelle (18.23) che forse merita un approfondimento ¢ quello
delle variazioni termiche, da calcolare sullo schema a mensola. Utilizzando le
analogie di Mohr, si ha un carico fittizio pari alla distorsione, e quindi il momento
fittizio sullo schema ausiliario libero-incastrato ¢ fornito da pL?/2.
Se si vuol considerare la deformabilita assiale dei pendoli, le equazioni di
congruenza si dovranno modificare in:

L
U — U D
o 284 (18.25)
E |
uy —ug = —Xopy
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ottenendo:

9EAEIL (5EI +23EAL?) pu
" 9EI? + 23TEAEIL? + 502E A2 LA
BEAEIL (9EI + 290EAL?) i
 2(9EI? + 23TEAEIL? 4+ 502EA2L*)

X, =
(18.26)

Xy =

Il segno meno a secondo membro ¢ dovuto al fatto che lo spostamento re-
lativo tra i punti B e D risulta positivo se corrisponde ad un accorciamento
del pendolo (ujzEe > ud ) mentre gli sforzi normali nei pendoli sono di trazione, e
quindi allungano il pendolo.

18.2 La presenza delle variazioni termiche assia-
li nei pendoli

Si immagini infine che i pendoli siano soggetti ad una variazione termica uni-
forme A = —aAT, come riportato in Figura 18.9.

% A 57 T

00 Far |2

._
—
——
—

Figura 18.9: Tre mensole collegate da pendoli soggetti a variazione termica

In ipotesi di indeformabilita assiale dei pendoli si avra:

uf® (x3) = —Axs + do (18.27)
ugD (x3) = —Ax3 +eq .

in quanto la deformazione assiale nei pendoli é limitata alla parte non elastica,
e quindi e33 = —A\.
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Le condizioni ai limiti da imporre saranno ora leggermente modificate; ed
infatti le condizioni nei tre incastri restano valide, mentre in B bisognera scri-
vere:

L
w3760 = ~up” (5)

mAB(30) =0

(18.28)

— nella cerniera in C' la congruenza impone che lo spostamento trasversale
del tratto verticale sia uguale e contrario allo spostamento assiale del pendolo
DB, e che gli spostamenti assiali dei due pendoli siano uguali, mentre il vincolo
impone che il momento sul tratto orizzontale sia nullo:

CcD DB
uy ”(2L) = —uz "~ (0)

uPB(0) = u§P (L) (18.29)
mP(20) =0

— nella cerniera in GG la congruenza impone che lo spostamento trasversale

del tratto verticale sia uguale e contrario allo spostamento assiale del pendolo
GD, il vincolo impone che il momento sul tratto orizzontale sia nullo:

(18.30)

Si hanno quindi tredici equazioni, cui va aggiunta la solita equazione di
piano, che impone 'equilibrio del tratto verticale:

—t4B(3L) —t°P(2L) —tFC(L) = 0 (18.31)

Gli spostamenti delle tre aste sono forniti da:

25 (9L — x3) 22
wp? (@s) = ——goape oAT
L — 2
uSP (35) = _%Tz;)%aﬂ (18.32)
39 (3L — x3) 23
ubC (r3) = —502L23 3aAT

mentre gli spostamenti assiali dei due pendoli si calcolano come:

212L
ulB (13) = — | === + 23 ) AT
201 (18.33)

39L
u§? (x3) = (251 - x3> aAT

La relativa deformata ¢ presentata in Figura 18.10,
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; I
aA B\)
D
L/2
4 / 1
ac D\)
L
G ——
E
L L L

Figura 18.10: La deformata della struttura in Figura 18.9

I momenti si ottengono tramite doppia derivazione:

_ 75EI (3L — x3)

AB
m-e (x3) I aAT
159E1 (2L —
mCP (z3) = 50(2L2 %) AT (18.34)
17ET (L -«
P (an) =~ AT

e si presentano come in Figura .
In corrispondenza dei tre incastri si hanno i valori:

 225EI
A= B2z @
159E1
_ DI 18.35
mp = g5z AT (18:35)
117EI
= AT
Mo = o512

Infine, gli sforzi normali nei due pendoli si ottengono a partire dalle (18.7):

EI
nDB (Ig) — _Lza
502L (18.36)
o 117ET
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AN
O
|
I

L/2

Figura 18.11: I momenti flettenti sulla struttura in Figura 18.9

Il caso dei pendoli estensibili

In ipotesi di deformabilita assiale dei pendoli si avranno le linee elastiche assiali:

’U,SDB (1‘3) =dp+ dix3
oD (18.37)
ug " (z3) =eg + €123
e gli sforzi normali si potranno ottenere tramite la formula generale:
dulB
nPB (z3) = FA ( ] ) + EAX
dX3
(18.38)

Occorrera ora scrivere sedici equazioni di equilibrio e congruenza:

— nei tre incastri, in A, C ed F si annullano gli spostamenti trasversali e le
rotazioni, ripetendo le condizioni (18.3).

— nella cerniera in B la congruenza impone che lo spostamento trasversale
del tratto verticale sia uguale e contrario allo spostamento assiale del pendolo
DB, il vincolo impone che il momento sul tratto orizzontale sia nullo, e I’equi-
librio alla traslazione verticale rende uguali il taglio sul tratto orizzontale e lo
sforzo normale nel pendolo:
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@60 = -f” (3)
mAP(3L) =0 (18.39)
L
—tAB(3L) + nPB <2> =0

— nella cerniera tripla in C' la congruenza impone che lo spostamento tra-
sversale del tratto verticale sia uguale e contrario allo spostamento assiale del
pendolo DB, e che gli spostamenti assiali dei due pendoli siano uguali. Il vincolo
impone che il momento sul tratto orizzontale sia nullo, e ’equilibrio alla trasla-
zione verticale rende uguali il taglio sul tratto orizzontale e lo sforzo normale
nel pendolo:

(18.40)

DB ) + nP(L) =0
— nella cerniera in G la congruenza impone che lo spostamento trasversale
del tratto verticale sia uguale e contrario allo spostamento assiale del pendolo
GD, il vincolo impone che il momento sul tratto orizzontale sia nullo, e 'e-
quilibrio alla traslazione verticale rende il taglio sul tratto orizzontale uguale e
contrario allo sforzo normale nel pendolo:
EG GD
uy (L) = —ug™” (0)
mPC(L) =0 (18.41)
—tE9(L) —n%P(0) =0
Si giunge cosi ad un sistema di sedici equazioni, che permette la deduzione

delle costanti di integrazione. Ne seguono gli spostamenti trasversali dei tre
tratti:

WP () = A (31 +25AL%) A (9L — 3) 23
2 2(912 + 23TAIL2 4 502A2L4)
53A2L2\ (6L — x3) 23

¢b = 18.42
2" (#3) = 5o T 937 AILZ + 502A2L7) (1842)
WEC (1) = 3A(I+26AL%) X (3L — x3) 23
2 2 (912 4 237TAIL2 + 502A2L4)
e gli spostamenti assiali dei due pendoli:
WD () = 2AL%\ (212AL° + (811 + 251AL?) a3)
3 92 + 237TAIL? + 502A2 L4 (18.43)
WGP (3) = AL?X (3L (I +26AL?) — (31 4+ 502AL?) x3)

912 4 237TAIL? 4+ 502A2L4
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CAPITOLO 18. TRAVI TRIPLE COLLEGATE CON PENDOLI

I momenti sono forniti da:

3EAI (31 + 25AL%) A (3L — x3)

AB _
M (¥s) =~ 03T ATL? ¢ 5024710
159EA2EIL2) (2L — a3)
¢D = _ 3 18.44
M) = G 937 AT + 5024214 (1844)
we ., 9EAI (I +26AL%) A(L — 3)
M) = g 03T ATL + 5024710
Infine, gli sforzi assiali nei pendoli sono forniti dalle (18.38):
DB (4 3EAI (31 +25AL%) A
)T O 93T AIL? 1 50242 LA (18.45)
9EAI (I +26AL%) \ '
TLGD (xg) _ ( + )

912 4+ 237AIL? + 502424

La scrittura diretta delle equazioni di congruenza

Si eliminino i due pendoli, sostituendoli con gli sforzi assiali incogniti X7 ed
X, e si scrivano le equazioni di congruenza, imponendo ora che lo spostamento
verticale relativo tra i punti B e D sia pari all’allungamento del pendolo dovuto
alla distorsione assiale A:

L
B D
—ub ==
Y2 T =AY (18.46)
ud —u§ = AL

ossia, esplicitando i contributi sugli schemi a mensola:

(3L)3 (2L)3 (2L)3 L
X X - X -\
Vspr T 3ED 2 3FT 2 (18.47)
-X (2L)° + X (2L)° + X L AL .
V3BT 23ET 3BT
con soluzione:
75ET\
X1 = 5012
. _ WTEI (18.48)
27 T951L2

coincidente con le (18.36). Da essi & immediato risalire ai momenti negli incastri.

Il segno positivo a secondo membro delle (18.46) ¢ dovuto al fatto che lo
spostamento relativo tra i punti B e D risulta positivo se corrisponde ad un
accorciamento del pendolo (uQB > u) ed anche la distorsione )\ rappresenta un
accorciamento percentuale.
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18.2. LA PRESENZA DELLE VARIAZIONI TERMICHE ASSIALI NEI PENDOLI

Se si vuol considerare la deformabilita assiale dei pendoli, le equazioni di
congruenza si dovranno modificare in:

(3L)3 (2L)3 (2L)* L L
X X -X —AD X,
3BT T M3ET 2 3FT 2 lorA (18.49)
(2L)3 (2L)3 L3 L '
X X. X — AL — Xo—
137 T Xe3Er TRegpr = ’FA

ottenendo le (18.45)
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Capitolo 19

Una mensola con sostegno

Si deduca il diagramma degli spostamenti e dei momenti per la struttura di
Figura 19.1. In particolare, si calcoli lo spostamento nell’estremo libero C.

ot
4 __—:c
B
+ gBo D
L
A el _F=aL

Figura 19.1: Una mensola verticale con sostegno
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Con le usuali convenzioni, si definiscono le quattro linee elastiche flessionali:

ufB (x3) = ap + a1zs + a2x§ + agxg
BC 2 3 x§ (19.1)
uy  (x3) = co + 123 + cox5 + c3zy + q24EI
UQBD (z3) = eo + e1x3 + eaxs + e3xh

UED (x3) = go + 1x3 + ngt% + gﬂ%

Assumando rigidezza assiale infinita, le linee elastiche assiali sono costanti:

U3 (Ltg) = bo
uf (z3) = do )
5D B (19.2)
uz” (z3) = fo
ug’? (x3) = ho

Tuttavia, la presenza dell’incastro in A implica u4Z(0) = 0, e quindi la linea
elastica assiale del tratto AB & identicamente nulla. Inoltre, poiche in B dovra
aversi u4B(L) = uf€(0) potra concludersi che anche la linea elastica assiale
del tratto BC e identicamente nulla. Infine, la presenza del carrello a piano di
scorrimento orizzontale in E implica che la linea elastica assiale del tratto ED
sara nulla. In definitiva, I'unica linea elastica assiale non banale & relativa al

tratto orizzontale BD, il telaio ¢ ad un nodo spostabile, e si potra scrivere:
uBP (x3) =6 (19.3)

Cio premesso, le condizioni ai limiti dovranno riguardare solo spostamen-
ti trasversali, rotazioni, momenti e tagli. In A, quindi si scriveranno le due
condizioni di congruenza:

u”(0) =0 19.4
¢*B(0) =0 (154

mentre la terza condizione sullo spostamento assiale ¢ gia stata utilizzata. Nel
nodo in B si hanno le condizioni di congruenza tra le due aste verticali:

uy P (L) = uy'“(0)
¢*5(L) = ¢"C(0)

la condizione di congruenza tra una delle due aste verticali ed il tratto orizzon-
tale:

(19.5)

upP (L) =6 (19.6)
e le condizioni di equilibrio:
—t4P(L) +t5°(0) =

0
—mAB(L) + mPC(0) =0 (19.7)
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CAPITOLO 19. UNA MENSOLA CON SOSTEGNO

La presenza della cerniera in B implica poi I’annullarsi del momento lungo
BD:
mBP(0) =0 (19.8)

In corrispondenza dell’ estremo libero in C' si annulleranno sia taglio che
momento:

L) =0 (19.9)
mBPC(L) =0
Nel nodo D si hanno le condizioni di congruenza:
uPP (L) =0
ubP(L) =6 (19.10)
¢"P(L) = ¢P"(L)
e la condizione di equilibrio:
—mPP(L) —=mPP(L) =0 (19.11)

In corrispondenza del carrello in E si potranno poi scrivere le due condizioni
di equilibrio:

m=0(0) =0 (19.12)
t*P(0) +qL =0
Infine, I'equazione di piano impone ’equilibrio del tratto superiore:
—t"B(L) —tFP(L) +qL =0 (19.13)

La soluzione di queste diciassette equazioni e agevole, e porta alle linee
elastiche:

qL (15L — 4x3) 23

AB _
(@) = 12E1
uBC (1) = q (22L* + 36 L3253 + 6L%a3 — 4La} + x3)
2 24E1
9 9 (19.14)
W BD (w5) = qLxs (L —ac3)
2\ 6EI
L (19L3 — 10L%x3 + 223
quD (373) _ q ( 3 3)
12E1
mentre le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva:
L
mAB (z3) = % (—5L + 4z3)
q
mP (3) = —5 (L —3) ? (19.15)
mBP (x3) = qLas
mPP (x3) = —qLas
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t4B (3) = 2¢L
tPC (23) = ¢ (L — x3)
BD (19.16)
t°" (x3) =qL
tED (.%‘3) = —qL
Lo spostamento assiale del traverso risulta pari a:
11 qL*
= —— 19.1
12 ET (19.17)

mentre gli sforzi normali si ottengono tramite considerazioni di equilibrio:

(19.18)

La deformata si presenta come in Figura 19.2, e da essa risulta evidente che
i due valori notevoli sono gli spostamenti orizzontali del carrello e dell’estremo
libero.

+—t
q
+ = C
——
—>
—
—
—
L P
—
—
1
—
—
L = B D
L
A E F:qL
1 L d
1

Figura 19.2: Una mensola verticale con sostegno
Lo spostamento orizzontale del carrello e pari a:
wp = ukP(0) = === (19.19)
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CAPITOLO 19. UNA MENSOLA CON SOSTEGNO

mentre I'estremo libero subisce uno spostamento orizzontale pari a:

_ 61l
T 24 EI

BC

we =uy (L) (19.20)

19.1 La linea elastica di Timoshenko

Con le usuali convenzioni, si definiscono le quattro funzioni ausiliarie:

AB 2 3
5= (x3) = ap + a1x3 + agws + asrs

4
L3

24E1 (19.21)

UQBC (r3) = co + cr1w3 + 62553 + c3x§ +q

15 P (x3) = e + €13 + €213 + esa

5 7 (x3) = go + 9143 + a3 + g}
per cui gli abbassamenti sono forniti da:

EI

1
i (19.22)

Uy =1 —

e le rotazioni, i momenti ed i tagli, da:
¢ =—1
m=— EIn" (19.23)
t I EITIIII
Cio premesso, I'imposizione delle condizioni ai limiti porta alle linee elastiche:

_ qLas (24E1 +15GA L — 4GA,x3)

AB
ur (@) 12E1GA,
BC q 2 4 3
= —————— (48FEIL" + 22GA,L* + 12 (2EIL AL
ub (x3) 24EIGAS<8 +22GA L +12( +3GAL?) w3+
(—12EI + 6GA,L?) 23 — 4GA Lz} + GA,x3)
8 ey = A (=)
200 6EI
ED (1) = qL (48EIL 4+ 19GA,L? — 2 (12E1 + 5GA,L?) x5 + 2GAx3)
o )= 12E1GA,
(19.24)
mentre le caratteristiche non dipendono dalle deformazioni da taglio.
Lo spostamento assiale del traverso risulta pari a:
11 qL* qL?
d=—"—"42 19.2
12 ET GA, (19.25)
Lo spostamento orizzontale del carrello & pari a:
19 qL* L?
wp =ufP0) = =L 4 41 (19.26)

T 12 EI GA,
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19.2. IL PRINCIPIO DEI LAVORI VIRTUALI

mentre I'estremo libero subisce uno spostamento orizzontale pari a:

_ 61 qL* 5 qL?

=21 Bl T 2GA. (19.27)

we =uy (L)

19.2 1l principio dei lavori virtuali

La struttura e isostatica (sei possibili equazioni di equilibrio nelle sei incogni-
te statiche Rap, Rav, Mya, Tep, Np, REv) , € per il calcolo del richiesto
spostamento puo farsi ricorso al principio dei lavori virtuali.

Come usuale, si assume come insieme di spostamenti geometricamente am-
missibile quello calcolabile sullo schema (reale) di Figura 19.1, laddove I'insieme
di forze staticamente ammissibile sara quello (virtuale) di Figura 19.3.

Lo FL
L
T BO D
L
LA .
L !

Figura 19.3: 1l sistema S; virtuale delle forze

Il principio dei lavori virtuali assume ’aspetto:

Mds

dove si e trascurato il contributo di taglio e sforzo normale, M; & il momento
calcolato sullo schema 57, M ¢ il momento calcolato sullo schema di Figura 19.1.
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CAPITOLO 19. UNA MENSOLA CON SOSTEGNO

I momenti

Il momento M deve essere calcolato sullo schema degli spostamenti.

La presenza della cerniera in B permette di asserire che il momento sul
tratto BE & dovuto alla sola forza F' = ¢L, mentre sul tratto AC' il momento
¢ causato dal solo carico distribuito q. Ne segue immediatamente il diagramma
di Figura 19.4, con 'espressione analitica (19.15).

+—+
q
+ — C
1
1
_»
_»
_»
L >
_»
e +——+
> B
—— S— ). D
L
A F=qlL
ne 7777777777 E J’

-
-

5 qL?
2

—
—

Figura 19.4: Il diagramma del momento sullo schema reale

Il momento M; deve essere invece calcolato sullo schema delle forze, ossia
sullo schema di Figura 19.3, ¢ diverso da zero solo lungo la mensola AC, dove
varia linearmente tra 0, in sommita, e 2L alla base:

mfc (x3) =—L+2x3

(19.29)
mP (z3) = —2L + x5
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19.2. IL PRINCIPIO DEI LAVORI VIRTUALI

Lo spostamento

Il richiesto spostamento non dipende quindi dalla forza agente in F, ed e
calcolabile come

L L 2
1 (—5L + 4x3) / 1 (L—uz3)
— [ (2L ) O S i VI U B § R e DA
sc /0 (=2L+25) 54 ET B (=L +s) ga—p7 — dos
_ 61 qL4
T BT

(19.30)

L’influenza del taglio

Se le deformazioni da taglio non sono trascurabili, occorre modificare ’espres-
sione del lavoro interno, scrivendo:

Mds T ds
M T = 19.31
/S 1EI 1GA = usc (93)

Risulta immediato, tramite derivazione, scrivere le espressioni analitiche del
taglio:

tP% (x3) = q (L — 3)
tAB ([L‘g) = 2
tBD (1,3) _ q
19.32
tED (xd) _ ( )
7 (w3) =
1 (23) =
Lo spostamento addizionale dovuto al taglio & pertanto pari a :
Tds L oogL E(L = x3) 5 qL?
T = d —— 2 dxz == 19.
/ 'GA, /O G4, 5”3*/0 ca, ‘7204, (19.33)
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Capitolo 20

Un telaio a bandiera

Si vuole conoscere la deformata della struttura in Figura 20.1, insieme alle
caratteristiche della sollecitazione interna.

" G
L
+ C 9 E
D
L
] o
T B [ OF
L
A

Figura 20.1: Un telaio a bandiera con bipendolo
Si divide il telaio in sei tratti ed un pendolo, e per ciascuno di essi si definisce
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una linea elastica flessionale ed assiale, in funzione del modello strutturale che
si vuole adottare. Ipotizzando di poter utilizzare la teoria di Eulero—Bernoulli
per travi snelle, supponendo in un primo momento che le aste siano assial-
mente deformabili, le linee elastiche flessionali dei sei tratti saranno polinomi
cubici, mentre le linee elastiche assiali saranno lineari. Per il pendolo DG, inve-
ce, la linea elastica flessionale sara lineare, in quanto esso non sara soggetto a
momenti o tagli. Considerando infine che il tratto BH & soggetto ad un carico
uniformemente distribuito, la sua linea elastica vedra anche un termine quartico:

AB 2 3
uj” (x3) = ap + a1x3 + agxs + azxy

AB
us

BC 2
Us r3) = Co + c1x3 + C2x3 + €373
BC
Uz xIr3) = do + dll‘g
cD 2
Uy T3) = e+ e1x3 + €23 + e3xy

up? (23) = go + g123 + gax} + g3}
’LL:?E Tr3) = ho + h11‘3

2 3
T3) = mo + mir3 + moks + maxy

ug™ (x3) = po + p1as + pax3 + pazi +q
ud (23) = g0 + quws

ull® (x3) = ro + rias + roas + ryad
ud' (x3) = 50 + s173

uy (x3) = vo + V173

uy (x3) = wo + wys

T3

24FE71

(20.1)

Si ipotizza inoltre che il pendolo abbia rigidezza assiale EA,, diversa dalla

rigidezza assiale F'A dei sei tratti.

Si scriveranno le seguenti condizioni ai limiti:
— nell’appoggio in A, si annulleranno ambedue le componenti di spostamen-

to ed il momento flettente:

ufP(0) =0
ufP(0) =0
mAB(0) =0

ufB (L) = ub(0)
ufP (L) = uf(0)

¢*P(L) = ¢"¢(0)

(20.2)

— nel nodo in B si hanno le condizioni di congruenza tra i tratti AB e BC"

(20.3)
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CAPITOLO 20. UN TELAIO A BANDIERA

mentre le condizioni di congruenza tra l'asta AB e ’asta BH devono riguardare
solo lo spostamento orizzontale e le rotazioni. La presenza del bipendolo, infatti,
permette gli spostamenti verticali relativi:

(20.4)

Le condizioni di equilibrio alla traslazione orizzontale ed alla rotazione por-
tano a scrivere:

—t4B(L) +tBC(0) + nPH(0)

=0
—mAP (L) + mP°(0) + m”"(0) = 0 (209

mentre il taglio t?#(0) dovra essere nullo, per la presenza del bipendolo, e
quindi:
TLAB (L) _ TI,BC(O)

=0 20.6
tBH(0) =0 (206)

— nel nodo C, le condizioni di congruenza e di equilibrio dettano le sei
condizioni:

uy(L) = —ug”(0) (20.7)

—tP9(L) +n“P(0) =0
nPC(L) +t°P0)=0 (20.8)
—mBY(L) + m“P(0) =0
— il nodo D & una cerniera in cui convergono due tratti ed il pendolo. La

congruenza tra i due tratti orizzontali riguarda gli spostamenti orizzontali e
verticali:

uz P (L) = uy*(0)

20.9)
CcD DE (
ug (L) = uz " (0)
mentre sono permesse le rotazioni relative. Analogamente, la congruenza tra il
tratto C'D ed il pendolo DG si scrivera, considerando che il pendolo € inclinato
di quarantacinque gradi:

CD

S vz (20.10)
uCD(L)— u?)DG(O) +U2DG(0)

: vz R
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L’equilibrio del nodo alla traslazione orizzontale e verticale detta le due
equazioni:

DG
777,CD(L) + nDE(O) + n (0) =0
V2
pa () (20.11)
—tCP (L) + tPE(0) - 2 =
(L) (0) 7
Infine, i momenti sui tratti orizzontali devono annullarsi:
meo(L) =0 (20.12)
mPE(0) =0 '

— nel nodo E, le condizioni di congruenza e di equilibrio dettano le sei
condizioni:

uPP(L) = —uf¥(0) (20.13)

0
—nPE(L) —tFF(0) =0 (20.14)
0

— il nodo F' € una cerniera d’angolo, in cui possono scriversi le due condizioni
di congruenza:

uy " (L) = ug" (L)

(20.15)
u' (L) = —uz " (L)
le due condizioni di equilibrio alla traslazione:
—tHF (L) —nPF (L) =0
HEF B (20.16)
—n (L) +t*" (L) =0
e le due condizioni di vincolo:
m (L) =0 (20.17)
mEF(L) =0 '

—ilnodo H e stato introdotto solo perche il tratto orizzontale € parzialmente
caricato, ma in esso non vi sono discontinuita di sorta, e quindi si potranno
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CAPITOLO 20. UN TELAIO A BANDIERA

scrivere le sei condzioni:

uz (L) = uz'" (0)
uz (L) = ug'" (0)
¢PH (L) = ¢ (0)
tBH(L)+t1F(0) =0 (20.18)
—nBH(L)4+nF(0) =0
—mPH(L)+mPF(0) =0

— infine, il nodo G é fisso, e quindi sono nulle le due componenti di sposta-
mento:

(20.19)

Si ottengono le costanti di integrazione, da cui gli spostamenti assiali e tra-
sversali, e per derivazione le caratteristiche della sollecitazione interna. Per gli
spostamenti trasversali si avra:

L{10 4v2 5L? Lqx3
AB(mB):4< ) s+ qrs

EA T EA T EI 12ET

oy 4L (15 6v2 8L\ gL (5  2v2  3L?
(@) = =5 <EA T Ea, Y Er) T e \EATEL T ET)TT
L3qz3 - Lqz3
EI  12EI
3L%¢ 1 10  4v2 1312 3L%qx?  Lqux
C ) — - b TV o . 3 3
(e = o g (EA YA, T ED )T TUET T aET
DE _ql? (22 42 1517 6Lg  V2Lg 13L%g\
ur” (@) = 5 <EA+EAP T Er )"\ Ea T EA, T aEr )™
Lqgx3
6EI
L? (8V2AI +26A,I +15AA,L%) q
uBF (35) = — ( P pL?) n

4EAA,T
<6Lq V2Lq 11L3q> L?qx%  Lqx3
— 3 —

EA " EA, ' 4EI 2EI ' 6EI
(20.20)
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EA T EA, T EI

2 4 2
WBH (1) — 15L%q  149L% 1 5 2v2  3L? .
2EA ' 24EI 2
3L%qa} | quj
AEI ' 24EI
10 V2 7L 1 15 6v2 L?
HF 2
=L?| — — SL| = — | qas—
() <EA+EAP+ El>q+6 (EA+EAp T Er)
L%qz}  Lgx3
2EI  6EI
2
WP () = 1o 221/2 L12 15v2L .
4 EA ' EA, EI
L (6vV2AI 4 22A,1 + 15AA,L%) q3
AEAA,T
I momenti ed i tagli non sono invece influenzati dalla deformabilita assiale

delle aste:

mCP (z3) = —qu (L — x3) (20.21)
mPE (z3) = qLas

mPY (z3) = qL (L — x3)

mBH (x3) = % (3L% — 23)

mF (x3) = qL (L — x3)

Gli sforzi di taglio si ottengono derivando i momenti:

L
£ (25) = —t7C (g) = — L
3qL
cD _
tv" (z3) = N (20.22)
tPF (23) = —tFF (23) = tHF (23) = L
P (25) = —qus
Gli spostamenti assiali sono esprimibili come:
3qLxs
ug () =~
3L%¢ 3Lqxs
BC _ _

1 20 8/2 15L? Lqxs
CD — *L2 v
s (we) = L\ gat g, Y B ) 2ma

250 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 20. UN TELAIO A BANDIERA

1 22 8/2 1512
DE 2
:7L —_—
i (ws) =g (EA+EAP+ EI >q+
1 69 12v/2 4112
EF 2
:—L —_—
U (¥3) = (EA EA, VBT >q+

BH 15  6v2  8L*

1 9 6v2 82
ufF(xg)— L2<+ f+>q

_1 2
ui (@) = 5L <M+EAP+EI>q

(20.24)

(20.25)

“ 6 \EA EA, EI
L%q Lqx
DG _ - 3
con i conseguenti sforzi assiali, anch’essi non influenzati dalle deformabilita
assiali:
n (x5) = n"% (z5) = - ==
L
nCP (z3) = %
nPE (z3) = nPF (z3) = qL
nPH (25) = 0T (25) = —qL
DG qL
n x3) = ———
(z3) 7

Le aliquote di spostamento dovute alla rigidezza flessionale EI delle aste,
alla rigidezza assiale FA delle aste, ed alla rigidezza EA, del pendolo sono
chiaramente individuabili. Portando FA ad infinito si giunge al modello di
telaio assialmente rigido e pendolo estensibile, mentre portare anche EA, ad
infinito riproduce il caso di vincolo perfetto. In quest’ultimo caso si hanno gli

spostamenti trasversali:

uy B (z3) = %xg (15L% + z3)

uBC (z3) = % (16L% + 18L%z3 + 12La3 — x3)
uSP (z3) = %1‘3 (13L* + 3Lz3 — z3)

ul (z3) = % (45L% + 39L%z3 — 273)

ub (z3) = —% (45L° — 33L%x3 + 6Laj — 223)
uBH (2g) = —L_ (149L* 4 36325 — 181222 + 27)

24FE71
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L
ull (23) = % (42L° + L?z3 — 3La3 + )

15qL3
8 ) = g (V2 )

Gli spostamenti assiali in ipotesi di pendolo estensibile sono forniti da:

ug® (23) =0

uF (x3) =0

oD ~ 22qL* | 15¢L*
u (r3) =~ AET
P
DE _ 2v2qL*  15qL*
s (@) = =4 AET
P
2v2¢L?  41qL*
ug" (s) = =y 6EI (20-27)
4
BH o \/iqLQ 4qL4
g (w8) = —p7 3BT
P
HE ~ V2qL? | AqL?
us ' (73) = T 3BT
4
uPC (x3) = —qL (2L _ \/5:03)
3 2FA,

con le ovvie semplificazioni se il pendolo diviene rigido:

15 qL*
U3CD (z3) = UsDE (z3) = 1 EI
4 qL*
u?j?H (z3) = uglF (z3) = 3BT (20.28)
41 qL*
EF _ e

In ipotesi di rigidezze assiali infinite, la deformata si presenta come in Figura
20.2, mentre il diagramma del momento si presenta come in Figura 20.3. Come
visivamente chiaro, il tratto orizzontale BH ¢ slittato lungo il ritto della quantita:

_ gt

Avp = udt (x3 =0) = 51 BT (20.29)

Problema: Sostituire 'appoggio in A con un incastro. In questo caso, le
caratteristiche sono influenzate dalle rigidezze assiali dei tratti? e dalla rigidezza

assiale del pendolo?

252 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 20. UN TELAIO A BANDIERA

] o

Figura 20.2: La deformata del telaio a bandiera con bipendolo

G

-—-- E

Figura 20.3: I momenti sul telaio a bandiera con bipendolo
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20.1. LA DEDUZIONE DEL DIAGRAMMA DEI MOMENT]I

20.1 La deduzione del diagramma dei momenti

Il telaio & costituito dal tre tratti AD, DF e BF, collegati a suolo mediante un
appoggio ed un pendolo, e tra loro con una cerniera in D ed una cerniera in F'.
Inoltre, il tratto BF' ¢ collegato al tratto AD tramite un bipendolo ad asse di
scorrimento verticale. Si possono scrivere nove equazioni di equilibrio, mentre le
incognite statiche sono le due reazioni dell’appoggio in A, la reazione orizzontale
e la coppia reattiva del bipendolo, gli sforzi normali ed i tagli nelle due cerniere,
e lo sforzo normale nel pendolo DG. Sara pertanto 3t —s =9 -9 =0, e la
struttura e potenzialmente isostatica.

|TCD D T

* Neo  Npe |

Tbe

TEF

O o T

TBF

—
—

Figura 20.4: Lo schema per il calcolo delle equazioni di equilibrio

Per calcolare le reazioni, occorre considerare che la cerniera in D e anche
soggetta alla reazione Rpg del pendolo, e che la cerniera in F' & situata nel-
I’angolo. Conviene quindi introdurre gli sforzi normali Nop ed Npg in D,
rispettivamente sul primo e sul secondo tratto, gli sforzi di taglio Top e Tpg
in D, rispettivamente sul primo e sul secondo tratto, gli sforzi normali Ngr ed
Npp in F, rispettivamente sul tratto EF e BF, e gli sforzi di taglio Tgr e Tpr
in F, sugli stessi tratti. In tal modo le incognite salgono a tredici, e si potranno
scrivere le nove equazioni di equilibrio dei tre tratti, da leggersi sullo schema di
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CAPITOLO 20. UN TELAIO A BANDIERA

Figura 20.4:
Rap+ Np+Nep =0 (20.30)
Ray+Tecp =0 '
Mp + NgL 4+ 2RanwL+ RayL =0
Ngrp —Tpg =0
Ter+ Npp =0
—TprL — NprL =0 (20.31)
—Np+Nprp=0
Tpr+qL =0
3
—Mp + 5qL2 =0
avendo assunto i poli nei punti D, D ed F.
Le equazioni di equilibrio della cer-
niera in D possono leggersi dalla Fi- /
gura 20.5: Ro
2
Tep+ Tpp — Rpg —0 Tep Toe
2 N W
—NDCD—FNDE—FRDg:O ¢ >

(20.32)

mentre le equazioni di equilibrio della

U ; Figura 20.5: Lo schema per I’equilibrio
cerniera in F' sono banali:

della cerniera in D)
—Npp +Tgr =0

(20.33)
—TIgr — Ngr =0

La soluzione ¢ abbastanza agevole, e porta alle reazioni:

L
Rap = q2
3
RA'U = _iqL (2034)
qL
Rp=——+
PR
agli sforzi normali:
L
Ncp = %
Npg =qL
Np = —qL (20.35)
Nprp = —qL
Ngrp =qL
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20.1. LA DEDUZIONE DEL DIAGRAMMA DEI MOMENT]I

agli sforzi di taglio:

Tep = qu
Tpr =qL (20.36)
Tpr =qL
Tepr = —qL
ed al momento flettente: 5
Mg = §qL2 (20.37)

Tutti questi valori sono ovviamente coincidenti con quanto dedotto in preceden-
za, e permettono di dedurre il diagramma dei momenti di Figura 20.3.
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Capitolo 21

Maglia chiusa con
variazione termica

La maglia chiusa quadrata di Figura 21.1 & soggetta ad una variazione termica
uniforme AT lungo il tratto superiore. Si vuole conoscere la deformata e le
caratteristiche della sollecitazione interna.

AT

H
N
1

Figura 21.1: Una maglia chiusa con variazione termica

Il telaio non & soggetto a carichi distribuiti, e quindi le linee elastiche flessio-
nali saranno polinomi cubici, mentre le linee elastiche assiali verranno inizial-
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mente ipotizzate lineari, tenendo conto di una deformabilita assiale finita:

ufP (x3) = ap + arx3 + azzi + azr’
ufP (x3) = by + b3
uPC (x3) = co + 123 + cox + c3
ufc (x3) = do + dix3
cp 9 3 (21.1)
us © (z3) = eg + €173 + eaxs + e3xy
u§'? (z3) = fo + fizs
u'? (x3) = go + G143 + G213 + g3}
uf? (x3) = ho + hixs

Poiche I'asta superiore € soggetta alla variazione termica uniforme AT, per
essa lo sforzo normale si scrivera:

d
nEC () = EATS D) pao AT (21.2)
dX3
Si scriveranno sei condizioni ai limiti in ciascuno dei quattro nodi: — nel

nodo in A lo spostamento trasversale del tratto verticale AB (positivo se verso
destra) dovra essere uguale allo spostamento assiale del tratto orizzontale AD
(anch’esso positivo verso destra), mentre lo spostamento assiale del tratto ver-
ticale AB (positivo se verso ’alto) risultera uguale e contrario allo spostamento
trasversale del tratto orizzontale AD (positivo verso il basso). Le rotazioni do-
vranno essere uguali, mentre le tre condizioni di equilibrio possono leggersi dal
diagramma di Figura 21.2:

maB
uf P (0) = ug? (0) —
AB AD tas

uz” (0) = —uy~(0) map

¢7(0) = "7 (0)
4B (0) + nAP(0) = 0 l -
n4B(0) +t4P(0) =0 taD

m*%(0) + m*P(0) =0

(21.3) Figura 21.2: Le forze agenti sul nodo A

— nel nodo in B lo spostamento trasversale del tratto verticale AB (po-
sitivo se verso destra) dovra essere uguale allo spostamento assiale del tratto
orizzontale BC' (anch’esso positivo verso destra), mentre lo spostamento assiale
del tratto verticale AB (positivo se verso ’alto) risultera uguale e contrario allo
spostamento trasversale del tratto orizzontale BC' (positivo verso il basso). Le
rotazioni dovranno essere uguali, mentre le tre condizioni di equilibrio possono
leggersi dal secondo diagramma di Figura 21.3:
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CAPITOLO 21. MAGLIA CHIUSA CON VARIAZIONE TERMICA

ufB (L) = uf(0)
ufP (L) = ~uf€(0)
¢*5(L) = ¢7(0)
AB B (21.4)
"7 (L) +n"%(0) =0
n*B(L) +7°(0) = 0
—mAB(L) + mPC(0) =0
— nel nodo in C' lo spostamento
trasversale del tratto orizzontale BC tac
(positivo se verso il basso) dovra esse- S

re uguale allo spostamento assiale del
tratto verticale C'D (anch’esso posi-
tivo verso il basso), mentre lo sposta-

mento assiale del tratto orizzontale s
BC (positivo se verso destro) risul- -
tera uguale e contrario allo sposta- ,

AB

mento trasversale del tratto verticale
CD (positivo verso sinistra). Le rota-
zioni dovranno essere uguali, mentre
le tre condizioni di equilibrio possono
leggersi dal diagramma di Figura 21.4:

mpc

Figura 21.3: Le forze agenti sul nodo B

tpc
WE(L) = u§(0) h [
“3BC(L) = *UgD(O) mgc
$P9(L) = 7P (0) ~—
—tB(L) + n°P(0) =0 (21.5) mcp
—nBY (L) —t“P(0) =0 neo
—mPC (L) + m“P(0) =0

Figura 21.4: Le forze agenti sul nodo C

— infine, nel nodo in D lo sposta-
mento trasversale del tratto verticale
CD (positivo se verso sinistra) dovra essere uguale e contrario allo spostamento
assiale del tratto orizzontale AD (positivo se verso destra), mentre lo spostamen-
to assiale del tratto verticale C'D (positivo se verso il basso) risultera uguale allo
spostamento trasversale del tratto orizzontale AD (positivo verso il basso). Le
rotazioni dovranno essere uguali, mentre le tre condizioni di equilibrio possono
leggersi dal diagramma di Figura 21.5:
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ug P (L) = —u P (L)
uy?(L) = uz P (L)
¢“P(L) = ¢"P(L)
tP(L) —n*P(L) =0 (219
—n“P(L) —t*P(L) =0
mCP(L) = mAP(L) =0

Poiche la struttura non e esterna-
mente vincolata, essa risulta tre volte mco
labile, anche se in equilibrio per 1’as- ——
senza di carichi applicati, e quindi il
sistema di equazioni ha una matrice tap
dei coefficienti singolare. Il sistema  "AD [
puod comungque risolversi per la parti-
colare condizione di carico illustrata,
e la soluzione include anche i tre pos-
sibili moti rigidi di traslazione e rota- Figura 21.5: Le forze agenti sul nodo D)
zione, che andranno opportunamente
individuati ed eliminati. Si ottiene infatti:

3ALaATz3 n AaATz3
8(3I+ AL?) 121 +4AL?
L (121 + TAL?) aAT
8 (31 + AL?)
( 3AL?aAT >x3 3ALaATx3 EAaATx3
4 )

usB (z3) = ho + g13 —

u§'P (x3) = —ho — g1 (L — x3) —

GBIt AL?) ) " T 8@l 1 AL?)  1(31 1 AL?)
3ALaATz?
BC _ ,AD _ 3
uy” (z3) = uy (23) = go + g1a3 + m (21.7)
U§4B (z3) = =90
3AL2aAT
CcD
= [ 2z aas
uz ™ (x3) =go+ 1L+ 831 + AL?)
AL3aAT 31
BC
=h L— ———m 1—— | aAT
i (@s) =ho il = S ey < 6I+2AL2> antTs
3laATx
AD 3
= h ————————
us T () = ot o
Sono immediatamente evidenti i moti rigidi di traslazione orizzontale:
uz  (3) = go
uz? (23) = go
s (21.8)
ug” (23) = —go
ug® (x3) = g0
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CAPITOLO 21. MAGLIA CHIUSA CON VARIAZIONE TERMICA

e di traslazione verticale:

uy'? (z3) = ho
u§'? (z3) = —ho
- (21.9)
uz - (x3) = ho
uy? (23) = ho

e sara subito possibile porre hg = 0 e gg = 0. Il moto relativo alla costante
g1 € illustrato in Figura 21.6, ed ¢ interpretabile come una rotazione intorno al
punto A.

Figura 21.6: La deformata rigida dovuta a g1

Il valore della costante g; puo essere determinato sfruttando la simmetria
della struttura e del carico rispetto alla verticale in mezzeria. Si imporra quindi
che sia:

L
u® (:cg = 2) =0 (21.10)

e quindi subito:
—6IL — 3AL?
=—————aAT .
N =RLBI+ AL (21.11)

In definitiva, il quadro deformativo & definibile come:

aATxs (6] +3AL% +3ALx3 — 2Am§)

AB _
vz (23) = 8 (31 + AL?)
AT (6IL + 4AL? + (61 — 3AL?) x5 — 3ALx2 3
WS () = (6IL + + (61 — 3AL?) x5 — 3ALa3 + 2Ax3}) (21.12)
8(31 + AL?)
3aATzs (21 + AL? — ALz,
U’2BC (.133) = U?D (3?3) = - 8((3I + ALQ) )
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ug? (z3) =0
3IL

CcD
=————aAT
s @) = oA
W5 (23) = (31 +2AL%) (L — 23;3)@AT (21.13)
3 4 (31 + AL?)
3lx
AD 3
= ——aAT
U5 (#3) = oA
In tal modo:
Bog . (BI+2AL%) L
w0 = —Jarrary AT
(31 +24L%) L (21.14)
§O(L) = ~—————2—aAT
w () = ey @
Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva:
3EAI (L — 2x3)
AB _ _,.CD _ 3) WAT
m (ws) = —m= () 431+ AL2)
3EAIL
BC _ . AD _ AT
m (wa) = mT(ws) = = e e (21.15)
AP (x3) = n“P (x3) =0
3EAI
BC(.\_ _, AD . _ __ obAal
n=% (x3) n" (z3) 6T 2AL2 aAT

In ipotesi di inestensibilita assiale 'unica asta che subisce spostamenti assiali
e quella soggetta a variazione termica:

uf? (z3) = Y aAT

uSP (24) = (4L — ?,L%;L—2 3La3 + 2x3) WAT .
u (a5) = uf? (ay) = 2L T ap

ufC (x3) = —% (L —2z3) aAT

La deformata e riportata in Figura 21.7.

Si osservi che, in ipotesi di inestensibilita assiale, si poteva stabilire a priori
che le linee elastiche assiali dovessero essere identicamente nulle, a parte ’asta
superiore, soggetta a variazione termica. Per l'asta BC, invece, poteva porsi:

uPC (x3) = do + aATxz3 (21.17)

ed imponendo, per simmetria, che lo spostamento si annulli in mezzeria si ottiene

la costante dy:

do = —aAT% (21.18)
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—

Figura 21.7: La deformata della maglia chiusa

ritrovando 'ultima delle (21.16).

Le caratteristiche, in ipotesi di inestensibilita assiale, si semplificano in:

 3EI(L — 2x3)

mAP (23) = —mP (w3) = T@AT
mBY (z3) = mAP (x3) = —%QAT

nAB (13) = nCP (3) =

nPC (x3) = —nAP (23) = —%QAT

Figura 21.8: I momenti sulla maglia chiusa
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21.1. LA MAGLIA VINCOLATA

21.1 La maglia vincolata

La stessa maglia chiusa quadrata di Figura 21.1, soggetta ad una variazione
termica uniforme AT lungo il tratto superiore, si suppone ora vincolata con un
appoggio nel nodo A e con un carrello in D, come illustrato in Figura 21.9.

AT
.++.
1 I-I 1
1 U 1
T B C
L
1 A D
SIS &=
1 L 1

Figura 21.9: La maglia chiusa esternamente vincolata

In questi due nodi andranno quindi opportunamente modificate le condizioni
ai limiti:

— nel nodo in A lo spostamento trasversale e lo spostamento assiale si do-
vranno annullare, sia per ’asta orizzontale che per ’asta verticale. Le rotazioni
dovranno essere uguali, ed occorrera imporre I’equilibrio dei momenti:

(21.20)

— nel nodo in D si ha un carrello a piano di scorrimento orizzontale, sicche
lo spostamento assiale del tratto verticale C'D risultera nullo, cosi come lo spo-
stamento trasversale del tratto orizzontale AD. Inoltre, lo spostamento trasver-
sale del tratto verticale C'D (positivo se verso sinistra) dovra essere uguale e
contrario allo spostamento assiale del tratto orizzontale AD (positivo se verso
destra). Le rotazioni dovranno essere uguali, e bisognera imporre ’equilibrio
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alla traslazione orizzontale ed alla rotazione:

u§P(L) = —ufP(L)

u§P(L) =0

u (L) =0 (21.21)
¢“P (L) = ¢*P (L) .

Poiche ora la struttura ¢ esternamente vincolata, la soluzione di questo sistema
¢ immediato. Si ottiene infatti:

B (3L2 + 3Lxs — 2x§)

ufB (z3) = VE aAT
5 ) ) 5 (21.22)
e, (12IL—4AL? + 3ALx3 + 3ALa3 — 2Ax3) A
uy ~ (x3) = SAL2 aAT
—L
uB (v3) = us'P (x3) = —3953( i xg)ozAT
8L
uz? (w3) =
u§P (x3) =0
1 31
31z
AD _ 3
'LL3 (xg) = WQAT
e quindi gli spostamenti agli estremi dell’asta BC' sono forniti da:
L
uZ€(0) = —gozAT
(21.23)

L 31

Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva, e non dipendono
dalla deformabilita assiale:

3EI (L — 2x3)
AB cD
m-" (x3) m~" (z3) N @
3EI
BC — AD _
m-Y (x3) =m™7 (x3) = Al aAT (21.24)
nAB (1,3) _ TLCD (xS) —
3EIaAT
BC _ _AD — _
n”% (z3) = —n"" (z3) 572

In ipotesi di inestensibilita assiale si ritrovano gli stessi risultati ottenuti in
precedenza, per I'asta non vincolata.
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21.2. IL CASO DELLE FORZE LUNGO LA DIAGONALE

21.1.1 Verifica

Per uno studio della maglia con il principio dei lavori virtuali si veda L.Ascione,
Sulla Statica delle Travi e dei Sistemi di Travi Vol.Ill, pagg. 73-77.

21.2 1l caso delle forze lungo la diagonale
La maglia chiusa quadrata di Figura 21.10 & soggetta a due forze uguali e

contrarie agenti lungo una diagonale. Si vuole conoscere la deformata e le
caratteristiche della sollecitazione interna.

Figura 21.10: La maglia chiusa soggetta a due forze lungo la diagonale

Rispetto al caso precedente, quindi, occorre modificare le condizioni di equi-
librio nei nodi caricati, scrivendo:
tAB(0) + n2P(0) - F =0

—nAB0) +t*P(0)+ F =0 (21.25)

nel nodo in A, e:

—tP9(L) +n“P(0) - F =0
se o (21.26)
—n"“ (L) —t*“(0)+ F=0
. sl s ™ . T
nel nodo in C. Inoltre, per semplicita si & posto F = P cos(—) = Psm(z).
Poiche la struttura non e esternamente vincolata, la soluzione di queste
ventiquattro equazioni prevede anche i tre possibili moti rigidi di traslazione e
rotazione. Si impone allora che lo spostamento dei punti A e C' avvenga lungo
la diagonale AC, mentre gli spostamenti dei punti B e D avvengano lungo la
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diagonale BD, scrivendo le tre ulteriori equazioni:
0

uZ€(0) —uPC(0) =0 (21.27)
0

Si hanno quindi ora ventisette equazioni nelle ventiquattro costanti di inte-
grazione, e la loro soluzione porta alle linee elastiche:

FL (121 + AL*) FLa} Fa}

AB (. \ — ,,CD — 3 _ 2
uy” (w3) =ug (w3) ASEAT SEI  12EI
5 (z3) = FL(_12 + L) Fley | Fag
EA " EI 8EI ' 12E1

(21.28)

AD i -~
uz (rs) = e\ gat Er 8EI ' 12EI
FL (121 + AL?)  Fay
AREAI 2EA

_FL<12 L2>_FL:E§ Fa?

ug? (v3) = u§P (v3) = uf? (23) =

1 12 L? Fxs
1€C@9:4#“<‘EA+EU>+234

Si noti che la condizione sugli spostamenti del nodo D:
ufP (L) —ufP (L) = 0 (21.29)

risulta automaticamente soddisfatta.
Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva:

mAB (x3) = mcP (x3) = —g (L — 2x3)

(21.30)

23) = mAD (z3) = g (L — 225)

nAB (z3) = nP (23) = nPC (x3) = nP (x3) = g (21.31)

In ipotesi di inestensibilita assiale si hanno le espressioni leggermente semplifi-
cate:

F (L3 — 6La? + 423)

ug? (x3) = ug’® (23) = — 8E]
B (a) = ufP (o) = T SLes 4 403)
s (21.32)
ui? (23) = ug’® (x3) = ug'? (w3) = ~18F1
ug® (z3) = zf;g’l
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Figura 21.11: La deformata per la maglia chiusa soggetta a due forze lungo la

diagonale
a

Figura 21.12: T momenti per la maglia chiusa soggetta a due forze lungo la
diagonale
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La deformata e riportata in Figura 21.11. Lo spostamento dei vertici avviene
quindi lungo le diagonali, con ampiezza:
pPL3
S =
48E1

(21.33)

Le caratteristiche non sono influenzate dalla deformabilita assiale, ed il
momento flettente si presenta come in Figura 21.12
Nei vertici, quindi, il momento ha intensita:

_ PLV2
-8

M

(21.34)

Verifica

Si confronti O. Magini, FEsercizi di Scienza delle Costruzioni, Vol.II, dove il
problema ¢ affrontato, ai fini del solo calcolo dei momenti, con considerazioni di
simmetria
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Capitolo 22

Maglia chiusa con incastro
al piede

Si vuole conoscere la deformata della struttura in Figura 22.1, insieme alle
caratteristiche della sollecitazione interna.

1 L ! L | L \
T T T T
F
+ £ o G
L/2 F
-+ —»|D
L/2
4 cO OH
L
1 B I
L
L
A
+ 7777777777

Figura 22.1: Una maglia chiusa con un incastro al piede

Il telaio e costituito da una classica maglia chiusa vincolata al suolo da un
incastro, ed ¢ quindi isostatico sia internamente che esternamente.

Si divide la struttura in nove tratti, e per ciascuno di essi si ipotizza una
linea elastica flessionale ed assiale, in funzione del modello strutturale che si
vuole adottare. Se non si ipotizza alcun comportamento particolare, le linee
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elastiche flessionali saranno polinomi cubici, mentre le linee elastiche assiali
saranno lineari:

u’é‘B (z3) = ap +a1zs + azxg + a3x§

uftB (x3) = by + by

uBC (x3) = co + cra3 + cox? + c3

ug (w3) = do + dys

uSP (x3) = eo + e1x3 + epxs + e3xd

u§? (z3) = fo + fizs

uy® (x3) = go + 173 + 9223 + g3}

uPP (x3) = ho + hyzs

ufF (x3) =mg +mizs + mgxg + mgxg (22.1)
uf" (x3) = no + nyas '
ul' (x3) = po + P13 + pax3 + pax

uz @ (23) = go + qu23

uSH (x3) = ro + rias + roas + raad

u§ ™ (x3) = 50+ s123

uéﬂ (x3) = to + tixs + tox3 + tazh

ul! (23) = uo + uy 3

uQBI (x3) = vo + V123 + V223 + V3TS

uBl (x3) = wo + w3

Se si fosse adottata 'ipotesi di inestensibilita assiale, le linee elastiche assiali
del ritto di sinistra sarebbero risultate identicamente nulle, mentre il traverso
superiore si sarebbe spostato di d1, il traverso inferiore di o, ed il ritto di destra

di 03 (telaio a tre nodi spostabili). Si preferisce tenere in conto — almeno
inizialmente — una rigidezza assiale finita, scrivendo le seguenti condizioni ai
limiti:

— nell’incastro in A, si annulleranno ambedue le componenti di spostamento
e la rotazione:

0
ufP(0) =0 (22.2)
0

— nel nodo triplo in B si hanno le condizioni di congruenza tra i tratti
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CAPITOLO 22. MAGLIA CHIUSA CON INCASTRO AL PIEDE

verticali AB e BC':
ugB(2L0) = uF€(0) (22.3)

mentre le condizioni di congruenza tra l’asta verticale AB e 'asta orizzontale
BI impongono:

(
ufP(2L) = —uB1(0) (22.4)

Le tre condizioni di equilibrio del nodo portano a scrivere:

—t"B(2L) +tB°(0) + nP1(0) =0
nAB(2L) — nBC(0) + tPL(0) = 0 (22.5)
—mAB(2L) + mP€(0) + mP1(0) =0

— Nel nodo C| le condizioni di congruenza dettano le tre equazioni:

W§C(L) = u§ P (0) (22.6)

—tPO(L) +t°P(0) =0

nBC (L) +n“P(0) =0

mPE(L) = 0 (22.7)
mP(0) =0

Il nodo D ¢ un nodo caricato da una forza orizzontale F'. Per esso la
congruenza impone:

u§'P(L/2) = uf*(0) (22.8)
p“P(L/2) = " (0)

mentre sforzi normali e momenti saranno continui, ed il taglio presentera una
discontinuita dovuta allla forza concentrata:

n¢P(L/2) = nPE(0)
mP(L/2) = mPF(0) (22.9)
—t“P(L/2) +tPE(0) + F =0
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— nel nodo F, le condizioni di congruenza e di equilibrio dettano le sei
condizioni:

ug®(L/2) = ug'" (0)
ugP(L/2) = —uy"(0)
¢PP(L/2) = ¢"F(0)
—tPE(L/2) +nFF(0) =0 (22.10)
nPE(L/2) +tPF(0) =0

—mPE(L/2) + mPF(0) =0

Il nodo F' & una cerniera, in cui possono scriversi le due condizioni di
congruenza:

uy " (L) = uz “(0)

WEF (L) = u5S0) .
le due condizioni di equilibrio alla traslazione:
EF FG
tEF(L) o FG(O) =0 (22.12)
n=" (L) —n""(0)=0
e le due condizioni di vincolo:
m> (L) =0 (22.13)
mPE0) =0 '

— nel nodo G, le condizioni di congruenza e di equilibrio dettano le sei
condizioni:

uz “(2L) = ug™(0)
uz ¢ (2L) = —ug'™ (0)
¢"%(2L) = ¢“7(0)
—t7G(2L) + n“H(0) = 0
—nFY@2L) —t“7(0) =0
—mFPY@2L) + mEH7(0) =0

(22.14)

— la cerniera in H detta condizioni simili a quelle della cerniera in C":

ug ™ (L) = uz'! (0)

)
)
—tCH(L) + 1 (0) =0 (22.15)
n“H(L) +n"(0) =0
mCH(L) =0
mH1(0) =0
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— infine, nel nodo I, le condizioni di congruenza e di equilibrio dettano le
sei condizioni:

uP(3L) = w1 (L)
uBt(3L) = —ul! (L)
¢P1(3L) = ¢"(L)

(22.16)

Pur con un numero di equazioni significativo, le costanti di integrazione si
ottengono senza alcun problema, da cui poi possono ricavarsi gli spostamenti
trasversali:

F (21L — 2z3) 23

up” (23) = 12E]1
o, F (5117 +45L%x3 + 3L} — a3)
uz - (ws) = 9ET
O8FL3 F (84  403L2 Fa3
CD _ I s - o o 3
w2 (#3) = 9 t 5 (EA+ EI )x?’ 9ET
DE (1) = 7TFL N 3155F L3 4F 797F L2 o FLa?  Fa3
Y2\ = 9pA T To16ET 9EA " 108EI )T 6EI " 18EI
WET () = FL 14F N 1567F L2 o FLa?  Fa3
2 W7 T8 EA 9EA ' 216EI )" 12EI ' 36EI
WEG () = 11FL N 1555FL° ([ 4F N 2285 F L2 - Fa?
2 YT 9FA 216ET 9EA ' 432E1 ) ° " 36EI

u§t (z3) =

_SFLT8FL (AP | 2429FL? FLi}  Fa}
9EA  432EI 9EA " 432EI )7 6EI  18EI

_FL 451FL3  83FL%x3  Fa3

HI _ _ B
up (73) = EA 36ET + 12E1 18ET
uB1 (3) = _Fxg (—180L2 — 15Lz3 + x%)
2 36E1
(22.17)
Le linee elastiche assiali sono invece esprimibili come:
u‘g‘B (x3)=0
Fx
BC _ 3
U3 (I3> - 6EA
o P(Lim) (22.15)
uz” (w3) = T G6EA
F (3L + 2$3)
ud® (w5) = o py
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7 96  1127L2 Fus
ug" (1) = o L(EA+ Bl >_3EA
_11FL | 7T889FL*®  Fus
= 9EA T 132EI  3EA

1 54L2> Fzxs

1
ug" (ws) = g FL <EA *El

 G6EA
FL 18FL3® Fx
HI _ _ txs
us' (@) = GEat BT T 6BA
i, _ \TFL®  Fug

us (@) = pr T 3Ea
I termini dovuti alle rigidezze assiali sono immediatamente riconoscibili, e
vanno annullati per il caso di inestensibilita assiali. Come previsto, in questo
caso le linee elastiche assiali sono identificate dallo spostamento orizzontale del
traverso superiore:

7889F L3
= 22.1
® T 432EI (22.19)
dallo spostamento orizzontale del traverso inferiore:
17FL3
0; = Yol (22.20)
e dall’abbassamento del tratto di destra:
18FL3
0q = o (22.21)

La deformata si presenta come in Figura 22.2.

I momenti flettenti ed i tagli si ottengono per derivazione, e non dipendono
dalla estensibilita assiale delle aste. I momenti sono distribuiti con legge lineare,
e valgono:

7TFL
mAB (z3) = —— + Fas
2
mPBC (x3) = ng (L — x3)
2F
mCP (z3) = ;3 (22.22)

mPF (x3) = ~F (L — x3)
6 (=0

mCH (x3) = %F (—L + z3)
m! (z3) = %

mBT (z3) = 1F (=5L + z3)

6
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Figura 22.2: La deformata per la maglia chiusa con un incastro al piede

6
F
_>D
C H
B I

Figura 22.3: T momenti sulla maglia chiusa con un incastro al piede
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22.1. IL TRACCIAMENTO GRAFICO DEL DIAGRAMMA DEL MOMENTO

Il relativo diagramma si presenta come in Figura 22.3.
Gli sforzi di taglio e gli sforzi normali sono costanti su ciascun tratto:

t45 (23) = F

tDE (xg) — 7?
B () G ($3)__% (22.23)
tGH (Ig) = tHI (Ig) = g
tBI (373) = %
nB (z3) =0
WP (25) = nP (25) = nP (1) = ©
Pl (x3) = n¥C (23) = —g (22.24)
nH (z5) = nf (z3) = —%
nP! (z3) = g

22.1 1l tracciamento grafico del diagramma del
momento

Per un tracciamento rapido del diagramma del momento, si pud procedere a
scrivere le equazioni simboliche di equilibrio dei tre tratti in cui e suddivisa la
struttura, e I’equazione di equilibrio globale:

a+F =0

a+c+h=0
(22.25)

c+F+f=0

f+h=0

La prima equazione — di equilibrio globale — permette di asserire che I'in-
castro reagisce con una forza orizzontale uguale e contraria alla forza applicata
F', e diretta secondo la stessa retta d’azione. L’ultima equazione permette di
calcolare le direzioni delle reazioni f ed h, come illustrato in Figura 22.4, mentre
le altre due equazioni permettono di stabilire la direzione della reazione ¢, che
comungque non ¢ necessaria. Nella stessa Figura sono evidenziate le intersezioni
P; e P3 delle reazioni con il ritto di sinistra e con il traverso inferiore.
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Figura 22.4: 11 procedimento grafico per il tracciamento dei momenti

Iniziando a tracciare il diagrama dal punto di applicazione della forza, risulta
immediato giungere in B, in quanto il momento, lineare, dovra annullarsi in
C. Lungo il tratto DE si puo calcolare il diagramma considerando che esso &
dovuto alla sola reazione f, e quindi si annulla in P;. Nel nodo F si ribalta il
diagramma e si prosegue annullandolo in corrispondenza della cerniera F', poi
si ribalta ancora in G, e si procede annullando in corrispondenza della cerniera
in H. Sié cosi giunti in I, e dopo 'usuale ribaltamento si & in possesso del
primo valore del momento lungo BI. Considerando che il momento lungo BI &
dovuto alla sola reazione H, si trae che il momento sara nullo in Ps, e quindi si
puo completare il diagramma lungo BI.

Per tracciare anche il diagramma lungo AB si consideri che esso & dovuto
alla sola reazione in A, e quindi dovra annullarsi in D. D’altro canto, esso
¢ anche dovuto alla somma di ¢ ed h: di conseguenza in corrispondenza di
Py esso sara dovuto solo alla reazione ¢, e quindi I'ordinata P; P, puo essere
utilizzata. Si hanno quindi due valori del diagramma ricercato, e di conseguenza
puo completarsi I'intero diagramma.

Ovviamente, ’equilibrio del nodo in B implica che il momento in B lungo
AB ¢ pari alla somma degli altri due momenti (lungo BC' e lungo BI) agenti
in B.

22.2 Telaio a bandiera iperstatico
Si vuole studiare ora lo stesso telaio a bandiera, reso esternamente iperstatico

con l'aggiunta di un carrello a piano di scorrimento orizzontale lungo il traverso
inferiore.
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22.2. TELAIO A BANDIERA IPERSTATICO

l L l L l L l
T T T T
F
4 E o G
L/2 E
+ — (D
L/2
+ coO OH
L
1 B L I
L
L
A
+ 7777777777

Figura 22.5: La maglia chiusa esternamente iperstatica

La struttura, riportata in Figura 22.5, puo studiarsi modificando leggermente
lo schema illustrato in precedenza: si aggiunge un nodo L in corrispondenza
del carrello, e quindi le linee elastiche del tratto BI vengono sostituite dalle
linee elastiche dei due tratti BL ed LI. Ferme restando le altre condizioni ai
limiti, occorrera modificare le equazioni relative ai nodi B ed I, ed aggiungere
le condizioni in corrispondenza del nuovo nodo L:

— nel nodo triplo in B le condizioni di congruenza tra i tratti verticali AB
e BC restano inalterate:

uz?(2L) = ug’“(0)
uiB(2L) = uP€(0) (22.26)
¢*P(2L) = P(0)

mentre le condizioni di congruenza tra l’asta verticale AB e 'asta orizzontale
riguarderanno ora la nuova asta BL:

uz P (2L) = ug'*(0)
uyB(2L) = —uf*(0) (22.27)
¢"P(2L) = ¢+ (0)
Le tre condizioni di equilibrio del nodo portano ora a scrivere:
—t4B(2L) +tBC(0) + nPL(0) =0
nAB(2L) — nPC(0) +tPL(0) =0 (22.28)
—mAB(2L) + mBC(0) + mPL(0) =0
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— Nel nodo I, le condizioni di congruenza e di equilibrio riguarderanno ’asta
HI e la nuova asta LI:

ug' (L) = uz' (L)
uz’ (L) = —uy' (L)
¢H(L) = o"I(L)
(L) — 1T (D) — (22.29)
—n (L) +t7 (L) =0
—mH (L) + m" (L) =0

Infine, nel nuovo nodo L le condizioni di congruenza imporranno la continuita
di spostamenti orizzontali e rotazioni, e ’annullarsi degli spostamenti trasversali:

(22.30)

Le equazioni di equilibrio saranno quindi solo due, imponendo la continuita
dis forzi normali e momenti flettenti:

nP1(2L) = n'1(0)

B (21) — 1 (0) (22.31)

Anche in questo caso, si ottengono comodamente le costanti di integrazione,
da cui gli spostamenti assiali e trasversali. Si riportano, per brevita, solo i
risultati relativi al caso di indeformabilita assiale:

_ F(65L — 16x3) 23

AB
uz™ (ws) = 96ET
so . F(99L3 4+ 51L%x3 + 24La} — 8a3)
uz -~ (ws) = 72E1
cp .« F(996L% +31L%x; — 48z3)
uz - () = 432E1
WD () — F (2011L% — 10L%z5 — 144La3 + 4823)
2 864ET (22.32)
o Fas (—59L? — 36Lxs + 12x3) '
uz (vs) = 432ET
ro _ F(—83L%+19L%x3 + 1223)
uz” (v3) = 432ET
on _ F(—988L3 + 163L%z;3 + 72Lx} — 24a3)
ug (v3) = 432E1
i, F(259L° — 69L%x3 + 8x3)
uz” (73) = = 144E]
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| Fuay (136L2 — 126Las + 2923)

uy” (3) 192E1
tio « Fag (15012 = 36Lag + 4a3)
uz” (@3) = = 144E]

Anche in questo caso le linee elastiche assiali sono identificate dallo sposta-
mento orizzontale del traverso superiore:

247F L3
"= oSBT (22:35)
dallo spostamento orizzontale del traverso inferiore:
11FL3
= 3BT (22.34)
e dall’abbassamento del tratto di destra:
17TFL3
= 22.
4T 144ET (22.35)

La deformata si presenta ora come in Figura 22.6.

I momenti flettenti ed i tagli si ottengono per derivazione, ed in generale
dipendono dalla estensibilita assiale delle aste. I momenti sono distribuiti con
legge lineare, e valgono, nell’ipotesi FA = oo:

65F'L
mAB (.’173) = —K =+ F.’L'3
2
mBC (x3) = —gF (L — x3)
2Fz
mCD (.’Eg) _ ; 3
1
mP¥ (x3) = §F (L —x3)
1
mPF (z3) = EF (L —x3) 2256
o Fas (22.36)
) = g
1
mM (z3) = gF(*L + x3)
F
T (25) = ;3
1
mPBL (x3) = —F (42L — 29z3)

32
1
m (z3) = —gF (3L — x3)

Si noti che il momento, rispetto al caso precedente, ¢ modificato solo lungo il
tratto AB e lungo il traverso inferiore. Il relativo diagramma si presenta infatti
come in Figura 22.7.
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Figura 22.6: La deformata per la maglia chiusa iperstatica
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Figura 22.7: I momenti sulla maglia chiusa iperstatica
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Gli sforzi di taglio non variano, se non nel traverso inferiore, dove sono
sotituiti dai due valori:

_29F
32
. (22.37)

tLI (.’173) = E

tP (3) =

Per gli sforzi normali, la presenza del carrello a piano di scorrimento oriz-
zontale implica la nascita di uno sforzo normale lungo AB, pari a:

103F
AB
- 22.38
nAB (ag) = o (22.38)
mentre il restante quadro risulta inalterato.
La reazione del carrello ¢ facilmente deducibile come :
29F F 103
Ry, =t (2L) —t1;(0) = —=_°F (22.39)

32 6 96

22.3 1l plv per il calcolo della reazione in L

Si voglia ora calcolare la reazione dell’appoggio attraverso una applicazione del
principio delle forze virtuali. La struttura reale di Figura 22.5 verra assunta
come insieme di spostamenti congruenti, mentre sulla struttura di Figura 22.8
si leggeranno le forze. Sara quindi:

M

dove M e il diagramma dei momenti per la struttura di Figura 22.5, ed M; il
diagramma dei momenti per la Figura 22.8. Per il principio di sovrapposizione
degli effetti, M potra scriversi come:

M = My + XM, (22.41)

dove My ¢ da calcolare sul sistema di Figura 22.1, ossia sullo schema isostatico,
con il carrello rimosso, e caricato dalle forze agenti sulla struttura. Ne segue:

fs M1M0 ds

X =T s

(22.42)

Il diagramma M, e stato calcolato in precedenza, mentre il diagramma M;
si limita al tratto AB ed al tratto BL. Sara, analiticamente:

mPL = _2F'L (1 - 5)
oL (22.43)

miB = _2F'L
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Figura 22.8: 1l sistema di forze fittizio per il calcolo della reazione del carrello

e quindi, utilizzando le (22.22) si ha, con F’ unitaria:

/M1M0 ds =
2L 2L
TFL FL 3
Y L Py ) das - (1-—)-4L dars = 300F
/0 ( 9 + l‘g) T3 3 /O Y ( +$3) T3
(22.44)
2L 2L T3 2
/lwfds:4L2 dx3+4L2/1 (1—44) das = 288 (22.45)
s 0 0 2L
ritrovando la (22.39):
Foo1
_ _309F 103, (22.46)
288 96
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Capitolo 23

Maglia chiusa con
bipendolo inclinato

Si vuole studiare la struttura in Figura 23.1, determinandone la deformata ed i
diagrammi delle caratteristiche.
F
F E

Figura 23.1: Una maglia chiusa con bipendolo inclinato

Si tratta di una maglia chiusa vincolata al suolo tramite un carrello a piano
di scorrimento orizzontale in A, ed un appoggio in E, e poiche la reazione di A
non passa per il punto E puo concludersi che la maglia ¢ esternamente isostatica.
Inoltre, l’equilibrio globale della maglia (a + F + e) implica che la reazione e sia
verticale.

Esercizi di Scienza delle Costruzioni 287



23.1. LA SCRITTURA DELLE EQUAZIONI DI EQUILIBRIO

Internamente, la maglia presenta tre sconnessioni, due cerniere in B ed in
D, ed un bipendolo a piano di scorrimento inclinato in L. La maglia & quindi
internamente isostatica.

Si illustrera preliminarmente il calcolo analitico e grafico delle reazioni, per
poi procedere al tracciamento grafico del diagramma del momento. Poi si
utilizzera il metodo della doppia integrazione per ricavare analiticamente le
caratteristiche e la deformata della struttura.

23.1 La scrittura delle equazioni di equilibrio

Le nove incognite statiche della struttura in esame sono le due reazioni Rgj ed
R, (orizzontale e verticale) dell’appoggio e la reazione verticale R 4,, del carrello,
nonche il momento Mg ed Mp ed il taglio Tg e T nelle due cerniere. Infine, il
bipendolo in L & inclinato di un angolo « rispetto all’orizzontale, e quindi vede
sorgere un momento My, ed una forza reattiva Ry inclinata di « rispetto alla
verticale. Le corrispondenti equazioni di equilibrio potranno essere scritte sui
tre tratti in cui e suddivisa la struttura.
Per il primo tratto si scrivera:

Np+Rpp =0
Ray+Tp+ Rpy, =0 (23.1)
My +TgL+ NgH =0

avendo scelto il polo in L, ed avendo indicato con Ry ed Ry, le componenti oriz-
zontali e verticali della reazione Ry, del bipendolo. Scegliendo, arbitrariamente,
il verso di Figura 23.2, sara quindi:

RLh, = RL sin(a)

23.2
Rp, = Ry cos(w) ( )
Per il secondo tratto si avra :
—Ngp—Tp =0
Tg — Np =0 (23.3)

TpL — NgH =0

avendo scelto il polo in D. Per il terzo tratto, infine, scegliendo il polo in L,
e tenendo conto che la reazione del bipendolo Ryeé uguale e contraria a quella
agente sul primo tratto:

—Rinw+1p + Ren =0
—Rpy+ Np+ Rpy, + F =0 (23.4)
M; — FL—-2NpL — RgpH — 2Rp,L =0
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CAPITOLO 23.

MAGLIA CHIUSA CON BIPENDOLO INCLINATO

M
— X R
L ————a
AN
YR,y
H
A

]

B

Figura 23.2: Il primo tratto, e le forze su di esso agenti

Risolvendo le nove equazioni si ottiene il valore delle incognite statiche:

Rep

RE v

RA’U

Tp =

Np =

Tp =

Np =

My, =

Rr

=0

20| oy o |

FHsin(a)

"~ 2(Lcos(a) + Hsin(a))
FLsin(«)

2(L cos(a) + H sin(a))
FLsin(a)

 2(Lcos(a) + H sin(a))
FH sin(a)

 2(L cos(a) 4 H sin(w))
FHLsin(a)
- Lecos(a) + Hsin(a)
FL
2(L cos(ar) + H sin(«))

(23.5)

Si noti che le reazioni esterne non dipendono dall’inclinazione del bipendolo,
e possono ottenersi scrivendo le equazioni di equilibrio globale dell’intera maglia.
Nel caso particolare in cui a = 0 il bipendolo ha piano di scorrimento orizzontale

—FL

e reagisce con una forza orizzontale pari a =5=, mentre la coppia reattiva ¢ nulla,
come nulli sono sforzi normali e tagli in corrispondenza delle cerniere B e D.
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23.2 Calcolo grafico delle reazioni

Per calcolare graficamente le incognite statiche, si consideri che le due reazioni
Rgned Ry, devono ora riguardarsi come un’unica forza reattiva e, passante per
I’appoggio ed inclinata di angolo ignoto. Analogamente, il taglio e lo sforzo
normale nelle cerniere B e D si combinano in un’unica reazione b e d passanti
per le cerniere ed inclinate di un angolo ignoto. Infine, la coppia reattiva e la
forza reattiva nel bipendolo possono combinarsi in una singola forza reattiva I,
inclinata di un angolo « rispetto alla verticale, ma con punto di applicazione
ignoto. Per identificare le rette d’azione di queste forze, si scrivano le equazioni
simboliche di equilibrio dei tre tratti in cui e suddivisa la struttura, insieme
all’equazione globale di equilibrio:

at+b+1=0
b+d=0

(23.6)
I+ F+e+d=0
a+F+e=0

Ne segue, dalla seconda equazione, che le rette d’azione di b e di d devono
coincidere. Dalla prima equazione, quindi, si puo concludere che la retta d’azione
di [ deve passare per l'intersezione N tra b ed a (che & verticale).

Infine, dalla equazione di equilibrio globale, puo dedursi che la reazione e
dell’appoggio E deve essere verticale. Si puo quindi giungere al quadro reattivo
di Figura 23.3

23.3 1l tracciamento grafico del momento

Conosciute le reazioni, si puo tracciare il diagramma del momento, partendo da
un segmento arbitrario assegnato al momento in corrispondenza della forza F
(scala del diagramma). Procedendo verso il nodo G, il punto di nullo lungo il
tratto orizzontale sara dato dall’intersezione M tra il tratto orizzontale stesso
e la reazione [ del bipendolo. Collegando il valore del momento in F' con tale
punto di nullo, si traccia il diagramma del momento fino al nodo G. L’equilibrio
del nodo G permette di ottenere il momento in G lungo il tratto verticale,
e si puo procedere verso A collegando tale valore con il punto di nullo N in
corrispondenza dell’intersezione tra [ ed il tratto verticale.

Giunti in A, si ruota il diagramma, e si prosegue verso C' passando per la
cerniera in B, in C si ribalta il diagramma e si prosegue verso E passando per
D. Infine, in F si ribalta il diagramma e si prosegue chiudendo il diagramma in
F.

Un’utile verifica si ottiene costruendo la retta ausiliaria indicata dalla terza
equazione di equilibrio:

I+ F=d+e (23.7)

Il punto di nullo del diagramma del momento lungo il tratto orizzontale a
destra della forza F' deve situarsi in corrispondenza dell’intersezione @ di tale
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Figura 23.3: Le reazioni per la maglia chiusa

ausiliaria con l'orizzontale stessa. Si giunge quindi al diagramma di Figura 23.4

23.4 Doppia integrazione: calcolo delle c.s.i.

Il telaio non € soggetto a carichi distribuiti, e quindi i momenti flettenti lungo
gli elementi di trave saranno esprimibili come funzioni lineari, mentre tagli e
sforzi assiale saranno costanti:

1J 1J 1J
my’ (z3) = ay” + a1’ z3
J IJ
t3” (v3) = a1 a3 (23.8)
I 1J
nz” (x3) = b1 z3
Le condizioni ai limiti da imporre saranno di solo equilibrio:
- in corrispondenza del carrello in A si impone 'equilibrio alla traslazione

orizzontale ed alla rotazione. L’equilibrio alla traslazione verticale coinvolge la
reazione del carrello, e quindi non puo essere utilizzata in questa fase:

(23.9)
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Figura 23.4: 1l diagramma del moemnto per la maglia chiusa

- in corrispondenza della cerniera in B si impone la continuita di sforzi
normali e tagli, e si annulla il momento:

tAB(L) —tB€(0) =0

nAB(L) —nBC0)=0
mAB(1) = 0 (23.10)

mBC0) =0

- in corrispondenza del nodo in C 'equilibrio alla traslazione ed alla rotazione
fornisce:

0
—tP9(L) —=n“P(0) =0 (23.11)
0

- in corrispondenza della cerniera in D si impone la continuita di sforzi
normali e tagli, e si annulla il momento:

t“P(H) —tPF(0) =0

n“P(H) —nPF(0) =0
mCP(H) = 0 (23.12)

mPE0) =0

- in corrispondenza dell’appoggio in E si impone ’equilibrio alla rotazione.
Gli equilibri alla traslazione coinvolgono le reazioni dell’appoggio, e quindi non
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possono essere utilizzate in questa fase:
—mPP(H) - mPE(L) =0 (23.13)

- in corrispondenza del nodo caricato dalla forza F' si impone la continuita di
sforzi normali e momenti flettenti, mentre I’equilibrio alla traslazione verticale
impone una discontinuita del taglio:

(L) +tFE(0)+ F =0
—n%F(L) = nFE@0) =0 (23.14)
—mE(L) + mFE(0) =0

- in corrispondenza del nodo in G l'equilibrio alla traslazione ed alla rotazione
fornisce:

n“r(0) — t*“(H) =0
tSF(0) + nY(H) =0 (23.15)
m&F(0) = mLY(H) =0

- infine, in corrispondenza del bipendolo in L, inclinato di un angolo « rispet-
to all’orizzontale, occorre imporre la continuitd del momento flettente e della
componente reattiva ortogonale al piano di scorrimento del bipendolo, mentre
la componente reattiva parallela al piano di scorrimento del bipendolo dovra
annullarsi. Si calcolano allora per ambedue i tratti AL ed LG la componente
parallela e normale al piano di scorrimento. A partire dalla Figura 23.5 potra
scriversi, per il tratto inferiore AL:

= thCos (a)

= thsin(a)
ON = n*'Sin (a)

oM = n?Cos (a)

Figura 23.5: Le condizioni di equilibrio nel bipendolo
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Ry = A2 (H) cos(ar) + nF (H) sin(a)

Ry = —tAT(H) sin(a) + n*F(H) cos(a) (23.16)

mentre sul tratto superiore LG sara:

A questo punto,

Ry = t£9(0) cos(a) + n*¢(0) sin(a)

Rps = —t=C(0) sin(a) + n(0) cos(a) (23.17)

le condizioni da imporre nel bipendolo sono scrivibili come:

Rm‘ = 0
Fia =0 (23.18)
Rni = Rns .
—mAL(H) + m¢(0) =0
Risolvendo le ventiquattro equazioni si ottengono i momenti:
FH sin(a
mAP (2g) = _T() (L —x3)
FH si
mP (a3) = 721&(&) x3
FLsin(«a
mP (z3) = % (H —x3)
FLsi
mPP (z3) = —7Zn(a)$3
FLcos(a) FH sin(a) (23.19)
cos(a sin(a
FL(sin(« 3FLH sin(«
P (ay) = L) Lsn(o)
FLsin(a
m" (z3) = % (2H + x3)
FLsin(a
mAL (z5) = % (H + z3)
gli sforzi di taglio:
4AB _ 4BC _ F'H sin(a)
A
4CD _ DB _ _ FLsin(a)
A
(FE _ F(Lcos(a) + 2H sin(a)) (23.20)
A
(GF _ FLcos(a)
A
LG _ 4AL _ FLsin(a)
A
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nonche gli sforzi normali :

FLsin(a)
AB _ BC _ _
n"? =n A
FHsi
nCP — ,DE _ _ zn(@
. (23.21)
WFE _ GF _ FLsin(a)
A
FLcos(a)
LG _ AL _
n"% =n A
con:
A = 2(Lcos(a) + H sin(a)) (23.22)
Il diagramma del momento e riportato in Figura 23.6 per a = %7 ed in

Figura 23.7 per a = —%.

Doppia integrazione: calcolo della deformata

A partire dall’espressione dei momenti si possono ottenere rotazioni e sposta-
menti trasversali:

m
" (x / dxg +erg

(23.23)
uy? (z3) = — / ¢” (x3) dxs + cryxs +dry

mentre gli spostamenti assiali si ottengono a partire dagli sforzi normali :

nIJ X
ug” (w3) = / # drs+ery (23.24)

Per ricavare le costanti di integrazione si va ora ad imporre le condizioni di
congruenza:

- in corrispondenza del carrello in A lo spostamento trasversale dell’asta
AB deve annullarsi, cosl come lo spostamento assiale dell’asta AL, a causa del
vincolo. Inoltre, la congruenza impone che lo spostamento assiale dell’asta AB
sia uguale allo spostamento trasversale dell’asta AL, ed ancora impone che le
rotazioni siano uguali. Si hanno cosi le quattro condizioni:

2P(0)=0

$#E0) =0

45(0) = () (2:25)
2(0) = ¢*(0)
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H
~K< B
| t | L |
1 1 1
Figura 23.6: Il diagramma del momento per o = 7/4
F
F
T G E
H

jlc\

_4,_
——
——

Figura 23.7: Il diagramma del momento per o = —7/4

296 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 23. MAGLIA CHIUSA CON BIPENDOLO INCLINATO

- in corrispondenza della cerniera in B sia gli spostamenti assiali che quelli
trasversali delle due aste concorrenti devono essere uguali:

up P (L) = uy“(0)

(L) = uE€(0) (220

— in corrispondenza del nodo in C' lo spostamento trasversale dell’asta oriz-
zontale BC' — positivo verso il basso — deve essere uguale e contrario allo
spostamento assiale dell’asta verticale C'D, che invece & positivo verso l'alto.
Viceversa, lo spostamento assiale dell’asta BC' e quello trasversale dell’asta C'D
sono ambedue positivi se verso destra, e quindi devono essere uguali. Infine,
anche le rotazioni devono essere uguali:

uy € (L) = —ugP(0)
uf (L) = u§P(0) (23.27)
¢P(L) = ¢“P(0)

— in corrispondenza della cerniera in D si impone, come in B, che gli
spostamenti delle aste concorrenti siano uguali:

ug P (H) = uy®(0)

uEP(H) = uPF(0) 225

— in corrispondenza dell’appoggio in F il vincolo impone che gli spostamenti
siano nulli, e la congruenza che le rotazioni siano uguali. Si hanno quindi le
cinque condizioni:

(23.29)

— in corrispondenza del nodo caricato dalla forza F' gli spostamenti e le
rotazioni delle aste concorrenti devono essere uguali:

us T (L) = uz *(0)
uSF (L) = uk®(0) (23.30)

¢“T(L) = ¢"F(0)
— in corrispondenza del nodo in G lo spostamento trasversale dell’asta oriz-
zontale GF — positivo verso il basso — deve essere uguale e contrario allo

spostamento assiale dell’asta verticale LG, che invece e positivo verso ’alto.
Viceversa, lo spostamento assiale dell’asta GF' e quello trasversale dell’asta LG
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sono ambedue positivi se verso destra, e quindi devono essere uguali. Infine,
anche le rotazioni devono essere uguali:

GF LG
uy" (0) = —uz” (H)
u§T(0) = ul(H) (23.31)

F L
67 (0) = ¢"C(H)

— in corrispondenza del bipendolo inclinato, lo spostamento in direzione nor-
male all’asse del bipendolo dovra essere uguale per le due aste, cosi come uguale
deve essere la rotazione. Indicando con u, lo spostamento secondo la norma-
le all’asse del bipendolo € possibile calcolare, per ’asta inferiore e superiore,
rispettivamente:

utt = L (H) cos(a) — us't (H) sin(a)

u@ = ufO(H) cos(a) — uy® (H)sin(a) (23.52)

A questo punto, le due condizioni da imporre nel bipendolo sono scrivibili
come:

AL _ LG
un - un

¢ (H) = ¢9(0) (2.35)

Risolvendo le diciotto equazioni si ottengono le costanti di integrazione, che
permettono la deduzione degli spostamenti trasversali ed assiali. In ipotesi di
rigidezza assiale infinita si ha:

udB (23) = F% (—AH?L —1TH?L? + 3L* + 3H? Lwg — Ha3+
(4HPL +3L* + H? (17L% — 3La3 + x3)) cos(2a)+ (23.34)
HL (24HL + 14L% 4 3Lx3 — 23) sin(2a))
L

_Tx?’) (-4H®L —15H?L? + 3L* + H?Las + H?a3+

(AH3L + 3L* + H? (15L% — Lag — x2)) cos(2a)+ (23.35)
HL (24HL + 16L* + Las + 23) sin(2a))

UQBC(%):F(

u§P (z3) = % (28H* + 34H3L + 6HL® + 4H 23+
13H? Lz — 3L3x3 — 3H?x2 + Hah—
(28H* + 3L3z5 + H2(13L — 33)w3+ (23.36)
H?(34L + 4x3) + H (—6L° + 23)) cos(2a)+
L (28H® +8H?*(5L — 3x3) + 23 — 3Ha3(6L + x3)) sin(2a))

FL(H —
uy’? (x3) = % (30H® + ATHL + 3L3 — Hxy — Hal+
(—30H? + 3L3 + Ha} + H*(—4TL + 3)) cos(2a)+ (23.37)

L(2H? + 22HL — Hzz — 23) sin(2a))
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(L —x3)
UgE(%)*FTg

TH?Lxs +2L%x3 — 2H?x2 — L2232~
(28H®L + H? (42L% + TLx3 — 223) + L* (—2L* — 2La3 + 23) ) cos(2a)+
HL (16L* + 9Las — 323) sin(2a))

(28H®L + 42H?L* + 2L+

(23.38)

uST (z3) = F% (56 H*L + 68H?L? — 28 H 23—
17H?Las + 3L%x3 — 9H?a2 — Lad+
(3L%x3 — L} + 28H°(—2L + x3) + H* (—68L* 4+ 17Lx3 + 923)) cos(2a)+
H (12L° + 14L%z5 — 9Lz} — 23) sin(20))

(23.39)
FL(H -
ub® (x3) = —% (—20H® — 17TH?L + 3L* — TH?z3 — Ha3+
(20H® + 3L® + Haj + H*(17L + Tz3)) cos(2a)+
L (8H? + 14HL — THzxs — x3) sin(2a))
(23.40)

FL
it (ws) = 1 (28H* 4 34H°L + 6HL® — AH 23~
\7TH?Las + 3L3x3 — 3H?22 — Has+
(—28H* + 3L%5 + H2w3(17L + 3x3) + H3(—34L + dzg)+  (2341)
H (6L% + 23)) cos(2a)+
L (28H® + H(14L — 3x3)xs — a3 + 8H* (5L + 3x3)) sin(2a))
mentre gli spostamenti assiali, in ipotesi di inestensibilita assiale, sono diversi
da zero solo sul tratto inferiore e lungo l'asta verticale LG:
FHL (3L? cos() + H(14H + 17L) sin(cv))
6EI(L cos(a) + H sin(a))

ui? (w3) = ug® (w3) = (23.42)
_ FHI?sin(a) (3L* cos(a) + H(14H + 17L) sin(a))

ug® (a3) = 3EI(L cos(a) + H sin(a))?

(23.43)

La deformata ¢ riportata in Figura 23.8 per un bipendolo inclinato di /4,
ed in Figura 23.9 per un bipendolo inclinato di -7 /4.
23.5 Un caso iperstatico
Si consideri ora la maglia di Figura 23.10, facilmente classificabile come esterna-

mente isostatica ed internamente doppiamente iperstatica. Per essa, si vogliono
dedurre gli spostamenti e le caratteristiche della sollecitazione intrerna.
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H
1o 5 i
~iK<
| t } t I
T t 1
Figura 23.8: La deformata per o = 7/4
F
F E
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H
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H
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L L

—
——
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Figura 23.9: La deformata per a = —7/4
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F

I D c
H

1%
H

4 A B

~&k~
L L

——
——
——

Figura 23.10: Una maglia chiusa doppiamente iperstatica con bipendolo
inclinato

Si affrontera il problema scrivendo le linee elastiche dei sei tratti in cui
¢ suddivisa la struttura, ipotizzando a priori che sia possibile trascurare le
deformabilita assiali. Inoltre, i risultati saranno riportati per il solo caso di
maglia quadrata, in cui L = H.

23.5.1 Il metodo della linea elastica

Gli spostamenti trasversali lungo gli elementi di trave saranno esprimibili co-
me funzioni cubiche, in quanto non vi sono carichi distribuiti, e nemmeno e
ipotizzabile un comportamento a pendolo. Di conseguenza si porra:

(23.44)

Per le linee elastiche assiali, esse verranno ipotizzate costanti, come gia detto.
Inoltre, la presenza dell’appoggio in C' implica che gli spostamenti assiali lungo
BC e lungo DC siano nulli, e quindi nulli dovranno essere anche gli spostamenti
assiali del tratto ED. Infine, il carrello a piano di scorrimento orizzontale in A
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annulla la linea elastica assiale lungo AF'. Ne segue che potra porsi:
(23.45)

Inoltre, gli sforzi normali nei sei elementi verranno introdotti direttamente
nelle condizioni ai limiti di equilibrio. Occorrera quindi ora scrivere:

— in corrispondenza del carrello in A il vincolo esterno impone ’annullarsi
dello spostamento trasversale dell’asta orizzontale AB. La congruenza degli
spostamenti detta che lo spostamento assiale dell’asta orizzontale sia pari allo
spostamento trasversale dell’asta verticale, dato che ambedue sono positive se
dirette verso destra, e detta anche 'uguaglianza delle rotazioni.

Si impone poi l'equilibrio alla traslazione orizzontale ed alla rotazione. L’e-
quilibrio alla traslazione verticale coinvolge la reazione del carrello, e quindi non
puo essere utilizzata in questa fase:

(0)
(0)
¢"5(0) = ¢*7(0) (23.46)
(0)
(0)

— in corrispondenza del nodo in B si hanno le usuali condizioni di congruen-
za e di equilibrio:

(23.47)

— in corrispondenza dell’appoggio in C' sono nulle ambedue le componen-
ti di spostamento, sia per 'asta verticale che per 'asta orizzontale, mentre le
rotazioni saranno continue. L’unica condizione utile di equilibrio ¢ quella ro-
tazionale. Gli equilibri alla traslazione coinvolgono le reazioni dell’appoggio, e
quindi non possono essere utilizzate in questa fase:

(23.48)
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— in corrispondenza del nodo caricato dalla forza F' si impone la continuita
di spostamenti, rotazioni, sforzi normali e momenti flettenti, mentre 1’equilibrio
alla traslazione verticale impone una discontinuita del taglio:

u? (L) = u3'“(0)
670 (L) = ¢P7(0)

—tFP(L) +tPC(0)+ F =0 (23.49)

_pBD _,DC _

—mPP(L) + mPC(0) =0

— in corrispondenza del nodo in F l’esame di congruenza ed equilibrio re-
stituisce le usuali sei condizioni, semplificate a tener conto dell’inestensibilita
assiale.

(23.50)

mPP(0) —mPE(H) =0

— in corrispondenza del bipendolo inclinato, lo spostamento in direzione nor-
male all’asse del bipendolo dovra essere uguale per le due aste, cosi come uguale
deve essere la rotazione. Indicando con u,, lo spostamento secondo la norma-
le all’asse del bipendolo e possibile calcolare, per I'asta inferiore e superiore,
rispettivamente:

utt = —ud'F (H)Sin(a)

ul'F = 5,Cos(a) — uk P (H)Sin(«) (23.51)

A questo punto, le due condizioni di congruenza da imporre nel bipendolo
sono scrivibili come:

AF _ | FFE
un - un

AP (H) = 6FP(0) (23.52)

— infine, le condizioni di equilibrio sono analoghe a quelle stabilite per
I’esempio precedente. Si ha infatti, sul tratto inferiore AF"

Ry = tA7 (H) cos(ar) + nF sin(a)

23.53
Ry = —t4F (H) sin(a) + nF cos(a) ( )
mentre sul tratto superiore F'E sara :
Ris = tFF(0) cos(a) + nfF sin(a
1o = 75 (0) cos() (@) 2350

R,s = —t"F(0)sin(a) + n'¥ cos(a)
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A questo punto, le condizioni di equilibrio da imporre nel bipendolo sono
scrivibili come:

Ry =0
fls =0 (23.55)
Rni = Rns .

—mAF(H) +mPF(0) =0

Risolvendo le trentadue equazioni si ottengono le costanti di integrazione,
le due traslazioni assiali, ed i cinque sforzi normali. Gli spostamenti trasversali
sono pari a:

uy? (x3) = — 2siEl (—13H + 16x3 + (25H — 16x3) cos(2a)+ (23.56)
3 (15H + z3) sin(2a))
F(2H —
uy© (x3) = —W (—152H2 — 57Has — 323+
(104H? + 45H x5 + 322) cos(2a)+ (23.57)
(~152H% — 25Hxs + 1623) sin(2a))
F(H -
uy (a3) = —ﬁ (—299H? — 27Huxy + 4873+
(247H? — 25Hx3 — 1623) cos(2a)+ (23.58)

(=96H? — 45H x5 + 323) sin(2a))

F , ,
udP (x3) = RIET (512H® — 170H?x3 — 2THx3 — 1623+

3 (32H® + 18H%x3 — 19Hz% + 23) sin(2a) )
F(H — 1'3)

(200H? + 45H x5 — 323) cos(2a)+ (23.60)
(95H2 — 25H x5 — 16x§) sin(2a))

u (x3) (304H® — 26H?x3 — 45H23 + 323+

384FE1
(~208H® + 50Hw; + 5THa3 — 3a3) cos(2a)+  (23:61)
(304H + 90H?z; + 39Hz% — 1647 sin(2a))

mentre gli spostamenti assiali sono limitati al tratto AB, ed al tratto FE:

FH?
ui'? (z3) =

—13 cos(2a) + 19(1 + sin(2a
sy 1) T @)

FH?
(=16 4 16 cos(2a) — 3sin(2a))

us” (23) = 557
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CAPITOLO 23. MAGLIA CHIUSA CON BIPENDOLO INCLINATO

) )

Figura 23.11: La deformata per o = —7 /4

) y

Figura 23.12: La deformata per a =0

) ]

Figura 23.13: La deformata per o = 7/4
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23.5. UN CASO IPERSTATICO

Nelle Figure (23.11-23.13) si riporta la deformata per il caso di bipendolo
inclinato di @ = w/4,di @« =0 e di & = —7/4, rispettivamente.
I momenti flettenti sono forniti da:

F
mAB (x3) = o (—15H + 1623 4+ (19H — 1623) cos(2a)+

(13H + 3z3) sin(2a))
F
BC (g4) = ~6l (=17H — 3z3 + (13H + 3z3) cos(2a)+
(=19H + 1623) sin(2a))

m

F
mPC (x3) = o1 (25H — 48z5 + (3H + 162x3) cos(2a) + (16 H — 3x3) sin(2a))

F
mEP (z3) = ~6l (—9H — 1623 + (13H — 16x3) cos(2a)+

(—19H + 3z3) sin(2a))

(=]

m?F (x3) = B (3(—4H + 23) + (16 H — 3x3) cos(2a)—
(3H + 1623) sin(2av))

mAF (23) = B (3(—5H + x3) + (19H — 3x3) cos(2a)+
(13H — 16x3) sin(2cv))

(23.63)
ed infine gli sforzi normali sono dati da:
1
nAB = —6—4}7‘(—3 + 3cos(2a) + 16sin(2a))
1
nP¢ = &F(—IG + 16 cos(2a) — 3sin(2a)) (23.64)
nED — ,DC _ _ AB

1
nAF = pfE = 76—4F(16 + 16 cos(2a) — 3sin(2a))

Nelle Figure (23.14-23.16) si riporta il diagramma per il caso di bipendolo
inclinato di « = 7/4, di @ =0 e di « = —7/4, rispettivamente.
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CAPITOLO 23. MAGLIA CHIUSA CON BIPENDOLO INCLINATO

Figura 23.14: La deformata per o = —7 /4

)

Figura 23.16: La deformata per o = /4
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23.5. UN CASO IPERSTATICO
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Capitolo 24

Un cassone

Si vuole conoscere la deformata della struttura in Figura 24.1, insieme alle
caratteristiche della sollecitazione interna.

L L

-
-

-

QN

-+

-+

Figura 24.1: Un telaio a cassone sostenuto da una trave Gerber

Il telaio & costituito da una struttura a cassone, agganciata ad una trave

Gerber.

Si divide lo schema in sette tratti, e per ciascuno di essi si ipotizza una
linea elastica flessionale ed assiale, in funzione del modello strutturale che si
vuole adottare. Se non si ipotizza alcun comportamento particolare, le linee
elastiche flessionali saranno polinomi cubici, mentre le linee elastiche assiali

saranno lineari:
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up® (x3) = go + g123 + gaw3 + g3}
uy'? (z3) = ho + hyas

uBC (x3) = mo + myxs + moxs + maxs
ug® (w3) = no + mws

uf™ (x3) = po + pras + p2a3 + psah
u™ (x3) = go + @13

uSH (x3) = 19 + r1x3 + roxs 4 r3xd
uSH (23) = 50 + 5123

Se si fosse adottata 'ipotesi di inestensibilita assiale, le linee elastiche assiali
della trave superiore AFE sarebbero risultate identicamente nulle, mentre i tre
tratti restanti avrebbero subito le traslazioni 01, d2, e 03 (telaio a tre nodi
spostabili).

Si preferisce tenere in conto — almeno inizialmente — una rigidezza assiale
finita, scrivendo le seguenti condizioni ai limiti:

— nell’incastro in A, si annulleranno ambedue le componenti di spostamento
e la rotazione:

0
ufP(0) =0 (24.2)
0

— nel nodo triplo in B si hanno le condizioni di congruenza tra i tratti
orizzontali AB e BC"
up P (L) = uy’“(0)
uz P (L) = ug“(0) (24.3)
¢AP(L) = ¢P(0)
mentre le condizioni di congruenza tra ’asta orizontale AB e l'asta verticale
BG impongono:
uy P (L) = ug®(0)
ug B(L) = —uf®(0) (24.4)
¢*5(L) = ¢7¢(0)

Le tre condizioni di equilibrio del nodo portano a scrivere:

—t4B(L) +t2°(0) + nB9(0) = 0
—nAB(L) + nPC(0) —tP¢(0) =0 (24.5)
—mAB(L) + mPC(0) + mPE(0) =0
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CAPITOLO 24. UN CASSONE

— nella cerniera in C, le condizioni di congruenza dettano le tre equazioni:
uy (L) = ug®(0)
uz “ (L) = ug”(0) (24.6)
¢P(L) = ¢“P(0)
mentre la presenza della cerniera impone ’annullarsi dei momenti flettenti:
—tBY(L) +t“P(0) =0
(L) +n°P(0) =0
0
=0

BC )
se () (24.7)
)

n
m
mP(0
— nel nodo triplo in D si hanno le condizioni di congruenza tra i tratti
orizzontali CD e DE:
usP(L) = uz ®(0)
u§P(L) = uf"(0) (24.8)
¢“P(L) = ¢"F(0)

mentre le condizioni di congruenza tra l’asta orizontale C'D e ’asta verticale
DH impongono:

us P (L) = uz ™ (0)
usP(L) = —uy™(0) (24.9)
¢“P(L) = ¢P(0)
Le tre condizioni di equilibrio del nodo portano a scrivere:
—tP(L) +tPE(0) + nPH(0) = 0
—nP(L) +nPE(0) —tPH(0) =0 (24.10)
—mEP(L) + mPE(0) + mPH(0) =0

— nel carrello in F, si annullano gli spostamenti trasversali, gli sforzi normali
ed i momenti flettenti:

uPF(L) =0
nPE(L) =0 (24.11)
mPE(L) =0

— Nel nodo G, le condizioni di congruenza e di equilibrio dettano le sei
condizioni:

uPC(H) = u§H(0) (24.12)
¢PC (H) = ¢ (0)
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t?9(H) +n%"(0) =0
—nBY(H) +t97(0) =0 (24.13)
—mPC(H) +m“H(0) =0

— infine, nel nodo H, le condizioni di congruenza e di equilibrio dettano le
sei condizioni:

uS§T(2L) = —uPH (H) (24.14)

—nCH@2L) +tPH(H) =0 (24.15)
—mST2L) —mPH(H) =0

Le costanti di integrazione si ottengono facilmente, ma le formule per gli
spostamenti trasversali ed assiali sono lunghe e poco significative. Nel seguito
si riporta solo il caso in cui H = L, ed EA = oc:

Fa3 (—144L + 169x3)

AB _
up (a) = 376851
o, F(25L% +219L%x3 — 123 L3 + 41x3)
ur (wa) = = 3T6SET
e,y F(162L° + 6L%xs + 41a3)
ur (wa) == 3768E1
pe ., F(209L% +129L%z3 — 507La3 + 169x3) (24.16)
ur” (7)== 3768E1 '
pe,  Fas(—219L% — 486Las + 287x3)
ur () = 3768E1
i Fas (=129 — 630Las 4 341z3)
ua () = 3T68ET
am .~ F(25L° +330L%x3 — 375La3 4 128z3)
v (va) == 3763ET

Come previsto, in questo caso le linee elastiche assiali della trave superiore
sono identicamente nulle, mentre le altre sono costanti:

25 FL?
w5 @) = e T
209 FL3
GH _
u” (¥3) = T5el T (24.17)
209 FIL3
ug" (w3) = ~ o E
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CAPITOLO 24. UN CASSONE

Si osservi che la scelta del sistema di riferimento prevede per ambedue gli
elementi verticali un asse X3 che punta verso il basso, e quindi uno spostamen-
to assiale negativo segnala un innalzamento dell’elemento, come del resto puo
osservarsi dalla deformata di Figura 24.2.

-
-
-
-
-

Figura 24.2: La deformata per il telaio a cassone

I momenti flettenti ed i tagli si ottengono per derivazione, ed ovviamente
— essendo la struttura iperstatica — dipendono dalla estensibilita assiale delle
aste. I momenti sono distribuiti con legge lineare, ed in ipotesi di inestensibilita
assiale, valgono:

F
mAB (z3) = —— (481 — 169x3)

628
mPB¢ (z3) = _64718F (L — x3)
mP¥ (x3) = —%F (L — x3) (24.18)
mBY (z3) = % (162L — 287x3)
mPH (x3) = % (210L — 341x3)
m%H (z3) = —% (125 — 128z3)

Il relativo diagramma si presenta come in Figura 24.3. Gli sforzi di taglio e
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24.1. UN CASO DI SIMMETRIA

D~ ] —— b \E
A ~5&K~
L
F M H \
—
} L t L } L ! L }
Figura 24.3: I momenti per il telaio a cassone
gli sforzi normali sono costanti su ciascun tratto:
169
/AB _ DE _
(x3) (23) = g
41
4BC — 4CD _ 2
(r5) = 17 (2) = oo
287
BG __=of
(z3) 628
341
(DH _ ol
(@3) = — 555 -
32 24.19
tGH -
(w3) = 1=
nAB (z3) = F
341F
nP (23) = nP (23) = —n“ (23) = o8
nPE (z3) =0
32F
nP (x3) = —nPH (23) = ETd

24.1 Un caso di simmetria

La struttura in Figura 24.4 & ripresa da M. Di Paola, Esercizi di Scienza delle
Costruzioni, dove la simmetria e sfruttata al fine di ridurre il grado di ipersta-
ticita, per poi applicare il principio dei lavori virtuali al calcolo del taglio in
mezzeria del tratto superiore. In questa sede si vuole invece applicare la meto-
dologia della linea elastica al fine di ottenere la deformata ed i diagrammi delle
caratteristiche della sollecitazione interna. Si suppone che le rigidezze flessio-
nali dei tratti orizzontali sia pari ad EI;, mentre i due tratti verticali hanno
rigidezza flessionale E 1.
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CAPITOLO 24. UN CASSONE

-

-

SANNANN &1 &g

Figura 24.4: Un telaio a cassone simmetrico

Si divide la struttura in sei tratti, e per ciascuno di essi si ipotizza una
linea elastica flessionale ed assiale, in funzione del modello strutturale che si
vuole adottare. Se non si ipotizza alcun comportamento particolare, le linee
elastiche flessionali saranno polinomi cubici, mentre le linee elastiche assiali
saranno lineari:

us? (z3) = ag + a123 + aza3 + asa’
ui'® (3) = bo + brs
BD 2 3 (24.20)
uy” (x3) = co + c123 + coxi + 323
ud? (z3) = do + dys
udP (z3) = eg + e123 + €273 + ez
ud? (z3) = fo + fizs
UzGH (x3) = go + g13 + 92$§ + ggl‘g
u§™ (x3) = ho + hyas (2421)
ub (z3) = mo + mizs + mea3 + ma '
ug (x3) = no + nyas
udt (z3) = po + pras + peaj + p3$§
upt (x3) = g0 + quws

La struttura possiede un asse di simmetria verticale, ed il carico in esame
¢ anti-simmetrico rispetto a quest’asse. Ne seguirebbero alcune semplificazio-
ni geometriche, che pero si preferisce non sfruttare. E’ evidente infatti che
condizioni di carico senza proprieta di simmetria costringerebbero comunque a
studiare l'intera struttura. Si impongono allora le seguenti condizioni ai limiti:
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24.1. UN CASO DI SIMMETRIA

— nell’appoggio in A, si annulleranno ambedue le componenti di spostamen-
to ed il momento flettente:

uP(0) =0
ufB(0) =0 (24.22)
mAB(0) =0

— nel nodo triplo in B si hanno le condizioni di congruenza tra i tratti

orizzontali AB e BD:
uyP (L) = uz”(0)
udB(L) = uBP(0) (24.23)
P (L) = ¢PP(0)

mentre le condizioni di congruenza tra ’asta orizontale AB e l'asta verticale
BG impongono:

uy P (L) = ug'®(0)
ufP (L) = —uP(0) (24.24)
¢*5(L) = 67 (0)
Le tre condizioni di equilibrio del nodo portano a scrivere:
—t4B(L) +tPP(0) + nPE(0) = 0
—nAB(L) + nPP(0) —tB¢(0) =0 (24.25)
—mAB(L) + mBP(0) + mPE(0) = 0

— nel nodo triplo in D si hanno le condizioni di congruenza tra i tratti
orizzontali BD e DE:

ufP (2L) = uPF(0) (24.26)

mentre le condizioni di congruenza tra l’asta orizontale BD e l'asta verticale
DH impongono:

uy P (2L) = ug" (0)
uPP(2L0) = —uBH(0) (24.27)
¢"P(2L) = ¢PH(0)
Le tre condizioni di equilibrio del nodo portano a scrivere:
—tBP2L) + tPF(0) + nPH(0) =0
—nBP2L) + nPE(0) — tPH(0) =0 (24.28)
—mPP(2L) + mPF(0) + mPH(0) = 0
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CAPITOLO 24. UN CASSONE

— nel carrello in F, si annullano gli spostamenti trasversali, gli sforzi normali
ed i momenti flettenti:

0
nPF(L) =0 (24.29)
0

— Nel nodo G, le condizioni di congruenza e di equilibrio dettano le sei
condizioni:

uPC(H) = u§(0) (24.30)

(24.31)

— infine, nel nodo H, le condizioni di congruenza e di equilibrio dettano le
sei condizioni:

ug ™ (2L) = ug'™ (H)
ug(2L) = —uy ™ (H)
9@ (2L) = P (H)
—t9H2L) —nPH(H) =0 (24.52)
—n9H D) +tPH(H) =0
—mCH2L) - mPH(H) =0

Le costanti di integrazione si ottengono facilmente, ma le formule per gli
spostamenti trasversali ed assiali sono lunghe e poco significative. Si preferisce
quindi limitarsi al caso in cui EA = oo:

Fb
ufB (1) = Ax?’ (a (20> (bEL, + 3EL H) + a® (2bEL, + 3EL H) +

3ab (2bE1, + 3EI H)) — (a + b) (2bEI, 4+ 3EI H) 3)

F —
uBP (z3) = M (2ab (2abEIy + b*Ely + 3aEL H + 3bEL H) +
2b(a +b) (bEI> + 3EI H) x3 — (a + b) (bEL, + 3EI H) x3)

(24.33)
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24.1. UN CASO DI SIMMETRIA

Fb(a—
uf? (z3) = *% (2ab (2abEI, + b°El, + 3aEL H + 3bEL H) +
2a(a + b) (2bEI, + 3EL H) x3 — (a + b) (2bEL, + 3E1, H) 3)
Fab
uBY (z5) = — “A”“"?’ (—2v? (bETL, + 3EL H) +
a® (4bEl; + 6 EI H) + 3b(a + b)El x3)
Fabz:
uPH (z5) = — ans (—20® (bEI + 3EL H) +
a® (4bEI, + 6 EI H) + 3b(a + b)E z3)
Fab(b—
us™ (x3) = w (2a (2abEI, + V*EI, + 3aEL H + 3bEL H) +
2b(a + b)Elxs — (a + b)Elx3)
(24.34)
con:
A = (6(a+b)*EL (2bEL, + 3E1 H)) (24.35)

Le linee elastiche assiali della trave superiore sono identicamente nulle, men-
tre le altre sono costanti:

 Fa?0? (2abEIy + VBl + 3aE1 H + 3vEI H)

UBG (:Eg —
3 3(a+ b)2EI, (2bEI, + 3EI H)
Fa?V? (2abEIy + b*El, + 3aEI H + 3bEI H)
uf ™ (3) = —
3(a + b)2EI (2bEI, + 3EI, H)
WG (1) FabH (3abEL H — b* (2bEI, + 3EL H) + a® (4bEI, + 6E1 H))

6(a + b)2EL (2bEl> + 3EL H)
(24.36)

La deformata si presenta come in Figura 24.5.

B D (_\E
S &

-4
-
-
-

Figura 24.5: La deformata per il telaio a cassone simmetrico
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CAPITOLO 24. UN CASSONE

I momenti flettenti ed i tagli si ottengono per derivazione successiva, ed in
ipotesi di inestensibilita assiale, valgono:

Fbx
mAB (ZL'?,) = 0 Z
mBD ($3) a (b 2 3 1 ) (b 13)

(a+b) (2bETL, + 3EIL H)

mPE (lL’ ) _ 7Fb(a—:£3)
ath (24.37)
2 .
mBG (1‘3) _ Fab EIQ
(a +0) (2bEI, + 3EL H)
Fab?EI
DH _ 2
m @) = U @D + 3EL)
FabELF (b —
mGH (1,3) — abEly (b $3)

(a+b) (2bEL, + 3EL H)

Il relativo diagramma si presenta come in Figura 24.6.

A B C D 3
= L=<
H \\
G | H
F F
Y T
L a . b N b . a |
T T T T T

Figura 24.6: T momenti per il telaio a cassone simmetrico

Gli sforzi di taglio sono nulli sui tratti verticali, ed altrove sono costanti:

Fb
t47 (w3) = t7F (23) = PR

Fa(bEIy + 3EL H)

4BD _
(#3) = =050 @EL 1+ 3ELH)
P (25) =0
FabEI
1GH (35) = — abE I

(a+b) (2bEL, + 3ELL H)

Esercizi di Scienza delle Costruzioni 319



24.1. UN CASO DI SIMMETRIA

Infine, lo sforzo normale & nullo sui tratti orizzontali, mentre sui tratti
verticali vale:
F (abE12 +202EI, + 3aEL H + 3bEIlH)
(a+b)(20EI, + 3EL1H)

nBY (z3) = —nPH (23) = (24.39)
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Capitolo 25

Un telaio a due piani

Il telaio a due piani di Figura 25.1 & stato studiato in E.Viola Esercitazioni di
Scienza delle Costruzioni,Vol.II, attraverso una applicazione del classico metodo
di Cross. Le travi hanno rigidezza flessione 5EI, mentre i pilastri hanno rigidezza
flessionale EI.

Si vuole affrontare lo stesso schema attraverso la scrittura delle linee ela-
stiche, e poiche si ammette che la rigidezza assiale sia infinita, si annullano
identicamente le linee elastiche assiali (telaio a nodi fissi) e si scrive:

HHHHHHHHHHIqI

A B C
NANNN
L/2 QI EEEEREERERREREREEY
- : F
4D E
L/2
G H
i L . L L L 1
T T T T
Figura 25.1: Un telaio a due piani
AB 2 3 :1:§
uj'” (x3) = ao + a1x3 + agxs + asxs + q12OEI
4
€T:
uP (x3) = by + byxz + byl + baal + quOjEI (25.1)
4
T:
u?E (x3) = co + c123 + cox2 + c323 + quO}JI
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4

EF 2 3 T3
) =dn + dixa 4+ dox? + daxt 3
uy " (x3) 0+ dix3 + dox3 + 3$3+q120EI
u2GE (z3) =eg +e1x3+ egxg + egxg
us (w3) = fo+ frws + fox + faa}
UgF (3) = go + 173 + 92553 + 93302

ugB (l‘g) = ho + hix3 + hgxg + hgmg

Le condizioni ai limiti da imporre saranno facilmente individuabili in tutti i

punti estremi.
Nei due incastri si annullano spostamenti trasversali e rotazioni:

0

0 (25.2)
0

0

— nei due appoggi saranno nulli gli spostamenti verticali ed il momento
flettente:

0
0
. (25.3)
0

— nel nodo in A si annullano gli spostamenti trasversali, si uguagliano le
rotazioni, e si equilibrano i momenti:

u3P(0) =0

uf? (g) =0
070) =0 ()

mAB(0) — mPA (s) -0

— nel nodo triplo in B, allo stesso modo, si annullano gli spostamenti
trasversali, si uguagliano le rotazioni, e si equilibrano i momenti:

(25.4)

ufP(L) =0

uBC(0) =0

WL <§> 0 (25.5)
¢ (L) = ¢"°(0)
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CAPITOLO 25. UN TELAIO A DUE PIANI

(1) =o' ()

2

— condizioni del tutto analoghe si scrivono nel nodo triplo in F":

—mAB(L) + mBC(0) — mFB <L> —0

u¥F (L) =0
ubB(0) =0
uHF £ _
#(3)-
o (1) =" (3)
“mEF(L) + mFB(0) — mHF (g) ~0

— in corrispondenza del nodo quadruplo in E occorre imporre la congruenza
tra le quattro aste in esso concorrenti, e I’equilibrio alla rotazione del nodo. Per
Iipotesi di inestensibilita assiale si potra scrivere subito:

(25.7)

La congruenza imporra poi I'uguaglianza delle rotazioni, sicché dovra essere:
oPE(L) = ¢™4(0)

L

¢PF(L) = ¢ (2) (25.8)
¢PP(L) = ¢"F(0)

Infine, I'equilibrio alla rotazione & garantito dallo scrivere:

—mPE(L) + mPA(0) + mPF(0) — m©F (;) =0 (25.9)

Come si vede, la regolarita del telaio si traduce in una facile imposizione
delle condizioni ai limiti. Le linee elastiche sono ricavabili come:

 qr3 (1019517 + 8528 L% w3 — 49721 L3 + 309983)

AB

uy - (3) 3719760E1 (25.10)
B (g, — 973 (2080L° + 4837720y — T6455Laf + 309984)

uy < (w3) = 37197601
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B qz? (15034L2 — 30533Lx3 + 15499x§)

DFE
uz (73) = 1859880 L1
WEP () = 253 (465L3 + 19119L%z3 — 35083 La3 + 15499x3)
2 185988051
JGE (23) = 731qu3 (L2 — 4x§)
2 247984E1
WPA (23) = qLxs (93L% — 2411 Las + 445023)
2 371976 E1
455qL (L — 2x3) 3
HF _ 3
uz " (73) = 92994E T
WEB (23) = 13qLa3 (35L% — 124Lxs + 10823)
2 185988 E 1

La deformata e riportata in Figura 25.2. Lo spostamento massimo viene quindi

A B C
L/2
- 4 F
av E
L/2
G H
T é; 7777777777
4 L i L i L 3
t t t T

Figura 25.2: La deformata per il telaio a due piani

raggiunto lungo la trave BC, e per conoscere il suo valore occorre ricavare
l'ascissa x5 di rotazione nulla. Si ha subito:

2% ~ 0.569L (25.11)

e lo spostamento massimo vale:

qL*
Uzmaz % 0.001180727 (25.12)

I momenti si ottengono per derivazione successiva, a partire dagli sposta-
menti trasversali, e valgono:

q (8528L% — 149163La + 18598813)

AB _

me (@) = 371976

B () — (14459L2 — 76455 Las + 619962:2)
123992
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CAPITOLO 25. UN TELAIO A DUE PIANI

q (15034L2 —91599Lx3 + 92994x§)

m?% (ws) = - 185988
. g (637312 — 35083 Las + 3099823
me (@) = = 61996
93Lqx3
GE _
) = 50008 (25.13)
oA Lq (2411 — 13350a:3)
m= () = 185988
455Lq (L — 6x3)
m (23) = — 46497
26Lq (31L — 8la3)
m"? (w3) = — 46497

con diagramma riportato in Figura 25.3.

\A /\ C

T \/

NN Nl
0 ~— E\//

L/2

G H
+ ZaN 7777177777
4
T

-
-+

-

Figura 25.3: T momenti flettenti sul telaio a due piani

Il metodo di Cross ¢ un metodo numerico, e per ritrovare i valori riportati
in Viola basta porre ¢ = 20kN/m ed L = 6m.
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Capitolo 26

Un modello di arco

La struttura in Figura 26.1, puo essere considerata un modello rudimentale
di arco doppiamente incastrato. Si vuole dedurre la deformata, insieme alle
caratteristiche della sollecitazione interna.

IHHHHHHHHHH{

B

——
——
——

Figura 26.1: Un modello di arco doppiamente incastrato

Ciascuno dei due tratti in cui & divisa la struttura ha lunghezza:
S=+L?+ H? (26.1)

Si indica con « 'angolo di inclinazione del tratto AB rispetto all’orizzontale,
e quindi potra anche scriversi:
L = Scos(a)

H = Ssin(a) = H

=~

«a = arctan <
(26.2)

Esercizi di Scienza delle Costruzioni 327



Il carico g e verticale, e deve essere suddiviso nelle due componenti trasversali
ed assiali:

q = qcos(a)

4o = qsin(a) (26.3)

Si divide la struttura in due tratti, e per ciascuno di essi si ipotizza una linea
elastica flessionale cubica ed una linea elastica assiale lineare, presupponendo
che le aste siano assialmente deformabili:

3 qreos(a) 4

AB _ 2 )
uy” (x3) = ap + a1x3 + ag2xs + asxs + Vol T3
. cos(a
U?B (1’3) = bo + blSCg + QTIQ)‘T%
(@) (26.4)
BC _ 2 3, ®COS(&Y) 4
uy " (x3) = co + 123 + cox5 + c3xy + Y x5

qa cos(a) ,

uBC (x3) = do + dyz3 — “omA 3

Si osservi infatti che il carico verticale di partenza insisteva su una luce pari
a 2L, ed e poi stato trasformato in due stese di carico agenti lungo una luce 2S.
Di conseguenza le intensita a metro lineare dei carichi assiali e trasversali devono
essere opportunamente ridotte. Si faccia anche attenzione ai segni dei carichi,
diretta conseguenza della scelta dei sistemi di riferimento: il carico trasversale e
diretto secondo 'asse X5 su ambedue i tratti, mentre il carico assiale sul tratto
AB risulta orientato in senso contrario all’asse X3, e sul tratto BC' secondo X3.

Le condizioni ai limiti negli incastri in A e C sono banali, ed annullano
spostamenti e rotazioni:

0

0

0 (26.5)
0

0

0

mentre nel nodo in B, la congruenza impone che le componenti orizzontali e
verticali degli spostamenti delle due aste concorrenti siano uguali, cosi come
uguali saranno le due rotazioni. Si ha quindi, come puo dedursi dalla Figura
26.2:

uf(S) cos(a) + ud B (S) sin(a) = uP(0) cos(a) — ul(0) sin(a)
—uyB(9) sin(a) + ufP(S) cos(a) = uPC(0) sin(a) + uFC(0) cos(a)  (26.6)
¢"P(9) = "°(0)
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CAPITOLO 26. UN MODELLO DI ARCO

Figura 26.2: Lo schema per la scrittura delle equazioni di congruenza in B

Analogamente, ’equilibrio del nodo alla traslazione orizzontale e verticale,
ed alla rotazione, detta, in base alla Figura 26.3:

—nB(8) cos(a) — t1B(S) sin(a) + nP9(0) cos(a) — tPC(0) sin(a) = 0
nAB(8)sin(a) — t48(S) cos(a)+nPC (0) sin(a) + t2°(0) cos(a) = 0 (26.7)
—mAP(S) + mB¢(0) =0

tBC

Figura 26.3: Lo schema per la scrittura delle equazioni di equilibrio in B

Si ottengono le costanti di integrazione, da cui, portando la rigidezza assia-
le FA ad infinito si potranno scrivere gli spostamenti trasversali in ipotesi di
inestensibilita assiale:

B qL? (S — x3) %23

AB
uz ™ (73) 2E1S> (26.8)
BC qL2 (S - 353) 25‘7:%, .
uz - (#3) = = pre
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mentre gli spostamenti assiali sono identicamente nulli. La deformata & riportata
in Figura 26.4.

IHHHHHHHHHH{

B

Figura 26.4: La deformata per I’arco doppiamente incastrato

Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva:

qL? (5% — 6Sx5 + 623)

AB _
me (ws) = 1252
Yo ) (26.9)
BC () = _qL (5% — 6Sx5 + 623)
me )= 1252

Il diagramma del momento si presenta come in Figura 26.5, ed & facile

HHHHHHHHHHIqI

-4
-4
-4

Figura 26.5: Il diagramma del momento per I’arco doppiamente incastrato

verificare che agli estremi si hanno momenti uguali, e pari a:

L2
My = Mp = Mg = —% (26.10)
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CAPITOLO 26. UN MODELLO DI ARCO

Gli sforzi di taglio si ottengono derivando i momenti:

2(g_
$AB (gg) — qL” (S _ 2x3)
25 (26.11)
(BC (23) = qL? (S — 2x3)
3 252

Gli sforzi normali sono invece forniti da:
qL ((2H2 + L2) S — 2H2x3)
, 2052 (26.12)
BC(w )= — L°S +2H*Lxs
3T TSR

n

AB (ﬂ}) _

Le reazioni esterne sono fornite dall’equilibrio dei nodi A e C"

Ra, = n*B(0)sin(a) — t42(0) cos(a) = —¢L

2
B = P (0) o) ~ 47 O)sino) = 0.
Rey = nBY(S)sin(a) 4 tBC(8) cos(a) = —qL
L2
RCh _ nBC(S) COS(CY) _ tBC(S) SiH(Oé) — _qﬁ (2613)
_ _, AB _ i 2 — E
MTA = —-m (0) = 12th COS(O{) - 12
1 qL?
_ . BC _ 2 =
M,.c=m (S) = 12(]165 COS(O&) 12

Si noti che la simmetria dello schema e del carico avrebbero permesso facili
semplificazioni. Tuttavia, poiche ora si vogliono esaminare condizioni di carico
e di vincolo che distruggono la simmetria, si € rinunciato ad una trattazione ad
hoc per questo caso.

26.1 Il caso del carico su meta luce
Si ipotizzi ora che il carico agisca solo sulla meta di sinistra, portando allo
schema di Figura 26.6. L’unica modifica da apportare consiste nel modificare le

linee elastiche del tratto BC, annullando i carichi. Si ha quindi:

3 greos(a) 4

u‘;B (x3) = ap + arx3 + azrs + azrs + “oipr 3
AB B qq cos(a) o
uz” (z3) = bo + brxs + —pr % (26.14)

BC 2 3
uy” (x3) = o + 13 + cows + c3xy

U3BC (333) = do + dll‘g
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26.1. IL CASO DEL CARICO SU META LUCE

IHHHHHH{

B

Figura 26.6: Un modello di arco con carico su meta luce incastrato

Le dodici condizioni ai limiti restano immutate, e la loro soluzione porta agli
spostamenti:

qL*a3 (58% — 9Sx3 + 4a3)

AB _
BC qL? (S — x3) *x3 '
uz (¥3) = =6 ETs

mentre gli spostamenti assiali sono identicamente nulli. La deformata e riportata
in Figura 26.7.
Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva :

qL? (58° — 278w + 24a3)

4852 (26.16)
7qL2 (25 - 3%3)
485
Il diagramma del momento si presenta come in Figura 26.8.
In B, quindi, il momento ora vale:

mAB (

953) -

mBC (

5U3) =

_a?
24

mentre in corrispondenza degli incastri si hanno i valori:

5
— 2 gl?
48
ar?
48

Gli sforzi di taglio sono lineari lungo AB e costanti lungo BC"
~ qL*(9S — 1623)
165 (26.19)

Mp = (26.17)

Ma

(26.18)
Me

tAB (xs)
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CAPITOLO 26. UN MODELLO DI ARCO

Lyvyvyvyvyyyyl {

B

Figura 26.7: La deformata per I’arco con carico su meta luce incastrato

LIYYYVIYYTIVTY] qI

Figura 26.8: I momenti flettenti per ’arco con carico su meta luce incastrato

ed analogo andamento hanno gli sforzi normali:

qL (13H*S +4L*S — 16H?x3)

AB
n*? (x3) =
| leHs (26.20)
By LB 4 412)
= 16HS
Le reazioni esterne sono fornite dall’equilibrio dei nodi A e C"
13qL
R, = n*B (0) sin(e) — tAB (0) cos(a) = _%
AB AB . qL2
Rap = —n"7(0) cos(ar) — t7(0) sin(or) = —
4H
Sl (26.21)
Rey = nP9(8) sin() + t59(S) cos(a) = _ILG
BC BCO /o qL?
Rep =n”%(S) cos(a) — 7% (S) sin(a) = I
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26.2. IL CASO DELL’ARCO CON INCASTRO ED APPOGGIO

5qL?
_ L AB() —
M4 =—m*7(0) Ir
By 4L
Mrc =m (S) = 748

26.2 1l caso dell’arco con incastro ed appoggio

Se ora si suppone che ’arco sia appoggiato nel nodo C, si giunge allo schema
non simmetrico di Figura 26.9. Rispetto al caso di arco doppiamente incastrato

y qI

Yy Yy Yy Yy Yy

B
H
C ——
A
i L 1 L |
1 1 1

Figura 26.9: Un modello di arco con incastro ed appoggio

bisognera modificare solo le condizioni ai limiti in C, perche in questo caso
le rotazioni sono libere, e si annulla il momento flettente. Bisognera quindi
imporre, in C":

uB(8) =0
uB(S) =0 (26.22)
mBC(S) =0

Le altre condizioni ai limiti restano valide, e la loro soluzione porta alle linee
elastiche:

qL?a3 (652 — 13Sx3 + Ta3)

AB

uz” (v3) = 168E152 (26.23)
BC B qL? (S — x3) 23 (52 + 10Sx3 — 7I§) .

uz - () = 168E152

con deformata che ora si presenta come in Figura 26.10.

334 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 26. UN MODELLO DI ARCO

IHHHHHHHHHH{

B

-
——
——

Figura 26.10: La deformata dell’arco incastrato—appoggiato

Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva:

qL? (28 - 13Sw3 + 14a3)

mAB (IB) —
, 2857 (26.24)
BC (IE ) o 7qL (3S - 14303) (S - Zg)
me %)= 2852

Il diagramma del momento si presenta come in Figura 26.11.

YYYYYYVYYYYYYYVYVYVYYVYYY qI

——
——
——

Figura 26.11: Il diagramma del momento per ’arco incastrato-appoggiato

In B, quindi, il momento vale:

Mp = —— 26.2
B 28‘1 ( 6 5)
mentre in A si ha: 5

My = —%qLQ (26.26)
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26.3. IL CASO DELL’ARCO CON INCASTRO E BIPENDOLO

Gli sforzi di taglio si ottengono derivando i momenti:

~ qL? (135 — 28x3)

tAB (.’173)
L 285 (26.27)
5O (g — AL (TS 28 25)
8 2852

Gli sforzi normali sono invece forniti da:

qL (29H* + 45H?L* 4+ 16L* — 28H?Sx3)

AB
n*P (x3) = 3
28HS (26.28)
e, qL(—H*+15H?L? +16L* 4+ 28 H?Sx3)
e (@s) = - 28 H 53

Le reazioni esterne sono fornite dall’equilibrio dei nodi A e C"

Raw = n*B(0) sin(a) — tB(0) cos(a) = f%
2
Rapn = —n*P(0) cos(a) — t12(0) sin(a) = 4;][3
. 27qL
Re, =nPC(S +t7° (s ==
cv =n" 7 (9) sin(a) (S) cos(w) 23 (26.29)
BC BC : 4qL?
Rep =n~Y(S) cos(a) — t7%(S) sin(a) = — "
LQ
Mea = —m"P(0) = 1=

M,c =mBC(S) =0

26.3 Il caso dell’arco con incastro e bipendolo

Infine, si consideri lo schema di Figura 26.12, in cui I’arco e vincolato in C' con un
bipendolo che proibisce lo spostamento assiale, lasciando libero lo spostamento
trasversale. Ne segue che il taglio dovra essere nullo, e quindi le condizioni ai
limiti andranno modificate come segue:

tBC(S)
uz ©(S)

¢PC(9)

0
0 (26.30)
0

Le altre condizioni ai limiti restano valide, e la loro soluzione porta alle linee
elastiche:

B qL?23 (52 + 4S5 — 5a3)

AB _
uz” (@3) = 120152
2 3 2 2 3 (26.31)
BC _ qLfz3 (653 + 1752x3 — 20523 + 523)
uz - (73) = 1206152

336 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 26. UN MODELLO DI ARCO

Y qI

e

Figura 26.12: L’arco incastrato-guidato

ed alla deformata e riportata in Figura 26.13. Lo spostamento trasversale del
bipendolo si calcola come:
qS* cos(a)?

_ 90 cosla)” 26.32
e 15ET (26.32)

HHHHHHHHHHI{

B

—
——
——

Figura 26.13: La deformata dell’arco incastrato—guidato

Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva:

~ qL? (8% + 128x5 — 303)

AB
m*7 (z3)
6052 (26.33)
qL? (175% — 60Sz3 + 3023)
mBC (z3) = —
6052

Il diagramma del momento si presenta come in Figura 26.14, e da essa
possono trarsi i valori notevoli agli estremi.
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26.3. IL CASO DELL’ARCO CON INCASTRO E BIPENDOLO

HHHHHHHHHHI{

Figura 26.14: 11 diagramma del momento per l’arco incastrato-guidato

In B, quindi, il momento vale:

Mp =—— 26.34
B 60q (26.34)
mentre in A si ha:
1
My = —qL? 26.35
4= 550 (26.35)
In corrispondenza del bipendolo in C| il momento vale:
13
Mc = —qL? 26.36
¢ =554 (26.36)
Gli sforzi di taglio si ottengono derivando i momenti :
tAB (.%‘3) _ qL2 (S — 5.1‘3)
, 0 (26.37)
1O () = L2 (5 = @3)
3) = 2
Gli sforzi normali sono invece forniti da:
AB qL (11H?S + 9L*S — 10H?x3)
n® (x3) = — 5
10HS
) ) ) (26.38)
nBC(:Ur): qL(H —9L )SfIOH xg)
’ 10H 52

338 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 26. UN MODELLO DI ARCO

Le reazioni esterne sono fornite dall’equilibrio dei nodi 4 e C:

11qL
Ray = n*B(0) sin(a) — t*B(0) cos(a) = —T(é
L2
Ran = —nB(0) cos(a) — t4B(0) sin(a) = TéH
BC . BC 9qL
Rey, = n7%(S) sin(a) + 7% () cos(ar) = 30
Sor? (26.39)
Ren = nP9(8) cos(a) — tBY9(S) sin(a) = — 1%H
_apgy L 4L?
Mg =—m (0) 60
13
Mc =mPE(S) = coal?
339
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26.3. IL CASO DELL’ARCO CON INCASTRO E BIPENDOLO
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Capitolo 27

Telaio a doppio spiovente

Si considera il telaio a due spioventi di Figura 27.1 (gabled-frame), costituito

da due ritti inclinati di un angolo « rispetto all’orizzontale, e di altezza H. Ne

segue quindi che la lunghezza dei tratti laterali e pari a:
H Ly

~ sin(a)  cos(a) (27.1)

mentre il traverso & lungo L e la lunghezza totale & Ly = L + 2.5 cos(a).

L1 L L1

1 b 4
T T T

Figura 27.1: Un telaio a doppio spiovente

In ipotesi di validita della teoria di Eulero-Bernoulli per travi snelle, e di
elementi assialmente deformabili, gli spostamenti trasversali saranno polinomi
cubici, mentre gli spostamenti assiali saranno lineari:

AB 2 3
uy” (z3) = ag + a1xs + asxs + asx;

27.2
UéqB (563) = bo + bl.rg ( )
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ufc (x3) = co + 13 + caus + 03a:§
ugBC (z3) =do + dyzs
uSP (x3) o+ e1xs + eaxs + esxy
u§P (z3) = fo+ fizs

Per poter determinare le diciotto costanti di integrazione, occorre imporre
le condizioni ai limiti (di equilibrio e congruenza) in corrispondenza dei quattro
nodi:

— negli appoggi in A ed in D si annullano ambedue le componenti di
spostamento, ed i momenti:

(27.3)

— nel nodo in B si hanno le tre condizioni di congruenza:

ug'(0) = uy ¥ (S) sin(a) + uz ® (S) cos(a)
uP(0) = uP(S) cos(a) — usB(S) sin(a) (27.4)
¢*5(8) = ¢P(0)

e le tre condizioni di equilibrio:

—t45(8) sin(a ) AB(8) cos(a) +nPC(0) =0
—t4B(8) cos(a) + n*P(S) sin(a) +tPC(0) + F =0 (27.5)
mAB(S) 4+ mP (0) 0

La prima condizione di congruenza esprime 'uguaglianza tra lo spostamen-
to orizzontale del nodo B, inteso come spostamento assiale dell’asta BC, e la
somma, delle componenti orizzontali di spostamento del nodo B, inteso come
appartenente all’asta AB. Poiché — come evidenziato in Figura 27.2 — am-
bedue queste componenti sono positive, si giunge alla prima delle (27.4). La
seconda condizione di congruenza, invece, esprime 'uguaglianza tra lo sposta-
mento verticale del nodo B inteso come spostamento trasversale dell’asta BC,
e le componenti verticali di spostamento del nodo B, inteso come appartenente
all’asta AB.

Per la scrittura delle tre condizioni di equilibrio si puo fare riferimento alla
Figura 27.3, dove si e enucleato il nodo B, assieme alle forze su di esso agenti.
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CAPITOLO 27. TELAIO A DOPPIO SPIOVENTE

L1 L Lq

-+
-

Figura 27.2: Una scelta di sistemi di riferimento per il telaio a doppio spiovente

— nel nodo in C, analogamente a quanto si ottiene in B bisogna imporre la
congruenza:

uBC (L) = u§P(0) cos(a) — u§P (0) sin(a)
uBC (L) = u§'P(0) sin(a) + u§?(0) cos(a) (27.6)
¢"C(L) = P (0)
e le tre condizioni di equilibrio:
t“P(0) cos(a) + n“P(0) sin(a) — tP°(L) =
—t9P(0) sin() + n°P(0) cos(a) — nPC (L) = 0 (27.7)
—mP(L) + mPC0) =0

Si sono cosi ottenute diciotto condizioni ai limiti, che possono tradursi in
altrettante equazioni lineari nelle diciotto costanti di integrazione. Risolvendo il
sistema, e portando la rigidezza assiale ad infinito, si ottengono le linee elastiche
flessionali:

uyB (x3) = FLCTOS(a)xg (S (L(L+38S) + 252 cos()) — Lya3)
B (z) = 12 COS(O‘)A(L = 2%8) (LS(L + 25) cos(a) + LLyws — Lya2) (2738)
WGP (zg) = — L COS(OX(S ~ ) (LS(L+25) + 25 Leas — Lia?)

o A =12EIL? (27.9)
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assieme allo spostamento orizzontale ¢ del traverso:

ui? (23) = u§” (x3) = 0
B _ FL?S?(L+ 2S)sin(2c) (27.10)
v (7s) = 2A

La deformata si presenta come in
Figura 27.4. F
Nella stessa ipotesi di telai assial-

mente inestensibili, le caratteristiche toc
si ottengono per derivazione successi- tas T
va:
FLcos(a)z n
m4P (1'3) = 2LE§ ) > “ mAB
mEC (5) — FScos(a) (L — 2x3) ' o
2L Figura 27.3: L’equilibrio del nodo B per
oD _ FLcos(a) (S —x3) il telaio a doppio spiovente
m=" (z3) =
2L,
FLcos(a)
(AB _
(z3) oL,
FL,
(BC _
(23) I,
FLcos(a)
+CD _
(z3) 5L,
AB F(—4Ly) + L(—3 + cos(2a))) esc(a)
n®" (z3) =
4L,
1
nBC (z3) = —§F cot(a)
7D (35) = — F(2S + L cos(a)) cot(a)
2L,
(27.11)

Il diagramma dei momenti e riportato in Figura 27.5.
Le reazioni dei vincoli si ottengono tramite considerazioni di equilibrio:

Ran = —nP(0) cos(a) — t25(0) sin(a) = %F cot(a)

Rpin = n%P(8) cos(a) — t9P(S) sin(a) = —%F cot(a)

27.12)
: F(L+ L) (
_ ,AB _ AB _ FL+Ly
Ra, =n"7(0)sin(a) — t7(0) cos(«) L oL
Rp, = nCD(S’) sin(a) + tCD(S) cos(a) = __FL
o L+2L,
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CAPITOLO 27. TELAIO A DOPPIO SPIOVENTE

Figura 27.5: 1l diagramma del momento per il telaio a doppio spiovente

27.1 1l caso della forza orizzontale

Si consideri ora il caso di una forza orizzontale agente nel nodo B, come illustrato
in Figura 27.6. Le condizioni di equilibrio nel nodo B si scriveranno ora:

—t4B(9) sin(a) — nB(8) cos(a) + nP¢(0)+ F =0
—t4B(8) cos(a) + nB(S) sin(a) + tPC(0) = 0 (27.13)
—mAB(8) + mPC(0) =0

mentre le altre condizioni restano inalterate. Le linee elastiche sono date, in
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-+ :

Figura 27.6: Un telaio a doppio spiovente soggetto a forza orizzontale

ipotesi di inestensibilita assiale, da:

2B () — FL%“(O‘) (w5 (S (L(L + 3S) + 25 cos(a)) — Lyz2))
uBC (z3) = FS%H(Q) ((L —2z3) (LS(L + 28) cos(a) + LLyxs — Lya3))
u§P (z3) = fFL%n(O‘) ((S —a3) (LS(L +2S) + 2SLyx3 — Lyx3))
(27.14)
assieme allo spostamento orizzontale § del traverso:
5 = uBC (25) = FL?S?(L —l—A2S) sin(a)? (27.15)

La deformata si presenta come in Figura 27.7.

Lq L L1 .

Figura 27.7: La deformata del telaio soggetto a forza orizzontale
Nella stessa ipotesi di telai assialmente inestensibili, le caratteristiche si
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ottengono per derivazione successiva:

FLsin(a)zs
AB _
m-P (x3) = 5L,
FH (L —2x3)
BC _
m°% (x3) = oL,
mCD (35) = FL sin(;)L(S —x3)
. ¢ (27.16)
FAB (1) FLsin(«)
r3) = ———
’ 2L;
FH
+BC _
(23) I,
FLsin(a)
+CD
(@) oL,
2FS + FLcos(a)
AB _
o (ws) = 2L,
F
nBC (z3) = 3 (27.17)
F(2S + Lcos(a))
CcD _
e (ws) = 2L,
Il diagramma dei momenti € riportato in Figura 27.8.
+ E . c
H
-~ A @ D
1 Ll i L d Ll 1
Figura 27.8: Il momento sul telaio soggetto a forza orizzontale
Un valore significativo del momento flettente € ora pari a:
FLH
Mg = 27.18
BT oL, (27.18)
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27.2. IL CASO DEL CARICO UNIFORMEMEMTE DISTRIBUITO

Le reazioni dei vincoli si ottengono tramite considerazioni di equilibrio:

Ran = —nB(0) cos(a) — t*B(0) sin(a) = _g

Riy. = n®P(8) cos(a) — °P(S) sin(a) = ~ >

Ry = n2(0) sin(a) — t42(0) cos(a) = % (27.19)
Ry = 1P (8) sin(a) + 1P () cosler) = ~ 1

27.2 1l caso del carico uniformememte distribui-
to

Si considera ora il telaio a due spioventi di Figura 27.9, sollecitato da una
stesa di carico uniformemente distribuito ¢ lungo tutto il traverso BC. La
corrispondente linea elastica diventera quindi:

4
x
ulC (x3) = co + cra3 + cox? + cz3rh + qﬁ (27.20)

Viceversa, le condizioni ai limiti diventano omogenee, in quanto la forza
concentrata ¢ assente. Se gli elementi vengono considerati assialmente rigidi, le

(] o

s ¢
T T T T

Figura 27.9: Un telaio a doppio spiovente soggetto a carico distribuito

linee elastiche dei due tratti inclinati sono ovviamente nulle. Inoltre, la simme-
tria dello schema e del carico garantisce che anche lo spostamento assiale del
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CAPITOLO 27. TELAIO A DOPPIO SPIOVENTE

traverso si annulla. Restano le tre linee elastiche flessionali, date da:

qL3x3 (752 + x%)

AB _
vz (@3) = S TS BL T 29)
_ 2 _ 2
WP () = q(L — x3) 3 (2L2S + L(3L + 25)x3 — (3L + 25)a3) (27.21)
24EI(3L + 25)
LCD (w5) = — —qL3z5 (282 —3Sx3 + m%)
2 24ETS(3L + 25)

La deformata si presenta come in Figura 27.10, ed ha le stesse proprieta di
simmetria del carico.

[ o

B

Lq L Lq

Figura 27.10: La deformata per il telaio a doppio spiovente soggetto a carico
distribuito

[’abbassamento del punto centrale e pari a:

(27.22)

L) qL* 3L +10S
2

_ . BC _ Ly _
H2max = 1 <x3 - 384ET 3L + 25

Nella stessa ipotesi di telai assialmente inestensibili, le caratteristiche si
ottengono per derivazione successiva:

L3qx
AB (g4) = ——— 178 _
m U (T3) = ~or s s
BC _ 9 (L? —2L(3L +25)a3 + (6L + 45)z3) _
e as) = 121 + 85 (27.23)
qu (_S + 333)
cD _ LPq(=S+x3)
) = gL+ 29)
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27.2. IL CASO DEL CARICO UNIFORMEMEMTE DISTRIBUITO

A qL?
@) =~ ors e
P9 (z3) = g (L — 2z5)
cD qL3
7 @) = g s
nAB (13) = _qL (GLS +48% + L2 cos(a)) csc(a) (27.24)
45(3L + 2S)
nBC (z4) = _qL (L? +2S(3L + 28) cos(av)) esc(a)
o 4S(3L +25)
nEP (x3) = _qL (GLS +45% + 12 cos(a)) csc(a)
4S(3L +25)

Il diagramma dei momenti e riportato in Figura 27.11, ed i corrispondenti
valori notevoli si ottengono come:

N
Mp =Mo =—357 +8S (27.25)
M _ BC B £ B qL? L +25 ’
max = T35 8 3L+2S

Lq L L1 )

-+
-

Figura 27.11: I momenti sul telaio a doppio spiovente soggetto a carico
distribuito

Le reazioni dei vincoli si ottengono tramite considerazioni di equilibrio:

_ 9L (L% 4 25(3L + 25) cos(a))

Ran = —n*P(0) cos(a) — 147 (0) sin(a) 1H(3L + 29)
Rpn, = nP(8) cos(a) — t°P(S)sin(a) = _qL <L +4:?(§;’j22;) Cos(a))

(27.26)
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Ry, = nB(0)sin(a) — t*B(0) cos(a) = L
2 (27.27)
Rp, = nP(8)sin(a) + t9P(S) cos(a) = —%

Verifica

La stessa struttura é stata analizzata in T.Cavallina, E. D’Anna, Esercizi di
Scienza delle Costruzioni, Vol.Il, pp.145-153 e pp.168-173.
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Capitolo 28

Trave a ginocchio

Si considera la trave a ginocchio di Figura 28.1, costituita da due tratti oriz-
zontali di luce L1, collegati da un tratto di luce L inclinato di un angolo «. Ne
segue che il dislivello verticale tra i due tratti orizzontali e pari a:

H = Ltan(o) (28.1)

mentre il tratto BC & lungo S = v/ L? + H2. Gli estremi sono incastrati, ed il
carico ¢ insiste su tutta la luce. Sul tratto inclinato, quindi, esso deve essere
scomposto in una componente trasversale ¢; ed una componente assiale g, fornite
da:

¢ = qcos(a)

4a = gsin(a) (28.2)

In ipotesi di validita della teoria di Eulero-Bernoulli per travi snelle, e di

IHHHHHHHHHHqI

C D

L1 L L1

>
4 MANN

——
——

Figura 28.1: Una trave a ginocchio
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elementi assialmente deformabili, si dovranno quindi definire le linee elastiche:

u‘243 (x3) = ao+ajzs + agxg + a3z§
’U,é?B (1‘3) =bg + bix3
cos(a
uPY (v3) = co + cra3 + caxl + c3xh + %ZTE(I)wg
(28.3)
qa cos() 22
2EA 3
us” (x3) =eg + e1x3 + 621’§ + egxg

u§’P (x3) = fo+ frzs

uf (x3) = do + dyw3 +

Si osservi infatti che il carico verticale di partenza insisteva su una luce pari
ad L, ed & poi stato trasformato in due stese di carico agenti lungo una luce
S = #@&) Di conseguenza le intensita a metro lineare dei carichi assiali e
trasversali devono essere opportunamente ridotte. Si faccia anche attenzione
al segni dei carichi, diretta conseguenza della scelta dei sistemi di riferimento:
il carico trasversale ¢ diretto secondo 'asse X5, mentre il carico assiale risulta
orientato in senso contrario ad Xs.

Per poter determinare le diciotto costanti di integrazione, occorre imporre
le condizioni ai limiti (di equilibrio e congruenza) in corrispondenza dei quattro
nodi:

— negli incastri in A ed in D si annullano ambedue le componenti di
spostamento, e le rotazioni:

(28.4)

— nel nodo in B si hanno le tre condizioni di congruenza:
uf P (L) = uZ€(0) cos(a) + uF€ (0) sin(a)
ufP (L1) = —uZC(0) sin(a) + uE(0) cos(a) (28.5)
¢ (L1) = 67°(0)
e le tre condizioni di equilibrio:

—nAB (L) 4+ tBC(0) sin(a) + nZ€(0) cos(a)

Il
o o

(28.6)
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CAPITOLO 28. TRAVE A GINOCCHIO

La prima condizione di congruenza esprime 'uguaglianza tra lo spostamen-
to orizzontale del nodo B, inteso come spostamento assiale dell’asta AB, e la
somma delle componenti orizzontali di spostamento del nodo B, inteso come ap-
partenente all’asta BC. Poiché — come evidenziato in Figura 28.2 — ambedue
queste componenti sono positive, si giunge alla prima delle (4). La seconda con-
dizione di congruenza, invece, esprime 'uguaglianza tra lo spostamento verticale
del nodo B inteso come spostamento trasversale dell’asta AB, e le componenti
verticali di spostamento del nodo B, inteso come appartenente all’asta BC.

i ] o

CD
c X3

H
AB
X
Aj d B
AB \
X BC
2 X3
L Ll 1 L d Ll ]
1 T T 1

Figura 28.2: I sistemi di riferimento per la trave a ginocchio

Per la scrittura delle tre condizioni di equilibrio si puo fare riferimento alla
Figura 28.3, dove si e enucleato il nodo B, assieme alle forze su di esso agenti.
Nel nodo in C, analogamente a quan-
to si ottiene in B bisogna imporre la con-
gruenza: Mag

Mgc

Ngc
BC

u$P(0) = uPC(S) cos(a) + uf(S) sin(a)
u§P(0) = —uP(0) sin(a) + uF(S) cos(a)

¢"C(8) = “P(0)

AB

thas

(28.7) Figura 28.3: Le forze agenti sul

e nodo B
e le tre condizioni di equilibrio:

t9P(0) — tBC(S) cos(a) + nPY(S) sin(w)
nP(0) — tBC(S) sin(a) — nPC(S) cos(a)
—mP(S) + m“P(0) =0

0
0

(28.8)

Si sono cosl ottenute diciotto condizioni ai limiti, che possono tradursi in
altrettante equazioni lineari nelle diciotto costanti di integrazione. Risolvendo il
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sistema, e portando la rigidezza assiale ad infinito, si ottengono le linee elastiche
flessionali:

2
uy® (x3) = % (L? +6L?Ly + 6L (1 + cos(e)) LT + 8cos(a)Li—
2(L +2L4) (L + 2cos(a)Ly) z3 + (L + 2 cos(a) L) 22
3
BO (13) = % (L(1 + 3cos(a) + cos(2a))L* + 2 cos(a)2Li+
La? (L — cos(a)zs)® + LL? (L? + 6Las — 6 cos(a)x3) +
4L} (L? cos(a) + Lag — cos(a)a3) +
2L1x3 (L* — 2L cos(a)?a3 + cos(a)?23))
uS§P (z3) = % ((L1 —3)° (2 cos(a)L? + L (L + 23)° +
2Ly (2L + x3) (L + cos(a)x3) + LT (L (3 + 2 cos(a)) + 4 cos(a)z3)))
(28.9)

con:

A =12ET (L + 2Ly cos(a)) (28.10)

I due tratti orizzontali non subiscono spostamenti assiali, mentre il tratto
inclinato subisce lo spostamento assiale §:

uz? (23) = ug’® (23) = 0
gsin(a) (28.11)
uf (z3) = — A (L} (L + Ly) (L* + 3LLy + 2 cos(a)L7))

La deformata si presenta come in Figura 28.4.

L1 L l L1 I
1

——

Figura 28.4: La deformata per la trave a ginocchio
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Nella stessa ipotesi di elementi assialmente inestensibili, le caratteristiche si
ottengono per derivazione successiva:

mAB (z5) = 7% (8 cos(a) L} + 6L3 (L + Lcos(ar) — 4 cos(a)zs) +

6Ly (L? — 2L(1 + cos(a))z3 + 2 cos(a)z3) + L (L? — 6Las + 623))
a4

BC(
A

(6L cos(ar) LT + 4 cos(a) L} — 12 cos(a)?Lyxs (—L + cos(a)zs) —

m°Y (x3) =

L (L? — 6L cos(a)xs + 6 cos(a)?z3))
_% (—6L cos(a) L] — 4 cos(a) L} + 12 cos(a) Ly z3 (L + x3) +
L (L? 4 6Lxs + 6a3))

CI)(

m~Y (z3) =

(28.12)

HHHHHHHHHHIqI

I7rr7z7

>
AN

L1 L

L1 |

——
——

Figura 28.5: Il momento flettente sulla trave a ginocchio

4B (34) = g (L + 2L, — 2z3)

#BC (z3) = g cos(a) (L — 2 cos(a)zs) (28.13)
1D (13) = —g (L + 2x3)
nB (z3) =0

,g sin(a) (L — 2 cos(a)x3) (28.14)

S
N
I
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Il diagramma dei momenti & riportato in Figura 28.5. Nei nodi B e C il
momento risulta uguale (struttura simmetrica) e pari a:

B g (9% cos(a)? — 65 cos(ar) L3 — 4L3)
Mp = Mc = PICEST (28.15)

Le reazioni dei vincoli si ottengono valutando le caratteristiche agli estremi:

Ran=0

RBh =0
L

Ray = —t48(0) = —% —qLy
L

Rp, =t“P (L)) = _% —ql

L3 +6L*Ly + 6L(1 4 cos(a)) L3 + 8 cos(a) L)
12 (L + 2 cos(a)Ly)

q (L® +6L?Ly + 6L(1 + cos(a))L? + 8 cos(ar) L)

12 (L 4 2cos(a)Lq)

M’I‘A _ —mAB(O) — q(

M,p =mP (L)) = -

(28.16)
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