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Capitolo 1

Amnalisi cinematica
Metodo analitico

In questo Capitolo si esamina una serie di strutture al fine di identificare le
proprieta cinematiche di ognuna di esse. L’approccio e analitico, si scrivono
le equazioni di vincolo, poi si scelgono gli opportuni poli e si trasformano —
laddove necessario — le equazioni di vincolo, al fine di esprimerle in funzione
degli spostamenti dei poli. Infine, scrivendo le equazioni in forma matriciale si
possono trarre conclusioni sulla eventuale labilita della struttura.

Per essere piu specifici, sia O il polo, e sia P un punto qualsiasi del tratto
rigido in considerazione. Siano ug ed up gli spostamenti del polo e del punto P
generico, e sia @ il vettore delle rotazioni del tratto rigido:

U10 uip o1
up = | w20 up = | u2p o= o2 (1.1)
Uzo uzp 3

Come noto, gli spostamenti del punto generico P possono esprimersi in fun-
zione degli spostamenti dei punti del polo O, attraverso la relazione vettoriale:

up =uo +¢ x OP (1.2)

dividendo lo spostamento complessivo in una traslazione ed una rotazione rigida.
Scalarmente si ha:

uLp U0 ?1 Tip — 10
uzp | =\ w0 | +| ¢2 | x| w2p—720 (1.3)
uzp U30 ¢3 x3p — T30

Piu esplicitamente si ha:
urpi+uzpj +uspk = w10t +u20J + uzo k+
; J k (1.4)
o3} P2 ¢3

Tip — 10 X2Pp —T20 T3P — T30
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1.1. UN TELAIO ZOPPO

e quindi infine:
u1p = u10 + ¢2 (r3p — 30) — ¢3 (T2P — T20)
ugp = u20 + ¢3 (T1p — r10) — ¢1 (T3P — T30) (1.5)
uzp = u3o + ¢1 (r2p — r20) — ¢2 (T1p — 10)
Nel caso di un corpo rigido bidimensionale giacente nel piano (X2X3) si ha
poi:
uzp = u20 — ¢1 (T3p — 30)

1.6
ugp = u3o + ¢1 (T2p — T20) (1.6)

1.1 Un telaio zoppo

Come primo esempio, si consideri il telaio di Figura 1.1, costituito da un’asta
verticale di altezza H ed un’asta orizzontale di luce L.

B
X3 Y

——

XaV

Figura 1.1: Un telaio zoppo

Si vuole analizzare la struttura per identificare possibili cinematismi:

e Passo 1 - Le condizioni di vincolo proibiscono lo spostamento verticale del
punto A, ed ambedue le componenti di spostamento del punto B:

U2 A =0
UusB =0 (17)
u2B =0

e Passo 2 - Si scelga il polo O all’intersezione delle due aste, e si esprimano
le condizioni di vincolo in funzione degli spostamenti usp, uso del po-
lo, e della rotazione ¢o intorno ad un asse X; passante per il polo O.
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Utilizzando le (1.6) si potra scrivere:

Uga = U0 — 0 (T34 — x30) =0
usp = uso + ¢o (2B — 220) =0 (1.8)
=0

uzB = U20 — o (T3B — T30)
e poiche:

34 — 230 =0
Top — X920 — 0 (19)

x3p — T30 = L

si giunge all’espressione finale delle equazioni di vincolo in funzione delle
incognite polari:

U220 = 0
uso =0 (1.10)
uz0 — ¢olL =0

e Passo 3 - Si scrivono ora le relazioni precedenti in forma matriciale, per
poter studiare le caratteristiche cinematiche della struttura esaminando la
matrice dei coefficienti:

01 0 30 0
10 0 wo | =1 0 (1.11)
01 -L b0 0

E’ questo un sistema di tre equazioni, omogeneo, e la matrice dei coeffi-
cienti ha determinante pari ad L. Ne segue che 'unica soluzione possibile
¢ la soluzione banale, in cui usp, us0 € ¢g sono nulli. La struttura e quindi
cinematicamente determinata.

e Passo 4 - Infine, si considerino i possibili casi eccezionali, quando par-
ticolari geometrie della struttura conducono a risultati atipici. Nel caso
in esame, ad esempio, se la luce L si riduce a zero la struttura si riduce
ad un’asta singola, come riportato in Figura 1.2, per cui la matrice dei
coefficienti diviene:

010
1.0 0 (1.12)
010

Tale matrice ha determinante nullo, e rango due. La struttura possiede un
grado di labilita , quindi co! possibili cinematismi, definiti da spostamenti
nulli del polo, e valori arbitrari della rotazione ¢o.

Esercizi di Scienza delle Costruzioni 3
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H
1 A
R

X2
Figura 1.2: Il caso degenere del telaio di Figura 1.1

1.2 Telaio zoppo con carrello inclinato

Si vuole ora esaminare lo stesso telaio dell’esempio precedente, vincolato in B
con la cerniera, ed in A con un carrello il cui piano di scorrimento & inclinato di
un angolo « rispetto all’orizzontale (cfr. Figura 1.3).

0 2.+
~&
H
!
? N
| L l
1 1

Figura 1.3: Un telaio zoppo vincolato con un carrello inclinato in A

e Passo 1 — La condizione di vincolo espressa dal carrello annulla lo sposta-
mento del punto A lungo la retta ortogonale al piano del carrello, e quindi
la prima delle (1.7) dovra essere rimpiazzata da:

g4 =0 (1.13)

4 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 1. ANALISI CINEMATICA DELLE STRUTTURE: METODO ANALITICO

Dalla Figura 1.4 si evince subito:

X3
u3
(04
0 a
us X3
uz
a _
uz y
A N p
X2 X}

Figura 1.4: Relazione tra gli spostamenti orizzontali e verticali, e secondo il
piano di scorrimento del carrello, e la sua normale

uza = uga cos(a) + uga sin(a)
B B (1.14)
Usa = —334sin(@) + uga cos()
e quindi:
Usa = Uz cOoS(a) — uga sin(a
73,4 3 (@) — uga sin(a) (1.15)
Uga = U sin(a) + ug 4 cos(a)
La (1.13) si scrive quindi:
uza sin(a) + ug4 cos(a) =0 (1.16)
da affiancare alle altre condizioni di vincolo che proibiscono gli spostamenti
in B:
usp =0
5P (1.17)
2:5=0

e Passo 2 — Si scelga ora il polo O all’intersezione delle due aste, e si espri-
mano le condizioni di vincolo in funzione degli spostamenti uzp, uso del
polo, e della rotazione ¢ intorno ad un asse X; passante per il polo O.
Utilizzando le (1.6) si potra scrivere:

(uzo + do (r24 — 20)) sin(a) + (uz0 — ¢o (£34 — 230)) cos(a) = 0
uzo + ¢o (2B — 220) =0

U0 — 9o (x3p — x30) =0
(1.18)
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e poiche:

Toa —To0 = H
r3A — T30 =0 (1.19)
Top —T20 = L

si giunge all’espressione finale delle equazioni di vincolo in funzione delle
incognite polari:

(uzo + po H) sin(a) + uzp cos(a) =0
uz0 = 0 (1.20)
uz0 — oL =0

Passo 3 — Si scrivono ora le espressioni precedenti in forma matriciale, per
poter studiare le caratteristiche cinematiche della struttura esaminando la
matrice dei coefficienti:

sin(a)) cos(a) H sin(«) usp 0
1 0 0 uo | =1 0 (1.21)
1 —L 10%6) 0

Tl determinante di questa matrice ¢ pari a L cos(a) + H sin(«), usualmente
diverso da zero. Ne segue che la struttura continua ad essere cinematica-
mente determinata, a meno di casi eccezionali, che si studiano nel passo
successivo

Passo 4 — Un possibile caso eccezionale si ha per un particolare valore
dell’angolo « di inclinazione del carrello. Se infatti o ¢ tale da annulla-
re il determinante dei coefficienti della (1.21), la struttura presentera un
meccanismo. L’equazione fornisce:

Lcos(a) + Hsin(a) =0 (1.22)

da cui o* = —arctan(L/H). Ne segue che quando il carrello ¢ inclinato in
modo tale che il suo piano di scorrimento & ortogonale alla congiungente
A e B, sara possibile un meccanismo di rotazione intorno al punto B.

1.3 Telaio zoppo con cerniera interna

Si consideri ora il telaio di Figura 1.5, costituito da due tratti rigidi connessi tra
loro tramite una cerniera.

e Passo 1 — Indicando simbolicamente con By e Bs la faccia di sinista e di

destra della cerniera, rispettivamente, si possono scrivere le equazioni di
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P Ow

L Ly

——
——
—

Figura 1.5: Un telaio zoppo costituito da due tratti rigidi connessi da una
cerniera

vincolo:
uUzaA = 0
U2 A = 0
usp’ — usp’ (123)
U2p’ = U2B"
U220 = 0

La terza e la quarta equazione di vincolo esprimono 1'uguaglianza degli
spostamenti ai due lati della cerniera.

e Passo 2 — Si scelgono come parametri lagrangiani gli spostamenti uza,
us4 del punto A, e la rotazione ¢4 del primo tratto, gli spostamenti usc,
uze del punto C, e la rotazione ¢¢ del secondo tratto. Utilizzando le (1.6)
occorre trasformare la terza e quarta equazione. Sara:

Ugp = UgA — DA (9633 - $3A) =uga — ¢als
ugp: = Uz + ¢a (T2 — T24) = uza — PpaHy (1.24)
ugpr = Usc — o (T3p — T3¢) = Uac + Pc Lo .
uzpr = uzc + ¢c (T2p — T2c) = usc — ¢pcHa
e quindi le equazioni di vincolo si scrivono:
uUspa = 0
tuga = 0 (1.25)

uza — oot = usc — ¢cHa
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Uga — ¢l = ugc + pcLa
U = 0

e Passo 3 - Introdotto il vettore delle coordinate lagrangiane:

dT = (u3A7u2A,¢A7u3C7UQCa¢C) (126)

le equazioni precedenti si scrivono, matricialmente:

10 0 0 0 0 Usa 8
01 0 0 0 0 f;f“ 0
1 0 —H -1 0 H UA =1 (1.27)
01 —L;y 0 —1 —Ls U3C 0
00 0 0 1 0 2
oc 0

e Passo 4 — In genere, il rango della matrice dei coefficienti € massimo, ossia
pari a 5, e quindi la struttura ¢ una volta labile. Il risultante meccanismo
puo identificarsi ponendo, ad esempio, ¢4 = «, da cui subito:

Ly
= —a— 1.28
oc CYLQ (1.28)
ed ancora:
L
usc = 7OZH1 - OéHQ*l (129)
Lo

Il parametro o non ha un valore determinato, in quanto il meccanismo &
definito in forma, ma non in ampiezza.

Gli spostamenti della cerniera possono calcolarsi in funzione di «, a partire
dalle (1.24):

ugp = —pal = —aly

(1.30)
uzp = —paH = —aH;

In Figura 1.6 sono riportati i diagrammi degli spostamenti orizzontali lungo
i due ritti, nonche il diagramma degli spostamenti verticali lungo il traverso,
assumendo un angolo « positivo (antiorario) ed arbitrario.

1.4 Telaio a due campate con cerniere interne

Il telaio di Figura 1.7 ¢ composto da tre tratti rigidi vincolati tra loro dalle due
cerniere B e D, mentre i vincoli esterni si riducono a due appoggiin A e C, ed al
carrello a piano di scorrimento orizzontale in E. Si effettui I’analisi cinematica

della struttura.
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Ry
o A
N

usp
+—
‘c[
+—
usc
A
~&x~

v IUZB

Figura 1.6: Un telaio zoppo costituito da due tratti rigidi connessi da una
cerniera: diagramma degli spostamenti orizzontali e verticali

e Passo 1 — Le condizioni di vincolo impongono:

UsA — 0

U2A = 0

Usp’ = uzp”

Uz2p’ = U2B"

uze =0 (1.31)
U220 = 0

U3zp’r = uzp
U2 D! = U D
Uop = 0

e Passo 2 — Si scelgono come poli dei tre tratti i punti A, C' ed E, rispet-
tivamente, e quindi i parametri lagrangiani saranno:

dT = (u3Aa U2A4, ¢Aa usc, w20, ¢Ca U3E, U2E, ¢E) (132)

Occorre ora esprimere le quattro condizioni di vincolo nelle due cerniere
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] L l L l L | L ]
| T T T |
B
O ——
B1B>
H
A D 4
< D1D>

H

C E

4

Figura 1.7: Un telaio costituito da tre tratti rigidi connessi da due cerniere

in B e D in funzione delle coordinate lagrangiane. Sara:

Ugpr = UgA — @A (T3B — T34) = Uga — PaL
uzp’ = U3A + ¢4 (xap — T24) = uga — ¢ H

( )
( )
ugpr = Usc — ¢ (v33 — w3¢) = Uzc + pcL
uspr = ugc + ¢c (vap — 2320) =usc — 2¢cH (1_33)
Uspr = Uoc — ¢c (T3p — T3¢) = Usc — do L
uzpr = uzc + ¢¢ ($2D - 5520) =uzc — ¢cH
Uapr = Uog — PR (xSD - x3E) =uzp + ¢pL
uzpr = u3g + ¢p (v2p — 12p) = uzp — ¢pH
e quindi le equazioni di vincolo divengono:
UzaA = 0
U2A = 0
uza — ¢aAH = uzc — 2¢cH
uza — ¢aLl = usc + ¢cL
uzc = 0 (134)

U = 0
usc — ¢cH = uzp — ppH
uzc — ¢cL = uzp + ¢pl
U = 0
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e Passo 3 — Scrivendo le relazioni precedenti in forma matriciale si giunge
a definire la matrice:

10 0 0 0 0O 0 0 0
01 0 0 0 O 0 0 0
10 -H -1 0 2H 0 0 0
01 -L 0 -1 —-L 0 0 0
A=lo0oo0o o 1 0o 0 0 0 0 (1.35)
00 0 0 1 0 0 0 0
00 0o 1 0 -H -1 0 H
o0 0o 0 1 -L 0 -1 —L
00 0 0 0 0O 0 1 0

il cui determinante & pari a —3HL?, sicuramente diverso da zero. La
struttura ¢ quindi cinematicamente determinata.

1.5 Trave a tre campate

Si consideri ora la trave di Figura 1.8, costituita da tre tratti rigidi connessi tra
loro da due cerniere in B e D. La trave e vincolata con un appoggio all’estremo
di sinistra, con un bipendolo esterno all’ascissa zo = 2L, e con un carrello a
piano di scorrimento orizzontale all’ascissa zg = 4L.

A B cd D E F

~&x< B1 B3 A D1D; T@vv

Figura 1.8: Una trave labile

e Passo 1 — Le condizioni di vincolo impongono:

usa — 0

U224 = 0

U3B’ = U3B”"

taBr = tap (1.36)
¢c =0

u3p’ = uzp
U2 D! = U2 D
U = 0
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e Passo 2 — Si scelgono come poli dei tre tratti i punti A, C' ed E, rispet-
tivamente, e quindi i parametri lagrangiani saranno:

d” = (uza,u2a, G, usc, Yoo, PO, UsE, U2k, OF) (1.37)

Occorre ora esprimere le quattro condizioni di vincolo nelle due cerniere
in B e D in funzione delle coordinate lagrangiane. Sara:

uspr = UgA — @A (T3 — T34) = uza — palL
ugp = +¢a (Tap — T24) = Uza
uzpr = uzc — ¢c (T3 — T3c) = u2c + pcL

uzpr = usc + ¢¢ («TQB - $20) = usc (1.38)
uspr = usc — ¢ (T3p — x3¢) = Uc — dc L
uzpr = uzc + ¢c (T2p — T20) = Usc
ugpr = Uzp — ¢p (T3p — T3p) = usp + ¢pL
uspr = usg + ¢g (Tap — T2p) = Usp
e quindi le equazioni di vincolo divengono:
Uz = 0
uoa =0
U3A = Usc
uga — PaL = uzc + dc L (1.39)
¢c =0
U3Cc = U3E
uzc — ¢l =uzp + ppL
usp =0

e Passo 3 — Scrivendo le espressioni precedenti in forma matriciale si giunge
a definire la matrice:

10 0 0 0 0 0 0 0
01 0 0 0 0 0 0 0
10 0 -1 0 0 0 0 0
01 -L 0 -1 -L 0 O 0
4= 00 O 0 0 1 0 0 0 (1.40)
00 O 1 0 0 -1 0 0
00 O 0 1 -L 0 -1 —-L
00 0 0 0 0 0 1 0

Il rango di questa matrice e pari ad 8, quindi la struttura risulta una
volta labile. Se si sceglie come parametro lagrangiano la rotazione ¢4 = «
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cd D E F

B
Y B1B) g D1D; T@vv

—
—
—
——

Figura 1.9: Il meccanismo rigido per la trave di Figura 1.8

del primo tratto, la quarta condizione e la settima condizione di vincolo
forniscono:

Usc = —aL
¢ (1.41)
¢p =—«a

Gli altri gradi di liberta sono nulli, mentre e possibile calcolare, a partire
dalle (1.38):

usp = —alL (1.42)

In Figura 1.9 e riportato il diagramma degli spostamenti verticali.

1.6 Trave con bipendolo interno

Si studiano adesso i possibili cinematismi della trave di Figura 1.10, costituita
da tre tratti rigidi connessi tra loro da un bipendolo interno in zg = L; e da
una cerniera in zp = Ly + Lo + L3. La trave € vincolata esternamente con un
appoggio in A, e due carrelli a piano di scorrimento orizzontale in C' ed E.

B
A o C g E F
Hg, e DD,  ~SR<

Lg

XY B

Lq Ly L3 | Lg | |
T T T

l
T

——
——

Figura 1.10: Una trave labile
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14

e Passo 1 — Le condizioni di vincolo impongono:

usas = 0

U224 = 0

¢pr = Ppn
taBr = HsBr (1.43)
U220 = 0

Usp’ = uUzp
Uo2pr = UpD
U2p = 0

e Passo 2 - Si scelgono come poli dei tre tratti i punti 4, C' ed F, rispetti-
vamente, e quindi i parametri lagrangiani saranno:

d” = (uza,u2a, G, usc, Uac, PO, UsE, U2k, OE) (1.44)

Occorre ora esprimere le quattro condizioni di vincolo nel bipendolo in-
terno e nella cerniera in B e D in funzione delle coordinate lagrangiane.
Sara:

Uz = UsA + 04 (Tap — T2a) = Usza

uspr = Usc + ¢c (T2p — Tac) = Usc

OB = Qa
b5 = o (1.45)
ugpr = Uzc — ¢c (T3p — T3¢) = u2c — P L3
ugpr = usc + ¢c (Tap — Ta2c) = usc
Ugpr = Usp — ¢p (T3p — T35) = Usp + ¢pla
ugpr = usp + ¢ (T2p — T2p) = UsE
e quindi le equazioni di vincolo divengono:
usa — 0
U224 = 0
pa = ¢c
usas = U,
K ¢ (1.46)
U220 = 0
U3C = U3E
Usca — ¢cLz = usg + ¢pLy
UoE = 0
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e Passo 3 - Scrivendo le relazioni precedenti in forma matriciale si giunge a
definire la matrice:

100 0 0 O 0 0 0
010 0 0 O 0 0 0
001 0 0 -1 0 O 0
100 -1 0 O 0 0 0
A= 000 0 0 1 0 0 0 (1.47)
o000 1 0 0 -1 0 0
000 0 1 —-Ly 0 -1 —L4
000 0 0 O 0 1 0

Il rango di questa matrice ¢ pari ad 8, quindi la struttura risulta una
volta labile. Se si sceglie come parametro lagrangiano la rotazione ¢4 = «
del primo tratto, la terza condizione e la settima condizione di vincolo
forniscono:

Ly (1.48)

Gli altri gradi di liberta sono nulli, mentre ¢ possibile calcolare gli sposta-
menti delle due facce del bipendolo, come:

Uspr = Uza — P4 (T3 — T34) = —Palh = —aly (1.49)
ugpr = Usc — o (X3p — T3¢) = —Pc (2B — 20) = aLs .

In Figura 1.11 e riportato il diagramma degli spostamenti verticali.

B
A o] C D E F

O
S~ 8,98, &R~ D1 Dy ~&Rk<

-ala

_ I -als3
al /\a/i x !

Ly Ly L3

-
——
——
—
—

)|
T

Figura 1.11: Il meccanismo rigido per la trave di Figura 1.10
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1.7 Trave ad asse parabolico

Si consideri ora la struttura ad asse curvilineo di Figura 1.12, costituita da tre
archi rigidi collegati tra loro da due cerniere, ed al suolo tramite un appoggio al-
I’estremo di destra ed un bipendolo all’estremo di sinistra. L’asse di scorrimento
del bipendolo ¢ ortogonale all’asse dell’arco.

C

B G G
B1

Ly Ly L3

——
——
——
——

Figura 1.12: Un arco ad asse parabolico di freccia f

Supponendo che 'arco sia parabolico, di luce L = L1+ Lo+ L3 e di freccia f,
I’equazione dell’asse sara data da:

f
g(z) = —4ﬁz(L —z) (1.50)
e quindi la tangente all’arco stesso sara fornita da:
f
g (z) = _4ﬁ(L —22) (1.51)

In particolare, quindi, all’estremo di sinistra la tangente all’arco sara pari
a —4%.

Per scrivere le equazioni di vincolo si indichi con (¢,n) la coppia di assi con
origine in A, con t tangente all’asse ed n ortogonale all’asse, e siano (uy, u,,) gli

spostamenti lungo la tangente e la normale. Le equazioni di vincolo si scrivono
allora:

¢4 =0
Uta = 0
U3B’ = U3B”
tabr = by (1.52)
Uzcr = uzcr
Ugcr = U207
usp = 0
Uop = 0
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La seconda condizione di vincolo deve modificarsi, a somiglianza di quanto

fatto nell’Esercizio 1.2. Restano infatti valide le (1.15), con o = 4f e quindi

dovra essere:

Ut A = U3 A COS (42) — Ug4 Sin (4£) = (1.53)
Sara poi:

Ugpr = Uza — ¢A (X3 — T34) = Uga — Paln
uzp: = uza + ¢a (2B — T24) = uza + da (g (L1) — g(0))
uspr = ugcr — ¢ (T3p — x3¢) = uacr + ¢o Lo
uzpr = uzcr + ¢c (v2p — T2c) = uzcr + ¢o (9 (L1) — g (L1 + L2))
uzcr = uzp — ¢p (T3¢ — T3p) = u2p + ¢pls
)

uscr = usp + ¢p (Tac — Tap) = usp + ép (9 (L1 + L2) — g (L1 + La + L3))
(1.54)

(
(

Le equazioni di vincolo divengono quindi:

$a=0

U3 4 COS <4£) — Ug 4 Sin <4£) =0

uza + ¢4 (g (L1) —g(0)) = uscr + oo (9 (L1) — g (L1 + L2))

uga — ¢aLly = user + ¢c Lo (1.55)
uscr = usp + ¢p (9 (L1 + L) — g (L1 + Lo + L3))

uzcr = u2p + ¢pls

usp =0

Uo2p = 0
Semplificando si ha:

¢4 =0

U3 A COS <4£> — Ug A Sin (4£> =0

uza = uscr + ¢c (9 (L1) — g (L1 + L2))

U4 = Uocr + Qo Lo (1.56)
uzcr = ¢p (9 (L1 + La) — g (L1 + La + L3))

ugcr = ¢pls

usp =0

u2D=O
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1.7. TRAVE AD ASSE PARABOLICO

Si giunge quindi ad un sistema di cinque equazioni in sei incognite, che puo
scriversi matricialmente come:

66 —c 0 0 0 0 1‘)”‘ 8
1 0 -1 0 —e3 O wA 0
0 1 0 -1 —Ly 0 o | = 0 (1.57)
0 0 1 0 0 —c :;C/ 0
0o 0 0 1 0 -L ¢
3 oD 0

avendo posto:

¢y = sin <4L) (1.58)

c3=g(L1) —g(L1+ Lz)
ca=g(Li+Ly) —g(L1+ Lo+ L3)

Scegliendo la rotazione dell’ultimo tratto, ¢ p, come parametro lagrangiano,
si possono scrivere le cinque equazioni non omogenee:
c1uzg — couga =0
uza — uzcr — c3pc =0
uga — uzcr — pclo =0 (1.59)
Uusgcr = 4

ugcr = olg

con soluzione:

Uscr = 4
uzcr = als
—C1C4 + 02L3
e
Cci1C3 — CQLQ (160)
_ co(—calo + c3L3)
uzgs = «
cic3 — 2l
c1 (—calo + c3L3)
Ug A = [0

cies — calo

Esempio numerico

Si consideri un arco di luce L e freccia L/4, e le cerniere siano situate ad L/4

5 L
e 2L/3, sicche Ly = L/4, Ly = EL ed Ly = 3 mentre i quattro coefficienti
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CAPITOLO 1. ANALISI CINEMATICA DELLE STRUTTURE: METODO ANALITICO

divengono:
c1 = cos 41 = 0.5403
L

co = sin (4£> =0.8414 (1.61)

cs =g (L1) — g (L1 + La) = 0.0347L
ca =g (L1 +Ly) — g (L1 + Lo+ L3) = —0.222L

e quindi la deformata dell’arco ¢ definita da:

| L/4 | 5/12 L | L/3 |
f T T T
B C
By
C
B, 16
D
A

| 1 SN

Figura 1.13: Un arco ad asse parabolico di freccia f: il meccanismo

uscr = —0.222aLL

L
uzcr = Oég
—cic4 +coL3
= — - “a=-1.207
¢C C1C3 — CQLQ @ @ (162)

—cyL L

gy = 2l esle) o0
cie3 — calo
—cy L L

g = LGzt esly) G ea6ar

C1C3 — CQLQ
Per il tracciamento delle deformate € anche utile individuare gli spostamenti

del punto F' in mezzeria, ossia in z = 7 Sara:

U2 = U0’ — gi)c (l’gF - {E3c) = 0.1322aL (1 63)
usp = uzcr + ¢¢ (JUQF — mgc) = —0.188aL '
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1.7. TRAVE AD ASSE PARABOLICO

In Figura 1.13 sono riportati i diagrammi degli spostamenti verticali ed
orizzontali.
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Capitolo 2

Analisi cinematica
Metodo grafico

Si illustra ora un classico metodo grafico per ’analisi cinematica delle struttu-
re, utilizzando due risultati di geometria che permettono il tracciamento veloce
dei diagrammi degli spostamenti. Il metodo proposto ¢ da ritenersi duale ri-
spetto al metodo analitico studiato nel precedente Capitolo: il metodo analitico
fornisce in modo semi—automatico risultati precisi per strutture geometrica-
mente semplici, il metodo grafico fornisce risultati qualitativi per strutture piu
complesse.

L’intera trattazione grafica si basa sui concetti di centro assoluto di rotazione
C; di un tratto rigido ¢ e di centro relativo di rotazione Cj; tra i due tratti rigidi
i e j. A tal proposito, si ricorda che per ciascun tratto rigido si puo scegliere
arbitrariamente un punto, detto polo, e ricondurre gli spostamenti degli altri
punti del tratto alle due traslazioni del polo, e ad una rotazione del tratto
intorno ad un asse ortogonale al piano e passante per il polo. Alternativamente,
¢ possibile dimostrare che esiste una particolare scelta del polo, per cui le due
traslazioni si annullano, e gli spostamenti dei punti del tratto si riducono ad
una singola rotazione intorno ad un asse ortogonale al piano e passante per
esso. Tale punto si chiama centro assoluto di rotazione.

E’ appena il caso di osservare che il tratto rigido continua a possedere tre
gradi di liberta, essendosi barattate le due traslazioni con le due coordinate del
centro.

Se poi si considerano due tratti rigidi ¢ e j, allora ha senso definire gli spo-
stamenti rigidi del tratto j-mo relativamente al tratto i-mo (o viceversa), ossia
considerando il tratto i-mo come fermo, e trattando gli spostamenti del tratto
j-mo come assoluti. E’ cosl possibile definire il centro di rotazione relativo Cj;
per gli spostamenti rigidi relativi tra i due tratti rigidi ¢ e j.

Conosciuto il centro assoluto C; del tratto i-mo, di coordinate (z3;,x2;) &
quindi possibile tracciare i diagrammi delle componenti orizzontali e verticali di
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spostamento, secondo le formule:

usp = ¢; (Top — T2i)

—¢i (x3p — 3;) @1)

Uz2p

dove ¢; € la rotazione del tratto rigido intorno ad un asse ortogonale al piano,
e passante per il punto C;.

Come si vedra, per il tracciamento delle deformate occorre ricavare le coor-
dinate dei centri assoluti di rotazione e dei centri relativi di rotazione, e questa
ricerca puo essere condotta applicando i due teoremi sulle catene cinematiche,
per la cui dimostrazione si rimanda ad un qualsiasi classico trattato di Scienza
delle Costruzioni':

Teorema 1. Un sistema rigido costituito dai 2 tratti i e 5 é labile se e solo se
i centri C;, C; e Cyj risultano allineati

Teorema 2. Un sistema rigido costituito da 3 tratti i, 7 e k é labile se e solo
se 1 centri di rotazione relativa Cy;, Cyy, e Cji risultano allineati

Applicando questi due teoremi & possibile ricavare le coordinate dei centri,
ed in base ad essi tracciare le deformate. Alcune semplici regole pratiche per
localizzare velocemente i centri sono le seguenti:

1. un appoggio agente sul tratto i-mo permette di definire il centro assoluto
di rotazione del tratto i-mo stesso, in quanto C; viene a coincidere col
punto di applicazione dell’appoggio

2. un bipendolo esterno sul tratto ¢-mo impone che il centro assoluto di
rotazione C; sia il punto improprio degli assi dei due pendoli

3. un carrello sul tratto i-mo, con piano di scorrimento lungo la retta s,
impone che il centro di rotazione si trovi sulla retta normale alla retta s.

Per quanto concerne i vincoli interni, o sconnessioni, si puo concludere:

4. se due tratti rigidi ¢ e j sono collegati da una cerniera, il loro centro relativo
di rotazione Cj; ¢ situato in corrispondenza della cerniera stessa

5. se due tratti rigidi ¢ e 5 sono collegati da un bipendolo, il loro centro
relativo di rotazione Cj; € situato in corrispondenza del punto improprio
dell’asse dei pendoli

6. se due tratti rigidi ¢ e j sono collegati da un pendolo, il loro centro relativo
di rotazione Cj; ¢ situato lungo 'asse del pendolo.

Dopo aver applicato queste semplici regole, si passa ad applicare le condizioni
di allineamento, deducendo gli altri centri, ed una volta conclusa la ricerca dei
centri, si passa al tracciamento delle deformate, in base alle (2.1).

1Si consulti ad esempio A. Sollazzo, U. Ricciuti, Scienza delle Costruzioni Vol.I, pagg.220—
222
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In generale, per una struttura costituita da n tratti rigidi, si hanno M
centri, assoluti o relativi, anche se per il tracciamento dell’intera deformata basta
la conoscenza di 2n — 1 centri opportuni. Ed infatti, la deformata del primo
tratto & definita a partire dalla conoscenza del centro assoluto C7, mentre per
ogni tratto successivo k si puo tracciare la deformata a partire dalla conoscenza
di Cy e di C_1.

2.1 Un portale a tre cerniere

Si consideri il portale di Figura 2.1, vincolato con due appoggi al suolo, e con una
cerniera intermedia in B. Poiche C; é situato in corrispondenza dell’appoggio
in A, il centro Cio & situato in corrispondenza della cerniera intermedia in B,
ed il centro Cj si trova in corrispondenza dell’appoggio in C, si puo concludere
— in base al primo teorema — che la struttura e cinematicamente determinata.
Infatti, i tre centri non sono allineati.

8

Lq Ly 1

——
——

Figura 2.1: Un portale a tre cerniere

2.2 Un portale labile

Si consideri ora il portale di Figura 2.2, costituito da due tratti rigidi ma vin-
colato con un carrello in C. La presenza dell’appoggio in A permette di situare
subito il centro C1, mentre il carrello in C permette di affermare che Cs ¢ situato
sulla verticale per il punto C. Infine, la cerniera in B permette di situare subito
il centro Cis.

Applicando ora il primo teorema sulle catene cinematiche giungiamo ad iden-
tificare il centro assoluto Cs del secondo tratto all’intersezione tra la congiun-
gente il punto A ed il punto B, e la verticale passante per C', come riportato in
Figura 2.3.
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2.2. UN PORTALE LABILE

B
H>
C
H1
A
4
L Lo
J 1 1
| | |

Figura 2.2: Un telaio zoppo costituito da due tratti rigidi connessi da una
cerniera

Figura 2.3: 1 centri di rotazione ed il relativo meccanismo per l’esempio
di Figura 2.2
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Assegnato il parametro lagrangiano, ossia scelto arbitrariamente ’angolo
¢1 = a di cui ruota il primo tratto intorno ad un asse ortogonale al piano e
passante per C7, si puo tracciare il diagramma delle componenti verticali di
spostamento per il primo tratto: esso e costituito da un segmento rettilineo,
inclinato di « rispetto alla fondamentale. In corrispondenza del centro Cis
si ha lo spostamento usg = —alq, che fornisce uno dei due valori necessari
a disegnare il diagramma degli spostamenti verticali lungo il secondo tratto.
L’altro valore & ovviamente il valore nullo in corrispondenza del centro C5. Nel
segue che il secondo tratto ruotera di un angolo 8 = usp/Lo.

Per disegnare il diagramma delle componenti orizzontali di spostamento si
consideri che per il primo tratto si ha il valore nullo in C; e si conosce 'inclina-
zione, pari ad «, e questo permette il tracciamento immediato del diagramma,
da zero in corrispondenza di C fino a usg = —aH;. Per il secondo tratto, si
consideri che il diagramma deve annullarsi in C5 ed essere inclinato di 3, oppure,
alternativamente, che si conosce il valore dello spostamento usp ed il punto di
nullo in C5. In ambedue i casi si ottiene il risultato di Figura 2.3.

2.3 Portale con cerniera e pendolo
Si consideri il portale di Figura 2.4, costituito da due tratti rigidi collegati da

una cerniera in B, e vincolato al suolo con appoggio in A ed un pendolo in
C. 1l pendolo ¢ inclinato di un angolo « rispetto all’orizzontale. Si tratta di

B
Hy
H1
A
~&~

Ly

Figura 2.4: Un telaio zoppo costituito da due tratti rigidi connessi da una
cerniera

una struttura composta da due tratti, quindi i centri da determinare sono i due
centri assoluti C7 e Ca, ed il centro relativo Ci5. La presenza dell’appoggio in
A permette di situare subito il centro C7, mentre la cerniera in B permette di
situare subito il centro di rotazione relativo C45. Infine, il centro di rotazione
assoluto Cs deve situarsi lungo la retta d’azione del pendolo.
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2.3. PORTALE CON CERNIERA E PENDOLO

Applicando ora il primo teorema sulle catene cinematiche giungiamo ad
identificare il centro assoluto Cs del secondo tratto all’intersezione tra la retta
d’azione del pendolo e la congiungente il punto A ed il punto B.

N\ /
\\\ II
QX
/ \\ /l
usp /, \\\ /’
/ Y
+— / . ~
C12 / " P G
\ N -7
/ N
/ \\
/
/ \\
/ \\
/
/ \\
/ \
/
/
/
/
/
0] /
/
/ +——+
/] usc
T(:légtv
T T~ 91 , uzB
0]
uzc

Figura 2.5: T centri di rotazione ed il relativo meccanismo per ’esempio di
Figura 2.4

Si passa ora al tracciamento del cinematismo. Assegnato il parametro la-
grangiano, ossia scelto arbitrariamente ’angolo ¢ di cui ruota il primo tratto
intorno ad un asse ortogonale al piano e passante per Cy, si puo tracciare il
diagramma delle componenti verticali di spostamento per il primo tratto: esso
& costituito da un segmento rettilineo, inclinato di ¢ rispetto alla fondamentale.
In corrispondenza del centro Cis si ha lo spostamento usg = —¢Lq, che for-
nisce uno dei due valori necessari a disegnare il diagramma degli spostamenti
verticali lungo il secondo tratto. L’altro valore ¢ ovviamente il valore nullo in
corrispondenza del centro Cy. Nel segue che il secondo tratto ruotera di un
angolo ¢1 = uap /Ly = —¢L1/Ls.

Per disegnare il diagramma delle componenti orizzontali di spostamento si
consideri che per il primo tratto si ha il valore nullo in C'; e I'inclinazione, pari
ad ¢, e questo permette il tracciamento immediato del diagramma, da zero fino
a usp = —¢ (Hy + Hz). Per il secondo tratto, si consideri che il diagramma
deve annullarsi in Cs ed essere inclinato di ¢, oppure, alternativamente, che si
conosce il valore dello spostamento usg ed il punto di nullo in C5. In ambedue
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i casi si ottiene il risultato di Figura 2.5, in cui e possibile anche leggere le
componenti di spostamento del pendolo in C.
2.4 Portale con pendolo interno

Si consideri il portale di Figura 2.6, costituito da due tratti rigidi collegati da un
pendolo in B, e vincolato al suolo con appoggi in A e C. Il pendolo ¢ inclinato
di un angolo « rispetto all’orizzontale.

i :

H1

Figura 2.6: Un telaio zoppo costituito da due tratti rigidi connessi da un pendolo

Si tratta di una struttura composta da due tratti, quindi i centri da deter-
minare sono i due centri assoluti Cy e Cs, ed il centro relativo C1o. La presenza
dell’appoggio in A permette di situare subito il centro C, mentre ’appoggio in
C permette di situare subito il centro di rotazione assoluto Cs. Infine, il centro
di rotazione relativo C15 deve situarsi lungo la retta d’azione del pendolo.

Secondo il primo teorema sulle catene cinematiche, i tre centri Cy, Cy e Cqo
devono essere allineati, quindi il centro C5 dovra situarsi sulla congiungente gli
appoggi in A ed in C.

Assegnato il parametro lagrangiano, ossia scelto arbitrariamente 1’angolo ¢
di cui ruota il primo tratto intorno ad un asse ortogonale al piano e passante
per C1, si puo tracciare il diagramma delle componenti verticali di spostamento
per il primo tratto: esso € costituito da un segmento rettilineo, inclinato di ¢
rispetto alla fondamentale. In corrispondenza del centro Cio si ha lo sposta-
mento uzc,, = —@T3c,,, che fornisce uno dei due valori necessari a disegnare
il diagramma degli spostamenti verticali lungo il secondo tratto. L’altro valo-
re ¢ ovviamente il valore nullo in corrispondenza del centro C5. Si noti che si
sono disegnate a tratteggio le parti virtuali di ambedue le rette, ossia le parti
che non corrispondono a punti reali. L’angolo di rotazione del secondo tratto e
calcolabile come:

z 1
= p—12 (2.2)
$3C12 — T3¢
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La faccia sinistra del pendolo subisce uno spostamento verticale pari a:

U2Bsin = —QT3p = —¢L1 (2.3)
mentre la faccia destra avra lo spostamento:
U2Bdes = ¢2 (£3¢ — T3B) = P2l (2.4)

Le componenti orizzontali di spostamento si deducono immediatamente, rea-
lizzando che il primo tratto ruota dell’angolo ¢ ed il secondo dell’angolo ¢5. Di
conseguenza, gli spostamenti orizzontali delle due facce del pendolo sono pari a:

U3Bsin = —PTop = —¢pH,

(2.5)
33Bdes = —(P222p = —P2H;

U3Bsin U3 Bdes

U2 Bsin

U2 Bdes

Figura 2.7: I centri di rotazione ed il relativo meccanismo per ’esempio di
Figura 2.6

Se 'asse del pendolo & verticale, ’angolo « diviene 7/2, e di conseguenza

L
P2 = — 21 ¢ le due facce del pendolo subiscono lo stesso spostamento verticale.
2

2.5 Portale con doppio bipendolo interno

Si consideri il portale di Figura 2.8, costituito da due tratti rigidi collegati da
un doppio bipendolo in B, e vincolato al suolo con appoggi in A e C.
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H1

Ly

Figura 2.8: Un telaio appoggiato in A e C, costituito da due tratti rigidi connessi
da un doppio bipendolo

Si tratta di una struttura composta da due tratti, quindi i centri da deter-
minare sono i due centri assoluti C; e Cs, ed il centro relativo Ci5. La presenza
dei due appoggi permette di individuare subito i due centri di rotazione assoluti
C7 e (5. Infine, il centro di rotazione relativo Ci5 € improprio, lungo la retta
che congiunge C7 e Cs. Ne segue che le rotazioni relative in B sono proibite,
e le rette rappresentative degli spostamenti dei due tratti devono essere paral-
lele. Si ha quindi il diagramma di Figura 2.9 da cui e immediato ricavare gli
spostamenti del doppio bipendolo.

2.6 Telaio a quattro cerniere

Si consideri il portale di Figura 2.10, costituito da tre tratti rigidi collegati da
due cerniere in B ed in C, e vincolato al suolo con appoggi in A e D.

Si tratta di una struttura composta da tre tratti, quindi i centri da determi-
nare sono i tre centri assoluti C, Cy e C3, e i tre centri relativi C15, C13 e Coas.
La presenza dell’appoggio in A permette di situare subito il centro C, mentre le
cerniere in B e C permettono di situare subito i centri di rotazione relativi C1o
e (a3, rispettivamente. Infine, il centro di rotazione assoluto C3 deve situarsi
nell’appoggio D.

I due teoremi delle catene cinematiche permettono di situare gli altri cen-
tri: per il primo teorema, il centro assoluto C5 deve appartenere alla retta che
congiunge C e C1o, nonche alla retta che congiunge C3 e Cs3, mentre il centro
relativo C13 deve appartenere alla retta che congiunge C; e Cs, e per il se-
condo teorema delle catene cinematiche, deve anche appartenere alla retta che
congiunge C15 e Cos.
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C1 &)

!\i

|

Figura 2.9: Un possibile cinematismo per il telaio di Figura 2.8

o W
[eN@]

L3

Figura 2.10: Un telaio zoppo costituito da tre tratti rigidi connessi da due
cerniere
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Assegnato il parametro lagrangiano, ossia scelto arbitrariamente 1’angolo ¢
di cui ruota il primo tratto intorno ad un asse ortogonale al piano e passante
per C1, si puo tracciare il diagramma delle componenti verticali di spostamento
per il primo tratto: esso e costituito da un segmento rettilineo, inclinato di ¢ ri-
spetto alla fondamentale. In corrispondenza del centro C1s si ha lo spostamento
usp = —¢Lq, che fornisce uno dei due valori necessari a disegnare il diagramma
degli spostamenti verticali lungo il secondo tratto. L’altro valore ¢ ovviamente
il valore nullo in corrispondenza del centro C5. Nel segue che il secondo tratto
ruotera di un angolo ¢y = usp/Le = —¢L1/Ls, e la relativa deformata si esten-
dera fino al punto Ca3. Per il terzo tratto, bastera congiungere 1'ultimo punto
della seconda deformata con il valore nullo in corrispondenza dell’appoggio in D.
Per disegnare il diagramma delle componenti orizzontali di spostamento si con-

\\ /
C
usp 2 /Y\\\ usc
/ N
C12 4 S Ca3 +—
/ N
? o<
/ ~
/ N
/ ~
/ \\
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// \\\ ¢2
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C1 |/
T N uzB
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Figura 2.11: T centri di rotazione ed il relativo meccanismo per ’esempio di
Figura 2.10

sideri che per il primo tratto si ha il valore nullo in C; e l'inclinazione, pari ad
¢, e questo permette il tracciamento immediato del diagramma, da zero fino
a usp = —¢ (Hy + Hz). Per il secondo tratto, si consideri che il diagramma
deve annullarsi in Cs ed essere inclinato di ¢2, oppure, alternativamente, che si
conosce il valore dello spostamento usp ed il punto di nullo in C5. In ambedue
i casi si ottiene il risultato di Figura 2.11 Come utile esercizio, si situi, sulla
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stessa Figura 2.11, il centro Ci3 e si controlli che le rette rappresentative degli
spostamenti del primo e del terzo tratto si intersechino in corripondenza del
centro stesso.

2.7 Portale a tre cerniere e bipendolo

Si consideri il portale di Figura 2.12, uguale al portale dell’esercizio precedente,
ma con un bipendolo in C.

QO w
Do

1

L1 Ly L3

Figura 2.12: Un telaio zoppo costituito da tre tratti rigidi connessi da una
cerniera e da un bipendolo

Si tratta di una struttura composta da tre tratti, quindi i centri da determi-
nare sono i tre centri assoluti Cy, Cs e Cs, e i tre centri relativi C1a, C13 e Cog.
La presenza dell’appoggio in A permette di situare subito il centro C7, mentre
la cerniera in B permette di situare subito il centro di rotazione relativo Ci5. 11
bipendolo interno in C situa il centro Cs3 lungo la retta impropria ortogonale
all’asse del bipendolo. Infine, il centro di rotazione assoluto C3 deve situarsi
nell’appoggio D.

Applicando ora il primo teorema sulle catene cinematiche, possiamo afferma-
re che il centro Cs deve appartenere alla retta che congiunge C; e Ci4, ed anche
alla retta che congiunge Cy3 e C3, ossia alla retta passante per D ed avente
inclinazione ortogonale all’asse del bipendolo. Nel caso in esame, quindi, in cui
il bipendolo ha asse verticale, bisognera tracciare la retta orizzontale passante
per D

Il centro Cy3 deve appartenere alla retta che congiunge Cy e Cs, e per il
secondo teorema delle catene cinematiche, deve anche appartenere alla retta
che congiunge C15 e Cos.
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Assegnato il parametro lagrangiano, ossia scelto arbitrariamente 1’angolo ¢
di cui ruota il primo tratto intorno ad un asse ortogonale al piano e passante per
(1, si puo tracciare il diagramma delle componenti verticali di spostamento per
il primo tratto: esso e costituito da un segmento rettilineo, inclinato di ¢ rispetto
alla fondamentale. In corrispondenza del centro C'i5 si ha lo spostamento uspg =
—¢Lq, che fornisce uno dei due valori necessari a disegnare il diagramma degli
spostamenti verticali lungo il secondo tratto. L’altro valore ¢ ovviamente il
valore nullo in corrispondenza del centro C5. Nel segue che il secondo tratto
ruotera di un angolo ¢1 = usp/La, e la relativa deformata si estendera fino al
bipendolo in C. Si noti che una parte della retta e fittizia, ed ¢ quindi stata
tratteggiata. Il terzo tratto dovra ruotare della stessa quantita ¢1di cui e ruotato
il secondo tratto, partendo dal punto di nullo in corrispondenza della cerniera
in D.

Il disegno delle componenti orizzontali di spostamento non presenta al-
cun elemento di novita, rispetto a quanto detto nell’esercizio precedente, ed
¢ riportato in Figura 2.13.

Figura 2.13: 1 centri di rotazione ed il relativo meccanismo per l’esempio di
Figura 2.12
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2.8 Portale con bipendolo al piede

Si consideri il portale di Figura 2.14, costituito da tre tratti rigidi collegati da
due cerniere in B ed in C, e vincolato al suolo con un bipendolo in A ed una
cerniera in D.

Si tratta di una struttura composta da tre tratti, quindi i centri da deter-
minare sono i tre centri assoluti C7, Cs e Cs, e i tre centri relativi C1a, Ci3
e (Cs3. La presenza del bipendolo in A permette di situare subito il centro C4,
punto improprio della retta verticale, mentre le cerniere in B e C' permettono di
situare subito il centro di rotazione relativo C1o e Chs, rispettivamente. Infine,
il centro di rotazione assoluto C53 deve situarsi nell’appoggio D. Applicando

B C
— O) )
U U
Ha
4 D
Hy
A
-+ HONON
1 La 1 L2 1 L3 1

Figura 2.14: Un telaio zoppo costituito da tre tratti rigidi connessi da due
cerniere, vincolato al suolo con bipendolo ed appoggio

ora il primo teorema sulle catene cinematiche, possiamo affermare che il centro
C5 deve appartenere alla retta che congiunge C7 e Co, ed anche alla retta che
congiunge Co3z e (.

Per disegnare il diagramma delle componenti verticali di spostamento, si
consideri che il primo tratto non subisce traslazioni verticali, e quindi occorre
assegnare arbitrariamente 1’angolo ¢ di cui ruota il secondo tratto intorno ad un
asse ortogonale al piano e passante per C3. In corrispondenza della cerniera in
C si ha quindi uno spostamento verticale pari ad usc = —¢Lo, ed il diagramma
puo essere completato per il terzo tratto congiungendo tale valore col punto di
nullo in D. L’angolo di rotazione del terzo tratto sara quindi ¢y = —¢La/Ls.

Per disegnare il diagramma delle componenti orizzontali di spostamento si
consideri che per il terzo tratto ruota dell’angolo ¢1, e quindi lo spostamento
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Figura 2.15: I centri di rotazione ed il relativo meccanismo per 1’esempio di
Figura 2.14

orizzontale del traverso sara pari a § = —¢1 Ho. Infine, il primo tratto subira
uno spostamento orizzontale costante, e pari a §.

Verifica analitica

Le equazioni di vincolo possono scriversi come:

U A = 0
$a=0
A’LL3B =0
Ausp =0
2P (2.6)
AU3C =0
AUQC =0
Usp = 0
Ugap — 0
e scegliendo come coordinate lagrangiane le seguenti quantita:
d" = {usa,u24, P A, UsDdes U2Bdes, PBdess UsD: U2D, PD} (2.7)
si giunge alle otto equazioni nelle nove incognite:
U224 = 0
2 (2.8)
$a =0
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U3Bdes — U3A
U2Bdes = 0
U3Bdes = U3p — ¢pHa
U2Bdes + ¢BL2 = uz2p + ¢pLs
usp = 0
Uop = 0

Si sceglie un parametro libero, ad esempio lo spostamento 4, e si esprimono
le altre coordinate in funzione di esso:

UusA =0
U3Bdes = 0
0 (2.9)
0 Ls
¢Bdes - _EE

ritrovando i valori ottenuti col metodo geometrico.

2.9 Telaio a tre tratti, con due cerniere interne

Il telaio di Figura 2.16 € costituito da tre tratti, vincolati al suolo da un bipen-
dolo, un appoggio ed un carrello, e collegati tra loro da due cerniere intermedie.
Un banale computo dei tratti ¢ e dei gradi di liberta s soppressi dai vincoli
fornisce:

3t—s=9-9=0 (2.10)

e quindi la struttura, potenzialmente, ¢ cinematicamente determinata.

Tuttavia, nell’esempio di Figura 2.16, la cerniera in B ¢ mal situata, sicche
il centro C, punto improprio della retta verticale passante per A, il centro Cy,
situato in corrispondenza dell’appoggio in C', ed il centro relativo Cio corri-
spondente alla cerniera in B, risultano allineati. Cio implica la possibilita, in
base al primo teorema delle catene cinematiche, di un meccanismo. Si consideri
infatti che il centro Cag € situato nella cerniera in D e che il centro C si trovera
sulla verticale passante per E, ortogonale al piano di scorrimento dell’appoggio.
Applicando il primo teorema delle catene cinematiche si possono subito ricavare
le coordinate esatte di tale centro, in quanto basta intersecare la retta C'D con
la verticale per F.

Il tracciamento del diagramma degli spostamenti verticali non presenta dif-
ficolta alcuna: il primo tratto non ammette spostamenti verticali, e risulta con-
veniente scegliere come coordinata lagrangiana 1’angolo di rotazione ¢ = o del
secondo tratto. Ne segue che la cerniera in D subisce un innalzamento pari ad
alL, mentre il terzo tratto ruota di —a.

Per il tracciamento dei diagrammi dello spostamento orizzontale si consideri
che il terzo tratto ruota di —a intorno al punto Cj3, e di conseguenza il carrello
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O w 4+

[o)w]

Figura 2.16: Un telaio costituito da tre tratti, con vincoli mal disposti.

si sposta verso sinistra di una quantita pari a 2aH, mentre la cerniera in D
ha uno spostamento orizzontale, sempre verso sinistra, pari ad aH. Il secondo
tratto ruota di «, in senso antiorario, quindi la cerniera in B subisce uno spo-
stamento orizzontale, verso sinistra, pari a 2aH, ed infine il primo tratto trasla
orizzontalmente, senza ruotare, della medesima quantita. Tutto € riportato nel
diagramma di Figura 2.18.

2.10 Una maglia chiusa

Si consideri ora la maglia chiusa di Figura 2.19, di base L ed altezza H, costituita
da quattro tratti connessi tra loro da quattro cerniere. La maglia non e vincolata
esternamente, quindi puo essere soggetta a traslazioni rigide; alternativamente,
puo pensarsi che la maglia sia soggetta ad un insieme di forze autoequilibrate.
In entrambi i casi, esistera una ulteriore possibilita di moto rigido, come si
dimostra in seguito attraverso l'identificazione dei centri ed il tracciamento della
deformata.

Si scelga arbitrariamente un tratto, ad esempio il primo, e lo si consideri
fisso, (in Figura 2.19 lo si ¢ indicato con la lettera S, per indicare il suolo) sicche
il centro C € immediatamente identificabile in corrispondenza della cerniera in
(L1,0), ed il centro Cj ¢ situato in corrispondenza della cerniera in (0, —Hjy).
Altri centri facilmente ricavabili sono il centro Cio ed il centro Cas, posti nelle
due cerniere che connettono il primo ed il secondo tratto, ed il secondo e terzo
tratto, rispettivamente.
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Figura 2.17: Un telaio costituito da tre tratti: i centri assoluti e relativi

1 2L L L L } 20H

=]
\Q\

=
—
=
—

(1 () Czé(// /
//v
I17]

~
Q

Figura 2.18: Un telaio costituito da tre tratti: le deformate verticali ed
orizzontali
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Figura 2.19: Una maglia chiusa con quattro cerniere

Applicando i teoremi delle catene cinematiche, si pud poi ricavare il centro
assoluto Cs, intersecando la retta che collega C7 e C15 con la retta che collega
Cy3 e C3. Ed infatti, per il primo teorema, Co deve essere allineato sia con C e
C12, sia con C3 e Cs3. Una semplice similitudine geometrica permette di situare
esattamente il centro, in quanto si potra scrivere, a partire dalla Figura 2.20:

H,+Hy, H;
— = 2.11
L*+ Ly L* ( )
e quindi:
H,y
L*=—L 2.12
7, (2.12)

La conoscenza di questi cinque centri permette il tracciamento del cinemati-
smo. Ed infatti, si scelga come parametro lagrangiano 1’angolo « di cui ruota il
primo tratto, sicche il diagramma degli spostamenti del primo tratto & definito.
Il centro Cy3 si innalza della quantita al.y, e la conoscenza di questo valore
permette di calcolare la rotazione del secondo tratto. Sara, come evidente dalla
Figura 2.21:

Lo
=—q«
L*+ 14+ Ly
Puo quindi proseguirsi il diagramma degli spostamenti verticali al di la di

C12, con inclinazione (3, e giungendo a calcolare I'innalzamento dell’estremo di
destra, 8 (L* + L), dove con L si & indicata la luce totale della maglia:

B (2.13)

L=L +Lo+Ls=1Ls+Ls (2.14)

Tale innalzamento si ritrova anche nel corrispondente punto del tratto supe-
riore, giungendo quindi a calcolare 'innalzamento del centro Cs3. Lungo il terzo
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Figura 2.20: T centri di rotazione necessari per il tracciamento della catena
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Figura 2.21: Le catene cinematiche per la maglia chiusa di Figura 2.19
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tratto la pendenza cambia nuovamente, in quanto il diagramma deve annullarsi
in corrispondenza del centro Cj, e cio permette di calcolare ’angolo ~:

H, + Hy
’}/:7

P (2.15)

Il tracciamento dei diagrammi degli spostamenti orizzontali & reso piu age-
vole dall’osservare che il tratto 2 ruota dell’angolo 3, mentre il tratto 3 ruota
dell’angolo . Ne segue che il traverso superiore si sposta verso sinistra della
quantita S(Hy + Hz) , pari ovviamente a yHs.

2.11 Un portale su trave appoggiata

Si consideri ora il sistema di Figura 2.22, costituito da quattro tratti rigidi
connessi tramite quattro cerniere, e vincolati al suolo da un appoggio ed un
carrello. I centri banalmente noti sono C, in corrispondenza dell’appoggio, ed i
centri di rotazione relativa Co, Ca3, C34 € C14 in corrispondenza delle quattro
cerniere. Inoltre, il centro C'5 di rotazione assoluto del tratto 3 deve appartenere
alla retta verticale passante per il carrello. Servono almeno altri due centri, per
cui occorre applicare i teoremi delle catene cinematiche.

1 Ls L Le
t t t
4 O
Hy
III
—— O
H1
1 o .
~ &
1 L1 1 L2 L L3 Lg 1
t t t t t

Figura 2.22: Un portale a quattro cerniere poggiante su una trave appoggiata

Per il secondo teorema delle catene cinematiche, applicato ai tratti 1,2 e 3, il
centro C13 deve appartenere alla retta passante per i centri Co e Ca3, entrambi
noti, quindi deve giacere sull’orizzontale passante per 'appoggio. Inoltre, pos-
siamo applicare lo stesso teorema utilizzando i tratti 1,3, e 4, per cui il centro
C13 deve anche appartenere alla retta passante per i centri C'34 e C4, anch’essi
noti. All'intersezione di queste due rette si trovera Ci3. Anche in questo caso,
una semplice similitudine geometrica permette di situare esattamente il centro,
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in quanto si potra scrivere, a partire dalla Figura 2.23:

Hy + Hy H,

= 2.16
L*+Li+Ls L*+1L (2.16)
e quindi:
Hy
L*=IL{—-—L 2.17
TR (2.17)

Conosciuto C13 puo applicarsi il primo teorema delle catene cinematiche, utiliz-
zando i tratti 1 e 3, e quindi C3 dovra essere situato sulla retta passante per Cy
e C13. Ne segue che esso sara situato in corrispondenza del carrello. Si giunge
alla situazione di Figura 2.23

l Ls L Le
T 1 1
C34
5 4
7 ; H2
Ci1a //// I
o) =
-7 I
-7 I
/// !
-7 : Hy
7 I
- c c
C13 .-~ 1 éz é3 153 1
<<<XT T@V
L* L1 Ly L3 Lg

——
——
——
——

Figura 2.23: 1 centri di rotazione necessari per il tracciamento delle deformate

La conoscenza di questi sette centri ¢ sufficiente per tracciare i cinematismi,
mentre la localizzazione degli altri centri puo servire da utile verifica. Il centro
C4 puo ad esempio calcolarsi applicando il primo teorema ai tratti 1 e 4, e quindi
imponendo che esso si trovi sulla retta congiungente i centri Cy e C1y4, ed ai tratti
3 e 4, imponendo quindi che esso appartenga anche alla retta congiungente Csy
e 03.

Per il tracciamento del cinematismo, si inizi a tracciare il diagramma dello
spostamento verticale del tratto I, ruotandolo di un angolo arbitrario «, scelto
quindi come coordinata lagrangiana. La cerniera Cio subisce un innalzamento
pari ad a (L1 + Lz), ma il tracciamento della deformata sul secondo tratto & reso
impossibile dalla mancata conoscenza di C. Si esamini allora il terzo tratto:
per esso si conosce subito lo spostamento in corrispondenza del carrello in Cs, e
si conosce anche lo spostamento (virtuale) del punto Cy5. Basta, per ottenerlo,
proseguire virtualmente la deformata del primo tratto fino ad intersecare la
verticale per Cy3 (deformata virtuale, riportata in tratteggio), ottenendo lo
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Figura 2.24: 11 cinematismo della struttura di Figura 2.22

spostamento pari ad aL*. Basta collegare questo valore col punto di nullo
in C3 e si ottiene la deformata relativa al terzo tratto, tenendo conto che una
parte di questo segmento e virtuale, ed & quindi riportato in tratteggio.

A questo punto e possibile completare il diagramma dello spostamento lungo
il tratto 2, in quanto si conosce sia lo spostamento della cerniera in C2 che lo
spostamento in Cag.

L’angolo £ di cui ruota il tratto III & fornito da:

L*
T YLt Lot Lst Ly

B (2.18)

e la conoscenza di  permette il tracciamento immediato del diagramma degli
spostamenti orizzontali sul tratto verticale a destra: da zero, in corrispondenza
del punto inferiore, a 5 (H; + Hz) in sommita.

Per il tracciamento del diagramma degli spostamenti verticali sul tratto oriz-
zontale superiore, si consideri che il tratto III ruota dell’angolo 3, ed il suo
abbassamento si annulla in corrispondenza della verticale per C5. Quindi il
diagramma puo proseguire fino a C34. Lungo il tratto IV, si consideri che lo
spostamento del tratto verticale di sinistra e pari a —aLq, e quindi gli sposta-
menti verticali possono completarsi lungo tutto il tratto orizzontale superiore.
Si giunge quindi alle deformate di Figura 2.24.

Infine, il diagramma degli spostamenti orizzontali sul tratto verticale si-
nistro puo tracciarsi constatando che il tratto I ruota dell’angolo «, e che lo
spostamento in sommita vale 3 (Hy + Ha).
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2.12 Doppia capriata

Si vogliono ora studiare i possibili cinematismi della struttura di Figura 2.25,
formata da quattro tratti rigidi collegati tra loro da due cerniere, ed al suolo
tramite un appoggio ed un carrello.

Figura 2.25: Quattro tratti rigidi vincolati tra loro con due cerniere

Le informazioni fornite dai vincoli sono numerose: in corrispondenza dell’ap-
poggio a sinistra possono essere identificati i centri assoluti C; e C5 delle due
aste in esso concorrenti, nelle due cerniere interne si ritroveranno i centri relativi
C15 e C34, in corrispondenza del carrello a destra si trova il centro relativo Coy
delle due aste in esso concorrenti. Inoltre, i centri assoluti delle stesse aste 2 e
4 si troveranno sulla verticale per il carrello.

Una doppia applicazione del primo teorema delle catene cinematiche forni-
sce le coordinate esatte di questi due centri: ed infatti Cy dovra giacere sulla
congiungente Cy e C12, mentre Cy sulla congiungente C3 e Csy. Sara quindi:

H
Oy = (0, -, +L2))
L,

H H
Cy = (0, —% (L1 + L2))
1

(2.19)

Per il tracciamento delle catene cinematiche, si inizia con gli spostamenti ver-
ticali dell’asta 1, utilizzando quale coordinata lagrangiana la rotazione «a. Si
definisce cosi I'innalzamento del punto C1s, pari ad aL1, ed & anche immediato
proseguire lungo l'asta 2, fino ad annullare il diagramma in corrispondenza del
carrello. Si osserva quindi che il tratto 2 ruota di una quantita negativa, perche
oraria, e pari a:

Ly

f=—ap (2.20)
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Ca

Figura 2.26: I centri per l'esercizio della Figura 2.25

Si prosegue poi con gli spostamenti orizzontali dell’asta 2, di cui si conosce
H
il punto di nullo, in corrispondenza di y» = —L—l (L1 + L) e linclinazione, pari

a [. Il diagramma puo essere quindi facilmente tracciato, e risulta in parte
virtuale (linea tratteggiata). Il carrello subisce uno spostamento orizzontale

verso sinistra, pari a:
H,

Wwaq = —BL—l (L1 + Ls) (2.21)

La conoscenza dello spostamento del carrello permette di tracciare anche il
diagramma delle componenti orizzontali di spostamento dell’asta 4, in quanto
sono noti gli spostamenti del punto Coy e C4. Anche in questo caso parte del
diagramma sara virtuale. L’asta 4 ruota di un angolo ~ pari a:

H,y

=f—r 2.22
"= m (2.22)
Il diagramma delle componenti orizzontali di spostamento dell’asta 1 & co-
stituito da un tratto unico inclinato dell’angolo «, mentre per il tracciamento
del diagramma relativo al tratto 3 € possibile utilizzare la conoscenza dello

spostamento orizzontale della cerniera 34:

H,+H
w3g = (Y1 — Ysa) = <(1LQ) (L1 + L2) + Hy +H2> =
1
S (2.23)
— (Hy + Ha) —L2
1
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1Cq
I |

Figura 2.27: Il cinematismo per ’esempio di Figura 2.25

Di conseguenza, I'asta 4 ruota dell’angolo §:
Lo
0 =—y— 2.24
I (2.24)

E’ infine possibile tracciare i diagrammi delle componenti verticali di spo-
stamenti per le due aste superiori, giungendo al diagramma di Figura 2.27

2.13 Un arco parabolico

Si consideri ora ’arco parabolico di Figura 2.28, di luce complessiva L e freccia

f- Esso e costituito da tre tratti rigidi collegati da due cerniere in B ed in C,

ed ¢ vincolato al suolo con un bipendolo in A ed un appoggio in D. L’equazione
(2.25)

dell’asse dell’arco e: F
ylz] = f4ﬁz(L —2)

Si tratta di una struttura composta da tre tratti, quindi i centri da deter-
minare sono i tre centri assoluti C7, Cs e Cs, e i tre centri relativi C1a, Ci3
e Cs3. La presenza del bipendolo in A permette di situare subito il centro Cf,
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Figura 2.28: Un arco parabolico costituito da tre tratti

punto improprio della retta ortogonale al piano di scorrimento del bipendolo,
mentre le cerniere in B e C permettono di situare subito il centro di rotazione
relativo C1o e Cag, rispettivamente. Infine, il centro di rotazione assoluto Cj
deve situarsi nell’appoggio D.

Applicando ora il primo teorema sulle catene cinematiche, possiamo affer-
mare che il centro Cy deve appartenere alla retta che congiunge C; e Ci2, ed
anche alla retta che congiunge Cas e Cs.

Per disegnare il diagramma delle componenti verticali di spostamento, si
assegni arbitrariamente uno spostamento verticale § al bipendolo in A. Tale
spostamento resta costante lungo tutto il primo tratto, fino alla cerniera B,
poi occorre tracciare gli spostamenti verticali del secondo tratto. Conoscendo
sia lo spostamento in corrispondenza di C12 (= 0) che lo spostamento in corri-
spondenza di C3(=0), si puod tracciare subito la retta che congiunge tali punti,
proseguendola fino alla cerniera in C. Il secondo tratto ruota quindi dell’angolo:

)
pg=——— (2.26)
T30, — T3B
e la cerniera in C' subisce uno spostamento verticale pari a:
T3Cc — T3C.
Ugc = ¢2 (l’gc - 1’302) = —72(5 (227)

Z3C, — I3B

Si puo infine completare il diagramma, in quanto sul terzo tratto si conoscono
gli abbassamenti in C' ed in D. Il terzo tratto ruota quindi di:

Uzc T3c — T3cC
p3 = — = 2 o (2.28)
T3p — T3C I3D — T3C

Per disegnare il diagramma delle componenti orizzontali di spostamento
si consideri che il terzo tratto ruota dell’angolo ¢3, e quindi lo spostamento
orizzontale della cerniera C' sara pari a:

uzc = —P3xac (2.29)

Il diagramma delle componenti orizzontali di spostamento puo quindi essere
tracciato (retta HC). Il secondo tratto ruota intorno a Cy, quindi il relativo
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Figura 2.29: I centri di rotazione ed il relativo meccanismo per 1’esempio di
Figura 2.28

diagramma degli spostamenti orizzontali si ottiene dalla retta K B (solo il tratto
FB ¢ reale). Lo spostamento orizzontale della cerniera in B ¢ quindi fornito da:

]
uzp = 01 = —¢2 (T20, — T2B) = m (20, — T2B) (2.30)
2

Infine, il primo tratto non subisce rotazioni, quindi il suo diagramma sara
fornito dalla retta verticale BA. Si noti che il bipendolo subira uno spostamento

di intensita:
2
54 = 5\/1 + (M) (2.31)
T3c, — T3B

2.14 Arco con bipendolo interno

Si consideri ora I’arco parabolico di Figura 2.30, di luce complessiva L e freccia f.
Esso & costituito da tre tratti rigidi collegati da una cerniera in B ed un bipendolo
in C, ed e vincolato al suolo con due appoggi in A e D.

Si tratta di una struttura composta da tre tratti, quindi i centri da deter-
minare sono i tre centri assoluti C;, Cs e C3, e i tre centri relativi Cio, Ci3 €
Cy3. La presenza dei due appoggi di estremita permette di situare subito i centri
(4 e C3, la cerniera in B rende possibile situare il centro relativo C5, mentre
il bipendolo in C' situa il centro di rotazione relativo Cs3 nel punto improprio
della retta definita dall’asse dei pendoli.

Applicando ora il primo teorema sulle catene cinematiche, possiamo affer-
mare che il centro Cy deve appartenere alla retta che congiunge C; e C1a, ed
anche alla retta che congiunge Co3 e Cj.

48 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 2. ANALISI CINEMATICA DELLE STRUTTURE: METODO GRAFICO

-+

Figura 2.30: Un arco costituito da tre tratti collegati da una cerniera ed un
bipendolo

Per disegnare il diagramma delle componenti verticali di spostamento, si as-
segni arbitrariamente una rotazione di ampiezza ¢ al primo tratto, ossia intorno
a C; = A. Lo spostamento verticale di Co sara quindi pari a —¢L1, e questo
permette il tracciamento delle componenti verticali anche per il secondo tratto,
passando per il punto di nullo in corrispondenza di Cy, e proseguendo fino al
bipendolo in C. 1l secondo tratto ruota quindi di un angolo:

L
¢y = —p————— (2.32)
T3Cy, — L3B

e la faccia sinistra del bipendolo in C subisce uno spostamento verticale pari a:

UaCsin = P2 (T30 — T30,) (2.33)

Si puo infine completare il diagramma, in quanto il terzo tratto dovra ruotare
dello stesso angolo di cui e ruotato il secondo, ossia dovra essere parallelo al
secondo tratto, con punto di nullo in corrispondenza dell’appoggio in D. La

faccia destra del bipendolo subira uno spostamento verticale pari a:

UaCdes = —P2L3 (2.34)

Per disegnare il diagramma delle componenti orizzontali di spostamento
si consideri che il primo tratto ruota dell’angolo ¢, e quindi lo spostamento
orizzontale della cerniera B sara pari a:

usp = —¢1‘23 (235)

Il secondo tratto ruota, dell’angolo ¢s, intorno a Csy, quindi il relativo dia-
gramma degli spostamenti orizzontali puo completarsi tracciando la retta che
passa per il punto precedente e poi interseca la fondamentale in corrispondenza
di z2¢,. A sinistra, quindi, possono leggersi gli spostamenti orizzontali della
semiluce sinistra dell’arco.

Infine, il terzo tratto ruota di ¢, quindi la faccia destra del bipendolo subira
uno spostamento orizzontale pari a:

U3Cdes = P2T20 (2.36)
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Figura 2.31: I centri di rotazione ed il relativo meccanismo per l’esempio di
Figura 2.30

mentre gli spostamenti orizzontali del secondo tratto saranno rappresentati da
una retta parallela a quella appena tracciata per il terzo tratto. Lo spostamento
orizzontale della faccia sinistra del bipendolo sara quindi pari a:

u3csin = Q2 (T20, — T20) (2.37)

2.15 Una maglia chiusa

Si consideri il portale di Figura 2.32, costituito da quattro tratti rigidi collegati
da cerniere, e vincolati al suolo tramite un appoggio in A ed un pendolo in C.
Il pendolo & inclinato di un angolo « rispetto all’orizzontale.

Si tratta di una struttura composta da quattro tratti, quindi i centri da
determinare sono i quattro centri assoluti Cy, Cs, C3 e C4, dei quattro tratti,
i centri di rotazione relativi tra il primo tratto ed i restanti tre, C12, Ci3, Ci4,
i centri di rotazione relativi tra il secondo tratto ed i restanti due, Caz, Coy ed
il centro di rotazione relativo Cs4 tra gli ultimi due tratti. La relativa tabella,
quindi, intrinsecamente simmetrica, puo indicarsi come:

Ci Cip Ciz Cua
Ciz2 Cy Ch Oy
Ciz Cy C3 Oy
Ciy Cy O3y C4

C = (2.38)

I centri noti sono:
C1 in corrispondenza della cerniera in A
C12 in corrispondenza della cerniera in B
(3 in corrispondenza della cerniera in D
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Figura 2.32: Un telaio zoppo costituito da due tratti rigidi connessi da una
cerniera

(34 in corrispondenza della cerniera in F'
(4 in corrispondenza della cerniera in F

E’ inoltre immediato situare il centro assoluto Cs in corrispondenza della
congiungente C7 e C15 con 'asse del pendolo, ossia in C.

Applicando ora il secondo teorema sulle catene cinematiche ai tratti 1,2 e 4
possiamo affermare che i tre centri relativi Co, C14 e Co4 devono essere allineati,
mentre applicando lo stesso teorema ai tratti 1, 3 e 4 possiamo affermare che i
tre centri relativi Cy3, C14 e C34 devono essere allineati. Quindi il centro Ciy
dovra situarsi all’intersezione delle retta congiungente C1o e Cyy, e della retta
congiungente C3 e Clq.

Del tutto analogamente, applicando ora il secondo teorema sulle catene ci-
nematiche ai tratti 1, 2 e 3 possiamo affermare che i tre centri relativi Cy5, Ci3 e
C3 devono essere allineati, mentre applicando lo stesso teorema ai tratti 2, 3 e 4
possiamo affermare che i tre centri relativi Caz, Coy4 € C34 devono essere allinea-
ti. Quindi il centro Cy3 dovra situarsi all’intersezione delle retta congiungente
C12 e (13, e della retta congiungente Coy € Csy.

Il centro assoluto di rotazione del terzo tratto puo essere dedotto applicando
il primo teorema delle catene cinematiche ai tratti 1 e 3, ed ai tratti 2 e 3. Cs
dovra quindi situarsi all’intersezione della retta congiungente Cy e Cis e della
retta congiungente Csy e Cog

Infine, il centro assoluto di rotazione del quarto tratto puo essere dedotto
applicando il primo teorema delle catene cinematiche ai tratti 1 e 4, ed ai tratti
2 e 4. C4 dovra quindi situarsi all’intersezione della retta congiungente Cy e C14
e della retta congiungente Cy e Cay :

I dieci centri sono riportati in Figura 2.33, insieme alle rette necessarie per
la loro individuazione. Tuttavia, al fine del tracciamento del diagramma degli
spostamenti, non tutti i centri devono essere necessariamente dedotti.

Assegnato il parametro lagrangiano, ossia scelto arbitrariamente 1’angolo ¢
di cui ruota il primo tratto intorno ad un asse ortogonale al piano e passante per
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Figura 2.33: I dieci centri relativi al telaio a quattro tratti di Figura 2.32

(1, si puo tracciare il diagramma delle componenti verticali di spostamento per
il primo tratto: esso e costituito da un segmento rettilineo, inclinato di ¢ rispetto
alla fondamentale. In corrispondenza del centro C5 si ha lo spostamento usp =
—¢ (L1 4 Ls) che fornisce uno dei due valori necessari a disegnare il diagramma
degli spostamenti verticali lungo il secondo tratto. L’altro valore & ovviamente
il valore nullo in corrispondenza del centro Cs. Nel segue che il secondo tratto
ruotera di un angolo:

L+ L,

2= T,

(2.39)

®3

P4

C13 0Cya
G C12 Cy

$2

1* 13* 4% 34* 3% 24* 2%
Figura 2.34: I diagrammi degli spostamenti per il telaio di Figura 2.32
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Figura 2.35: Un telaio zoppo costituito da due tratti rigidi connessi da una
cerniera

Per ottenere le componenti verticali di spostamento del terzo tratto, si con-
sideri che in corrispondenza del centro Cy3 (cerniera D) si ha un valore noto,
e che tali componenti devono annullarsi in corrispondenza del punto C3. Basta
congiungere questi due valori e si ottiene il richiesto diagramma. Analogamente,
nel punto Cay(cerniera E) si conosce un punto del diagramma relativo al tratto
quarto, mentre ’altro punto ¢ il valore nullo in corrispondenza di Cy, Cio basta
per tracciare 'intero diagramma.

Per disegnare il diagramma delle componenti orizzontali di spostamento si
consideri che per il primo tratto si ha il valore nullo in C e 'inclinazione, pari
ad ¢, e questo permette il tracciamento immediato del diagramma, da zero
fino a ugp = —¢H;. Poicheé in D & situato il centro di rotazione relativo C3,
questo valore e valido anche per il terzo tratto, e poiche in corrispondenza di
C3 gli spostamenti devono annullarsi, si ha la possibilita di tracciare I'intero
diagramma relativo al terzo tratto.

Il secondo tratto ruota dell’angolo ¢s intorno al punto C. Cio permette di
tracciare le componenti orizzontali di spostamento giungendo nella cerniera F
con uno spostamento pari a usg = ¢2Hs. Da questo valore si puo poi tracciare
il diagramma rappresentativo del quarto tratto, utilizzando il punto di nullo in
corrispondenza di Cy.

2.16 Una maglia chiusa con bipendolo

Lo stesso telaio dell’esercizio precedente presenti un bipendolo ad asse di scor-
rimento verticale in A, invece dell’appoggio:
I centri noti sono:
C1 in corrispondenza del punto improprio della retta orizzontale
C12 in corrispondenza della cerniera in B
(3 in corrispondenza della cerniera in D
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Figura 2.36: I dieci centri relativi al telaio a quattro tratti di Figura 2.35

C34 in corrispondenza della cerniera in F'
(94 in corrispondenza della cerniera in F

E’ inoltre immediato situare il centro assoluto Cs in corrispondenza della
congiungente C7 e C15 con l'asse del pendolo, ossia in C.

Applicando ora il secondo teorema sulle catene cinematiche ai tratti 1,2 e 4
possiamo affermare che i tre centri relativi C'12, C14 e Ca4 devono essere allineati,
mentre applicando lo stesso teorema ai tratti 1, 3 e 4 possiamo affermare che i
tre centri relativi Ci3, C4 e C34 devono essere allineati. Quindi il centro Ciy
dovra situarsi all’intersezione delle retta congiungente Cho e Cay, e della retta
congiungente Ci3 e Cly.

Del tutto analogamente, applicando ora il secondo teorema sulle catene ci-
nematiche ai tratti 1, 2 e 3 possiamo affermare che i tre centri relativi Co, Ci3 e
Cs3 devono essere allineati, mentre applicando lo stesso teorema ai tratti 2, 3 e 4
possiamo affermare che i tre centri relativi Caz, Coy € C34 devono essere allinea-
ti. Quindi il centro Cy3 dovra situarsi all’intersezione delle retta congiungente
C2 e C13, e della retta congiungente Coy e Csy.

Il centro assoluto di rotazione del terzo tratto puo essere dedotto applicando
il primo teorema delle catene cinematiche ai tratti 1 e 3, ed ai tratti 2 e 3. Cj
dovra quindi situarsi all’intersezione della retta congiungente C7 e Ci3 (ossia
dell’orizzontale per Ci3) e della retta congiungente Cy e Coag.

Infine, il centro assoluto di rotazione del quarto tratto puo essere dedotto
applicando il primo teorema delle catene cinematiche ai tratti 1 e 4, ed ai tratti
2 e 4. C4 dovra quindi situarsi all’intersezione della retta congiungente Cy e C14
(ossia dell’orizzontale per Ci4) e della retta congiungente Co e Coy.

I dieci centri sono riportati in Figura 2.36, insieme alle rette necessarie per
la loro individuazione. Tuttavia, al fine del tracciamento del diagramma degli
spostamenti, non tutti i centri devono essere necessariamente dedotti.

Assegnato il parametro lagrangiano, ossia scelto arbitrariamente lo sposta-
mento § del primo tratto (si noti che lo si & scelto verso ’alto, quindi negativo),
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Figura 2.37: I diagrammi di spostamento per il telaio di Figura 2.35

si puo tracciare il diagramma delle componenti verticali di spostamento per il
primo tratto: esso € costituito da un segmento orrizontale, fino al centro Cis.
Poi, lungo il secondo tratto, il diagramma scende fino ad annullarsi in C5. Ne
segue che il secondo tratto ruotera di un angolo:

_ §
_L3+L4

Per ottenere le componenti verticali di spostamento del terzo tratto, si con-
sideri che in corrispondenza del centro Ci3 (cerniera D) si ha lo spostamento 0,
e che tali componenti devono annullarsi in corrispondenza del punto C3. Basta
congiungere questi due valori e si ottiene il richiesto diagramma. Il terzo tratto
ruota quindi dell’angolo:

P2 (2.40)

1)
s= —> (2.41)
T3cs — T3D

Analogamente, nel punto Cay (cerniera E) si conosce un punto del diagram-
ma relativo al tratto quarto, mentre I’altro punto e il valore nullo in corrispon-
denza di Cy. Cio basta per tracciare 'intero diagramma. Il quarto tratto subira
quindi una rotazione pari a:

1 = ¢y 203 — T30 (2.42)
L3Cy — T3C34
Per disegnare il diagramma delle componenti orizzontali di spostamento si
consideri che il primo tratto non subisce spostamenti orizzontali, mentre il terzo
tratto ruota, intorno a C13 = D di un angolo ¢3. Il traverso superiore quindi
subisce lo spostamento orizzontale:

usp = ¢3Ho (2.43)

Il secondo tratto ruota dell’angolo ¢5 intorno al punto C. Cio permette di
tracciare le componenti orizzontali di spostamenti giungendo nella cerniera F
con uno spostamento pari a usg = ¢2Hs. Da questo valore si puo poi tracciare
il diagramma rappresentativo del quarto tratto, utilizzando il punto di nullo in
corrispondenza di C4. Lo spostamento finale dovra essere pari a usg
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2.17 Un portale poggiante su trave appoggiata

Si consideri ora il sistema di Figura 2.38, costituito da quattro tratti rigidi
connessi tramite quattro cerniere, e vincolati al suolo da un appoggio ed un
carrello.

Ls Le

——
—

Om -+

Ha

III
-+ EO
H1
1 A B C D
e ~O
Lq Ly L3 Lg 1

-
-
-

T

Figura 2.38: Un portale a quattro cerniere poggiante su una trave appoggiata

I centri banalmente noti sono C, in corrispondenza dell’appoggio, ed i centri
di rotazione relativa C'5, Co3, C34 € C'14 in corrispondenza delle quattro cerniere.
Inoltre, il centro C's di rotazione assoluto del tratto 3 deve appartenere alla retta
verticale passante per il carrello. Servono almeno altri due centri, per cui occorre
applicare i teoremi delle catene cinematiche.

Per il secondo teorema delle catene cinematiche, applicato ai tratti 1, 2 e 3, il
centro C13 deve appartenere alla retta passante per i centri Co e Ca3, entrambi
noti, quindi deve giacere sull’orizzontale passante per 'appoggio. Inoltre, pos-
siamo applicare lo stesso teorema utilizzando i tratti 1, 3, e 4, per cui il centro
C13 deve anche appartenere alla retta passante per i centri Csy e Cy4, anch’essi
noti. All’intersezione di queste due rette si trovera C13.

Conosciuto C13 puo applicarsi il primo teorema delle catene cinematiche,
utilizzando i tratti 1 e 3, e quindi C3 dovra essere situato sulla retta passante
per C e C13. Ne segue che esso sara situato in corrispondenza del carrello.

La conoscenza di questi sette centri ¢ sufficiente per tracciare i cinematismi,
mentre la localizzazione degli altri centri puo servire da utile verifica. Il centro
C4 puo ad esempio calcolarsi applicando il primo teorema ai tratti 1 e 4, e quindi
imponendo che esso si trovi sulla retta congiungente i centri Cy e Cy4, ed ai tratti
3 e 4, imponendo quindi che esso appartenga anche alla retta congiungente Csy
e 03.
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Figura 2.39: I centri di rotazione necessari per il tracciamento delle deformate

Per il tracciamento del cinematismo (cfr. Figura 2.40), si inizi a tracciare il
diagramma dello spostamento verticale del tratto 1, ruotandolo di un angolo ar-
bitrario ¢1, scelto quindi come coordinata lagrangiana. La cerniera C5 subisce
un innalzamento pari ad ¢y (L1 + L), ma il tracciamento della deformata sul
secondo tratto € reso impossibile dalla mancata conoscenza di Cy. Si esamini
allora il terzo tratto: per esso si conosce subito lo spostamento in corrisponden-
za del carrello in C3, e si conosce anche lo spostamento (virtuale) del punto
Cis.

Basta, per ottenerlo, proseguire virtualmente la deformata del primo tratto
fino ad intersecare la verticale per C13 (deformata virtuale, riportata in tratteg-
gio), ottenendo lo spostamento pari ad ¢; z3c,,. Basta collegare questo valore
col punto di nullo in Cj e si ottiene la deformata relativa al terzo tratto, tenendo
conto che una parte di questo segmento e virtuale, ed & quindi riportato in trat-
teggio. A questo punto € possibile completare il diagramma dello spostamento
lungo il tratto 2, in quanto si conosce sia lo spostamento della cerniera in C1o
che lo spostamento in Coag.

L’angolo ¢3 di cui ruota il tratto 3 & fornito da:

T3C 5
= 2.44
¢3= 01 30,3 + L1+ Lo+ L3+ Ly (244)

e la conoscenza di ¢3 permette il tracciamento immediato del diagramma degli
spostamenti orizzontali sul tratto verticale a destra: da zero, in corrispondenza
del punto inferiore, a ¢3 (Hy + Hs) in sommita.

Per il tracciamento del diagramma degli spostamenti verticali sul tratto oriz-
zontale superiore, si consideri che il tratto 3 ruota dell’angolo ¢3, ed il suo
abbassamento si annulla in corrispondenza della verticale per Cs. Quindi il
diagramma puo proseguire fino a C34. Lungo il tratto 4, si consideri che lo spo-
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Figura 2.40: Il cinematismo della struttura di Figura 2.38

stamento del tratto verticale di sinistra e pari a —¢; L1, e quindi gli spostamenti
verticali possono completarsi lungo tutto il tratto orizzontale superiore.

Infine, il diagramma degli spostamenti orizzontali sul tratto verticale sini-
stro puo tracciarsi constatando che il tratto 1 ruota dell’angolo ¢1, e che lo
spostamento in sommita vale ¢3 (Hy + Hs).

2.18 Una maglia con doppio bipendolo interno

Si consideri ora il sistema di Figura 2.41, costituito da quattro tratti rigidi
connessi tramite tre cerniere ed un doppio bipendolo, e vincolati al suolo da
un appoggio ed un carrello. Esiste inoltre un pendolo che collega il primo ed il
quarto tratto.

Il computo dei vincoli fornisce 3t —s = 12—11 = 1, e la struttura risulta labi-
le. T centri banalmente noti sono C, in corrispondenza dell’appoggio, ed i centri
di rotazione relativa C1z, C13, Co4 in corrispondenza delle tre cerniere, mentre
il centro relativo C34 € improprio. Il centro Cs ¢ immediatamente situabile in
corrispondenza del carrello in C, in quanto dovra situarsi sulla congiungente Cy
e (19, e sulla retta verticale passante per il carrello.

Per il secondo teorema delle catene cinematiche, applicato ai tratti 1, 2 e
4, il centro Ci4 deve appartenere alla retta passante per i centri Cio e Coy,
entrambi noti. Inoltre, il centro di rotazione relativo C14 dovra situarsi sull’asse
del pendolo H K, che unisce i tratti 1 e 4.
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Figura 2.41: Un portale a tre cerniere e doppio bipendolo su una trave
appoggiata

Il centro (improprio) Cs4 puo calcolarsi applicando il secondo teorema delle
catene cinematiche ai tre tratti 1, 3 e 4, e quindi imponendo 'allineamento dei
centri Cy3, C14 e C34: mne risulta che Cs34 deve situarsi all’infinito della retta
congiungente Ci3 e C1y.

Il centro Ca3 deve trovarsi, applicando il secondo teorema ai tratti 1, 2 e 3,
allineato con i centri C12 e Ci3, ed applicando lo stesso teorema ai tratti 2, 3
e 4, Cy3 deve risultare allineato con Coy e C34. Ci0 significa, per 'improprieta
di C34, che esso deve situarsi sulla retta passante per Co4 e parallela alla retta
congiungente C13 e Ciy.

Il centro assoluto Cs si deduce applicando il primo teorema delle catene
cinematiche ai tratti 1 e 3 (e quindi il centro deve essere sulla retta che congiunge
Cy e C13) ed ai tratti 2 e 3 (e quindi il centro deve essere sulla retta che congiunge
02 € 023)

Infine, il centro assoluto Cj si deduce applicando il primo teorema delle
catene cinematiche ai tratti 1 e 4 (e quindi il centro deve essere sulla retta che
congiunge C; e C14) ed ai tratti 2 e 4 (e quindi il centro deve essere sulla retta
che congiunge Cs e Cay).

In definitiva, si ottengono i centri riportati in Figura 2.42.

Per il tracciamento del cinematismo (cfr. Figura 2.43), si inizi a tracciare
il diagramma dello spostamento verticale del tratto 1, ruotandolo di un angolo
arbitrario ¢, scelto quindi come coordinata lagrangiana. La cerniera Ci5 subi-
sce un innalzamento pari ad ¢ (L1 + Lo + L3), e da questo valore si puo iniziare
a tracciare il diagramma relativo al secondo tratto; poiche lo spostamento de-
ve annullarsi in corrispondenza del carrello in C, si pud completare anche il
diagramma relativo al tratto 2.
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Figura 2.42: 1 centri di rotazione per il tracciamento delle deformate

4o

o

¢4

2

Figura 2.43: Il cinematismo della struttura di Figura 2.41
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L’angolo ¢5 di cui ruota il tratto 2 & quindi fornito da:

Li+ Lo+ Ly

P2 =—¢ I

(2.45)

Per il tracciamento dei diagrammi relativi al traverso superiore, si consideri
che si conosce lo spostamento della cerniera D (ossia del centro Ci3) e lo spo-
stamento (nullo) del punto C3. Cid basta a tracciare il diagramma del tratto 3.
Analogamente, si conosce lo spostamento della cerniera in E (ossia di Ca4) e lo
spostamento (nullo) di Cy, e questo ¢ sufficiente a tracciare il diagramma per
I'intero tratto 4. Si noti il parallelismo tra le due rette, a conferma dell’esistenza
di un doppio bipendolo in F'. Si avra allora I’angolo di rotazione dei tratti 3 e 4:

Ly Hj

_ _ 2.46
®3 ¢L1 e P2 o, — s (2.46)

Per il tracciamento del diagramma degli spostamenti orizzontali, si consideri
che il primo tratto ruota di un angolo ¢, e che quindi la cerniera in D subisce uno
spostamento pari a —¢H;. Poiche si conosce anche lo spostamento del punto
Cj, si puo tracciare il diagramma relativo al tratto 3. Analoghe considerazioni
possono farsi per il tratto 2 (che ruota di ¢2) e per il tratto 4, ottenenendo il
diagramma riportato in Figura.

Dal diagramma sono anche chiaramente visibili gli spostamenti relativi ver-
ticali ed orizzontali tra le due facce del doppio bipendolo.
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Capitolo 3

Analisi statica
Metodo analitico

Si consideri una struttura piana .S, costituita da ¢ tratti rigidi, e si immagini di
rimuovere tutti i vincoli, sia interni che esterni, sostituendo ad essi le opportune
reazioni incognite. Ci si € ricondotti ad un insieme di ¢ tratti rigidi, sconnessi,
soggetti ai carichi esterni, noti, ed alle reazioni incognite, e sia s il numero di
tali reazioni.

Per ciascun tratto si possono scrivere tre equazioni di equilibrio, due di
traslazione lungo i due assi coordinati X5 ed X3, ed una di rotazione intorno
ad un asse X ortogonale al piano (Z,Y") e passante per un punto arbitrario del
piano, detto polo. Simbolicamente si possono quindi scrivere le 3t equazioni di

equilibrio:
ST AP =0
ST EM =0 (3.1)
> M* =0

Alternativamente, la prima equazioni di equilibrio di traslazione puo essere
sostituita da una seconda equazione di equilibrio di rotazione intorno ad un
secondo polo Os che non sia allineato verticalmente con il primo polo O1, oppure
la seconda equazione di equilibrio di traslazione puo essere sostituita da una
seconda equazione di equilibrio di rotazione intorno ad un secondo polo che non
sia allineato orizzontalmente con il primo polo. Ancora, ambedue le equazioni
di traslazione possono sostituirsi con due equazioni di rotazione, scegliendo un
secondo e terzo polo in modo tale che la terna dei poli O1, Oz, O3 sia non
allineata.

Comunque sia, ¢ possibile scrivere solo tre equazioni indipendenti di equili-
brio per ciascun tratto, e quindi si giunge infine a 3t equazioni nelle s incognite
reattive. Matricialmente si ha:

Az =b (3.2)

Esercizi di Scienza delle Costruzioni 63



La matrice A si dice matrice di equilibrio, & rettangolare, con 3t righe ed s

colonne, e dipende solo dalla geometria della struttura S. Viceversa, il vettore
dei 3¢ termini noti b dipende dai carichi applicati, ed ¢ nullo se la struttura non
e caricata, nel qual caso le equazioni di equilibrio risultano omogenee. Il vettore
x contiene le s incognite reattive.

Sia r il rango della matrice di equilibrio A, e sia r* il rango della sua orlata,

ossia della matrice [A|b], e si ipotizzi, in questa fase, che il rango r sia massimo,
rimandando ai successivi Capitoli lo studio del caso in cui cid non avvenga.
Possono verificarsi tre condizioni:

Caso I: 3t — s > 0 Esistono pill equazioni che incognite, la struttura si dice

labile, ed | = 3t-s ¢ il corrispondente grado di labilita. Il rango r della
matrice di equilibrio € pari ad s, ed in genere non & garantito 1’equilibrio,
e la struttura ammette cinematismi rigidi che possono essere tracciati coi
metodi gia descritti nei Capitolo precedenti. Se tuttavia le forze applicate
sono disposte in modo tale che il rango r* dell’orlata sia anch’esso pari ad
s, allora si ha possibilita di equilibrio: la struttura S e in realta equilibrata
per particolari condizioni di carico.

Caso II: 3t — s = 0 Il numero delle equazioni e pari al numero delle incognite,

la matrice di equilibrio ¢ quadrata, e poiche si e ipotizzato che il rango
della matrice sia massimo, sara sicuramente possibile risolvere le equazioni
di equilibrio, a fornire 'unica soluzione equilibrata. E’ questo il caso delle
strutture isostatiche, in cui il problema statico puo essere risolto attraverso
la scrittura delle sole equazioni di equilibrio:

z=A""'b (3.3)

Caso III: 3t — s < 0 Esistono piu incognite che equazioni di equilibrio, il ran-
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go della matrice e pari a 3t, la struttura e sicuramente equilibrata, e la
soluzione delle (3.2) ¢ definita a meno di ¢ = s — 3t parametri, che possono
essere ¢ reazioni arbitariamente scelte. E’ questo il caso delle strutture
iperstatiche, ed i = s — 3t e il relativo grado di iperstaticita. In questo
caso, i valori delle reazioni non possono essere calcolati con 'ausilio delle
sole equazioni di equilibrio, ed occorrera affiancare ad esse altre equazioni
(di congruenza).

Schematicamente, e nell’ipotesi che A abbia rango massimo, si ha:

* * %k ok %
Struttura S labile — A = * k% * k%
* * k k * k k

%k k%

. . %k k%

Struttura S isostatica — A =
%k k%
* k% %
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CAPITOLO 3. ANALISI STATICA: METODO ANALITICO

Struttura S iperstatica — A =

* X K X X ¥ X ¥
* X K K X X X ¥
S G R G R S G

3.1 Telaio zoppo non caricato

La struttura di Figura 3.1 e gia stata studiata da un punto di vista cinematico,
giungendo alla conclusione che essa era cinematicamente determinata.

4 0 > B
X3 Y

—,—

Figura 3.1: Un portale zoppo

Si sostituisca al carrello in A la sua reazione verticale incognita R4, , ed
all’appoggio in B la reazione verticale orizzontale Rp, e la reazione verticale
Rp,. Poiche la struttura e costituita da un solo tratto, ¢ possibile scrivere tre
equazioni di equilibrio, e la struttura risulta isostatica.

Le tre equazioni di equilibrio possono essere ad esempio le due equazioni di
equilibrio alla traslazione orizzontale e verticale, e I’equazione di equilibrio alla
rotazione intorno al polo O. Dalla Figura 3.2 si trae:

RBh =0
Ray+ Rpy =0 (3.4)
~Rp,L =0
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3.2. TELAIO ZOPPO CON CARICO DISTRIBUITO

B RBh
-+ 0 —

lRBv

——

Figura 3.2: Il diagramma delle reazioni per ’esempio di Figura 3.1

che matricialmente si scrivono:

01 0 Ras 0
10 1 Rpn | =] 0 (3.5)
00 —L Rp, 0

Il rango della matrice di equilibrio € pari a 3, e 'unica soluzione delle equa-
zioni ¢ quella banale. Si noti che la matrice di equilibrio A ¢ la trasposta della
matrice cinematica ottenuta nella (1.11) del Capitolo 1. Cio esprime la cosid-
detta dualita statico—cinematica, ed € conseguenza dell’aver utilizzato lo stesso
polo O per ambedue le analisi.

3.2 Telaio zoppo con carico distribuito

La stessa struttura dell’esercizio precedente sia ora soggetta ad una stesa di
carico uniformemente distribuito lungo 1’asta orizzontale, di intensitd ¢ (cfr.
Figura 3.3). Poiche l'asta su cui agisce il carico ¢ rigida, il carico stesso puo essere
sostituito da una corrispondente forza concentrata, di intensita pari all’integrale
del carico, ed agente nel baricentro del carico.

Nel caso in esame:

L
F:/ qdz = qL (3.6)
0

ed il baricentro del rettangolo € ovviamente situato in L/2. Ai fini della scrittura
delle equazioni di equilibrio, si puo sempre sostituire il carico distribuito con la
corrispondente forza concentrata, come riportato in Figura 3.4
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YYYVYYVYYYYYYVYVYVYYYYVYYY Iq

&R

——

Xo¥

Figura 3.3: 1l telaio zoppo di Figura 3.1, caricato sul traverso da un carico ¢
uniformemente distribuito

Le equazioni di equilibrio si scrivono quindi:

Rpn =0
Ray+Rpy+qL =0 (37)
L
—Rp,L — qL§ =0
che matricialmente si scrivono:
01 0 Ry OL
10 1 Ren | = _22 (3.8)
0 0 —L Rp, -
2
con soluzione:
Rpn, =0
L 3.9
RA’U = RB’U = _% ( )

Il carico verticale si distribuisce equamente tra i due vincoli in A e B, dando
luogo a due reazioni dirette verso 1’alto.

3.3 Portale a tre cerniere

Si voglia adesso eseguire I'analisi statica per il telaio di Figura 3.5, costituito da
due tratti rigidi collegati tra loro da una cerniera, e vincolati al suolo tramite
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L/2

-

F=qlL

T

X2V

Figura 3.4: Lo stesso telaio della Figura 3.3, con applicata la risultante F' del
carico

due appoggi. Poiche per ogni tratto possono scriversi tre equazioni di equilibrio,
si possono scrivere, in complesso, sei equazioni di equilibrio.

Corrispondentemente, eliminando i vincoli, sia esterni che interni, e sosti-
tuendo ad essi le rispettive reazioni, si giunge allo schema di Figura 3.6, in cui
sono evidenziate le sei incognite statiche, ossia le reazioni orizzontali e verticali
dei due appoggi, lo sforzo normale e lo sforzo di taglio nella cerniera. Si ha
cosi una uguaglianza tra il numero di incognite ed il numero di equazioni di
equilibrio, 3t — s = 0, e la struttura ¢ potenzialmente isostatica.

Scegliendo come poli per la scrittura delle equazioni di equilibrio alla rota-
zione il punto A ed il punto C, rispettivamente per il primo ed il secondo tratto,
si potranno scrivere le equazioni:

Rap+F+Np=0

Ry +Tp =0
—FH, — NgH, —TgL, =0
—Np+ Rcn =0 (3'10)
T +qL2 + Rey =
L2
NBHQ—TBLQ-i-qu:O
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YYYYVYVYYYY Iq
F
-+ > O
B
Hz
C
H1 X
—— A
~&x
l L1 l L2 l
T T 1
Figura 3.5: Un portale a tre cerniere
Lyvvvvyvyy| |9
F Bl Ng Np A
44— | <—I
B I Ho
R
C Ch
H1
/
Rcv
-+ A Ran
RavY 1, . Ly .
T T 1 T

Figura 3.6: Il diagramma delle forze per la struttura di Figura 3.5
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o, matricialmente:

10 1 0 00 Ran —F

01 0 1 00 Ry 0

00 H L 00 Ng | ‘Z“Z)Hl (311)
00 -1 0 10 Ty :
00 0 -1 01| Ren —als

00 Hy —Ly 0 0 Re “12L2

Il rango della matrice di equilibrio € massimo, come puo evidenziarsi calco-
lando il suo determinante, pari a A = — (Hy Ly + HLq), banalmente diverso da
zero se le dimensioni geometriche non si annullano. Ne segue che la struttura
¢ isostatica, e che & possibile calcolare le reazioni dovute alle forze applicate,
risolvendo il sistema (3.10). Sara quindi:

Ran =

2A
H1 (2FH2 — qL%)
RA'U = -
2A
Lo (2FHy +qL1Ly)
Np = A
2 (3.12)
T — H1 (2FH2 — qL%)
5= 2A
R Ly (2FHy + gL1Ls)
ch = 9A
H, (2FHy — qL2
Rew = —qLy + 1( 2 (12)

2A

Un’utile verifica puo essere il controllo dell’equilibrio globale della struttura.
Dovra essere:

Ran+ Rep +F =0

Ray+ Ry +qLla=0
Av T ficy + qlo (3.13)

L
—FH, — Reop (Hi — Hy) — qLo (L1 + ;) —Rey (L1 +Lg) =0

3.4 Telaio a due campate

La struttura di Figura 3.7 & gia stata studiata nel primo Capitolo, e la scrittura
della matrice cinematica aveva condotto a concludere che essa fosse cinemati-
camente determinata. Poiche per essa si ha 3t — s = 9 — 9 = 0, se ne deduce
subito che essa & isostatica.

La struttura & caricata da una forza orizzontale in sommita del primo tratto,
e da una forza verticale in corrispondenza della cerniera in D. Sostituendo ai
vincoli le reazioni incognite e le caratteristiche della sollecitazione interna, si

70 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 3. ANALISI STATICA: METODO ANALITICO

] L 1 L ] L 1 L ]
1 I 1 I I
_Fn, g 4
H
A o 1
X D
H
C E B

~&xw S

Figura 3.7: Un telaio zoppo a due campate

Fh B NB<-T
e

T

Tbd
A Ranh D ND1 s

Tbsin

Rch £
—_

¢ Rcy ¢ Rev

C

Figura 3.8: Il diagramma delle forze per il telaio di Figura 3.7
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giunge al diagramma di Figura 3.8, dove banali considerazioni di equilibrio della
cerniera in D portano a scrivere:

TDsin = TDdes + Fv (314)

Le equazioni di equilibrio si possono ora scrivere imponendo ’equilibrio dei
tre tratti di Figura 3.8, e scegliendo come poli i punti A, C' ed F, rispettivamente:
Rapn+Np+Fr,=0
Rap+T5=0
—NpH —F;,H—-TgL =0
—Np+ Np + Rcn =0

=T + Tpsin + Rcw =0 (3.15)
2NpH —TgL — NpH — Tpsin L =0
~Np=0

_TDdes + REU =0
NpH —TpgesL =0

ed introducendo la (3.14) si giunge alla relazione matriciale:

1 0 1 0 0 0 O 0 0 Ran —Fy,
01 0 1 0 0 O 0 O R Ay 0
0 0 -H -L 00 O 0 0 Np FnH
o0 -1 0 1 0 1 0 0 Tp 0
00 0 -1 01 O 1 0 Rey, = 0
0 0 2H -L 0 0 —-H —-L 0 Recy 0
0 0 O 0 00 -1 0 O Np 0
00 O 0o 00 0 -11 Tpsin F,
00 O 0 00 H -—-L O REy F,L

(3.16)

La matrice di equilibrio risulta essere la trasposta della matrice cinematica

dedotta nell’applicazione precedente, in quanto si sono scelti i medesimi poli. 11

determinante & quindi pari a —3H L?, sicuramente diverso da zero. Risolvendo
le (3.15) si ha:

p. _ “2HF, + LF,
AhE T
2HF; — LF,
RA’U - 3L
—HF;, — LF,
Np = gH ;
(3.17)
To — —2HF;, + LF,
B 3L
_HF, — LF,
Rep = ——i——
Ch 30
n. _ _2(HF, —2LF,)
Cv — 3L
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Np =0
TDsin = *Fv
Rp, =0

Le equazioni globali di equilibrio si scrivono:

Ran+Reop +Fr =0
RAv+RCv+REv+Fv =0
—FyH —3F,L+ RcpnH —2Rco L — 4Rp, L =0

avendo scelto come polo il punto A.

3.5 Portale a quattro cerniere con pendolo

(3.18)

Si consideri ora il telaio di Figura 3.9, ripreso da V. Franciosi, Problemi di Scien-
za delle Costruzioni, Liguori, Napoli, Vol.1, pag.179-185. Esso puo riguardarsi
come un telaio rettangolare a quattro cerniere, con un pendolo che collega il
primo ed il terzo tratto. Le incognite reattive sono rappresentate dalle reazioni
orizzontali e verticali nei due appoggi, nei tagli e negli sforzi normali nelle due
cerniere interne, e nello sforzo normale Ny nel pendolo. In totale si ha quindi
s =9, e poiche la struttura e costituita da tre tratti rigidi, si ha 3t —s =0

lF

[@e]

3a

5a

3a

6a 10a 6a

——
——
——

Figura 3.9: Un telaio a quattro cerniere e pendolo interno

——

Lo sforzo normale nel pendolo & considerato positivo se esso tende ad allunga-
re il pendolo stesso (sforzo di trazione). Ne segue che lo stesso sforzo normale,
agente sulla struttura, tende a far avvicinare i punti H e K di estremita del

pendolo. La struttura libera dei vincoli e allora riportata in Figura 3.10.
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Nc;_t
I e
Tc K
B, Ng —
NHk

T
H /7VHK
Al Ran Dl Rpn

—_ —_

l RAV l RDV

Figura 3.10: Il diagramma delle forze per il telaio di Figura 3.9

Per il primo tratto si potra scrivere:

Ran +1 + Nyk COS(Oé) =0
RA’U —NB —NHKsin(a) =0 (319)
786LTB — 3(ZNHK COS(Oz) =0

avendo scelto come polo il punto A, ed avendo definito I’inclinazione del pendolo

5 . .
attraverso I’angolo o« = arctan (22> . Per il secondo tratto e terzo tratto, invece:

—Tg+ Nc=0

N+ F+Tc=0

—6aF — 16aTlc — 3aNgc =0

—N¢ + Rpn — Nk cos(a) =0
—Tc + Rpy + Nk sin(a) =0
11aN¢g — 6aT¢ + 8aNgk cos(a) =0

(3.20)

avendo scelto il punto B, ed il punto D come polo del secondo e del terzo tratto,
rispettivamente.
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Si puo quindi scrivere, matricialmente:

1 0 cos(a) 0 1 0 0 00 Ran 0
0 1 —sinfw) -1 0 0 0 0 0 Ra, 0
0 0 3acos() O 8 0 0 0 0 Nyx 0
0 0 0 0o -1 1 0 00 Np 0
0 0 0 1 0 0 1 0 0 Tp = -F
0 0 0 0 0 3a 16a 0 O N¢o —6aF
0 0 —cos(a) O O -1 0 1 0 Te 0
0 0 sin(«a) 0 0 0 -1 0 1 Rpy, 0
0 0 8acos(a) 0 0 1lla —6a 0 O Rp, 0
(3.21)
Il determinante della matrice di equilibrio A ¢ pari a:
det(A) = 442a® cos(a) (3.22)

e quindi la sruttura ¢ isostatica. Per la particolare condizione di carico proposta
in Figura 3.9 le reazioni orizzontali sono uguali e contrarie:

90
le reazioni verticali sono fornite da:
8
RAU == _ﬁF
3 (3.24)
v = ——F
Ep 11

gli sforzi normali e gli sforzi di taglio nelle due cerniere interne sono pari a:

128
Np=——
BT a1
54
5= 591
54 (3.25)
Neg=—F
7 221
93
Te = ——
¢ o
Infine, lo sforzo normale nel pendolo & negativo, e quindi il pendolo risulta
Compresso:
72+/509
Nig =~ F = —~0.6682F (3.26)

3.6 Trave appoggiata con sovrastruttura

La struttura di Figura 3.11 & anch’essa ripresa da V.Franciosi, Problemi di
Scienza delle Costruzioni, vol.1, dove e risolta graficamente.
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b Ls b
- H O Q K
H1
F

A B C

- G O a
N U = Lg .
h T T T T

Figura 3.11: Una trave appoggiata, con cerniera intermedia, carrello e sbalzo,
su cui poggia una coppia di aste connesse da un pendolo

Essa & costituita da una trave appoggiata, con cerniera intermedia, carrello
e sbalzo, su cui poggia una coppia di aste connesse da un pendolo. I tratti rigidi
sono due, e quindi 3t = 6, le incognite reattive sono le due reazioni nell’appoggio,
la reazione verticale del carrello, lo sforzo normale ed il taglio nella cerniera, lo
sforzo normale nel pendolo. Quindi s =6, e 3t — s = 0.

Rimuovendo i vincoli, si giunge allo schema di Figura 3.12, su cui possono
scriversi le equazioni di equilibrio. Scegliendo i poli nei punti A, per il primo
tratto, e C' per il secondo tratto, si giunge a scrivere:

Ran+Np+ Ngg =0
Rapo +T =0
—NgrgHy —Tg (L1 +L2) =0

(3.27)
—Np — Nygg =0
—Tp+ Rcy+F =0
—RoyLs — F (L3 + L4) +NygrgH; =0
ossia, matricialmente:
1 0 1 0 0 1 Rap 0
01 0 1 0 0 Ry 0
000 Li+Ly 0 H Np | _ 0
0 0 1 0 0 1 Tg o 0 (3.28)
0 0 O 1 -1 0 Rew F
0 0 O 0 —Ls H; Nyk F (L3 + Ly)
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H{—> - K
Nuk Nuk
F
Tg
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Rav Rcv

Figura 3.12: 1l diagramma delle forze per I’esempio di Figura 3.11

Il determinante della matrice di equilibrio & pari ad H; (L1 + Lo + L3), e
quindi la struttura risulta isostatica. Le reazioni sono fornite da:

Ran =0
Ly
Ray=F—"%
4 Li+ Lo+ Ly
Ly + Lo+ Ls+ Ly
Roy = —F
“ Li+Ly+ Ls
(L1 + Lo) Ly (3.29)
Ng=—
Hy (L1 + Lo + L)
Ly
Tp=—— %
B T L+ Ly + Ls
Nuw = (L1 + La) Ly

" Hy(Ly+ Ly + Ly)

E’ ovviamente nulla 'unica componente reattiva orizzontale, mentre puo
facilmente verificarsi che R, + Rcy, + F = 0. 1l pendolo H K risulta teso.

3.7 Portale con cerniera e due bipendoli

La struttura seguente e un telaio, costituito da due tratti rigidi connessi tra loro
con un bipendolo interno, e vincolati al suolo con un appoggio ed un altro bi-
pendolo. Per esso si potranno scrivere quindi sei equazioni di equilibrio, mentre
le incognite reattive saranno le due reazioni orizzontali e verticali del’appoggio
in C, la reazione verticale e la coppia reattiva in A, lo sforzo normale ed il
momento in B. Quindi, ancora una volta, 3t — s =0

Per scrivere le equazioni di equilibrio, si consideri lo schema di Figura 3.14,
e si scelgano come poli i due punti A e C, rispettivamente per il primo ed il
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Figura 3.13: Un telaio con cerniera e due bipendoli
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Figura 3.14: 1l diagramma delle forze per ’esempio di Figura 3.13
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secondo tratto. Si ha:

Fy,+Np=0
Ry +F, =0
Mas+ Mp — NgHy — F,Hy — F,L3 =0 (3.30)
Rcw —Np =0 '
Rcy =0
—Mp+ NgH; =0
e matricialmente:
00 1 0 0 0 Ra, —Fp
1 0 0 0O 0 O My -F,
01 —-Hy, 1 0 0 Np _ FnHy + F,L3 (3.31)
00 -1 0O 1 0 Mp o 0 ’
0 0 0 0 0 1 Ren 0
0 0 H -1 00 Rew 0

La struttura ¢ sicuramente non labile, in quanto il determinante di A ¢ pari
a —1. La soluzione delle (3.30) ¢ immediata:

RA’U = _F'u

My =FyHy + F,L3

Np = =1 (3.32)
MB = —Fthl

Reop = —Fy

Rcy =0

Si noti infine che spesso, e quasi sempre nell’approccio grafico, si preferisce
utilizzare il teorema del trasporto, pensare che il bipendolo reagisca con una
forza ortogonale al piano di scorrimento del bipendolo stesso, e passante per un
punto dettato dalle condizioni di equilibrio.

3.8 Portale a tre tratti

Il portale di Figura 3.15 e formato da tre tratti rigidi, ed e vincolato al suolo
con un appoggio a sinistra ed un incastro a destra. Le nove incognite reattive
possono calcolarsi in base alla scrittura di nove equazioni di equilibrio.

A tal fine, si sostituiscono ai vincoli le rispettive reazioni, giungendo al dia-
gramma di Figura 3.17; si noti che la cerniera in C' ¢ posta all’incrocio del
traverso col ritto di destra, e che per ’equilibrio del concio lo sforzo normale nel
traverso sara uguale al taglio nel ritto, mentre il taglio nel traverso sara uguale
allo sforzo normale nel ritto. Si sono allora indicati con Tgo ed Np¢ il taglio e
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Figura 3.15: Un altro semplice telaio soggetto a carico distribuito sul traverso
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Figura 3.16: 1l diagramma delle forze per il telaio di Figura 3.15
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lo sforzo normale sul traverso, e con Tep ed Nep il taglio e lo sforzo normale

sul ritto, giungendo a scrivere:

Npc+Tep=0=0
—Tpc+ Nep=0=0

Le equazioni di equilibrio dei tratti pos-

sono scriversi, utilizzando i punti A, B e D nec
come poli: -~
Rap+Np =0
RA’U + qu =0
L2
Mp = NpHy = q=F =0
—Np + Npc =0
Tpc+qLe =0 (3.34)
L3 .
—Mp —TgcLs — q7 =0 Figura 3.17:

Tpc+ Rpr =0
—N¢p +Rpy =0
Mp+TepH =0

(3.33)

tBc

tep

D EE——

|

ncp

Le forze agenti

sulla cerniera d’angolo)

Si e giunti infine ad un sistema di undici equazioni in altrettante incognite,

la cui soluzione fornisce le reazioni vincolari:

L2 _ L2
Ran = —Rpp = q—+—-"2
Ah Dh = ¢ oM,
RA’U = _qu
Rp, = —qL»

1
Mp = 54 (L% - L%)

il momento e lo sforzo normale nel bipendolo in B:

L2 _L2
Np = 2 1
B Q72H1
L2
Mg = q22

nonche tagli e sforzi normali nella cerniera d’angolo in C:

L3 -1}
Npc = -Tcp = ¢—%—1
BC cb =4 2H,
Tpo = Nop == —qls
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Capitolo 4

Analisi statica
Metodo grafico

Come si e visto nel Capitolo precedente, ciascun vincolo esterno o interno puo
essere sostituito dalle reazioni da esso esplicate. Ad esempio, un carrello puo
essere sostituto da una forza — di valore incognito — ortogonale al piano di scor-
rimento del carrello stesso, mentre il valore della forza deve essere poi calcolato
imponendo le equazioni di equilibrio. Analogamente, un appoggio ¢ equivalente
a due forze incognite, un incastro a due forze ed una coppia, etc. Sostituite
le reazioni ai vincoli, si possono imporre le condizioni di equilibrio, tratto per
tratto, tra le reazioni e le forze applicate.

In questo Capitolo si imporranno tali equilibri in forma grafica, tenendo
conto che:

e un carrello definisce la retta d’azione della reazione, che passa per il
carrello ed ¢ ortogonale al piano di scorrimento

e un doppio bipendolo fornisce una coppia reattiva

e un appoggio, o una cerniera interna, fornisce due forze orientate secondo gli
assi coordinati, che possono essere composte in una singola forza. Ne segue
che ’appoggio, o la cerniera interna, puo essere visto come equivalente ad
una forza appartenente ad una retta che passa per I'appoggio (o per la
cerniera), la cui direzione viene definita imponendo ’equilibrio

e un bipendolo, esterno o interno, reagisce con una forza ortogonale all’asse
di scorrimento dei bipendoli, e con una coppia. Esse possono essere com-
poste in una singola forza ortogonale all’asse di scorrimento dei bipendoli,
la cui posizione viene definita imponendo 1’equilibrio

e un incastro reagisce con due forze ed una coppia, che possono essere com-
poste in una siungola forza di cui non € noto a priori neé la direzione ne la
posizione, che dovranno calcolarsi in base alle condizioni di equilibrio

Esercizi di Scienza delle Costruzioni 83



Figura 4.1: Condizioni di equilibrio per tratto rigido soggetto a due, tre e quattro
forze
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Figura 4.2: Condizioni di equilibrio per tratto rigido soggetto a due forze ed
una coppia, oppure tre forze ed una coppia

Operate queste sostituzioni, le forze agenti su ciascun tratto rigido devono
essere equilibrate, e possono presentarsi i seguenti casi:

e tratto rigido soggetto a 2 forze: per I'equilibrio, esse devono avere la stessa
retta d’azione

e tratto rigido soggetto a 3 forze: per I'equilibrio, esse devono concorrere in
un punto

e tratto rigido soggetto a 4 forze: per I’equilibrio, la risultante di due di esse
deve avere la stessa retta d’azione della risultante delle altre due forze

e tratto rigido soggetto a 2 forze ed una coppia: per l'equilibrio, le due
forze devono essere parallele, dirette in verso opposto, e a distanza tale da
bilanciare la coppia

84 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 4. ANALISI STATICA: METODO GRAFICO

e tratto rigido soggetto a 3 forze ed una coppia: per I’equilibrio, la risultante
di due forze deve risultare parallela alla terza, e giacere a distanza tale da
bilanciare la coppia.

Graficamente, si hanno quindi i casi di Figura 4.1 e Figura 4.2.

Spesso, per esigenze di brevita e per comodita di scrittura, si esprimeranno
le cinque suddette condizioni in modo simbolico. Se un tratto rigido ¢ soggetto
a due forze a e b, si scrivera 1’equazione simbolica di equilibrio:

a+b=0 (4.1)
da cui potremo trarre le relative informazioni sulle due rette d’azione, scrivendo:
a=1b (4.2)

Analogamente, in presenza di un tratto rigido soggetto a tre forze a, b e c,
scriveremo la condizione di equilibrio come:

a+b+e=0 (4.3)

indicando in tal modo che esse dovranno concorrere in un punto. Alternativa-
mente, faremo uso di espressioni del tipo:

a+(b+ec)=0 (4.4)

per significare che la risultante di b e di ¢ dovra avere la stessa retta d’azione
di a.
Se il tratto rigido € soggetto a quattro forze, I’equazione di equilibrio diviene:

a+b+c+d=0 (4.5)
che molto spesso viene utilizzata nella formas:
a+b=c+d (4.6)

a significare che la risultante di a e b deve avere la stessa retta d’azione della
risultante di c e d.
La quarta situazione, in cui agiscono sul tratto le due forze a e b insieme alla
coppia M, porta a scrivere:
a+b=M (4.7)

indicando quindi che le due forze a e b devono formare una coppia, ossia devono
essere parallele tra loro.

Infine, se il tratto rigido & soggetto a tre forze ed una coppia, si scrivera la
condizione di equilibrio nella forma:

a+(b+c)=M (4.8)

ad indicare che la risultante di b e ¢ deve essere parallela ad a.
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4.1 Portale con bipendolo interno

Si consideri il semplice portale di Figura 4.3, e si vogliano ricavare le reazioni
con il metodo grafico. Il primo tratto e soggetto ad una forza a passante per
I’appoggio in A, alla forza F', e ad una forza orizzontale b, che rappresenta la
reazione del bipendolo, senza che peraltro si conosca l'inclinazione della forza
passante per A, ne effettiva posizione della forza orizzontale.

L3
+—
lF
4 By
d
Ha
C
H1
—— A
~&x~
Ly Ly

l ] l
I 1

Figura 4.3: Un portale zoppo con bipendolo interno

Il secondo tratto e invece soggetto a due forze, la prima sicuramente oriz-
zontale, la seconda, ¢ sicuramente passante per 'appoggio C. Le equazioni di
equilibrio dei due tratti si scrivono quindi:

a+b+F=0

4.9
b+c=0 (4.9)

La seconda equazione permette di ricavare le rette d’azione di b e ¢, in
quanto esse dovranno essere orizzontali, e passare per 'appoggio in C. La
prima equazione permette di ricavare la retta d’azione di a, in quanto essa dovr
passare per I’appoggio in A, e per l'intersezione tra le rette d’azione della forza
F e della reazione b del bipendolo.

Un banale triangolo di equilibrio fornisce il verso e 'effettivo valore delle
reazioni vincolari, come illustrato in Figura 4.4.

4.2 Portale con due bipendoli

La struttura di Figura 4.5 rappresenta un telaio isostatico vincolato al piede
con un bipendolo ed un appoggio, e con un bipendolo ad asse di scorrimento
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Figura 4.4: La determinazione grafica delle reazioni per il telaio di Figura 4.3

verticale agente sul traverso. Il carico & rappresentato da una forza F' inclinata.
Le equazioni di equilibrio restano le stesse dell’esempio precedente, ma stavolta
I’equilibrio del primo tratto impone alla reazione a del bipendolo di essere verti-
cale, e di passare per l'intersezione tra la retta d’azione della forza e ’orizzontale
per 'appoggio, come riportato in 4.6

4.3 Portale soggetto ad una coppia

Lo stesso portale zoppo del primo esercizio sia ora soggetto ad una coppia M
agente sul primo tratto. Per il calcolo grafico delle reazioni si deve esaminare
prima il secondo tratto, dove agiscono solo due forze, la reazione dell’appoggio
C, che deve passare per il punto C, e la reazione del bipendolo, che dovra esse-
re necessariamente orizzontale. Per ’equilibrio, quindi, esse dovranno passare
ambedue per C, ed essere uguali e contrarie.

L’equilibrio dell’intera struttura impone poi che anche la reazione in A sia
orizzontale, uguale e contraria ad Ro (per Pequilibrio alla traslazione orizzon-
tale). Le equazioni simboliche di equilibrio dei due tratti si scrivono:

a+b+M=0

4.10
b+c=0 ( )

Il valore effettivo delle reazioni si ottiene infine considerando che esse do-
vranno generare una coppia reattiva uguale e contraria alla coppia applicata
M, ossia oraria. Ne segue che sara:

M
C=—qQ = —— 411
- (411)

Si noti che se i due appoggi sono situati allo stesso livello, per cui H; = Ho,

il braccio d della coppia reattiva si annulla e ’equilibrio non ¢ piu possibile.
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L3

Ho

Hy

L1

-

Ly

——
——

Figura 4.5: Un secondo portale zoppo con bipendolo interno

Figura 4.6: La determinazione grafica delle reazioni per il telaio di Figura 4.5
Verifica analitica

La struttura e divisa in due tratti, connessi da un bipendolo. Le equazioni di
equilibrio si scrivono, nelle usuali notazioni:

Ran+Np=0
Ra, =0
M —NgH{+ Mp =0 (4.12)
Rep, — Ng =0
Rcy, =0

—Mp + NpHs =0

e se Hy = Hy la terza e sesta equazione non sono risolvibili.
38
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Ly Ly |

Figura 4.7: Un portale zoppo soggetto ad una coppia concentrata
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Figura 4.8: Le reazioni per il telaio zoppo di Figura 4.7

4.4 Arco a quattro cerniere con pendolo

Si consideri ora ’arco a quattro cerniere con pendolo di Figura 4.9, soggetto
ad una forza sul primo tratto rigido. Sul tratto AB agiscono le reazioni a e b,
la reazione p del pendolo, e la forza F', sul tratto BC agiscono le due reazioni
b e ¢, sul terzo tratto agiscono le reazioni ¢ ed d, e la reazione p del pendolo.

Simbolicamente si avra quindi:

a+b+p+F=0
b+c=0
c+d+p=0

(4.13)

E’ quindi ovvio iniziare I’analisi dal secondo tratto, per cui puo farsi riferi-

mento alla situazione di Figura 4.1a).
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L1 Ly

——
——

Figura 4.9: Un arco a quattro cerniera e pendolo

Per lequilibrio, le reazioni b e ¢ devono essere uguali e contrarie, quindi la
loro retta d’azione non puo che essere la congiungente B e C. E’ usuale parlare,
in questi casi, di un comportamento “a pendolo” del tratto BC. Conosciuta
la retta d’azione delle reazioni b e ¢, la terza equazione di equilibrio fornisce
la reazione dell’appoggio in D, che dovra passare per l'appoggio stesso, e per
Iintersezione tra le rette d’azione di p e di c.

Figura 4.10: Le reazioni per l'arco di Figura 4.9

L’equazione di equilibrio globale della struttua si scrive come:
a+d+F=0 (4.14)
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e permette di dedurre immediatamente la retta d’azione di a, che dovra passare
per 'appoggio in A e per 'intersezione tra F' e d, come riportato in Figura 4.10.
Nella stessa figura e riportato il triangolo di equilibrio tra la forza F' e le reazioni
esterne, nonche il triangolo di equilibrio delle tre forze agenti sul terzo tratto.

Ne segue che il pendolo HK ¢ teso, mentre il tratto BC' si comporta come
un pendolo compresso.

4.5 Maglia chiusa a quattro cerniere e pendolo
La maglia chiusa non vincolata di Figura 4.11 e costituita da quattro tratti

rigidi connessi tra loro attraverso quattro cerniere, ed un pendolo HK collega
il terzo e quarto tratto.

Figura 4.11: Una maglia chiusa a quattro cerniere e pendolo

Poiche non esistono vincoli esterni, le forze esterne devono farsi equilibrio:
nel caso specifico si tratta di due forze uguali e contrarie agenti sul tratto 2 e
sul tratto 4. Le equazioni di equilibrio dei quattro tratti si sintetizzano in:

a+d=0

a+b+F=0
(4.15)

b+p+c=0

d+p+c+ F

Esaminando il primo tratto si nota che — al solito — esso e scarico, e quindi
le reazioni in A e D devono farsi equilibrio, il tratto si comporta da pendolo, e
la retta d’azione della reazione delle due cerniere € nota. Passando al secondo
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tratto, esso & soggetto alla reazione della cerniera A, la cui retta d’azione € nota,
alla forza F', nota, ed alla reazione b della cerniera in B, che dovra passare per
la cerniera in B. Ne segue che basta prolungare la retta d’azione di a fino ad
intersecare la retta d’azione della forza, nel punto M, e si ottiene il secondo
punto per cui dovrai passare la b.

Figura 4.12: Una maglia chiusa a quattro cerniere e pendolo: la ricerca delle
reazioni

Il terzo tratto € anch’esso soggetto a tre forze, due delle quali note in direzione
(b e lo sforzo normale p nel pendolo), mentre la terza deve passare per la cerniera
C. Imponendo l'equilibrio del tratto si trova il secondo punto per cui ¢ dovra
passare: basta, allo scopo, prolungare le rette d’azione del pendolo e di bB fino
alla loro intersezione in N. L’intero procedimento e riportato in Figura 4.12.

Ottenute le rette d’azione di tutte le rea-
zioni, si puo passare alla determinazione del
loro valore: a partire dalla forza F' si disegna
il triangolo di equilibrio OPR, ottenendo la
reazione a e la reazione b. Cio fatto, la reazio-
ne b si scompone secondo le due rette d’azione
del pendolo e della cerniera in C. L’equili-
brio del tratto IV puo leggersi sullo stesso
diagramma, considerando che esso € soggetto
a —F,ad d = —a, p e c. Il procedimento si
ritrova in Figura 4.13 Figura 4.13: Le reazioni
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4.6 Maglia chiusa a tre cerniere: caso semplice

Si consideri ora la maglia chiusa a tre cerniere di Figura 4.14, caricata da tre
forze, che per ’equilibrio devono necessariamente passare per un punto di in-
tersezione comune. In questo esercizio si esamina il caso piu semplice, in cui
uno dei tratti & scarico, mentre un’altro ¢ caricato da una sola forza, ed il tratto
tratto e soggetto a due forze.

Le equazioni di equilibrio si leggono subito come:

a+Fi+b=0
b+c=0 (4.16)
0,+F3+F2+b:0

La ricerca delle reazioni parte proprio dall’esame del tratto scarico, che come
usuale si comporta da pendolo, e quindi le due reazioni delle cerniere B e C sono
uguali e contrarie. Si passa poi al tratto soggetto ad una forza, ossia al tratto
I: esso € in equilibrio in presenza della forza F', delle reazione della cerniera in
B, ambedue di direzione nota, e della reazione in A, che deve passare per A.
Ne segue che basta prolungare le rette d’azione di F} e di b per ottenere, con la
loro intersezione H, il secondo punto che definisce la direzione di a

Nella Figura 4.16 ¢ riportato il triangolo di equilibrio delle tre forze, e la
scomposizione di F; secondo le sue componenti a e b. Si noti che 'equili-
brio del terzo tratto puo verificarsi percorrendo il quadrilatero PROSP in senso
antiorario.

4.7 Maglia chiusa a tre cerniere: caso complesso

Nel caso in esame, la maglia chiusa a tre cerniere di Figura 4.17 & soggetta a
tre forze autoequilibrate, ciascuna agente su un tratto diverso. Ne segue che
non esistono tratti scarichi, ed ognuno di essi ¢ soggetto ad una forza e a due
reazioni che devono passare per le cerniere, ma di direzione incognita.

Le equazioni di equilibrio divengono ora:

Q+F1+b:0
b+ Fo+c=0 (4.17)
a+ F354+¢=0

ed ¢ immediato constatare che non si rientra in alcuno dei casi illustrati prima.

4.7.1 Una escursione nel campo della Geometria Analitica

Si risolvera il problema del calcolo delle reazioni applicando i dettami della geo-
metria analitica. Siano allora (z34,%24), (235,225) € (z3¢,T2c) le coordinate

Esercizi di Scienza delle Costruzioni 93



4.7. MAGLIA CHIUSA A TRE CERNIERE: CASO COMPLESSO
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Figura 4.14: Una maglia chiusa a tre cerniere soggetta ad un carico auto—
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Figura 4.16: Le reazioni
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Figura 4.15: La ricerca delle reazioni per la maglia di Figura 4.14
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Figura 4.17: Una maglia chiusa a tre cerniere soggetta ad un carico auto—

delle tre cerniere, e definiamo le tre rette d’azione delle tre forze:

xo(x3) = mp 3 + np

T2(23) = Mp,x3 + Ny,
z2(x3) = mp,x3 + np,
riamente:

(4.18)
Si noti che poiche le tre forze concorrono in un punto, dovra essere necessa-

mpe, ne, 1
Det mg, np, 1 =0
mp, MNpy 1
Siano ora:

(4.19)
T (T3) = MmaT3 +ny

zop(23) = mpr3 +np

Toc(x3) = mexs + ne

(4.20)

le equazioni delle rette cui devono appartenere la tre reazioni incognite. Si
hanno quindi sei parametri incogniti, che verranno calcolati imponendo:

1. le condizioni che le rette passino per A, B e C, rispettivamente:

T2A =MAT34A T NA
T2B =MBZ3B +NB
Toc =McT3c + nc
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Figura 4.18: La ricerca delle reazioni per la maglia di Figura 4.17

2. la condizione che — per 'equilibrio del tratto I — la forza F}, la reazione
a e la reazione b debbano concorrere in un punto:

TnF1 TlFl 1
Det| ma na 1 | =0 (4.22)
mp np 1

3. la condizione che — per l'equilibrio del tratto I — la forza F3, la reazione
Rp e la reazione Rc debbono concorrere in un punto:

mp2 TLF2 1
Det{ mp np 1 | =0 (4.23)
mec ng 1

4. la condizione che — per I’equilibrio del tratto I 11 — la forza F3, la reazione
R¢ e la reazione R4 debbono concorrere in un punto:

MEpy Npy 1
Det| m¢ nec 1 | =0 (4.24)
ma ng 1

Queste sei equazioni in sei incognite permettono la definizione delle rette
d’azione delle reazioni, come illustrato in Figura 4.18

L’intensita delle reazioni puo ora essere dedotta scomponendo F; secondo le
rette d’azione delle reazioni a ed b, la forza F5 secondo le rette d’azione delle
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reazioni b e ¢, e per verifica la forza F3 secondo le rette d’azione delle reazioni
a e c. Si ha quindi il diagramma di Figura 4.19

Figura 4.19: Le reazioni per la maglia di Figura 4.17

4.8 Maglia chiusa con cerniera e due bipendoli

Si consideri ora la maglia chiusa di Figura 4.20, in cui tre tratti rigidi sono
collegati tra loro tramite una cerniera e due bipendoli. Non essendovi vincoli
esterni, le tre forze concorrono in un punto, garantendo 1’equilibrio.

III
F3
Figura 4.20: Una maglia chiusa a due bipendoli ed una cerniera soggetta ad un
carico auto—equilibrato

Le equazioni di equilibrio sono identiche alle (4.17), e quindi anche in questo
caso si € nell’impossibilita di calcolare le reazioni in via elementare.

Applicando i dettami della geometria analitica, siano quindi (34, 224),
(z3p,228) e (30, T2¢) le coordinate dei due bipendoli e della cerniera, e siano
a e B gli angoli che I'orizzontale forma — in senso antiorario —, per sovrapporsi
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al piano di scorrimento del bipendolo in A ed in B, rispettivamente. Nel caso
di Figura si ¢ scelto « = /4 e 8 = 7/2.

Si definiscano le rette d’azione delle tre forze (cfr. 4.18), e si imponga la
condizione di equilibrio, secondo la (4.18. Infine, siano:

T24(T3) = maxz +na
Top(x3) = mpr3 + np (4.25)
Zoc(x3) = mexs + ne
le equazioni delle rette cui devono appartenere la tre reazioni incognite. Le
reazioni a e b hanno direzione nota, in quanto devono essere dirette secondo

gli assi dei bipendoli, ossia devono essere inclinate di a+m/2 e S+7/2 rispetto
all’orizzontale. Se ne puo dedurre:

ma = tan(a + 7/2)

4.26
mp = tan(8 + 7/2) (4.26)

La terza reazione e invece costretta a passare per il punto C":
Toc = McT3c + No (4.27)

A queste tre condizioni vanno aggiunte le tre condizioni di equilibrio dei tre
tratti: la condizione che — per ’equilibrio del tratto I — la forza F}, la reazione
a e la reazione b debbono concorrere in un punto:

mFl TlFl 1
Det| ma na 1 | =0 (4.28)
mp np 1

la condizione che — per l'equilibrio del tratto I1 — la forza F5, la reazione
b e la reazione ¢ debbono concorrere in un punto:

mF2 TLF2 1
Det| mp ngp 1 | =0 (4.29)
mc ng 1

e la condizione che — per 'equilibrio del tratto I11 — la forza Fj3, la reazione
¢ e la reazione a debbono concorrere in un punto:

mp, MNFEy 1
Det| me¢ ne 1 | =0 (4.30)
ma na 1

Queste sei equazioni in sei incognite permettono la definizione delle rette
d’azione delle reazioni, come illustrato in Figura 4.21. Si noti che l'intersezione
tra ¢, b ed F; non e stata disegnata in quanto non rientrante nell’area del disegno.

La forza F; si scompone secondo le rette d’azione dei due bipendoli, ossia
— in questo caso — secondo la retta orizzontale e la retta inclinata di 37 /4,
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F1
E
~.a ST
Y S R
F3

Figura 4.22: Le reazioni per la maglia di Figura 4.20

ottenendo le reazioni a e b. La forza Fysi scompone secondo le rette d’azione
della reazione del bipendolo in B e della reazione in C, ottenendo c. Infine, la
terza forza deve essere equilibrata in presenza di a e c¢. Ne segue il diagramma
di Figura 4.22
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Capitolo 5

Sul grado di labilita ed
iperstaticita

Una struttura e labile se presenta una possibilita di meccanismo rigido, € iso-
statica se € possibile calcolare le reazioni vincolari con 'ausilio delle sole equa-
zioni della statica, ¢ iperstatica se presenta una sovrabbondanza di vincoli, e le
equazioni della statica non sono sufficienti per la determinazione delle reazioni.

Si & visto che la classificazione delle strutture in base al loro grado di labilita
[ ed iperstaticita ¢ ¢ usualmente molto agevole: basta contare i ¢ tratti rigidi
in cui la struttura e suddivisa dai vincoli interni, contare gli s gradi di liberta
soppressi da ciascun vincolo — esterno ed interno — e valutare la differenza
3t — s. Se tale differenza & maggiore di zero, la struttura e labile, se € minore di
zero, la struttura ¢ iperstatica:

3t—s>0 — struttura labile
3t —s <0 — struttura iperstatica (5.1)

3t—s=0 <+— struttura isostatica

Queste tre implicazioni valgono solo nel verso indicato, perche una struttura
puo essere contemporaneamente labile — ossia presentare la possibilita di un
meccanismo rigido — ed iperstatica, ossia presentare una ridondanza di vincoli.
In tal caso diviene necessario uno studio piu approfondito della struttura, e non
ci si puo piu limitare ad un semplice computo di tratti, vincoli e gradi di liberta.
A questo tipo di strutture verra dedicata la prima parte del presente Capitolo.

Si e poi finora presupposto che i vincoli fossero ben disposti, e che quindi le
equazioni che li definiscono fossero (linearmente) indipendenti, dando luogo ad
una matrice cinematica (o di equilibrio) di rango massimo. In questo Capitolo
si illustreranno alcuni casi in cui i vincoli sono mal disposti, e quindi inefficaci.

Un cenno meritano anche i cosiddetti vincoli multipli, come — ad esempio
— una cerniera in cui convergono piu di due tratti rigidi, che possono talvolta
generare confusione, ed a cui vengono dedicati alcuni esempi.
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Infine, si introducono alcune semplificazioni per casi speciali: il riconosci-
mento del carattere di una struttura attraverso la similitudine con casi gia noti,
il caso classico di trave ad asse rettilineo soggetto a forze trasversali e coppie,
introducendo un conteggio ad hoc del numero di gradi di liberta e del numero
di vincoli, e lo studio delle travature reticolari a maglie triangolari.

5.1 Un portale labile ed iperstatico

Si consideri il portale di Figura 5.1, costituito da tre tratti rigidi connessi tra
loro con due cerniere in B ed F, ed al suolo con due appoggi in A ed F'. Senza
il pendolo CD, la struttura ¢ manifestamente labile, in quanto possiede 3t = 9
gradi di liberta, e possono scriversi solo s = 8 equazioni di vincolo. Introducendo
il pendolo CD, si introduce anche una equazione di vincolo, sicche 3t —s =0, e
la struttura e potenzialmente isostatica; tuttavia, se il pendolo collega due punti
di uno stesso tratto rigido, come in Figura, esso ¢ inefficace, come puo facilmente
controllarsi scrivendo le equazioni di equilibrio del secondo tratto. Ne segue che
la struttura di Figura 5.1 & una volta labile ed una volta iperstatica.

B C
\ D
Ha
OE —+
H1 Hs
F L
~&x~
4 A
~&~

L1 Ly

1
1

——
——

Figura 5.1: Un portale a quattro cerniere con pendolo inefficace, [=1, =1

5.2 Un portale con pendolo inefficace

Il portale di Figura 5.2 & costituito da quattro tratti rigidi, connessi al suolo da
un appoggio sulla sinistra ed un incastro a destra. In assenza del pendolo H K si
ha 3t = 12, mentre i vincoli sopprimono 11 gradi di liberta, due in ciascuna delle
cerniere e nell’appoggio in A, tre nell'incastro in E. Introducendo il pendolo
si ottiene quindi la relazione 3t — s = 0, ma nella situazione di Figura esso e
palesemente inefficace, in quanto il punto K appartiene al tratto DE, che non
si muove a causa dell'incastro, e quindi la reazione del pendolo ¢ nulla.
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ow

Figura 5.2: Un portale a quattro cerniere ed incastro, con pendolo inefficace,l=1,
i=1

5.3 Un portale con cerniere mal disposte

Il portale di Figura 5.3 & incastrato al piede, e vede tre cerniere a dividere
la struttura in quattro tratti. Un veloce computo dei vincoli porta a scrivere
3t = 12, ed s = 12, quindi la relazione necessaria di isostaticita ¢ soddisfatta,
3t—s = 0. Tuttavia, la presenza di tre cerniere allineate lungo il traverso implica
la possibilita di un meccanismo rigido con abbassamento della cerniera centrale,
e quindi la struttura e labile ed iperstatica allo stesso tempo.

3 S 3

Figura 5.3: Un portale incastrato al piede, con tre cerniere mal disposte

5.4 Un portale doppio

Un esempio piu complesso e riportato nelle Figure 5.4-5.5.

Si possono agevolmente identifiacre quattro tratti rigidi, e quindi 3t = 12,
mentre i vincoli sopprimono 13 gradi di liberta, e quindi la struttura e sicura-
mente iperstatica. La differenza tra i due schemi risiede nella disposizione dei
due pendoli: nel primo caso si puo rimuovere il pendolo H K, giungendo ad una
struttura isostatica, e quindi la struttura di Figura 5.4 & una volta iperstatica,
[ =0, 7= 1. Nel secondo caso, invece, la presenza dell’arco a quattro cerniere
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Figura 5.4: Un portale doppio una volta iperstatico: il pendolo H K puo essere
rimosso senza pregiudicare 1’equilibrio

Figura 5.5: Un portale doppio una volta labile e due volte iperstatico: la labilita
risiede nell’arco a quattro cerniere CDEF

CDEF implica la presenza di una labilita, e quindi la struttura di Figura 5.5
una volta labile e due volte iperstatica, [ =1 ed i = 2.

5.5 Vincoli multipli

Si considerano in questa sezione alcuni vincoli multipli, che potrebbero gene-
rare perplessita nel calcolo dei gradi di liberta soppressi. Un primo caso, in
Figura 5.6a), & quello di una cerniera interna in cui concorrono n tratti rigidi.
Considerando che per ogni coppia di tratti possono imporsi due condizioni di
vincolo, esprimenti "annullarsi degli spostamenti relativi, sembrerebbe che la
cerniera multipla sopprima 2n gradi di liberta. Tuttavia, ’annullarsi degli spo-
stamenti relativi tra il primo e 'ultimo tratto € gia implicito nelle precedenti
equazioni di vincolo, e quindi una cerniera interna che connette n aste, sopprime
un totale di 2(n — 1) gradi di liberta. Nel caso in Figura 5.6a), n = 8, e quindi
i gradi di liberta soppressi sono 14.

In Figura 5.6b) & presentato un vincolo misto, ossia una cerniera cui sono
connessi n tratti, riposante su un carrello a piano di scorrimento orizzontale.
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K

Figura 5.6: Alcuni vincoli multipli e vincoli misti

Analizzando separatamente la cerniera multipla, ed il carrello, si vede che il
vincolo sopprime globalmente 2n — 1 gradi di liberta.

In Figura 5.6¢), invece, gli n tratti convergono in un punto, vincolato con un
carrello. In questo caso il punto di intersezione degli n tratti &€ da considerare un
incastro, e per esso possono scriversi 3(n — 1) equazioni di vincolo linearmente
indipendenti, cui va aggiunto il grado di liberta soppresso dal carrello. In totale,
quindi, il vincolo di Figura 5.6c) sopprime 3n — 2 gradi di liberta. Situazioni
simili possono essere esaminate secondo queste linee guida.

5.6 Le travi ad asse rettilineo in assenza di forze
orizzontali

E’ opportuno accennare ora ad alcune strutture particolari, per cui talvolta viene
utilizzata una formula semplificata di calcolo del grado di labilita/iperstaticita.
Si consideri infatti una trave ad asse rettilineo, soggetta a forze trasversali e/o
coppie concentrate agenti nel piano della trave, mentre si suppongono assenti
le forze agenti secondo 'asse della trave. In tale ipotesi, le equazioni di equili-
brio alla traslazione orizzontale sono automaticamente soddisfatte, e per ciascun
tratto possono scriversi due equazioni di equilibrio non banali. Corrisponden-
temente, i vincoli vanno ripensati, eliminando dal computo dei gradi di liberta
soppressi quelli relativi agli spostamenti orizzontali; ne segue che scompare la
differenza tra appoggio e carrello a piano di scorrimento orizzontale, che una
cerniera interna e definita da due forze verticali uguali e contrarie, che un bi-
pendolo interno reagisce con due coppie, che l'incastro elimina due gradi di
liberta, e cosi via.

Una trave a piu luci

La trave di Figura 5.7 puo essere facilmente analizzata secondo la classica e
generale formula 3t — s = [ — i: considerato che essa € costituita da 4 tratti, si
potranno scrivere dodici equazioni di equilibrio. Corrispondentemente, il car-
rello in A identifica una reazione verticale, le due cerniere in B e D identificano
due reazioni ciascuna, il bipendolo esterno in C' & definito dalla corrispondente
coppia reattiva, il bipendolo interno equivale ad una coppia ed una forza oriz-
zontale reattiva, i due appoggi a due reazioni ciascuno. In totale si possono
quindi identificare dodici reazioni, e la condizione necessaria di isostaticita e
soddisfatta: 3t —s = 0. Tuttavia, ¢ immediato realizzare che la trave in oggetto
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Figura 5.7: Una trave ad asse rettilineo

¢ una volta labile, e quindi anche una volta iperstatica. Scrivendo infatti le
equazioni di equilibrio alla traslazione orizzontale, si ha un sistema di quattro
equazioni in cinque incognite:

Rp, =0
—Rpn+ Rpn =0
Bh Dh (5.2)
—Rpn + Ren + Ren, =0
—Rpp+ Ran =0

Non essendoci forze orizzontali applicate, le cinque reazioni possono essere
supposte nulle. Se si utilizza la formula semplificata 2t —s = [—i, si scrivono otto
equazioni di equilibrio, quattro alla traslazione verticale e quattro di rotazione,
mentre le incognite reattive sono le tre reazioni verticali dei tre appoggi A, B e
G (scompare la differenza tra carrello ed appoggio), le forze verticali reattive in
B e D, le coppie reattive in C' ed F', per un totale di sette incognite. Si ha cosi
2t — s =1, e la struttura e una volta labile.

5.7 1l caso delle travature reticolari

Un altro caso di particolare interesse ¢ quello delle travature reticolari, inten-
dendosi per tali le strutture costituite da tratti rigidi collegati tra loro tramite
cerniere, e caricate solo con forze concentrate nelle cerniere. Per esse il calcolo
del grado di labilita/iperstaticitad puo essere certamente condotto attraverso la
formula generale. Ad esempio, nel caso di Figura 5.8, si hanno 15 tratti e quindi
la struttura non vincolata ha 45 gradi di liberta. I vincoli sono rappresentati
da due cerniere in cui concorrono due tratti, due cerniere in cui concorrono tre
tratti, e cinque cerniere in cui concorrono quattro tratti. In totale i vincoli in-
terni sopprimono 2 X 2 42 x 4 + 5 x 6 = 42 gradi di liberta, cui andranno
aggiunti i tre gradi di liberta soppressi dai vincoli esterni. Ne segue che & sod-
disfatta la condizione necessaria di isostaticita. E’ pero possibile semplificare il
calcolo riguardando la travatura reticolare come un insieme di ¢ punti materiali,
le cerniere, connesse da a aste, che si comportano da pendoli. In tal modo la
struttura non vincolata avra 2c¢ gradi di liberta, cui andranno sottratti gli a
gradi di liberta dei vincoli interni, ed i v gradi di liberta dei vincoli esterni. Si
ha quindi la formula semplificata:
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Figura 5.8: Una travatura reticolare

2ce—a—-v=1—1 (5.3)

sicuramente molto piu agevole della formula generale. Nella struttura di Figu-
ra 5.8, ad esempio, si ha ¢ =9, a = 15 e v = 3, per cui subito: 18 =15 -3 = 0.
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Capitolo 6

Il procedimento di
Lagrange

In questo Capitolo si utilizza il principio dei lavori virtuali per il calcolo di
una reazione o di una caratteristica della sollecitazione interna su una struttura
isostatica. Il metodo, noto come procedimento di Lagrange, si articola nelle
seguente fasi:

e Sia S una struttura isostatica, soggetta a determinati carichi, e sia R; una
generica reazione vincolare, corrispondente ad un vincolo V;. Si elimina il
vincolo V;, rendendo quindi la struttura una volta labile

e si traccia la deformata della struttura labile, e si scrive il lavoro (virtuale)
delle forze e della reazione causato da questo cinematismo

e siimpone la condizione di equilibrio, annullando il lavoro calcolato al passo
precedente, e quindi ricavando il valore della reazione incognita.

Del tutto analogo ¢ il procedimento per il calcolo di una caratteristica della
sollecitazione interna in una sezione ¥ di una struttura isostatica:

e Sia S una struttura isostatica, soggetta a determinati carichi, e sia ¥
una generica sezione in cui si voglia conoscere una caratteristica della
sollecitazione interna. Si opera una sconnessione in Y, secondo il seguente
schema:

— se si ricerca il momento flettente, si introduce una sconnessione di
rotazione relativa, cosicche la sezione ¥ diviene una cerniera, soggetta
al momento flettente M incognito

— se si ricerca lo sforzo normale, si introduce una sconnessione di scor-
rimento assiale relativa, cosicche la sezione Y diviene un bipendolo
ad asse ortogonale all’asse della trave, soggetto allo sforzo normale N
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— se si ricerca lo sforzo di taglio, si introduce una sconnessione di scorri-
mento trasversale relativa, cosicche la sezione Y diviene un bipendolo
ad asse parallelo all’asse della trave, soggetto allo sforzo di taglio T'

e si traccia il meccanismo della struttura labile, e si scrive il lavoro (virtuale)
delle forze e della caratteristica, causato da questo cinematismo

e siimpone la condizione di equilibrio, annullando il lavoro calcolato al passo
precedente, e quindi ricavando il valore della caratteristica incognita.

E’ evidente che il procedimento di Lagrange e tanto piu conveniente quanto
piu e semplice tracciare il relativo cinematismo.

6.1 1l calcolo delle reazioni

Si inizia con un esempio banale, su una trave ad una sola campata ad asse
rettilineo

6.1.1 Una trave appoggiata

Si consideri la trave a mensola di Figura 6.1, di luce L, soggetta ad una forza
in mezzeria, ad una forza nell’estremo libero, e ad una coppia concentrata nel-
I’estremo libero. Si voglia conoscere il valore della coppia reattiva dell’incastro.
Rimuovendo il vincolo rotazionale in A, I'incastro si riduce ad un appoggio, ca-

F1 F2

M

L/2 | A

Figura 6.1: Una trave a mensola

ricato dalla coppia reattiva M, 4, il cui valore dovra essere calcolato attraverso
la scrittura del principio dei lavori virtuali. A cio fare, si osservi che la struttura
¢ divenuta una volta labile, ed ¢ possibile tracciarne un cinematismo, come in
Figura 6.2.

Il principio dei lavori virtuali esprime la condizione di equilibrio della strut-
tura, imponendo che sia nulla la parte del primo ordine del lavoro svolto da
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F1 ]

rp o)

N

L/2

——

—— ——
——

Figura 6.2: Lo schema per il calcolo della coppia reattiva dell’incastro

forze e reazioni:
L
L, :MTA¢+F1UQ(§)+F2U2(L)+M¢:O (61)

Si devono ora esprimere le quantita cinematiche in funzione di una singola
coordinata lagrangiana, ad esempio I’angolo ¢. Dovra allora essere:

us(2) = 6% (62)
us(L) = —¢L (6.3)

dove il segno negativo si giustifica in quanto a rotazioni positive (antiorarie)
corrispondono spostamenti negativi (verso ’alto). Si noti che il principio dei
lavori virtuali impone la scrittura delle relazioni precedenti, al posto delle cor-
rispondenti relazioni trigonometriche:

us() = ~tan(6) ¢ (6.4)
us(L) = —tan(¢)L (6.5)

in quanto si deve annullare solo la parte del primo ordine dello spostamento
(atto di moto). La (6.1) diviene allora:

L
L, =MTA¢—F1§¢—F2L¢+M¢=O (6.6)
ed attesa ’arbitrarieta di ¢, si potra dedurre il valore della coppia reattiva:
L
MTA=F1§ +FFRL-M=0 (6.7)

6.1.2 Trave Gerber

Si consideri ora la trave a tre luci di Figura 6.3, ovviamente isostatica, e si
voglia calcolare la reazione dell’appoggio in B. Rimuovendo 'appoggio stesso,
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e sostituendolo con la reazione incognita Rp, la struttura diviene una volta
labile, il centro C7 del primo tratto € situato in corrispondenza dell’appoggio
in A, il centro relativo (5 ¢ situato nella cerniera, ed infine il centro assoluto
C del secondo tratto si situa nell’appoggio in D. E’ allora possibile tracciare

HHHHHHHHHHIB

Ly Ly L3

——
=
——
-

Figura 6.3: Una trave a tre appoggi e cerniera

una deformata, su cui calcolare il lavoro virtuale del carico distribuito e della
reazione Rp. Sullo schema di Figura 6.4 si scrive:

I i I

A

[ uz2s

uac

Ly Ly L3

——
——
——
——

Figura 6.4: Lo schema per il calcolo della reazione dell’appoggio in B

Li+L2+L3
Lv = RBUQB + Q/ UQ(Z'g) dl‘g =0 (68)
0
Nel caso in esame, ¢ possibile ricavare, dalla stessa Figura 6.4:
U = _L1¢ (69)
Uoc = — (Ll + Lg) ¢ (610)
Li+L2+Ls3 1 9 1
/ ’UQ(ZZ?g) dzs = —5 (L1 + Lz) ¢ — 5 (L1 + LQ) L3 (611)
0
e quindi:
1 1
RpLi+q (2 (L1 + L2)2 + B (L1 + Lo) L3) =0 (6.12)
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da cui la richiesta reazione:

__4 L Ls
Rp = 2 (Ll +L2) (1 + I, + L1> (613)

Verifica

Utilizzando le equazioni cardinali della statica, dovranno scriversi le quattro
condizioni di equilibrio:

Ra+Rp+Tc+q(Li+ L) =0

Ly + Ly)?
—Rpli —T¢ (Ll + LQ) — q% =0
(6.14)
—Tc+ Rp+qLs=0

L2
—TcLs+ ng =0

dalla quarta puo ricavarsi il taglio in C, che sostituito nella seconda fornisce la
(6.13).

6.1.3 Arco a quattro cerniere con pendolo

Si vuole ora calcolare la reazione del pendolo E'F' sull’arco di Figura 6.5.

LY Y YYYYYVYYVYIYYYVYVY] iq

| |
1 T ¢

Ly

L3

Figura 6.5: Un arco a quattro cerniere e pendolo esterno
Si tratta di un arco parabolico di luce L e freccia f, incernierato alle imposte

e diviso in tre tratti dalla presenza di due cerniere poste a distanza L1 ed L1+ Lo
dalla cerniera di sinistra. Il pendolo E'F insiste sul secondo tratto, ed e inclinato
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di una angolo « rispetto all’orizzontale. La struttura ¢ soggetta ad un carico
verticale uniformemente distribuito su tutta la luce, di intensita ¢. La curva
dell’arco & quindi descritta dalla funzione parabolica:

g(xz) = 4%x3(L —x3) (6.15)

La struttura e isostatica, in quanto possono scriversi nove equazioni di equi-
librio nelle nove incognite (cinque reazioni esterne, due tagli e due sforzi normali
nelle due cerniere interne), sicche la reazione del pendolo pud calcolarsi appli-
cando il procedimento di Lagrange: si rimuove il pendolo, sostituendo ad esso
la reazione incognita I, si traccia il cinematismo per la struttura labile cosi
ottenuta, e si annulla il lavoro virtuale del carico e della reazione I2,.

Il tracciamento della deformata

La ricerca dei centri di rotazione non presenta alcun problema: il centro di
rotazione assoluto C; del primo tratto e C5 del terzo tratto sono situati nelle
cerniere A e D, rispettivamente, i due centri relativi C15 e Caz sono individuati
nelle due cerniere interne B e C, mentre il centro di rotazione assoluto Cy &
individuabile intersecando la retta che congiunge C; e Ci2 con la retta che
congiunge Ca3 e C3. Si puo quindi tracciare la deformata in Figura 6.6.

Figura 6.6: Le deformate per ’arco a quattro cerniere

La retta a che passa per C; e Cq5 ¢ identificabile analiticamente come la
retta che passa per i punti di coordinate (0,0) ed (Li,g(L1)), e quindi avra
equazione:

Ya(s) = 2 (LL11)x3 (6.16)
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mentre la retta b che passa per i punti Cy3 e C5 ¢ identificabile analiticamente
come la retta che passa per i punti di coordinate (Ly + Lo, g(L1 4 L2)) ed (L, 0),
e quindi avra equazione:

g (L1 + La)

T (L) (6.17)

yb($3) =

Infine, le coordinate del centro di rotazione assoluto Cy si ottengono inter-
secando le rette a e b, e quindi pud scriversi':

Lg (Ll +L2) *Ll — LQ

=1L 6.21

ac "Lag (Ly) + L1g (L, + L) (6.21)
L

Tac, = 17 (Lll)$302 (6.22)

Si traccia ora il diagramma delle componenti verticali di spostamento, par-
tendo dalla cerniera di sinistra, ed assegnando al primo tratto una rotazione
arbitraria di ampiezza ¢, positiva se antioraria. Lo spostamento verticale della
cerniera in B sara quindi pari a —¢L1, e la conoscenza di tale spostamento per-
mette il tracciamento della deformata del secondo tratto, in quanto si conosce il
punto di nullo, sulla verticale per Cy. L’angolo ¢1 di cui ruota il secondo tratto

¢ pari allora a:
Ly

1 = *Qbm (6.23)

Lo spostamento verticale della cerniera in C' & calcolabile come:

1L1+L2:¢ L Ly + Ly (6.24)
T30, 30, — L1 230,

U = —¢

e quindi I’angolo ¢4 di cui ruota il terzo tratto e pari a:

Li+Ly L1 Li+1L
gp=tze _ _glatle B Il (6.25)

L3 ! Lstsc,  Ls (z3c, — L1) T3c,

1Si ricorda che la retta passante per i punti di coordinate (21,%1) e (22,y2) & esprimibile

come:
Y2 — Y1 22Y1 — 21Y2
z+

22 — 21 22 — 21

y(z) = (6.18)
mentre l'intersezione tra le due rette di equazioni:

Ya(z) = Maz +na

(6.19)
yp(2) = mpz +np

ha coordinate:

Ny — Na

Z1
Mo =11 (6.20)
ny — Na
Yy = mg———— + Ng
Me — My
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Il diagramma delle componenti orizzontali di spostamento puo tracciarsi
analogamente: il primo tratto ruota dell’angolo ¢, provocando uno spostamento
orizzontale verso sinistra della cerniera B pari a:

uzp = —¢g (L1) (6.26)

Il diagramma relativo al secondo tratto puo tracciarsi dalla conoscenza di
questo valore, e dalla conoscenza dell’ordinata del centrio Cs, dove lo sposta-
mento si annulla. Si otterra una retta inclinata dell’angolo ¢, che permettera
anche di leggere lo spostamento orizzontale della cerniera in C'. Si puo quindi
tracciare anche la deformata relativa al terzo tratto, congiungendo tale valore
con il punto di nullo in D, ed ottenendo una retta inclinata dell’angolo ¢-.

La scrittura del lavoro virtuale

Se usp e ugg indicano gli spostamenti orizzontali e verticali del punto di appli-
cazione del pendolo, si avra:

L
L, = q/ ug(x3) dzws + Rppuor + Rppusg =0 (6.27)
0
dove:
R,, = R, sin(«) (6.28)
Ryn = Ry, cos(a) (6.29)

Dalla Figura 6.6 si evince:

L
L x3c, — L 1 L
/ uz(73) drs = 71UQB + %UQB + 3 (La+ L1 — x30,) uac + 7?)”20
0
(6.30)
ossia, in funzione dell’angolo arbitrario ¢:
L 2
L Ly Ly L1+ Lo
des = —"Lop—— —L L— —
/o ug(x3) dws 5 ¢ 2 (x3c, 1) ¢+ ( r30,) ¢2L3 G L) 7o

(6.31)
Per quanto concerne invece le componenti di spostamento del punto di
applicazione del pendolo, si potra scrivere:

L
usg = —¢1 (T3¢, — T3p) = d)ﬁ (x50, — T3E)

2

L, (6.32)
uzp = —¢1 (T20, — T2E) = ¢m (r20, — T28)

2

Ne segue, dalla (6.27):

L I, 1 Ly Li+ Ly
Ly=q|-=2-—= L Z(L - =t
q ( 2 9 (x302 1) + 2 ( m3C2) Ls (37302 _ Ll)xSCg +
Rp—2 )+ Ryp— ) =0
Pasc, — I a0 TR P 2sc, — L 20 ) =

(6.33)
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ossia ancora:

1 1 1 Ly Ly + Lo
B g — L)L +=(L- —=
q ( 5 5 (scs = L) Ln 5 (L = 23c,) 7 (Tacn — L1)w302>
I (6.34)
1
Rph tan(a)m (xBCQ - $3E) + Rph x302 — Ll (x2C2 - mQE) = 0

da cui subito la componente orizzontale della reazione:

Li+ L
(x3c, — L) (33302 — (L — z3¢,) ! 2 )
R, — q L3 (3¢, — L1) 30,
ph = o (6.35)
2 (tan(a) (3¢, — 23E) + (20, — T28))
ed infine:

Ry, = Ry, tan(a)
(6.36)
R, =/R2, +R§h

Un esempio numerico

Si consideri ora un arco con luce di 20 metri e freccia 5 metri, ipotizzando
che le cerniere intermedie siano situate a 6 metri ed a 12 metri dall’imposta di

sinistra. Il pendolo agisca invece all’imposta di sinistra, e sia inclinato di un
angolo o = I. Il carico ¢ abbia valore unitario.

5 -

Le coordinate del punto C saranno fornite da:

(Lg[Ly+ Ly] — Ly — Ly)

r3c = L = 8.269
¢ Y Lag L] + Lig [L1 + Lo] (6.37)
I .
o = I 6046
Ly
mentre le reazioni sono fornite da:
R,, =3.454¢q
R,y = 2.5095 ¢ (6.38)
R, =4.2695¢

6.1.4 Arco con bipendolo all’imposta

Si considera ora lo stesso arco parabolico dell’esempio precedente, ma vincolato
a sinistra con un bipendolo a piano di scorrimento normale alla curva dell’asse,
come in Figura 6.7. Inoltre, esso e caricato da una forza F' concentrata in
corrispondenza della seconda cerniera, e da una coppia concentrata M agente
sul terzo tratto.

Eliminato il pendolo EF', la struttura diviene labile, e si deve tracciare il
relativo cinematismo, individuando i centri e tracciando le relative deformate.
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Ly Ly L3
l ! l l
f I I

Figura 6.7: Arco parabolico con bipendolo, tre cerniere e pendolo esterno

La presenza del bipendolo fissa il centro di rotazione C; nel punto improprio
della retta tangente all’asse in A, ossia lungo la retta:

y1(1‘3) = 4%3’53 (639)

mentre i centri C'2, Co3 e C3 sono immediatamente situabili in corrispondenza
delle cerniere in B, C' e D. Ne segue che il centro di rotazione assoluto Cs deve
trovarsi sull’intersezione della retta a parallela alla (6.39), e passante per B, e

la retta b passante per C' e D. La retta a avra equazione?:
4 4
ya(l‘g):ZEQB—F(ZEg—l’gB)ff Zg(Ll)—F(l‘g—Ll)ff (641)
mentre la retta b avra equazione fornita dalla (6.17):
L1+ L
() = 9(1L73)2>(L — 2s) (6.42)

L’intersezione fornisce le coordinate del centro Cs:

L?%g [L1 4+ Lol + (—Lg[L1] + 4fL1) Ls
Lg[Ly + Lo] +4fL3

gL+ Lo| (Lg[L1] + 4f (L — L))
Lg[Ly+ Lo) +4fLs
Si inizia ad imporre una componente verticale arbitraria § allo spostamento del

T30, = (6.43)

Toc, = (6.44)

28Si ricorda che una retta, passante per un punto di coordinate (1,1 ) e parallela alla retta
di equazione y(x) = mz + n, avrd equazione:

y—y1 =m(x—21) (6.40)

118 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 6. IL PROCEDIMENTO DI LAGRANGE

2

Figura 6.8: Il cinematismo per ’arco parabolico con bipendolo, tre cerniere e
pendolo esterno

bipendolo, assumendo quindi § come coordinata lagrangiana. I punti del tratto
I subiscono lo stesso abbassamento, sicche il diagramma prosegue costante fino
a (2. Per tracciare la deformata del secondo tratto, basta poi connettere questo
valore con il punto di nullo in corrispondenza di Cy, e proseguendo fino a Cas.
Il tratto I ruota quindi di un angolo:

)
= 6.45
(bl xBCz - Ll ( )
e quindi lo spostamento verticale della cerniera C' & pari a:
L+ Ly —2z
ugc = ¢1 (L1 + Ly — x3¢,) = 6M (6.46)

ngQ - Ll

Infine, il diagramma delle componenti verticali di spostamento lungo il terzo
tratto non presenta difficolta, dovendosi semplicemente congiungere 1’abbassa-
mento in Csg con il valore nullo in corrispondenza di C5. Il tratto 111 quindi
ruota di un angolo:
usc 6 (L1 + Ly — x30,)

= — 6.47
L3 Lz x3c, — L1 (6.47)

¢ =
Per tracciare i diagrammi delle componenti orizzontali di spostamento, si

parte dal tratto I11, che ruota di ¢5. Ne segue che lo spostamento orizzontale
della cerniera C € pari a:

uzc = ¢2g (L1 + Lo) (6.48)
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Da qui in poi, si puo tracciare la retta che giunge a zero in corrispondenza
di z2¢,, fermo restando che tale diagramma ha significato solo fino alla chiave
dell’arco. Infine, la parte di sinistra ruota dell’angolo ¢;, permettendo il trac-
ciamento del primo tratto di diagramma , da xzs¢, a ¢ [L1], per poi proseguire
costante, in quanto il tratto I non ruota. Il diagramma finale si presenta come
in Figura 6.8

La scrittura del lavoro virtuale

Se usp e usp indicano gli spostamenti orizzontali e verticali del punto di appli-
cazione del pendolo, si avra:

LU = FUQC + M¢2 + pr'UIQE + Rphlth =0 (649)

dove:
Ry, = Ry sin(a) (6.50)
R, = R, cos(a) (6.51)

Dalla Figura 6.8 si evince:

0
30, — L1
0

I.QCQ - Ll

ugp = —¢1 (T30, — T3E) = (r3¢, — T3E)
(6.52)
usp = —¢1 (T20, — T2p) = (x2c, — T2E)

e quindi, utilizzando anche la (6.45) e la (6.46), il lavoro virtuale (6.49) si scrive:

(L1 + Lo — 3¢,) +/\/li(lh + Lo — $302)+
30, — L1 Lz 3¢, — L1
1)

v
$302 - Ll

L,=F¢

(6.53)

R, (x3c, — T38) + Rpn (x2c, —228) =0

z30, — L1
ossia ancora:
M
L,=F (L1 + Lo — IgCQ) + f (L1 + Lo — 17302) + va tan(a) (.CE302 — 553E) +
3

Ry (z2c, —x2p) =0
(6.54)

da cui subito la componente orizzontale della reazione:

= — M (L1+L2 71’302)
Ryn = <F + LS) (tan(a) (w30, — 238) + (20, — T2E)) (6.55)

ed infine:

Ry, = Ry, tan(a)

(6.56)
R, =\/R%, + R2,
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Un esempio numerico

Si consideri ora un arco con luce di 20 metri e freccia 5 metri, ipotizzando che le
cerniere intermedie siano situate a 6 metri ed a 12 metri dall’imposta di sinistra.
Il pendolo agisca invece all’'imposta di sinistra, e sia inclinato di un angolo o =
/5. 1l carico sia unitario.

Le coordinate del punto C saranno fornite da:

r3c = 8.625 (6.57)
Toc = 8.19
mentre le reazioni sono fornite da:
R, = —1.07879¢
R,, = —0.783787¢ (6.58)
R, =1.33346¢

6.1.5 Un portale zoppo

Si consideri il portale zoppo di Figura 6.9, incernierato a sinistra e con carrello
a destra, soggetto ad una forza verticale ' agente a distanza L, dalla cerniera
a sinistra, e ad una forza orizzontale F; agente in sommita del ritto di sinistra.
Si voglia la reazione del carrello di destra.

lF
Lis BN

H1

I Ly Ly

-
-

Figura 6.9: Un portale zoppo

La struttura ¢ manifestamente isostatica, ed eliminando il carrello in C essa
si trasforma in una struttura labile, il cui cinematismo pu® essere disegnato
come in Figura 6.10. La scrittura del lavoro virtuale risulta immediata:

L,=—-F¢Ly — Rcd (L1 + Ly) — F19pH; =0 (6.59)
da cui subito la reazione del carrello:
Ly H;
Rc=—-F—— —F—— 6.60
¢ Li+L; 'Li+L (6.60)
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¢$H1 F
l
F1 _
Ha
H1
9
C
Rc
A
~&~
L1 Ly |

Figura 6.10: Il cinematismo per il portale zoppo di Figura 6.9

6.2 Il calcolo delle caratteristiche della solleci-
tazione

Si illustrano ora alcuni esempi di applicazione del metodo di Lagrange per il
calcolo di una caratteristica della sollecitazione interna.

6.2.1 Trave a due campate

Come primo, immediato esempio, si consideri la trave di Figura 6.11, incastrata
a sinistra, appoggiata a destra, e con cerniera intermedia a distanza L; dall’in-
castro. Si voglia calcolare il momento flettente nella generica sezione S apparte-
nente alla semiluce di sinistra della trave, ossia posta a distanza x3 dall’incastro,
con r3 < L.

—
—

Figura 6.11: Una semplice trave con incastro ed appoggio, e cerniera intermedia
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Secondo la procedura sopra illustrata, si inserisce una cerniera in S, insieme
al momento flettente M (x3) incognito, e si traccia un possibile cinematismo
della risultante struttura labile, come in Figura 6.12.

Ly

——
——

X3

—

Figura 6.12: Il cinematismo della trave di Figura 6.11

La scrittura del principio dei lavori virtuali € immediata:

LvifM(ZS*Fgf)(Llfl‘g):O (661)

da cui:
Si noti che quando la sezione .S coincide con la sezione di incastro, si ottiene
M(0) = —FL;, mentre in corrispondenza della forza si ritrova un momento

nullo. Si puo quindi tracciare il diagramma del momento per l'intera semiluce
di sinistra.
Come utile esercizio, si calcoli il taglio nella stessa sezione S.

6.2.2 Trave appoggiata con sbalzo

Si voglia ora conoscere il diagramma del taglio per la trave appoggiata con sbalzo
di Figura 6.13, soggetta ad un carico uniformemente distribuito su tutta la luce.
A far cio, si scelga una sezione all’ascissa generica x3 < L1, e si introduca in x3
un bipendolo ad asse verticale, insieme alla forza di taglio T'(z3) La risultante
struttura presenta una labilita, ed un suo possibile cinematismo e disegnato in
Figura 6.14: assegnata una rotazione di ampiezza arbitraria ¢ al primo tratto, la
faccia di sinistra del bipendolo si alzera della quantita ¢zsz. Il secondo tratto sara
anch’esso ruotato dello stesso angolo ¢, e quindi la faccia di destra del bipendolo
si abbassera di ¢ (L; — x3). La scrittura del principio dei lavori virtuali non
presenta difficolta:

Ly

L, = ~T(xs)éws — T(x3)é (Ly — z3) + /0 " qus(¢)dc + / qus(€) dC+

Li+Lo> ’
/ quz(¢) dC = 0
L

1

(6.63)
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A .S B
1
NNNNNN NNNNNN
*L%
! L1 1 L2 1
1 1 1

Figura 6.13: Una trave appoggiata con sbalzo

) Y A A ) Y \ A ) Y q
A | A T (x3) B
NANNNANN +n| NANNNANN

/KI /w/‘

I L1 | ) l
1 I 1

l X3 l

1 I

Figura 6.14: Il cinematismo della trave di Figura 6.13

e semplificando:

xrs3 L1 L1+L2
L= -T()oLi+a [ w(Odc+q [ w@dta [ u@dc=0
0 x: Ly
’ (6.64)
e svolgendo gli integrali:
22 Ly —x3)° L?
Ly = =T(x3)pLy — a6} + q¢¥ —9p5r =0 (6.65)
da cui: )
N
T(zs) = —5 (L1 213 Ll) (6.66)

Si completi I'esercizio individuando una sezione S sullo sbalzo.
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6.2.3 Portale con quattro cerniere e pendolo

Si consideri il portale a quattro cerniere con pendolo interno di Figura 6.15,
sollecitato da una coppia agente in corrispondenza dell’appoggio di sinistra. Si
voglia calcolare lo sforzo normale nel pendolo.

Sopprimendo il pendolo, la struttura diviene labile, ed il corrispondente ci-
nematismo e riportato in Figura 6.16, insieme ai centri di rotazione necessari
al suo tracciamento. Il centro C5 , con semplici considerazioni di similitudine
geometrica, avra coordinate (3L, 6H ), dovendo situarsi all’intersezione delle due
rette passanti per Cy e C1a, e Co3 e Cs, rispettivamente.

C D E

H
+ Bp qF

H
- 0G

2H

/A

M T&T Té&v

2L

——
-
——

A

/// 11
’ 11
/// Z(D,L:
11
C12 - I

P

/”

.
///
u3p R | U3F
e
¢ 7
/// C3 Q
R
e 4¢
.,
.,
R
1 e 3

o 2¢

Figura 6.16: Il cinematismo del portale con pendolo soppresso
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Assegnata la coordinata lagrangiana ¢, e tracciato il diagramma degli spo-
stamenti verticali del primo tratto, si giunge in corrispondenza di C1s. Si pro-
segue poi lungo il secondo tratto, annullando gli spostamenti in corrispondenza
del centro C5. Ne segue che il secondo tratto ruota di —2¢. GIli spostamenti
orizzontali del primo tratto si tracciano considerando che il tratto ruota di ¢,
a partire da C7. Gli spostamenti orizzontali del secondo tratto si ottengono
ruotando il tratto di —2¢ intorno al punto C5, ottenendo cosi lo spostamento
orizzontale del centro Cs3. Infine, si prosegue annullando gli spostamenti in cor-
rispondenza di C3. Poiche la cerniera in Co3 ha uno spostamento pari a -8¢H,
il terzo tratto ruotera di 4¢.

Nella stessa Figura sono anche indicati gli spostamenti orizzontali dei punti
B ed F, dove agisce il pendolo:

uzp = —3Houzr = —6H¢ (6.67)
per cui lo spostamento relativo sara pari a:
Auzpr = uzp —uzp = —3H¢ (6.68)

La scrittura del principio dei lavori virtuali porta a scrivere:

M¢p —-3HNppop =0 (6.69)
da cui lo sforzo normale: M
Npr = — .
BF = 3 (6.70)

126 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



Capitolo 7

Calcolo delle caratteristiche
per strutture isostatiche

In questo Capitolo si illustrano alcuni metodi per tracciare i diagrammi delle
caratteristiche della sollecitazione interna, limitatamente al caso di strutture
isostatiche. Qualunque sia 'approccio usato, analitico, geometrico o grafico, si
dovra far uso delle equazioni di equilibrio, che impongono le seguenti relazioni
tra carichi applicati e caratteristiche della sollecitazione interna (c.s.i.):

dN (z3) _

dm; = —t(x3) (7.1)
ngg) = —p(z3) (7:2)
M (@) _ () (7.3)

d$3

Ne segue che la distribuzione dei carichi assiali e trasversali fornisce una
indicazione sull’andamento del diagramma di sforzo normale e taglio:

e tratto scarico —» caratteristica costante

e tratto caricato da un carico uniformemente distribuito — caratteristica
lineare

e tratto caricato da un carico distribuito con legge lineare —» caratteristica
quadratica

Inoltre, nei tratti dove il carico e positivo, la caratteristica corrispondente
dovra essere una funzione decrescente

Per il momento flettente, in base alle (7.3) potra dirsi:

e tratto scarico — taglio costante — momento lineare
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e tratto caricato da un carico uniformemente distribuito — taglio lineare —
momento quadratico

Inoltre, nei tratti dove il taglio € positivo, il momento dovra essere una
funzione crescente.

Conosciuto 'andamento dei diagrammi, alcuni valori potranno dedursi in
base alle condizioni ai limiti di equilibrio. Ad esempio, in corrispondenza di
un estremo libero non caricato le caratteristiche dovranno annullarsi, in corri-
spondenza di una cerniera il momento sara nullo, etc. Infine, si consideri che
dove il taglio & nullo il momento avra un minimo, un massimo, o un punto di
flesso, e che — in generale — potranno trarsi tutte le deduzioni note dall’ Analisi
Matematica e dallo studio delle funzioni.

In corrispondenza dei vincoli interni e delle forze concentrate intermedie sor-
geranno discontinuita nei diagrammi: in particolare, una forza assiale concen-
trata causa una discontinuita nello sforzo normale, una forza trasversale causa
una discontinuita nel taglio, ed una discontinuita angolare nel momento, una
coppia causa una discontinuita nel diagramma del momento. Analogamente, i
vincoli introducono reazioni concentrate, e quindi altrettante discontinuita.

Nel tracciamento dei diagrammi, a ciascun tratto viene assegnato un sistema
di riferimento, identificando un nodo iniziale (sia esso A) ed un nodo finale (sia
esso B), e quindi un verso di percorrenza. L’origine viene scelta in corrispon-
denza del nodo iniziale, 'asse X3 viene scelto coincidente con il segmento AB,
I’asse X5 viene orientato in modo da formare un angolo antiorario di novanta
gradi con 'asse X3. Cio fatto, il taglio positivo viene riportato nel semipiano
con xo negative, mentre il momento positivo viene riportato nel semipiano con
o positive. Qualora necessario, il verso di percorrenza viene indicato tramite
apici, sicché — ad esempio — 45 (z3) viene ad indicare il diagramma del taglio
lungo il tratto AB, con verso di percorrenza da A verso B.

Nel seguito si inizia con I’esaminare alcune strutture semplicissime, per poi
studiare telai man mano piu complessi.

7.1 Trave a mensola

Come primo, banale esempio, si consideri la mensola di Figura 7.1, soggetta ad
un carico trasversale uniformemente distribuito.

LYYy YYYyIYYyYVIYYIYYY] Iq

§A B

——
——

Figura 7.1: Un primo esempio elementare
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Metodo grafico

Il tracciamento dei diagrammi di taglio e momento si effettua secondo i seguenti

passi:

calcolo delle reazioni, che in questo caso risulta immediato:

Ra=—qL
Mea =5

ad un carico uniformemente distribuito corrisponde un taglio variabile con
legge lineare. Si conoscono i due valori agli estremi, in quanto:

t(O) =—Rjy=qlL

4I) =0 (7.5)

ed & quindi possibile tracciare la retta che congiunge i due punti. Si osservi
che — come previsto — il taglio &€ una funzione decrescente con pendenza
pari al carico (cfr. Figura 7.2).

§A B

| L
t

——

Figura 7.2: Il diagramma del taglio per la trave di Figura 7.1

il diagramma del momento variera con legge quadratica, e si conoscono i
due valori estremi:

qL?

m0) = ~Mra =7 (7.6)

Inoltre, in L il diagramma del momento avra tangenza orizzontale, in
quanto la sua derivata (ossia il taglio) & nulla. Tutto cid permette il dise-
gno della parabola quadratica di Figura 7.3, che rappresenta il momento.
Si noti che, in accordo con quanto detto in precedenza, il diagramma
del momento ¢é stato disegnato nel semipiano delle x5 negative, e quindi
rappresenta una funzione crescente.
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§A B

| L
T

——

Figura 7.3: Il diagramma del momento per la trave di Figura 7.1

Metodo analitico

Se si vogliono ottenere le formule che descrivono I'andamento dei diagrammi

delle c.s.i., si consideri che, poiche il taglio ¢ lineare, si potra scrivere:
t (1‘3) =ag+ai1xs
e le due costanti potranno dedursi imponendo le condizioni ai limiti:

t(0) =qL — ag = gL
t(L) :0—>a0—|—a1L:0
e quindi:

t(3) = L (1 . %)

Analogamente, il momento ¢ quadratico, e quindi si potra scrivere:

m (1‘3) =bg + bix3 + bgl‘g

e le tre costanti dovranno dedursi a partire dalle tre condizioni:

qL? qL?
= by = — 12
m(0) B — bo D)
m(L) =0 — by + by L + by L? =0
dm
—(L)=0 by +2b,L =0
dxg() — b1 + 202

(7.10)

(7.11)
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Si ottiene:
qL?
="
b1 = qL
by =3

e quindi il momento ¢ esprimibile analiticamente come:

m (z3) = —% (L? — 2Lxs + 23)

7.2 'Trave a due campate

(7.12)

(7.13)

Un secondo esempio elementare € proposto in Figura 7.4, dove una trave costi-
tuita da due tratti collegati da una cerniera e soggetta ad una stesa di carico

uniforme limitatamente al tratto di destra.

YYYVYYVYVYVYYY

AA

A

ow

§A
L1 Ly

——

Figura 7.4: Una trave isostatica a due tratti

Poiche la trave e vincolata a sinistra con un incastro, ed a destra con un
appoggio, essa risulta isostatica, e le reazioni possono calcolarsi immediatamente

risolvendo le quattro equazioni di equilibrio:

Ra+T=0
Mpa—TpL; =0
T+ Rc+qLe =0

L2
~TgLa + —qzz =0
Si ha:
L
L
L
Ry = _q22
L
MTA = qTQLl
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Il diagramma del taglio sara costante lungo il primo tratto, e lineare nel
secondo, e poiche si conoscono i valori:

L
-2
oL (7.16)
t(Ly + Ly) = —72

Lt
>
Ow
(@]

Ly Ly

——

——
——

Figura 7.5: Il diagramma del taglio per la trave di Figura 7.4

Il momento variera linearmente lungo la prima campata, e quadraticamente
nella seconda. E’ anche noto che esso dovra annullarsi sia in B che in C, e che
in mezzeria della seconda campata (dove il taglio & nullo) dovra presentare una
tangenza orizzontale, permettendo il tracciamento del diagramma di Figura 7.6.

Figura 7.6: Il diagramma del momento per la trave di Figura 7.4
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Metodo analitico

Lungo il primo tratto, dove il taglio & costante ed il momento varia linearmente
tra —M,.4 e zero, si potra scrivere:

AB L

t ( 3) QTQ

;. oL 25 (7.17)
m-e (xz3) = —72/1 (1 - 1)

assumendo un sistema di riferimento con origine in A. Nel secondo tratto il
. S . .. . qLo .. qLs
taglio varia linearmente assumendo agli estremi i valori —— a sinistra e —

a destra. Si potra quindi scrivere, assumendo ora un sistema di riferimento con
origine in B:

Be .y b2 (1 %3
9 (ag) = 42 (1 2L2> (7.18)

Nello stesso sistema di riferimento, il momento potra scriversi come un
polinomio quadratico:

mBC (1’3) = bo + blxg + bgl’% (719)
i cui coefficienti potranno calcolarsi dalle tre condizioni:

mBC0) =0 — by =0

mB¢ (Lg) =0—bg+b1Ls+ bng =0

s (7.20)
dm gl _qls
iy V= h=T
In definitiva sara: s
mPY (x3) = R (L — x3) (7.21)

7.3 Mensola con sbalzo

Si condideri ora la mensola con sbalzo di Figura 7.7: per essa, si vogliono
tracciare i diagrammi di taglio, momento e sforzo normale.

La struttura ¢ composta da un ritto di altezza H e da un traverso di lunghez-
za L. Per il ritto, si adotta un sistema di riferimento con origine nel punto A,
I’asse X3 diretto secondo I’asse della trave, verso il nodo B, e I'asse X5 diretto
verso destra, mentre per il traverso si sceglie 'origine in B, ’asse X3 diretto
lungo 'asse del tratto, verso il nodo C, e I'asse X5 verso il basso.

Le equazioni differenziali di equilibrio per i due tratti forniscono:

deAB
d233‘3

deBC
d2$3

=0
(7.22)
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] Lo

B C

-+
-

Figura 7.7: Un semplice telaio a mensola con sbalzo

ed integrando si ottiene:

AB(

m x3) = ag+ a1x3

2 (7.23)

x
Be (w3) = by + brwz — (Jf

m

I tagli t28 e tBC sono forniti dalle derivate di queste espressioni:

tAB ($3) = ai

7.24
tBC (.Ig) = bl — qrs ( )

Gli sforzi normali si ottengono a partire dalle equazioni differenziali:

dTLAB
dl‘3
dTLBC

dl’g

(7.25)

e sono quindi costanti su ciascun tratto:

TLAB (

1’3) = Cp

" (50)  do (7.26)

Le sei costanti di integrazione si ottengono imponendo le condizioni di equili-
brio nei nodi. Nell’incastro in A non potra scriversi nulla, in quanto il nodo triplo
genera tre reazioni incognite, che andranno dedotte a posteriori. In B occorre
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imporre 'equilibrio alla traslazione verticale ed orizzontale, ed alla rotazione.
Sullo schema di Figura 7.8 si legge quindi:

nAB(H) +t5°(0)
—t“B(H) +nP°(0)
—mAP(H) +mP°(0)

0
0 (7.27)
0

Per quanto riguarda i segni delle caratte-
ristiche nei nodi, si osservi che lo sforzo nor- Ngc
male & positivo se esce dal nodo, mentre il ta-
glio € positivo se tende a far ruotare il concio
in senso orario: cio indipendentemente dalla
scelta del sistema di riferimento. I1 momento

Tac Msc

flettente, invece, € antiorario se il nodo e di TaB
partenza, orario se il nodo ¢ di arrivo.
Nell’estremo libero C, le caratteristiche Mn8
dovranno annullarsi, e quindi: NaB
tBC(L) =0 Fi L ilibrio del
BC igura 7.8: ‘equilibrio de
n”o (L) =0 (7:28) " concio in B
mBC (L) =0

In base alle espressioni (7.23), (7.24) e (7.26), pertanto, si ottengono le sei
equazioni lineari nelle sei costanti di integrazione:

b1 +¢co=0

a1 +dyp=0

—ag— Hay +by=0
—Lg+b; =0 (7.29)

L2
—7q+b0+Lb1:0

2
do =0

immediatamente risolvibili a fornire le costanti richieste:

_
apg = B
a; = 0

L2

b= 13- (7.30)
b1 = qL
co = —qL
dy=0
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B C

" mmﬂ]ﬂﬂﬂMHmm .

Figura 7.9: I diagrammi di sforzo normale e taglio

A
\\\¥

Figura 7.10: Il diagramma del momento flettente

I momenti ed i tagli saranno quindi forniti da:

mA (a) = 42
2
mP (5) = —=q (L — x3)° (7.31)
tA8 (23) =0
tP¢ (w3) = q (L — x3)
mentre gli sforzi normali sono pari a:
n?” (ws) = —al (7.32)
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I diagrammi di sforzo normale e taglio sono riportati in Figura 7.9, ricordan-
do che per convenzione il taglio si riporta dalla parte delle x2 negative, mentre
lo sforzo normale si riporta dalla parte delle x5 positive.

Il diagramma del momento flettente & consegnato nella Figura 7.10, e per
convenzione ¢ riportato dalla parte delle x5 positive.

Come utile esercizio, si adotti un diverso sistema di riferimento per il ritto,
con origine in B. Si verifichi che il diagramma del momento non muta, e si
controlli che esso si dispone secondo le fibre tese di una possibile deformata.

Infine, se si desiderano le reazioni vincolari nell’incastro, non resta che
imporre 'equilibrio del concio in A, secondo lo schema di Figura 7.11:

NaB
Rap +t42(0) = 0 ias
Ray —nB(0) =0 (7.33) Tas '
M,a +mAB0) =0
da cui le richieste reazioni:
Ran =0
_ R
Rav = —qL (7.34) Ah
qL? AT
Mra="5-
Rav

Si ricordi che le reazioni vincolari sono po-
sitive se concordi con gli assi globali, quindi Figura 7.11:  L’equilibrio del
se dirette verso destra, verso il basso, e se concio in A
antiorarie.

7.4 Portale a tre cerniere con sbalzo

Si voglia ora studiare il telaio di Figura 7.12, costituito da un portale a tre
cerniere con uno sbalzo, su cui agisce la forza verticale P. L’isostaticita e ovvia.

Si scrivano le equazioni di equilibrio dei due tratti:

Rpyo +P+Tp =0

Raw+Np =0
PLi—-TpLy — NpH; =0
1 DL2 D111 (735)
Rg,—Tp =0
Rpw — Np =0

—TpLs+ NpHy =0
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avendo scelto i due poli in A ed F', rispettivamente. La soluzione delle equazioni
puo scriversi come:

HyLy

Ryy=—-P(14-—2220

A ( " oLy + H1L3>
R - _p_ tals

A T Hy Ly + Hy L
R — Hyly

By Y HyL, + HiLs (7.36)
o L Ls

Bw = oLy + HyLs

_— H,L,

D= H Lo+ H L3
N L1 Ls
P HyLy + Hi Ly
P
C D E
Hy
H1
F —e—
A
L b I La L Ls L
1 1 1 T

Figura 7.12: Portale a tre cerniere con sbalzo

Metodo analitico

Per il telaio di Figura si possono individuare cinque tratti, e non essendovi
carichi distribuiti, il momento e distribuito con legge lineare. Si potra quindi
porre:

mAC (x3) = ag + arz3

7.37
mBC (333) = bo + b1$3 ( )
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m&P (z3) = co+ 123

mDE (1‘3) =dy+ dixs
mPE (z3) = eg + e1x3
mentre tagli e sforzi normali sono costanti lungo ciascun tratto. Si hanno quindi
tre costanti di integrazione per ciascun tratto, per un totale di quindici incognite.
Occorre quindi scrivere altrettante condizioni di equilibrio:

— nell’appoggio in A, occorre annullare il momento flettente:

mAC(0) =0 (7.38)
— nell’estremo libero in B, caricato da una forza verticale F', occorre annul-

lare momenti e sforzi normali, mentre il taglio dovra essere uguale e contrario
alla forza applicata:

tBC0)+F =0
nPC(0) =0 (7.39)
mBC(0) =0

— nel nodo triplo in C' si dovra scrivere:

—n" (L) +n“P(0) - tAC( 1) =
—t7¢ (L1)+t"D( ) +nC (Hy) =
—mBY (L1) + m°P(0) — mA° (H;) =0

OO

(7.40)

— nella cerniera in D, sforzi normali e tagli devono essere continui, e devono
annullarsi i momenti flettenti. Si hanno quindi le quattro condizioni:

P (L) +nPF(0) =0
CD _
. EZ; to (=0 (7.41)
PE(

0) =
— nel nodo d’angolo E' si hanno le condizioni:

—nPE (L3) —tF'F (Hy) =0
—tPE(L3) + nfF (Hy) = 0 (7.42)
—mPE (Ly) —mPP (Hy) =0

— infine, nell’appoggio in F' sara da annullare il momento flettente:
mPE(0) =0 (7.43)
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Le risultanti equazioni si possono risolvere facilmente, ottenendo le costanti
di integrazione, e quindi i momenti flettenti:

FLiLsx
AC o) — 14343
) = T L
mPBC (z3) = —Fas
cD ((E ) _ FH2L1 (—LQ + :L‘g)
3 HylLo + HyLs (7.44)
FHyL iz
DB (. — L Halizs
M) = T T
FLiLsx
FE _ 14343
m (@) = HyLy + HiLs

Gli sforzi di taglio sono immediatamente leggibili come derivate dei momenti,
mentre gli sforzi normali sono pari a :

H>L
AC 2L
— _p(14 2
() ( * HyLy + H1L3)
nB¢ (x3)=0
FL,L (7.45)

cD _ . DE _ 153

W) = ) = T
FH>yL

FE _ 241

n (es) = HyLo+ HiLs

Il diagramma dei momenti flettenti & riportato in Figura 7.13.
Le reazioni vincolari sono deducibili dall’equilibrio dei conci in A ed in M.
Si avra quindi, in A:

FL{L
Rap = —1A0(0) = - Flils
HyLy + HiLs (7.46)
HyLq ’
Ray=n*0)=-F(1+—""1—
v =n72(0) < +H2L2+H1L3>
mentre in F' si avra:
FLL
Rpp, = —t7E(0) = ——2
R :nFE(O): FHyLq .
o HylLo+ HiLs

Il caso del bipendolo

Si consideri ora il caso in cui la cerniera in D & sostituita da un bipendolo ad
asse di scorrimento verticale, come illustrato in Figura 7.14. Rispetto al caso
precedente occorre solo modificare le condizioni in corrispondenza del punto D,
imponendo che sforzo normale e momento flettente siano continui, mentre il
taglio dovra annullarsi:
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p
—— ——
B C
H
H1
F
A
| L L La | L3 L
t t 1 t

Figura 7.13: Il diagramma dei momenti

—nP (Ly) +nPF(0) =

—m¢P (Ly) +mPE(0) =
t9P (Ly) =0

tPE0) =0

(7.48)

Le altre condizioni ai limiti restano inalterate, e portano ai momenti flettenti:

FLix
o = £
mBC (x3) = —Fas
FH>Ly
mCD ($3) = m
FH>L
) =
FLix
mF (z3) = *ﬁ
ed agli sforzi normali:
nAC (z3) = —F
nPC (z3) =0
FL
n®P (s) = n”" (25) = H, - 1H2
nfP (x3) =0
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p
B C A
Ha
Hy
F
A
—— :.
L
! 1 L : L3 :
t t t t

Figura 7.14: Un telaio a due cerniere e bipendolo con sbalzo

Il diagramma dei momenti flettenti e riportato in Figura 7.15.
Le reazioni vincolari sono deducibili dall’equilibrio dei conci in A ed in F.
Si avra quindi, in A:

FLq
Rap = —t19(0) = —————
A ©) Hy — Hy (7.51)
Ra, = n49(0) = —-F
mentre in F' si avra :
FL,
Rpp = —t"F(0) = ———
o © Hy — H, (7.52)

Rpy, =nfF(0) =0

Soluzione grafica

Per lo schema con cerniera di Figura 7.12 si vuole ora illustrare la via grafica per
il tracciamento del diagramma del momento. Si inizia a determinare le reazioni,
partendo dall’ovvia constatazione che I’equilibrio del tratto DF' impone che la
retta d’azione delle cerniere in D ed F' coincida con la congiungente le due
cerniere. Per I'equilibrio del tratto BAD si puo scrivere:

pta+d=0 (7.53)

e conoscendo le rette d’azione p della forza P, e d della reazione nella cerniera,
si puo dedurre la retta d’azione della reazione in A: basta infatti intersecare p e
d, identificando il punto G, e la reazione a della cerniera sara la retta passante
per A e per G. Si ottengono cosi le direzioni delle reazioni di Figura 7.16,
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Ha

H1

L1 Ly L3

——
——
—.—
——

Figura 7.15: I momenti per il telaio a due cerniere e bipendolo con sbalzo

Cio fatto, puo tracciarsi il diagramma del momento, iniziando dal punto B,
sotto la forza, in cui il momento € nullo. Si traccia quindi un segmento inclinato
di un angolo arbitrario — cosi assegnando implicitamente una scala — fino al
nodo triplo C'. Per proseguire lungo il traverso, si noti che nel punto N, laddove
la reazione a interseca il traverso, il momento ¢ dovuto alla sola forza P, e
quindi il punto M & un punto valido del richiesto diagramma. Ne segue che
basta congiungere M con la cerniera in D per ottenere il diagramma lungo C'E.

Cio fatto, si ribalta il diagramma in E' e si congiunge con la cerniera in F,
ottenendo il diagramma anche in FF. Infine, il solito equilibrio del nodo C
permette di ottenere il valore del momento in C' sul ritto AC, completando il
diagramma di Figura 7.17.

7.5 Telaio a due campate

Si consideri il telaio di Figura 7.18, costituito da tre tratti rigidi collegati da due
cerniere. Per esso, si possono scrivere 3t = 9 equazioni di equilibrio nelle nove
incognite Raw, Rav, Rrv, Riw, Riv, Tc, NoTa, Na.

Ricerca delle reazioni

Esplicitamente, si ha, per il primo tratto:

Rap+Ne=0
Raoy +Tc =0 (7.54)
—4TcL —6NcL =0
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Figura 7.17: Tracciamento del diagramma del momento
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Figura 7.18: Un telaio a due campate asimmetrico
avendo scelto il punto A come polo, mentre per il secondo tratto:
—Nc+ Ng =0
—Tc+F+Rr,+Tag=0 (7.55)
3FL+5R,L+9TgL+4NgL =0
avendo scelto il punto C' come polo. Infine, per il terzo tratto:
R, — Ng =0
Ry —T¢ =0 (7.56)
—6T¢L 4+ 10NgL =0
avendo scelto I come terzo polo.
Risolvendo il semplice sistema cui si € giunti si trovano le reazioni:
12
Rap =—Rip=——F
Ah Ih 19
18
Rpy = —F
A" 19 (7.57)
20
RI'U = EF
Ry, = —3F

Esercizi di Scienza delle Costruzioni 145



7.5. TELAIO A DUE CAMPATE

nonche gli sforzi normali ed i tagli nelle due cerniere:

12
18
To =——F 7.58
o=—1s (7.58)
20
Tg=—F
“7 19

Metodo analitico

Per il telaio di Figura 7.18 si possono individuare nove tratti, e non essendovi
carichi distribuiti, il momento e distribuito con legge lineare. Si potra quindi
porre:

m”™" (x3) = ao + a1
mPY (23) = by + by
mY (z3) = co + cra3
mP¥ (x3) = do + dy 3
mE (z3) = eg + e1x3 (7.59)
m"" (z3) = fo + fizs
m¥ (z3) = go + g13
mH (23) = ho + hys

mentre tagli e sforzi normali sono costanti lungo ciascun tratto. Si hanno quin-
di tre costanti di integrazione per ciascun tratto, per un totale di ventisette
incognite. Occorre quindi scrivere altrettante condizioni di equilibrio:

— nell’appoggio in A si annullera il momento flettente:

mAB(0) =0 (7.60)
— nel nodo d’angolo B si hanno le usuali condizioni:
nAB(6L) +tP°(0) = 0
—t4B(6L) +nB¢(0) =0 (7.61)
—mAB(6L) +mPC(0) =0

— nella cerniera in C| sforzi normali e tagli devono essere continui, e devono
annullarsi i momenti flettenti. Si hanno quindi le quattro condizioni:

—nBCUL) +n°P(0) =0
—tB9(4L) 4+ t9P(0) =
mPC4L) =0 (7.62)
mCP(0) =0
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— in corrispondenza della forza F', sforzi normali e momenti flettenti do-
vranno essere continui, mentre il taglio dovra subire una discontinuita pari alla
forza applicata:

—n®P3L) +nPE(0) =0
—tP@BL) +tPP(0) + F =0 (7.63)
—m%P(3L) + mPF(0) =0

— nel nodo triplo in E si dovra scrivere:

—nPEQL) + tFF(0) — t“E(6L)
—tPE(2L) — nPF(0) + ntF(6L)
—mPE2L) + mPF(0) — m*F(6L)

0
0 (7.64)
0

— nel nodo in F' si avra:
n®F (L) +179(0) =
—tPF(4L) +nFY(0)
—mPE(4L) + mTC(0) =

0
0 (7.65)
0

— nella cerniera in G, sforzi normali e tagli devono essere continui, e devono
annullarsi i momenti flettenti. Si hanno quindi le quattro condizioni:

—nFCU4L) —t“70) =0

—tFC(4L) + n“7(0) =0 (7.66)
—mFY4L) — mEH7(0) =0

— nel nodo in H si avra:
—n9H(6L) -t (10L) =0
—t“H(6L) +n'7(10L) = 0 (7.67)
—mEH(6L) — +m ™ (10L) = 0

Nel carrello a piano di scorrimento orizzontale in L si annulleranno il mo-
mento flettente ed il taglio:

mH(0) =0 (7.68)
t*!E(0) =0 '
Infine, nell’appoggio in I si annullera il momento flettente:
m!(0) =0 (7.69)
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Le risultanti ventisette equazioni si possono risolvere con un qualsiasi pro-
gramma di calcolo simbolico, ottenendo i momenti flettenti:

12Fz
mAB (IB) _ n 3
18
mBY (z3) = 1—9F (4L — x3)
18Fz
mCD (.’L’g) - _ I 3
1
mPE (z3) = —1—9F (54L + 37x3)
mPE (z3) =0 (7.70)

4
mPE (x3) = —1—9F (32L — 3x3)

mPY (x3) = —§F (4L — z3)

19
20F333
mGH ($3) — T
12F.’E3
m! (23) =~

Gli sforzi di taglio sono immediatamente leggibili come derivate dei momenti,
mentre gli sforzi normali sono pari a:

18F
T
12F
TLBC (1‘3) _ nC’D (333) _ TLDE ( 3) _ F
nlF (x3) = —3F
20F (7.71)
nEF (xg) —_ 7?
12F
nfY (x3) = n (23) = To
20F
T

I diagrammi dei tagli e dei momenti flettenti sono consegnati in Figura 7.19
ed in Figura 7.20, rispettivamente.

Soluzione grafica

Il primo ed il terzo tratto sono scarichi: le rette d’azione delle due reazioni
esterne dei carrelli in A ed I sono immediatamente deducibile dall’equilibrio dei
tratti, che detta:

a+c=0

tio (7.72)
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[

Figura 7.19: Il diagramma dei tagli

il

F:
C o EH
B
iy = L
~&~ e
F
B D E
A L
~&R<

[

Figura 7.20: Il diagramma dei momenti flettenti
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e quindi le loro rette d’azione coincidono con le rette passanti per A e C, e per
I e G, rispettivamente. La retta d’azione della reazione del carrello € invece
verticale.

Cio0 basta per iniziare il diagramma, tracciando il momento nel tratto AB, ed
utilizzando il valore cosl raggiunto in B come unita di misura. In B il diagramma
si ribalta, proseguendo lungo il traverso, fino all’ascissa di applicazione della
forza F', ed annullandosi in corrispondenza della cerniera C'.

Per proseguire, occorre studiare 1’equilibrio del secondo tratto, soggetto alla
reazione C, alla reazione G, alla forza F' ed alla reazione Ry,. Dovra aversi
quindi:

c+f+l+g=0 (7.73)

Si conoscono le rette d’azione di ciascuna di queste quattro forze, sicche e
possibile costruire la retta ausiliaria ¢+ f = [+ g, che dovra passare per il punto
M, (intersezione di ¢ ed f) e per punto N (intersezione di [ e g), come illustrato
in Figura 7.21.

Costruita la retta ausiliaria, si puo proseguire il diagramma del momento
nel tratto DFE, poiche esso dovra passare per il punto K, laddove M N incontra
il traverso BE.

In F il diagramma semplicemente si ribalta, in quanto il tratto E'L non e
soggetto a momento. Inoltre, il momento nel tratto EF dovra annullarsi in N,
e quindi puo tracciarsi il diagramma nel tratto EF’, per poi proseguire — previo
ribaltamento — lungo FH, con punto di nullo in G.

Infine, giunti in H, il diagramma si ribalta ancora, e si ottiene 'ultimo tratto
giungendo in I, dove il momento si annulla. Il diagramma si presenta come in
Figura 7.22, ed e sovrapponibile a quello ottenuto in precedenza.

7.6 Telaio a quattro cerniere e pendolo interno

Si consideri il telaio di Figura 7.23, palesemente isostatico, in quanto assimilabile
ad un arco a quattro cerniere con pendolo intermedio, e si voglia tracciare il
diagramma del momento flettente.

Metodo analitico

Per il telaio di Figura 7.23 si possono individuare otto tratti ed un pendolo
interno. Non essendovi carichi distribuiti, il momento & distribuito con legge
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Figura 7.21: Un telaio a due campate asimmetrico: la costruzione della
risultante M N per ’equilibrio di quattro forze

Figura 7.22: Un telaio a due campate asimmetrico: il diagramma del momento
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K C F L
4H
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Figura 7.23: Un telaio a quattro cerniere e pendolo interno

lineare, e quindi si potra porre:

mAP (x3) = ag + a1 3

mBE (z3) = by + b3

m%Y (x3) = ¢o + c13

mF (x3) = do + dys (7.74)
mPL (z3) = eg + e1x3 .
mPY (z3) = fo+ fixs

m'P (x3) = g0 + 13

mPH (z3) = hg + hixs

mentre tagli e sforzi normali sono costanti lungo ciascun tratto. Si hanno quindi
tre costanti di integrazione per ciascun tratto, cui occorre aggiungere lo sforzo
normale n®% nel pendolo, per un totale di venticinque incognite. Occorre quindi
scrivere altrettante condizioni di equilibrio:

— nell’appoggio in A si annullera il momento flettente:

mA8(0) =0 (7.75)

— nel nodo in B le condizioni di equilibrio possono leggersi dal diagramma
di Figura 7.24:
nAB(4H) — nPX(0) — nppsin(a) = 0
—tAB(4H) +tP5(0) + npr cos(a) = 0
—mAB(4H) + mPE(0) =0

(7.76)
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Figura 7.24: Le forze agenti sul nodo B e sul nodo C

— nel nodo d’angolo K si ha il secondo diagramma di Figura 7.24, e quindi:

nPE6H) +t5°0) =0
—tBE(6H) +n%°(0) =0 (7.77)
—mPE6H) + m5¢(0) =0

— nella cerniera in C, sforzi normali e tagli devono essere continui, e devono
annullarsi i momenti flettenti. Si hanno quindi le quattro condizioni:

—n®C4H) +n“F(0) =0
—t5C(4H) +t“F(0) =0
m%C(4H) =0

mCF(0) =0

(7.78)

— nel nodo F' si ha una situzione analoga a quella del nodo B, come illustrato
in Figura 7.25, siccheé potra scriversi:

nF(2H) — nE(0) — npp cos(a) =0
—t“F(2H) +t7L(0) + nprsin(a) =0 (7.79)
—mT2H) + mfE(0) =0

— nel nodo d’angolo destro L si ha la seconda situazione di Figura 7.25, e
quindi potra scriversi:

—nfL(4H) — tPL(4H)
—tFE(4H) +nPE(4n)
—mP L (4H) + mPE(4H)

0
0 (7.80)
0
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NpL

Figura 7.25: Le forze agenti sul nodo F e sul nodo L

— nella cerniera in D, sforzi normali e tagli devono essere continui, e devono
annullarsi i momenti flettenti. Si hanno quindi le quattro condizioni:

0
0 (7.81)
0
0

— in corrispondenza della forza P, sforzi normali e momenti flettenti do-
vranno essere continui, mentre il taglio dovra subire una discontinuita pari alla
forza applicata, come puo leggersi dal diagramma di Figura 7.26:

Nup
MHp
—nHP0) +nPH(H) =0 Tupl |
t"P(0) —tFH(H)+ P =0 (7.82)
mHP(0) — mPH (H) = 0 —5
Infine, nell’ appoggio in E si annullera il ~ T
momento flettente: Men
Nen

mPH(0) =0 (7.83)
Figura 7.26: L’equilibrio del

. . .. L concio in corrispondenza della
Le risultanti venticinque equazioni si pos- forza P

sono risolvere con un qualsiasi programma di
calcolo simbolico, ottenendo i momenti flet-
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tenti:
mP (a5) = T2
P

mBPE (z3) = 2HP — ! ;3

8
m% (x3) = =P (—4H + x3)
mOF (z3) = 8P

15 (7.84)
ml (z3) = 1—0P (32H — 3z3)

P

ey =22

1
mAP (z3) = §P(H —x3)

Pux.
mEH (z3) = ;Cs

Gli sforzi di taglio sono immediatamente leggibili come derivate dei momenti,
mentre gli sforzi normali sono pari a:

3P
nAB (z3) = o
8P
TLBK (l‘3) _ 27
)
7P
nKC (z3) = nCF (z3) = - (7.85)
P
nFL (1‘3) _ 5
P
nPL (x3) = nf1P (23) = nPH (23) = —?1—0
e nel pendolo:
19P
sr_ 190 (7.86)
5v2

Il diagramma del momento flettente & consegnato nella Figura 7.27. Da esso
si evince che il momento mssimo viene attinto nel nodo K, e vale:

2PH
My =mPE4H) =m5¢(0) = 3 5 (7.87)

Soluzione grafica

Per la ricerca delle reazioni, si osservi che 1’equilibrio del tratto di telaio da A
a C impone che la reazione a dell’appoggio in A, la reazione b del pendolo e la
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Figura 7.27: 1l diagramma del momento flettente

reazione c della cerniera in C soddisfino la relazione:

a+b+c=0 (7.88)
mentre I’equilibrio del secondo tratto detta una relazione simile:

b+c+d=0 (7.89)

da cui a = d. Quindi, la retta d’azione della reazione a in A, e la retta d’azione
della reazione d della cerniera in D devono coincidere, e poiche a deve passare
per A, e d deve passare per D, le loro direzioni sono note. Inoltre, I’equilibrio
del terzo tratto:

d+P+e=0 (7.90)

permette di conoscere la retta d’azione e di Rg, che dovra passare per F, e per il
punto M, intersezione tra la retta d’azione di P ed Rp. Infine, la retta d’azione
¢ di R¢ si ottiene congiungendo la cerniera in C' con il punto N, intersezione
tra R4 ed il prolungamento del pendolo. Tutto cio e sintetizzato in Figura 7.28.

Ottenute le rette d’azione delle reazioni, un triangolo di equilibrio permette
di ottenere la loro intensita, come illustrato in Figura 7.29.

Per il tracciamento del diagramma del momento, si parte dal punto E, as-
segnando una inclinazione iniziale al diagramma, e giungendo fino alla retta di
applicazione della forza. Si prosegue poi fino ad L, annullando il momento nella
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Figura 7.28: Ricerca grafica delle reazioni

cerniera D. In L il diagramma deve essere ribaltato, per rispettare 1’equilibrio
del nodo, per poi proseguire con una pendenza dettata dal punto di intersezione
tra l'orizzontale e la retta d’azione d della cerniera D. Si giunge in F', per poi
proseguire fino a K annullando il diagramma in C. In K il diagramma va anco-
ra ribaltato, per poi proseguire fino a B, anullandosi laddove la retta d’azione
¢ della cerniera C' incontra la verticale. Infine, da B si prosegue annullando il
momento in A. Il diagramma finale si presenta come in Figura 7.30

7.7 Un portale con pendolo inclinato

Si voglia ora studiare il telaio di Figura 7.31, costituito da tre tratti rigidi
vincolati al suolo da un bipendolo con asse inclinato di un angolo « rispetto
all’orizzontale, e da un pendolo con asse inclinato di un angolo .

Per esso, possono scriversi le equazioni di equilibrio dell’intera struttura:

Rgy +F+ Ry =0
Ran+ Ryp =0 (7.91)
Mipa+14Rpy L +4Rpp L +5FL =0

Esercizi di Scienza delle Costruzioni 157



7.7. UN PORTALE CON PENDOLO INCLINATO

Figura 7.30: 11 diagramma del momento per via grafica

con polo in M. Assumendo — per semplicitd — che il bipendolo in A abbia
piano di scorrimento inclinato di 45 gradi, si potra scrivere:

Ray = Rap (7.92)

Se poi anche il pendolo in M agisce secondo una retta inclinata di 45 gradi,
allora esso esplichera una reazione diretta secondo tale retta, per cui dovra
essere:

Ryw = =R (7.93)

Per il secondo e terzo tratto, si puo scrivere:

—Tp+ Np=0

Np+Tr =0
—4TpL — NpL =0
—Tr+F+N;r=0
—Np—T7=0

2NpL —4ATr L+ 2FL =0

(7.94)
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Figura 7.31: Un portale con pendolo inclinato

con poli in D ed I, rispettivamente. Si hanno quindi nove equazioni di equilibrio
in nove incognite, la cui soluzione puo ottenersi facilmente considerando che la
terza e la sesta delle (7.94) forniscono subito lo sforzo di taglio e lo sforzo normale
in F":

2
Np=—-F
35 (7.95)
da cui seguono immediatamente i tagli e gli sforzi normali in D ed in I:
2
Tp=-T;=—-F
5
3
=—— 7.96
Np 1OF (7.96)
7
N[ — _EF
Le altre equazioni permettono il calcolo delle reazioni esterne:
F
Raw = Rypo = _5
F
Ran=—Run=—-5 (7.97)
M,a =4FL

e quindi la struttura puo considerarsi isostatica.
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Soluzione analitica

Per il telaio di Figura 7.31 si possono individuare undici tratti, e non essendovi
carichi distribuiti, il momento & distribuito con legge lineare. Si potra quindi
porre:

mAP (x3) = ag + a1
mB¢ (x3) = bo + brzs
mCP (x3) = co + c123
mP¥ (x3) = do + dyx3
mPF (x3) = eg + e123
m™ (23) = fo + fras (7.98)
m" ¥ (z3) = go + gra3
m!E (z3) = hg + hixs
m" (x3) = ho + hix3
mCr (x3) = ko + k123
mEM (x3) =i +i123

mentre tagli e sforzi normali sono costanti lungo ciascun tratto. Si hanno quin-
di tre costanti di integrazione per ciascun tratto, per un totale di trentatre
incognite. Occorre quindi scrivere altrettante condizioni di equilibrio:

— nel bipendolo in A, inclinato di un angolo «, la reazione dovra avere
la direzione dei pendoli, e quindi occorrera che la risultante di taglio e sforzo
T

normale abbia la stessa inclinazione. Pertanto, se o = - occorrera che taglio

e sforzo normale siano uguali e contrari:
t42(0) +nB(0) =0 (7.99)

— nel nodo d’angolo B si hanno le usuali condizioni:

nAB(4L) + P (0)
—t4B(4L) + nB¢(0)
—mAB(4L) + mP(0)

0
0 (7.100)
0

— nel nodo triplo in C' si dovra scrivere:
—nPCBL) +n°L(0) +tP(0) =0
0

—tBY(3L) +tL(0) — n“P(0) =
—mPBC3L) + mE(0) + mEP(0)

(7.101)
0
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— nella cerniera in D, sforzi normali e tagli devono essere continui, e devono
annullarsi i momenti flettenti. Si hanno quindi le quattro condizioni:

(7.102)

— nel nodo d’angolo E si hanno le condizioni simili a quelle del nodo in B:

nPEBL) + 57 (0) =0
—tPEBL) +nFF(0) =0 (7.103)
—mPE(3L) +mPF(0) =0
— in corrispondenza della forza F', sforzi normali e momenti flettenti do-

vranno essere continui, mentre il taglio dovra subire una discontinuita pari alla
forza applicata:

—nPF@2L) + nPE(0) =
—tEF L) +tPE(0) + F = (7.104)
—mPF L) + mPE(0) =
— nel nodo in K si avra:
—nHEQL) - t52L)=0
—t1E L) +n'5(20) =0 (7.105)
—mfE L) —m!®(2L) =0

— nella cerniera in I, sforzi normali e tagli devono essere continui, e devono
annullarsi i momenti flettenti. Si hanno quindi le quattro condizioni:

TK(0) 4+ nt(4L) = 0
—tf K(0) + tH (4L) =0 (7.106)
(0) =
m“(mL) =

— nel nodo triplo in L la situazione ¢ analoga al nodo triplo in C":

—n“F(8L) +n™M(0) + t“(o) 0
—t“E(8L) + tEM(0) — ( )=0 (7.107)
CLQL) + m™"™(0) + m™(0) =0
Infine, in M un pendolo inclinato impone che il momento sia nullo e che la

risultante di taglio e sforzo normale sia inclinata secondo 1’asse del pendolo. Per
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T . N o9
8= 1 si avra quindi:

m(3L) =0 (7.108)
tEM(3L) + n*M(3L) =0 '

Le risultanti equazioni si possono risolvere con un qualsiasi programma di
calcolo simbolico, ottenendo i momenti flettenti:
1
mAE (x3) = §F (—8L + x3)
1
mBY (x3) = §F (—4L + x3)

2
mP (w5) = gF(3L —3)

o)< 22 e
mPE (x3) = %F(—ZLL + z3)

P (rg) = 20

mE (23) = 1—10}7' (6L — Tx3)

¥ (rg) = 222

mb! (x3) = %F(—4L+x3) (7.110)
mCL (z3) = %OF (—17L + 2x3)

m™M (23) = %F (3L — x3)

Gli sforzi di taglio sono immediatamente leggibili come derivate dei momenti,
mentre gli sforzi normali sono pari a:

F
nAB (1,3) — _5
F
nBC (x3) = Y
3F
nOP (ag) = nP* (23) = =5
EF FH HK 2F
n" (zg) =n"" (x3) =n" " (23) = 5 (7.111)
F
nIK (5153) _ TLLI (1'3) _ _TO
9F
TLCL( 3) _ TO
F
nIM (23) = 3

162 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 7. CALCOLO DELLE CARATTERISTICHE PER STRUTTURE ISOSTATICHE
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Figura 7.32: Il diagramma dei momenti per il portale con pendolo inclinato

Il diagramma dei momenti flettenti e riportato in Figura 7.32.
Le reazioni vincolari sono deducibili dall’equilibrio dei conci in A ed in M.

Si avra quindi, in A:

M, 4 = —mAB(0) = 4FL

F
AB
Rap=—1"7(0) = —5 (7.112)
F
RAy == TLAB(O) == _5
mentre in M si avra :
F
Ry = n"™M(3H) = 3
. (7.113)
Raro = t*M(3H) = -5

Si noti che in A le due componenti reattive possono comporsi in una forza
F
di intensita —=diretta secondo gli assi del bipendolo, mentre in M le due com-

ponenti danno luogo ad una forza di pari intensita, ma diretta secondo ’asse
del pendolo.

Soluzione grafica

Si inizia a determinare graficamente le reazioni, partendo dall’ovvia constata-
zione che I’equilibrio del tratto I1 impone che la retta d’azione delle cerniere in
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Figura 7.33: 1l calcolo grafico delle reazioni

D ed F coincida con la congiungente le due cerniere. Per ’equilibrio del tratto
111 si puo scrivere:
f+p+i=0 (7.114)

e conoscendo le rette d’azione di f e di p, si puo dedurre la reazione della cerniera
I: basta infatti intersecare f e p, identificando il punto S, e la reazione i della
cerniera sara la retta passante per I e per S. Infine, I'equilibrio esterno impone
che sia:

a+p+m=0 (7.115)

Le rette d’azione p della forza ed m del pendolo sono note, cosi come &
nota l’inclinazione della retta d’azione a del bipendolo. Ne segue che basta
identificare I'intersezione V tra la retta d’azione del pendolo m, e la verticale per
la forza, per definire completamente la reazione del bipendolo, che dovra passare
per V', ed essere ortogonale all’asse del bipendolo. Tutto cio & sintetizzato in
Figura 7.33.

Determinate le reazioni, puo tracciarsi il diagramma del momento, iniziando
dal pendolo in M, e dal tratto M L. Per proseguire, si noti che I’equilibrio del
tratto I impone che sia:

a+d+i+m=0 (7.116)

ossia:
at+d=1i+m (7.117)

Si costruisce allora la retta ausiliaria che passa per l'intersezione U tra a e
d, e per 'intersezione T tra i ed m., cosi come riportato in Figura 7.34.
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Cio fatto, si consideri che in un punto generico del tratto C'L le forze agenti
sul tratto I, a destra del punto, sono i+m, e quindi il momento si annullera
in W, ossia in corrispondenza dell’intersezione della risultante appena costruita
con il traverso.

Per conoscere un altro punto del diagramma, si consideri la sezione M; in cui
la reazione 7 incontra il traverso: in essa, il momento ¢ dovuto alla sola reazione
m del pendolo, e quindi il diagramma del momento nel tratto C'L, se proseguito
idealmente, dovra passare per Ms. Cio permette il tracciamento del diagramma
del momento fino all’altro nodo triplo C, come illustrato in Figura 7.35.

Per proseguire lungo BC, si consideri che il diagramma dovra annullarsi in
A1, laddove la reazione R4 del bipendolo incontra il traverso. Inoltre, le forze
agenti a destra di un generico punto lungo BC sono (i+m)+d. Nella sezione As,
dove il traverso incontra la reazione d, il momento sara dovuto alla sola (i +m),
e quindi 'ordinata Ag ¢ valida, permettendo di completare il diagramma in BC,
come sintetizzato in Figura 7.36.

In B il diagramma del momento puo essere ribaltato, e lungo AB si puo
proseguire considerando che il momento dovra annullarsi in By, intersezione tra
la verticale per A e la reazione del bipendolo. In definitiva, il diagramma del
momento si presenta come in Figura 7.37.

7.8 Maglia chiusa

Si voglia ora studiare la maglia chiusa di Figura 7.38, non vincolata esterna-
mente, ma soggetta a due forze auto—equilibrate. Essa & costituita da tre tratti
rigidi, e per ciascuno di essi possono scriversi le usuali equazioni di equilibrio

Ng—Tr =0
Ni+Tg=0
—2TeL —3NgL =0
T+ P+Np=0
~Ng—Tp =0 (7.118)
—8T¢L + 5PL + 2NgL =0
~N;—Np—P=0
Tr+Tp =0
—3TyL —5N;L+5NpL —4TpL =0

Si sono scelti i tre poli in I, in D ed in B, rispettivamente. Si ottengo-
no quindi nove equazioni in sei incognite, ma ¢ immediato constatare che tre
equazioni sono linearmente dipendenti dalle altre sei, in quanto basta soddisfare
I’equilibrio di due tratti per imporre I'equilibrio del tratto restante. Riscrivendo
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Figura 7.34: Tracciamento della ausiliaria a +d =i +m
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~ ——————
\

A

Figura 7.35: Tracciamento del momento nel traverso inferiore BM
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Figura 7.36: 1l tracciamento del momento nel ritto AB

Figura 7.37: 1l diagramma del momento dedotto graficamente
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Figura 7.38: Una maglia chiusa auto—equilibrata
le prime sei equazioni, ad esempio, si ha:
Tr = Ng
Ny = -Tg
Tp = —N,
P “ (7.119)
—2T¢ —3Ng =0
~Tg+ Np = —P
—8T¢ + 2Ng = —5P
Dalle ultime tre equazioni si ottiene subito:
5
Ng=——
“T 14
15
Te = —P 7.120
o= (7.120)
13
Np=—-——P
P a8
e le prime tre forniscono il taglio in D, lo sforzo normale ed il taglio in I:
5
T = Ng=——
I G 14
15
Ny=-Tg=——P 7.121
1= To=—3 (7.121)
Tp = —Ng = iP
D= ¢= 1

E facile constatare che le ultime tre equazioni sono identicamente soddisfatte.
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Metodo analitico

Per la maglia chiusa di Figura 7.38 si possono individuare nove tratti, e non
essendovi carichi distribuiti, il momento € distribuito con legge lineare. Si potra
quindi porre:

m?7 (x3) = ag + a1x3

mPBC (z3) = by + b3

m¢P (x3) =co+ 123

mPF (x3) = do + dyz3

mA! (z3) = €9 + €123 (7.122)
m!™ (23) = fo+ fixs

m"Y (23) = go + g13

mSE (z3) = ho + hixs

mPE (x3) =ig + 123

mentre tagli e sforzi normali sono costanti lungo ciascun tratto. Si hanno quin-
di tre costanti di integrazione per ciascun tratto, per un totale di ventisette
incognite. Si andranno ora a scrivere le condizioni di equilibrio nei nodi, tre in
corrispondenza dei vertici, ed al di sotto delle forze, e quattro nelle tre cerniere.
Si hanno quindi in totale trenta equazioni, linearmente dipendenti in quanto la
struttura non e vincolata al suolo, e che possono dar luogo ad una soluzione
equilibrata.
— nel nodo in A 'equilibrio impone:

nP(0) +t4(0) =0
t42(0) — n1(0) = 0 (7.123)
m*P(0) + m*1(0) = 0

— nel nodo in B, caricato da una forza verticale P diretta verso ’alto,
occorre imporre la continuita di momenti e sforzi normali, mentre il taglio dovra
subire una discontinuita pari a —P:

—nAB(5L) 4+ nB¢(0)
—mAB(5L) + mBPC(0)
—t4B(50) +tB°(0) — P

0
0 (7.124)
0

— nel vertice in C si dovra scrivere:
—nPC(5L) +t°P(0) =

—tBY(5L) — n®P(0)

—mBC(5L) + mCP(0)

0
0 (7.125)
0
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— nella cerniera in D, sforzi normali e tagli devono essere continui, e devono
annullarsi i momenti flettenti. Si hanno quindi le quattro condizioni:

n“P(4L) — nPE(0) =0
—tPaL) +tPP(0) =0
(L) b ©) (7.126)
4L) =0
mPE(0) =0
— nel nodo d’angolo E' si hanno le condizioni:
—nfE(5L) —tPE(2L) =0
—tFE(50) +nPE(2L) =0 (7.127)
—mFE(5L) —mPE(2L) =0

—nel nodo in F', caricato da una forza verticale P diretta verso ’alto, occorre
imporre la continuita di momenti e sforzi normali, mentre il taglio dovra subire
una discontinuita pari a —P:

-n“F(BL)+n"E0) =0
—mEFBL) +mPP0)=0 (7.128)
—t9FBL)+t°F )+ P=0

— nella cerniera in G, sforzi normali e tagli devono essere continui, e devono
annullarsi i momenti flettenti. Si hanno quindi le quattro condizioni:

0
0 (7.129)
0
0

— nel nodo d’angolo H si hanno le condizioni:
—t"(3L) +nf%0) =0
n'H(3L) +t79(0) = 0 (7.130)
—m!(3L) + m"E(0) =0

— infine, nella cerniera in I, sforzi normali e tagli devono essere continui, e
devono annullarsi i momenti flettenti. Si hanno quindi le quattro condizioni:

—nM7(0) +n*(3L) =0

tHH(0) =t (3L) =0
me(O) o (7.131)

mA1(3L) = 0
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Le risultanti equazioni si possono risolvere con un qualsiasi programma di
calcolo simbolico, ottenendo i momenti flettenti:

15
mAB (z3) = ——F (2L + x3)

28

mBC (z4) = 7# 135‘8:03

mCP (z3) = %F (—4L + x3)

mPP (z5) = 28

mAl (z3) = %F (3L — x3) (7.132)
i (zg) = 2003

mHY (x3) = —gF (2L — z3)

mOF (3) = 1522563

mPE (z3) = 2—18F (45L — 13x3)

Gli sforzi di taglio sono immediatamente leggibili come derivate dei momenti,
mentre gli sforzi normali sono pari a:

AP () = nBC (z4) = 2L (7.133)

14
lungo il tratto inferiore, che quindi risulta teso, sono pari a:

e ( nSF (25) = nP (z5) = — 20 (7.134)

n =
14

I3) =

lungo il tratto superiore, che quindi risulta compresso, cosi come compressi sono
i due tratti verticali, con sforzi normali pari:

13F
TLCD ((Ed) — nDE (.’L‘g) — _W

o (7.135)
nAl (z5) = nTH (z3) = T

Il diagramma dei momenti flettenti e riportato in Figura 7.39.

Il caso del bipendolo

Si immagini ora che la cerniera in I venga sostituita da un bipendolo con asse di
scorrimento orizzontale, come illustrato in Figura 7.40. Le condizioni ai limiti
dovranno ora imporre che momenti e sforzi normali siano continui, mentre i
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Figura 7.39: Il diagramma dei momenti per la maglia chiusa a tre cerniere

tagli saranno nulli:

—n"(0) +n*(3L) =
m(0) — mA1(3L) = 0
11 (0) — 0 (7.136)
t41(30) =0

Le altre condizioni ai limiti non si modificano, e risolvendo le equazioni si
ottengono i momenti flettenti:

mAB (x3) = gF (2L — x3)
3
mPBC (x3) = gF (—=5L + x3)
mCP (z3) =0
mPF (z3) =0
5FL
Al _ oL
m (@) 4 (7.137)
S5FL
mi (wn) =~
5
mHC (x3) = §F (—=2L + z3)
S5F
mGF (xd) _ Zs3
3

mPE (z3) = gF (5L — x3)
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Figura 7.40: Una maglia chiusa a due cerniere e bipendolo

Gli sforzi di taglio sono immediatamente leggibili come derivate dei momenti,
mentre gli sforzi normali sono nulli lungo i tratti orizzontali, laddove i tratti
verticali sono compressi, con valori pari a:

nP (z3) = nPF (x3) = f% (7.138)
a destra, e:

A (3) = nlH (35) = —% (7.139)
a sinistra.

Il diagramma dei momenti flettenti e riportato in Figura 7.41.

Soluzione grafica

Limitandosi al caso della maglia a tre cerniere, si vuole ora illustrare la via
grafica.

Si inizia a determinare le reazioni, partendo dall’ovvia constatazione che
I’equilibrio del tratto I impone che la retta d’azione delle cerniere in G ed I
coincida con la congiungente le due cerniere. Per l’equilibrio del tratto IT si
puo scrivere:

p+g+d=0 (7.140)

e conoscendo le rette d’azione p della forza e g della reazione nella cerniera, si
puo dedurre la retta d’azione della reazione in D: basta infatti intersecare p e
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Al — B C

Figura 7.41: T momenti per la maglia chiusa a due cerniere e bipendolo

g, identificando il punto L, e la reazione d della cerniera sara la retta passante
per L e per D.

Determinate le reazioni, puo tracciarsi il diagramma del momento, iniziando
dal ritto di sinistra. Si traccia quindi un segmento inclinato di un angolo arbi-
trario — cosl assegnando implicitamente una scala — fino al nodo H in alto, ed
al nodo A in basso. Per proseguire lungo il traverso, si ribalta il diagramma e si
prosegue fino ad F', passando per la cerniera in G. Per proseguire, si osservi che
a destra di una generica sezione del tratto FE agisce solo la reazione d, e quindi
la sua intersezione N col traverso segna un punto di nullo del diagramma. Cio
consente di tracciare il diagramma fino in E, e poi, ribaltandolo, di proseguire
fino a C, passando per la cerniera D.

Cio fatto, si consideri che a destra di una generica sezione del tratto BC
agisce solo la reazione d, e quindi la sua intersezione S col traverso inferiore
segna un punto di nullo del diagramma, consentendo di tracciare il diagramma
fino alla sezione B, in corrispondenza della forza inferiore. Infine, a sinistra di
una generica sezione del tratto AB agisce solo la reazione I, e quindi la sua
intersezione V col traverso inferiore fornisce il punto di nullo, consentendo di
completare il diagramma di Figura 7.42.

Il caso del bipendolo si tratta allo stesso modo: il tratto scarico € in equilibrio
solo se la retta d’azione della cerniera in G & verticale, e se la reazione del
bipendolo in I passa per G. Ne segue che anche la reazione della cerniera in D &
verticale. Iniziando dalla forza sul traverso superiore, si annulla il diagramma in
G, proseguendo fino al vertice H, poi si ribalta e si traccia un tratto di momento
costante lungo il tratto di sinistra. In A il diagramma di ribalta, e si prosegue
annullando in corrispondenza dell’intersezione tra il tratto inferiore e la retta
d’azione del bipendolo.

Si giunge cosi in corrispondenza della forza, per poi proseguire annullando
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Figura 7.42: Ricerca delle reazioni e tracciamento del diagramma del momento

il diagramma dove la reazione in D incontra il tratto, ossia nel vertice C'. Ne
segue quindi che il tratto di destra risulta scarico, giungendo al diagramma di
Figura 7.41.
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Capitolo 8

Analisi della tensione

In questo Capitolo si illustrano alcuni esercizi relativi all’analisi di uno stato
tensionale in un corpo B.

Nei primi due esempi si esamina un intorno di un punto P, in cui viene
assegnata la matrice delle componenti speciali di tensione, e si vuol determinare
il vettore di tensione t,(P), identificando il piano su cui calcolare la tensione
attraverso i coseni direttori della normale al piano stesso, oppure assegnando
direttamente I’equazione del piano. Il terzo esercizio é invece finalizzato a rica-
vare la tensione tangenziale agente su un piano identificato dai coseni direttori
della sua normale.

Nei successivi due esempi, invece, si assegna lo stato tensionale all’interno del
corpo B, e si verifica che esso sia equilibrato in presenza di determinate forze
di massa, oppure, all’inverso, si calcolano le forze di massa che garantiscano
I’equilibrio.

Un ulteriore esercizio assegna uno stato tensionale in un punto P attraverso
la definizione delle sue componenti speciali di tensione, e ne richiede uno stu-
dio completo, ossia la deduzione delle tensioni principali e delle corrispondenti
direzioni principali di tensione, la deduzione delle tensioni tangenziali estreme,
insieme alla identificazione dei piani su cui esse agiscono, ed infine il disegno
dei cerchi di Mohr per la visualizzazione dei risultati. Per essere svolto, questo
esercizio necessita dell’ausilio di un computer, in quanto ’equazione secolare per
il calcolo delle tensioni principali € un’equazione cubica completa.

Tre ulteriori esercizi sono poi dedicati a stati piani di tensione, tra cui il
noto stato tensionale alla De Saint-Venant, caratteristico della teoria della trave,
mentre 'ultimo esercizio illustra 1'utilizzo dei cerchi di Mohr per la deduzione
delle tensioni principali e delle corrispondenti direzioni principali di tensione
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8.1 Determinazione del vettore di tensione

Si consideri il corpo B, e si ipotizzi che nel punto P la matrice delle tensioni sia
data da:

1 -2 1
S=| -2 4 0 tem ™2 (8.1)
1 0 -15

e si voglia determinare il vettore tensione t,, sul piano definito dalla normale
con coseni direttori:

1
n = ——
VGV
2
= >
°T /14
Soluzione
Basta applicare il teorema di Cauchy—Poisson, ottenendo:
1
tn1 1 =2 1 124 0
te | = -2 4 0 i 1.60357 tem™2
tns 1 0 -15 37 —0.935414
V14
(8.3)

8.2 Determinazione del vettore di tensione

Si consideri il corpo B, e si ipotizzi che nel punto P la matrice delle tensioni sia
data da:

1 -2 1
S= -2 0o 2 tem ™2 (8.4)
1 2 -15

e si voglia determinare il vettore tensione t, sul piano definito dall’equazione
(cfr. Figura 8.1):

Soluzione

Dato il piano di equazione:

axy +bre+cr3s+d=0 (8.6)
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C(@,@,—)

A(1,0,0)
X1

Figura 8.1: Il piano di equazione (8.5)

i coseni della normale ad esso sono forniti da:

a

- va? +b% +c?
b

Ng = —————
2 /a2 + 02 1 &2

C

ng= ————
va?+ b2+ c?
Nel nostro caso sara allora:

ny =

Ng =

WD W N W[ =

S
59
|

e quindi il teorema di Cauchy—Poisson fornisce:

tn 1 -2 1 3 -3
the | =] -2 0 2 2| = 2
tn3 1 2 —-1.5 2 2

3 3
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8.3 Determinazione del vettore di tensione tan-
genziale

Si consideri il corpo B, e si ipotizzi che nel punto P la matrice delle tensioni sia
data da:

S=| 2 1 2 |tem™? (8.10)

e si voglia determinare la tensione tangenziale T,, agente sul piano di normale
con coseni direttori:

1

ni 3

ng | =1 2 (8.11)
2

ns Z

Soluzione

Si calcolano, nell’ordine, la tensione t,, sul piano in oggetto, la sua componente
normale o,, e 'ampiezza della componente tangenziale T,,. Infine, si calcolano i
coseni direttori della retta di azione di 7,,.

La tensione t,, si ottiene applicando il teorema di Cauchy—Poisson:

5 —2 0 3 3
t,=Sn=| -2 1 2 2 1= 3 |tem? (8.12)
0 2 -1 % %

La componente normale o,, € la componente di ,, lungo la normale n, e si
calcola attraverso il prodotto scalare tra il vettore di tensione ¢, ed il vettore
della normale n:

11 42 22 13
n :tn :tn tn tn; Q = — — _— — = —1t -2 .]_
o n 11 + thane + thans 33+33+33 g tem (8.13)

L’ampiezza della tensione tangenziale ¢ immediatamente deducibile come:

1 16 4 169 25
= VB A= Bt Bt o= L 0 2102

9 9 81
(8.14)
Infine, i coseni direttori della retta di azione di 7,, si ottengono da:
th1 — On 2
ey = =002 . ().208142
n 3v5
tha — Op 5
Mgy = 22— 9002 _ Y5 _ 0745356 (8.15)
Tn 3
ths — On 4
Mg = 27018 % ().596285

Tn 3v5
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8.4 Verifica dell’equilibrio per uno stato piano
Assegnato lo stato tensionale:

011 = C1T1 + C2%2 + C3T1X2

022 = €47
, (8.16)

L
012 = —035 — 12

verificare se esso € ipotizzabile, in assenza di forze di massa.

Soluzione

Le equazioni indefinite dell’equilibrio, in assenza di forze di massa, si semplifi-
cano in:

80’11 80’12

=0
8%1 B.TQ
02 dom _, (8.17)
811 8IE2 o

e sono banalmente soddisfatte dal campo di tensioni (8.16)

8.5 Verifica dell’equilibrio per uno stato tensio-
nale generico

Assegnato lo stato tensionale:

C12 3

2
011 = C1T1 + C2T2 + C3X1 T2 + C4X3 — —3 Ty
2

092 = C5T1 + CgT5 — C7x3

2 2
033 = C8T1 + C9x2 + C10X123 + C1123

9 (8.18)
Lo

012 = —63? — 172

2
013 = C1271X3

023 = —C13T2%3

verificare se esso € realizzabile in assenza di forze di massa

Soluzione

Le equazioni indefinite dell’equilibrio, in assenza di forze di massa, si semplifi-
cano in: 5 5 s
011 012 013
+ +

5‘:U1 8%2 8.%3 =0
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Ooi2  Ooga 0o
8331 + 8332 + 8333
80’13 80'23 80’33
81‘1 + 8332 + 81‘3

=0

=0

(8.19)

La prima equazione ¢ identicamente soddisfatta, mentre le altre due diven-

gono:

2061‘2 — C13T2 = 0

2c1113 — 1373 + 2¢c190123 + 2¢100123 = 0

(8.20)

Di conseguenza, il campo tensionale assegnato non e equilibrato, a meno che

non si abbia:

€13
Ce = C11 = T

Cl0 = —C12

8.6 Deduzione forze di massa
Assegnato il campo di tensioni:

o011 = 2x1 — T2 + T2x3

022 = X1 — X173

033 = X3
€2
012 =
2
013 — 0
023 = T2

dedurre le forze di massa in equilibrio con esso.

Soluzione

Dalle equazioni indefinite dell’equilibrio:

si trae subito che dovra essere:

182

O0o11 0oz O0oy3 - _X
al‘l 8332 8.%’3 !
80’12 80'22 30'23 - _X
8301 61'2 85&3 - 2
Oo13  Ooa3  OJoss
=—X3
8x1 8x2 8.%3
)
Xi=—3
XQ = O
X3 =2

(8.21)

(8.22)

(8.23)

(8.24)
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8.7 Studio di uno stato tensionale generico

Si consideri il punto P, interno al corpo B, e si assegni in P la seguente matrice
delle componenti speciali di tensione:

750 —400 125
S=1| —400 1000 0 Kgem™ (8.25)
125 0 =500

Si vuole:

1. disegnare lo stato tensionale

2. calcolare le tensioni principali
3. calcolare le corrispondenti direzioni principali di tensione
4. calcolare le massime e minime tensioni tangenziali
5. identificare i piani su cui agiscono tali tensioni
6. tracciare i cerchi principali di Mohr, confermando i risultati del punto
precedente
Soluzione
Punto 1

Lo stato tensionale ¢ disegnato in Figura 8.2. Si osservi che le tensioni sono
state riportate col loro segno, e che di conseguenza il loro valore e stato indicato
in assoluto.
Punto 2
Per dedurre le tensioni principali, € opportuno calcolare i tre invarianti:

I = 011 + 022 + 033 = 750 4+ 1000 — 500 = 1250 K g /cm2

2
Iy = 011092 + 011033 + 022033 — U%z - 0%3 - 053 = —300625 (K!] /sz)

I3 = Det(S) = —310625000 (Kg /em?)’
(8.26)

da cui poi trarre ’equazione secolare:
—0® + 125002 + 3006250 — 310625000 = 0 (8.27)

Le tre radici, reali, possono essere calcolate con un qualsiasi metodo nume-
rico, ottenendo le tre tensioni principali:

o1 =1297.15
o2 = 466.348 (8.28)
o3 = —513.496
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-

125 1000 X2
Yo T —
a0, f 125
400
<7 750

X1

Figura 8.2: Lo stato tensionale in esame

Punto 3

Per calcolare la prima direzione principale occorre risolvere il sistema:

(S—ol)n=0 (8.29)
ossia:
750 — 1297.15 —400 125 ny 0
—400 1000 — 1297.15 0 ng | =10
125 0 —500 — 1297.15 ns 0
(8.30)
omogeneo ed a determinante nullo. Dividendo per ns si ha, dalle prime due
equazioni:
54715 (”1) — 400 ("2> = 125 (8.31)
ns ns
—400 <"1> —297.15 (”2) ) (8.32)
ns ns
con soluzione ottenibile con un normale metodo di sostituzione:
% = 14.3655
3
(8.33)
%2 193377
n3
Infine, la soluzione puo essere normalizzata imponendo che sia:
ni+n3+nj=1 (8.34)
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Basta, a tal fine, scrivere:

14.3655
ny = 75 = 0.59582
(14.36552 + 19.33772 4 1)
~19.
ng = 9-3377 = —0.802046 (8.35)
(14.36552 + 19.33772 + 1)/2
1
ng = = 0.0414758

(14.36552 + 19.33772 + 1)/2
La prima direzione principale ¢ quindi data da:

0.59582
nM) = [ —0.802046 (8.36)
0.0414758

Per calcolare la seconda direzione principale occorre risolvere il sistema:

(S —ool)n =0 (8.37)
ossiaz:
750 — 466.348 —400 125 n1 0
—400 1000 — 466.348 0 o = 0
125 0 —500 — 466.348 n3 0
(8.38)

omogeneo ed a determinante nullo. Dividendo per ng si ha, dalle prime due

equazioni:
983.652 <”1> — 400 (”2> — 125
ns ns

(8.39)
— 400 (”1> — 533.652 (”2) =0
ns ns
con soluzione ottenibile con un normale metodo di sostituzione:
% = 7.73091
3
(8.40)
"2 _ 579472
ng
Infine, la soluzione puo essere normalizzata imponendo che sia:
n?4+ni+ni=1 (8.41)
Basta, a tal fine, scrivere:
7.73091
ny = 7 = 0.79592
(7.730912 + 5.794722 + 1)
g — 5. TO4T2 — 0.596584 (8.42)
(7.730912 + 5.794722 4 1)*/2
1
ng = = 0.102953

(7.730912 + 5.794722 4 1)*/2
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La seconda direzione principale ¢ quindi data da:

0.79592
n® = [ 0.596584 (8.43)
0.102953

Per calcolare la terza direzione principale occorre risolvere il sistema:

(S—03l)n=0 (8.44)
ossias:
750 4+ 513.496 —400 125 ni 0
—400 1000 + 513.496 0 N9 = 0
125 0 —500 + 513.496 n3 0
(8.45)

omogeneo ed a determinante nullo. Dividendo per ns si ha, dalle prime due

equazioni:
1263.5 ("1> — 400 (”2) — 125
ns ns

n N (8.46)
— 400 (1) +1513.496 (2) =0
n3 n3
con soluzione ottenibile con un normale metodo di sostituzione:
% — —0.107965
3
(8.47)
"2 00285339
ns
Infine, la soluzione puo essere normalizzata imponendo che sia:
ni+ni+ni=1 (8.48)
Basta, a tal fine, scrivere:
—0.107965
ny = 7 = —0.107298
(0.1079652 + 0.02853392 + 1)
—0.0285339
ng = 7z = —0.0283576 (8.49)
(0.1079652 + 0.02853392 + 1)
1
ng = 7 = 0.993822
(0.1079652 + 0.02853392 + 1)
La terza direzione principale ¢ quindi data da:
—0.107298
n® = | —0.0283576 (8.50)
0.993822
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Si costruisca ora la matrice modale, inserendo le tre direzioni in colonne
successive:

0.59582 0.79592  —0.107298
N = | -0.80204612 0.596584 —0.0283576 (8.51)
0.0414758  0.102953  0.9938224

Tale matrice risulta ortogonale, a determinante unitario, segnalando che le
direzioni principali sono mutuamente ortogonali. Inoltre, & facile verificare che:

N7ISN =A (8.52)

con A matrice diagonale contenente 1’i—esima tensione principale in posizione
1—esima:

1297.15 0 0
A= 0  466.348 0 (8.53)
0 0  —513.496

Punto 4

Conosciute le tensioni principali, € immediato concludere che le minime e mas-
sime tensioni tangenziali sono fornite da:

1. sui quattro piani di normale n” = (0, :I:%,:I:%)

- 466.348 + 513.4
= £ 22 . 73 _ 2063 8;5 349 _ L 4g0.922 (8.54)

con tensione normale, agente sul medesimo piano, pari a:

_ oa o3 466.348 — 513.496

n = = —23.574 8.55
2. sui quattro piani di normale n? = (i%, 0, i%)
— —513.496 — 1297.15
=2 5 AR 5 = 4905.323 (8.56)

con tensione normale, agente sul medesimo piano, pari a:

_513.496 4+ 1297.1
- ”3;”1 L 96; O15 _ 501 807 (8.57)

. . . T _ 1 1
3. sui quattro piani di normale n* = (:i:\ﬁ7 + 2,0)

- 1297.15 — 466.348
o=+ . %2 _ 4 . = +£415.401 (8.58)

con tensione normale, agente sul medesimo piano, pari a:

o1 +on  1297.15 + 466.348

n= = 881.749 8.59
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Punto 5
Il tracciamento dei cerchi principali di Mohr & immediato:

e si individuano sull’asse orizzontale i tre punti di ascissa o1, 02 € 03,

e si individuano i tre centri, con coordinate:

Ol _ <0’2+0’3’0)

2

Cy = (”3 ; o1 ,0) (8.60)

o1 + o
03=< 12 270)

. .. . . . g
e si traccia il cerchio di centro C e raggio r; =

— 03 . . . . 01 — 02
, il cerchio di centro C3 e raggio r3 = 5

— 03

, il cerchio di centro

Cs e raggio ro = 7
Si giunge infine ai cerchi di Figura 8.3

A Tn

o3 o2 o1

Figura 8.3: I tre cerchi principali di Mohr

8.8 Uno stato tensionale piano

Si consideri un punto P interno al corpo B, e si assegni in P la seguente matrice
delle tensioni:

1000 500 0
S=| 500 -200 0 | Kg /em? (8.61)
0 0 0
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Si vogliono conoscere le tensioni principali e le corrispondenti direzioni prin-

cipali di tensione.

Soluzione

Lo stato tensionale e disegnato in Figura 8.4: da esso si evince che tutte le com-
ponenti non nulle di tensione giacciono in un piano, come caratteristico negli
stati piani di tensione. Si cominci con l'osservare che la matrice S ha una riga

R

X1

E 100
! 500
200 ! 5009
500 : s X
P -
500,
#1000

Figura 8.4: Lo stato tensionale in esame

(ed una colonna) interamente nulla, e che di conseguenza il suo determinante &
nullo. Questo implica che il termine noto dell’equazione secolare, ossia l'inva-
riante cubico, ¢ anch’esso nullo. Ne segue che una radice sara senz’altro nulla, e
che 'equazione stessa si riduce ad un’equazione quadratica, di facile soluzione.

L’invariante lineare si calcola immediatamente, come traccia di S:

I = 011 + 022 = 800

ed anche I'invariante quadratico non presenta difficolta:

Iy = 011092 — 025 = —1000 * 200 — 500% = —450000

A questo punto ’equazione secolare si

scrive:

o (450000 + 8000 — o) = 0

con soluzione immediata:

o1 =1181.02
09 — 0
o3 = —381.025

Esercizi di Scienza delle Costruzioni

(8.62)

(8.63)

(8.64)

(8.65)

189



8.9. SECONDO STATO TENSIONALE PIANO

Ottenute le radici, esse vanno sostituite, una per volta, nel sistema di equa-
zioni (S — ol)n = 0. Ad esempio, per o = o7 si ha:

—181.027n; +500n2 =0

500n; —1381.02n2 =0 (8.66)
—1181.02n3 =0
La terza equazione fornisce subito n3; = 0, mentre & possibile verificare

che la seconda equazione si ottiene dalla prima moltiplicata per 2.76213. Cio
significa che, come d’altronde ovvio, non si puo certo sperare di calcolare un
valore univoco e non nullo della coppia di incognite ni,n,. E’ perd possibile
calcolare il loro rapporto, dividendo, ad esempio, la prima equazione per ns:

nq 500
— = ~ 2.76213 8.67
ne  181.02 ( )
Per ottenere i coseni direttori, non resta che normalizzare, scrivendo:
500
ny — e - ~ 0.940275 (8.68)
Vn?+nZ+n2 /5002 4 181.022
181.02
ng — 12 = ~ 0.340417 (8.69)
Vn?+n3+n? V5002 + 181.022
Mentre il calcolo della direzione principale corrispondente a oo = —381.025

non presenta alcuna difficolta, si noti che per la seconda direzione principale
occorre risolvere il sistema (per o3 = 0):

1000n1 +500n9 =0
5001 — 200715 = 0 (8.70)
07’13 =0

che potrebbe causare qualche perplessita. Tuttavia ¢ immediato realizzare che
le prime due equazioni sono indipendenti, avendo determinante dei coefficienti
diverso da zero, e pertanto ammettono solo la soluzione nulla. Dalla terza
scompare ogni traccia di nz, che pertanto puo essere assunta arbitraria. Ne
segue, normalizzando, la soluzione n = (0,0, 1).

I cerchi principali di Mohr sono riportati in Figura 8.5.

8.9 Secondo stato tensionale piano

Si consideri un punto P interno al corpo B, e si assegni in P la seguente matrice
delle tensioni:

5 10 20
S=|( 10 20 40 | Kg /em®; (8.71)
20 40 105

Si vuole conoscere le tensioni principali e le corrispondenti direzioni principali
di tensione.
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(&} Cy C3 On
03 02 o1

Figura 8.5: T cerchi principali di Mohr

Soluzione:

Si cominci con 'osservare che la matrice S ha due righe chiaramente linear-
mente dipendenti, poicheé una ¢ il doppio dell’altra, e che di conseguenza il suo
determinante ¢ nullo. Questo implica che il termine noto dell’equazione seco-
lare, ossia I'invariante cubico, € anch’esso nullo. Ne segue che una radice sara
senz’altro nulla, e che I'’equazione stessa si riduce ad un’equazione quadratica,
di facile soluzione.

L’invariante lineare si calcola immediatamente, come traccia di S:

I =011 + 099 + 033 = 130 (872)
ed anche 'invariante quadratico non presenta difficolta:
Iy = 011092 + 022033 + 011033 — U%z - U%g - 053 =025 (8.73)

L’equazione secolare si scrive:

—0® 4+ 1300? — 6250 =0 (8.74)
con soluzione immediata:
o1 =125
o9 =5 (8.75)
03 = 0

Ottenute le radici, esse vanno sostituite, una per volta, nel sistema di equa-
zioni (S —ol)n =0. Per 0 = 01 = 125 si ha:

—120n1 4 10n2 4+ 20n3 =0
10n; — 10515 + 40n3 = 0 (8.76)
207’L1 + 40712 — 20713 =0
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e dividendo per ng :

—120™% 1102 = _99
ns3 ns
102 — 1052 = —40 (8.77)
ns ns

20" 44072 — 2
ns ns

Le prime due equazioni forniscono, con un metodo di sostituzione,

m_ 1
n3_5
n 2 (8.78)
TL3_5

Una soluzione non normalizzata ¢ quindi n” = (1,2, 5). Per ottenere i coseni
direttori, non resta che normalizzare, scrivendo:

ny 1

ny — = ~ 0.182574
' Vni+nd+n? V1422452
No 2
no — = =~ 0.365148 8.79
? Vn?+nd+n: V1422452 (8.79)
n 13 > ~ 0.912871

3 =
Vni+nd+n V1422452

La seconda direzione principale, corrispondente alla tensione principale oo =
5, si ottiene risolvendo il sistema:

10”2 + 20”3 =0
10n; + 1515 + 40n3 =0 (8.80)
20n1 4 40n2 + 100n3 =0

ossia, dividendo per ngs:

D2 gl gf2 _ gM o2 5 (8.81)
ns ns ns ns ns
con soluzione:
mo_
ns
m_ (8.82)
ng
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Una soluzione non normalizzata ¢ quindi n? = (—1,—2,1). Per ottenere i
coseni direttori, non resta che normalizzare, scrivendo:

ny -1
e —s = ~ —0.408248
! Vni4ni+n: V1I+22+1
%) -2
no — = ~ —0.816496 8.83
2 it VIt 2 t5e (8.83)
ns 1
n

=~ 0.408248

_> =
Pt nE+n? Vit22+5

Infine, la direzione principale corrispondente a o3 = 0 si ottiene dalla solu-
zione del sistema:

511 + 10ns + 20n3 =0
10n1 + 20ns + 40n3 = 0 (8.84)
20711 + 40712 + 105713 =0

Se si cerca di utilizzare lo stesso approccio delle altre due direzioni principali,
si ottiene il sistema:

Mooz y

ns ns

n . Ji2 _ 105 (8.85)

ns ns N 20

che non ha soluzioni. Ne segue che ng = 0, e che conseguentemente:
ni
— =-2 8.86
n (5:56)
Una soluzione non normalizzata, in definitiva, ¢ n? = (-2,1,0), la cui

normalizzazione si lascia come esercizio.
I cerchi principali di Mohr sono riportati in Figura 8.6, anche se il cerchio
piu piccolo e scarsamente visibile.

8.10 Un terzo stato tensionale piano

Si consideri un punto P interno al corpo B, e si assegni in P la seguente matrice
delle tensioni:
S =

0
5 Kg /em? ; (8.87)
1

O O =
U= O

Si vuole conoscere le tensioni principali e le corrispondenti direzioni principali
di tensione.
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\ n

C1 C C3 ©n

03 \\92 o1

Figura 8.6: I cerchi principali di Mohr

Soluzione

Si cominci con 'osservare che la matrice S ha la prima riga e la prima colonna
in cui 'unica entrata non nulla e sulla diagonale principale. In questo caso,
invece di ricorrere alla scrittura dell’equazione secolare in termini di invarianti,
conviene partire dalla definizione di tensione principale, imponendo che sia:

1—0o 0 0
Det 0 5—0 1 =0 (8.88)
0 1 5—0

e calcolando il determinante con la regola di Laplace, secondo la prima riga (o
la prima colonna) si ha I'equazione secolare nella forma:

(1-0)(5-0)*—1)=0 (8.89)

Ne segue che una tensione principale € pari a 1, mentre le altre due si
calcolano risolvendo una equazione quadratica:

01 =6
oy =4 (8.90)
g3 =1

Ottenute le radici, esse vanno sostituite, una per volta, nel sistema di equa-
zioni (S — ol)n = 0. Per 0 = 07 = 6 si ha:

—5711 =0
—ng +n3 =0 (891)

TLQ—TL?,:O
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che ha ovviamente la soluzione n” = (0,1, 1)
Per ottenere i coseni direttori, non resta che normalizzare, scrivendo:

n2

1
VrZini+nz V2
N ns 1
ng — ————— = —
’ Vi +nidni o V2

Per la seconda direzione principale occorre risolvere il sistema (per oo = 4):

Nng —
(8.92)

—3n1 =0
no +ngz =0

con soluzione n” = (0, —1,1). Infine, in corrispondenza della terza radice si ha
il sistema:

0711 =0
dng +n3 =0 (8.94)
ng +4ng =0

con soluzione n? = (1,0,0). Cio indica che 'asse X; & un asse principale!. Infi-
ne, i cerchi principali di Mohr mostrano ’assenza di stati tensionali puramente
tangenziali, come si evince dalla Figura 8.7.

8.11 Lo stato tensionale alla De Saint-Venant

Si consideri un punto P interno al corpo B, e si assegni in P la seguente matrice

delle tensioni:
0 0 013

S: 0 0 g23 (895)
013 023 033

che, come vedremo in seguito, assume importanza fondamentale in teoria della
trave.

8.11.1 Soluzione:

Si calcolano gli invarianti:

I = o33
Iy = —0ly — 055 = —73 (8.96)
I3 = 0

In genere, se una matrice S presenta 1’i—esima riga (e 1’i-esima colonna) nulla, salvo
Pentrata in posizione diagonale, si potra affermare che una tensione principale & pari a O (ii)»
e che la corrispondente direzione principale coincide con 'asse X;
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1 (&) C3 On

o3 02 o1

Figura 8.7: T cerchi principali di Mohr

da cui subito puo notarsi che lo stato tensionale & piano. L’equazione secolare
si scrive:

—0(0® — 0330 —73) =0 (8.97)

con una radice nulla, e due radici fornite da:

1
0'17225 (O’ggi\/0'§3+47'32> (898)

In corrispondenza della tensione oy = 1 <033 + /03, +4’7'32) si avra una
direzione principale fornita dal sistema:

1
3 (033 +4/03; + 47'32) ny1 +o13nzr =0
1
—5 <0'33—|-\/0'§3—|—4T§) No1 + o23ngy =0 (899)

1
(013 5 (033 +1/03, + 4T32>> ni1 + 023n21 + o33n31 =0

Dividendo le prime due equazioni per ng; si ottiene:

1 ni1
3 <033 +1/03; + 47’9?) <n31) =013
1 / na1
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da cui subito:

1 _ 2013
n31 0334—\/0%34-4’7'32 (8 101)
na1 2023 ’

n31 o33+ /0355 + 4T3

Ne segue che la prima direzione principale € identificata da:

ny = (20’13,20’23,0’33+\/0’%34‘47'32) (8102)

da normalizzare nel solito modo.
Analogamente a quanto detto per la prima tensione principale, la direzione

principale corrispondente alla tensione oy = 1 <033 — Vo3 + 4T§> sara fornita
dalla risoluzione del sistema:

1
3 <U33 — /033 +4Tg2> niz + o13ngz =0
1
—5 <0’33—\/0§3+4T32> Noo + 0a3ngs =0 (8103)
1
(013 ) <U33 - \/033 + 47’32>> N1z + 023N22 + 033M32 = 0

Dividendo le prime due equazioni per n3; si ottiene:

1 / n12
5 (033 — 033"‘4’7'52) (7132) —= 013

1 (8.104)
/ 22
5 (0'33 0'%34’47':;2) (1132) = 023
da cui subito:
ni2 _ 2013
n32 033 — /035 + 472
(8.105)
n22 202

n32 033 — \/0% + 473

Ne segue che la seconda direzione principale € identificata da:

nir = <20’13,20’23,0’33 — \/0'33 +4T§> (8106)

da normalizzare nel solito modo.
La direzione principale corrispondente alla tensione o3 = 0 sara fornita dalla
risoluzione del sistema:

o13n33 =0
023N33 = 0 (8107)

013N13 + 023N23 + 033n33 = 0
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Se almeno una delle due tensioni tangenziali & diversa da zero, allora ngz = 0,
e dalla terza equazione:

013M13 + Oa3naz = 0 (8.108)

da cui subito:
nrr; = (023, —013,0) (8.109)

da normalizzare nel solito modo. Se invece le due tensioni tangenziali sono
ambedue nulle, allora sara, banalmente n;;; = (0,0, 1).

8.12 L’utilizzo dei cerchi di Mohr

Si consideri un punto P interno al corpo B, e si assegni in P la seguente matrice
delle tensioni:

105 0 20
S = 0 20 0 | Kg/cem?; (8.110)
20 0 75

Si vuole conoscere le tensioni principali e le corrispondenti direzioni principali
di tensione, utilizzando la teoria dei cerchi di Mohr

Soluzione:

Dall’esame dello stato tensionale risulta evidente che una delle tensioni prin-
cipali @ 03 = 20 Kgem ™2, e che la corrispondente direzione principale viene a
coincidere con l'asse coordinato Xs.

An

P(011,013)

ocC R

Figura 8.8: Il cerchio di Mohr relativo ai fasci di piani che si appoggiano
all’asse X5

E’ allora opportuno studiare, con la teoria di Mohr, il fascio di piani che
si appoggiano all’asse X5, poiche a tale fascio appartengono gli altri due piani

principali. Il relativo cerchio di Mohr & centrato nel punto C' = (Uu—gggs, 0)
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= (90,0), ed ha raggio:

2
_ 105 — 75)2
R:\/W”f?’:\/(z;)”()zz% (8.111)

Ne seguono subito, dall’esame del cerchio di Mohr di Figura 8.8, i valori delle
due tensioni principali:

01 =0C+R=90+25=115Kgem >

, (8.112)
03=0C—-R=90-25=65Kgcm™
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Capitolo 9

Analisi della deformazione

9.1 La deduzione della matrice delle deforma-
zioni

Si supponga di voler conoscere sperimentalmente lo stato di deformazione in
un punto M di un corpo solido tridimensionale. A tal fine, si immagini di
poter piazzare sei dispositivi sperimentali (6 strain-gauges) capaci di rilevare
direttamente gli allungamenti percentuali secondo sei direzioni prefissate, come
illustrato in Figura 9.1.

A X3

Figura 9.1: I sei apparati sperimentali per la misura degli allungamenti
percentuali.

Siano E,, Ey, E., Eq, E. ed Ef gli allungamenti percentuali segnalati dai
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sei strain—gauges, con:

E,=610"3 E,=4.510"3 E,=310"3
E;=1510"% E.=0 E;=310"% (9.2)
lungo le rette definite dai coseni direttori:
1 1/2 —V3/2
a=X;=1|0 b= \/§/ 2 c= 1/2
0 0 0 93)
0 0 V2/2 '
d=| v2/2 e=Xs=1[ 0 f= 0
V2/2 1 V2/2

Si deducano la matrice delle deformazioni lineari in M e le deformazioni
principali.
Soluzione
Punto 1 — L’allungamento percentuale Ej;n ¢ fornito da:

Eun = eilily = ennli + eanls + ea3ls + 2eq1al1ls + 2e13l113 + 2e23l3l3  (9.4)

Conoscendo quindi gli allungamenti percentuali lungo sei rette, si potra
scrivere il sistema di sei equazioni nelle sei incognite e;;:

61073 = ey
1 3 V3
451073 = = - —
510 4611+4€22+ 5 €12
. 3 1 V3
31073 = ey + —e00 — —e1n
411 411 2 (9.5)
1.5 1073 = 5622 + 5633 + €23
O — €33

1 1
31073 = 5611 + 5633 + e13

o, matricialmente:

1 0 O 0 0 0
1 3
Z 200 @ 0 0
4 4 2 e11 6
e 4.5
§ 1 0 _é 0 0 22 3
4 4 2 €33 _ -3
_ 10 (9.6)

0 1 1 0 0 1 €12 1.5

2 2 €13 0
0 0 1 0 00 €23 3
1 0 ! 0 1 0
2 2
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CAPITOLO 9. ANALISI DELLA DEFORMAZIONE

con soluzione:

e1p =61073
€99 — 1.5 1073
€33 — O

9.7
e1n = 2.1651073 (07)
ea3 = 0.751073
€13 — 0

Punto 2 - Per dedurre le deformazioni principali, si scriva I’equazione seco-
lare, calcolando gli invarianti di deformazione:

I, =ej1 + e te33="75 1073

Iy = ej1e29 + €11€33 + €92€33 — e%z — ef3 — 633 =3.7510"° (9.8)
I3 = Det(E) = —3.37510°
L’equazione secolare si scrive allora:
—e2 4+ 751073 —3.75107 % — 3.375107° = 0 (9.9)
ed ha soluzioni:
e1 =6.88107°
ep =1.071073 (9.10)

es =—0.45107"
9.2 Deduzione delle componenti di deformazio-
ne

Assegnato il campo di spostamenti:

3
up = 2122 (2 — 1) — 122 + coxy

2
T
ugy = —cary (1 — 1) — (3*%)?1 — T (9.11)
uz = cox? + (2 — 1) 3
ricavare le deformazioni lineari.
Soluzione
Applicando le note formule si ottiene:
5u1
=—=2(1-
€11 o1, ( 331) T2
1 8u1 8’11,2 1 2
Y (tat Tl ) S ) 9.12
2= (89&2 &m) 2 ( 1t C?’IQ) ( )
0
€99 = 872 = 2c3 (—1 + l‘l) To
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e13 = % <gz; g;ﬁ) = %CQ (29:1 + 3x§)
1 /Ous Ous T3
623:2<8$3+3$2> :—?
Jdus
€38 = G 2—xz

9.3 Componenti di deformazione

Il rettangolo ABC'D di Figura 9.2 subisce gli spostamenti illustrati. Determinare
il campo deformativo.

A X2 &2
5
3
-
h
—— A

4 4
T 1

Figura 9.2: Un rettangolo ed i suoi spostamenti

Soluzione

il generico punto M, di coordinate (z1,y1), del rettangolo, subisce gli sposta-
menti:

u; = 5@
YT 0h (9.13)
U = 0

per cui 'unica componente di deformazione diversa da zero risulta essere:

(9.14)

| =
> o>

€12 =
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9.4 Componenti di deformazione

Il rettangolo ABC'D di Figura 9.3 subisce gli spostamenti illustrati. Determinare
il campo deformativo.

A Xa
5
1 et
- |
c |
|
|
2 |
h 2 |
|
|
|
4 Bl X1
d L
T T

Figura 9.3: Un rettangolo ed i suoi spostamenti

Soluzione

Dalla legge w1 = ka3 & immediato ricavare il valore di k, in quanto dovra essere
§ = kh?. Ne segue che il generico punto M, di coordinate (z1,y;), del rettangolo,
subisce gli spostamenti:

w=5(3)* (9.15)
us =0

per cui 'unica componente di deformazione diversa da zero risulta essere:

€12 = 2 (916)

h2 "2

9.5 Studio di uno stato piano di spostamento

Si consideri un corpo B, ed in esso un punto P, di coordinate (z1,x2,x3). Per
effetto delle forze applicate, P subisca gli spostamenti:

U1 2 10_3371 — 10_3$2
wP)= | us | = 31073, — 21032, (9.17)
us 0
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Si vuole:

e determinare e studiare lo stato di deformazione e di rotazione. In parti-
colare:

calcolare la matrice H del gradiente di spostamento

— calcolare le matrici E ed Q

— calcolare la matrice D di Green—Lagrange

— calcolare lo spostamento di un segmento dx steso lungo ’asse X4

— calcolare 'allungamento percentuale del suddetto segmento, utiliz-

zando teoria completa e semplificata

e ricercare le deformazioni principali e le corrispondenti direzioni principali,
in ipotesi di deformazioni lineari

e dedurre le rotazioni cui andra sottoposto il sistema di riferimento per
portarlo a coincidere con il sistema principale

Soluzione

Punto 1 - La matrice H dei gradienti di spostamento si ottiene attraverso
elementari operazioni di derivazione:

2 -1 0
H=|3 -2 0 |10°3 (9.18)
0 0 0

2 1 0
E=|1 -2 0 |1073 (9.19)
0 0 0

mentre la parte antisimmetrica e calcolabile come:

0 -2 0
Q=2 0 o0 ]107? (9.20)
0 0 0

La matrice D del tensore di Green—Lagrange ¢ data dalla formula:

) 2 1 0
D:E+§HTH: 1 -2 0 |1073+
0 0 0
(9.21)
. 2 3 0 2 -1 0
3 -1 -2 0 3 =2 0 |10°¢
0 0 0 0 0 0
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A X

M Y 3l
dxq N

Figura 9.4: La decomposizione degli spostamenti

Si noti, prima di operare il prodotto matriciale, che la correzione nonlineare
¢ pari a qualche millesimo della parte lineare. In definitiva e:

2 1 0 13 -8 0
D=|1 -2 0 |10°+| -8 5 0 |10°° (9.22)
0 0 0 0 0 0

Assegnato il segmento dx steso lungo l'asse X; si puo calcolare la sua
deformazione e la sua rotazione rigida attraverso la decomposizione:

du = du. + du, = Edz + Qdx (9.23)

Gli spostamenti da deformazione pura saranno quindi pari a:

2 1 0 d.]?l Qd.ﬁl
du.=| 1 -2 0 103 0o |=[ dey |107? (9.24)
0 0 0 0 0

0 -2 0 dxy 0
du,=| 2 0 0 1073 o0 =| 2dz;, |1073 (9.25)
0 0 0 0 0

Come si deduce dalla Figura 9.4, il segmento M /3 = dz ruota rigidamen-
te, portandosi in M N”, poi si deforma portandosi in MN"’. La parte di de-

formazione pura ¢ quella che porta MN in MN’, definita dall’allungamento

percentuale:
_ |[MN'| = |MN|

E = =210"3 9.26
MN |MN| €11 ( )

e dalla variazione angolare:
v=e1p=10"" (9.27)
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Punto 2 - Per ottenere le deformazioni principali si calcolano gli invarianti di
deformazione:

I, =0
Ipe = —5107° (9.28)
I3. =0

e quindi ’equazione secolare si scrive:
—e*+5107 % =0 (9.29)
con soluzioni:
er=V51073
ea =0 (9.30)
es = —v/51073

Per calcolare la prima direzione principale occorre risolvere il sistema di
equazioni:

2-+5 1 0 n 0
(E—eill)n=0— 1 —2-v5 0 ng | =10
0 0 —Vv5 ns 0
(9.31)
con soluzione:
ng = 0
9.32
M9t s (9.32)
N2

Normalizzando in modo da ottenere un vettore a lunghezza unitaria, si ha:

L = = 0.973
1+ (2+5)

1
Ng=——— =023

1+ (24 v5)

Per calcolare la seconda direzione principale occorre risolvere il sistema di
equazioni:

(9.33)

2 1 0 n 0
(E—ex)n=0— [ 1 -2 0 n, | =1 o (9.34)
0 0 0 ns 0

con soluzione nyr = (0,0,1). Infine, la terza direzione si ottiene risolvendo il
sistema:

2++5 1 0 N 0
(E—es)n=0— 1 —24+V5 0 ng | =0 (9.35)
0 0 \/5 ns 0
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con soluzione:

ng = 0
mo_ 1 (9.36)
n2 245
Normalizzando in modo da ottenere un vettore a lunghezza unitaria, si ha:
1
nl = ——2 == —0.23
1+ (2+5) 0.37)
9.37
2 5
ny = +—\f2 =0.973
1+ (2+V5)
La matrice L dei coseni direttori ¢, in definitiva:
2+ 5 1 0
Ji+@+vE) \/1 (2+5)
L= 1 24+5 0 (9.38)
Vit @eevE) 1+ 2+\f
0 1

ed ¢ immediato controllare I'ortogonalita delle sue colonne. Si ha inoltre che il
triplo prodotto matriciale LT EL fornisce la matrice diagonale con le deforma-
zioni principali lungo la diagonale.

9.6 Un controllo di compatibilita
Si consideri il campo di deformazioni:

€11 = C1T1 ("E? + :c%)

€19 = C3a3 o (9.39)
L 3

€29 = 5021'1

e13 =e3 =e33 =0 (9.40)

con c1, cg e cg costanti. Si voglia stabilire se esso ¢ un campo di deformazioni
compatibile

Soluzione

Il campo di deformazioni in esame ¢ bidimensionale, e 'unica equazione di
compatibilita non identicamente soddisfatta fornisce:
82611 82622 82612

-2 =2 2 —4 9.41
022 "o Tomon, | COWmt e —Aan (9.41)
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e quindi il campo deformativo non & compatibile, se non sussiste la seguente
relazione tra le tre costanti:

c1+ cox1 —2c3 =0 (942)

9.7 Deduzione delle deformazioni lineari
Si consideri il campo di spostamenti piano:

up = 2122 (2 — 1) — 12 + chg
) 2?2 (9.43)
ug = —cszs (1 —a1) — (3 — 1) 3~ c1r1

e si calcolino le deformazioni lineari.

Soluzione

Le deformazioni lineari si ottengono applicando la definizione:

1t oth
e quindi si avra:
e11 =—2(x1 —1) a9
€19 = % (—=2c1 + (3¢ + ¢3) z3) (9.45)

€99 = 283 (1‘1 — 1) i)

9.8 Deduzione delle deformazioni lineari e non-
lineari

Si consideri il campo di spostamenti piano:
U = T (:c%acg +c (2c§ + 30%302 — x%))

3 1 3 9.46
Uy = —To (203 + 5(:53:2 — ng + 20@?@) ( )

e si calcolino le deformazioni lineari e nonlineari.

Soluzione
Le deformazioni lineari si calcolano a partire dalla definizione:

€ij = 5 (61‘] + 8$Z> (947)
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e quindi le tre deformazioni sono pari a:

2 3 2 3
e11 = 3zrir2 +C1 (202 + 3¢5 — xz)

€99 = —203 — 36%1‘2 — 30150%%2 + 1’% (948)

1
571 (x? + 3cq (c% — 23:%))
Le deformazioni non lineari, invece, devono dedursi a partire dalla:
1 /0u; Ou; 1 Ouy, Ou
(3 20) e
Ox; Oz 2 Ox; 817]

€12 =

dij =

(9.49)
ottenendo:
aul 1 3u1 2
dii=——+-| —
1 8951 + 2 ((9.’)31)

1

3 ( Tzl +a (33— 3z§))2 + (3zTza + c1 (263 + 3332 — x%))Q)
(9.50)

1 (duz\? :
= <8ZQ> = 3zizy + ¢ (20‘;’ + 3c3wg — azg) +
1

d - 1 8U1 6UQ 1 8u1 8U1 1 8U2 8’(1,2
127 2 8x1 8.’b2 2 8%1 8x2 a

o0 " 0w ) " 20w 0w

1
3 (—36133133% + 21 (a:f +c (305 — 33:%)) —

33z 3 x3 3¢ 3c1x? 3x2
301x1x2< 2c3 — 22—6156%:524-2—1‘2(24' 11—2)>—|—

2 2 4 2 2 4
1 (:17% +c1 (3022 — 3x§)) (31:%@ +c1 (203 + 3¢2%29 — x%)))

(9.51)
Ous 1 (0w S| Ous 3 3ciry 3, 3
dyo=—+ - | — = = — - = —=—
2= 50, T2 <8x2) 2 \ 0z, 2Ty Taammn Ty
32 3cix? 32z 3
T (22 + # - ) ( cArizy + (—26% - ; 2 iclx%xg—k

3 2
@, (34 3cled 353
1 x2<2+ 2 4

9.9 Controllo di compatibilita per uno stato pia-
no

(9.52)

Si stabilisca se il seguente campo di deformazioni ¢ ammissibile:
2 2
e11 = x7 + x5
€12 = T1T2 (953)

2
€22 = To
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Soluzione

L’unica equazione di congruenza da controllare e:

82612 - 02611 02622
Or10x9  Ox2 ox?

(9.54)

ed ¢ soddisfatta.

9.10 Controllo di compatibilita per uno stato
generico

Si stabilisca se il seguente campo di deformazioni € ammissibile:

2 2
€11 = I3 (a:l + :U2)
€12 = 21’1.’E2$3

€13 = I3

. (9.55)
€22 = To
€23 = T1
2
€33 = T3

Soluzione

Lo stato deformativo € completo, e le equazioni di congruenza da soddisfare sono
sei. Operando le derivate, ¢ possibile ad esempio controllare che ’equazione:

2 2 2
Oeiy  Oefy  Oesy

9 —
0r101y  Ox3  0x?

(9.56)

non ¢ soddisfatta, e quindi il campo tensionale precedente non ¢ deducibile a
partire da una terna di spostamenti di un corpo continuo.
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Capitolo 10

Geometria delle aree

In questo Capitolo si applicano le definizioni di baricentro, momento statico,
momento d’inerzia, etc. ad alcuni esempi di interesse pratico. Il primo esempio
¢ relativo ad un sistema di quattro aree concentrate ai vertici di un rettangolo:
per esso si calcola il baricentro, i momenti principali di inerzia, ed i relativi assi
principali d’inerzia. Poi si esamina una sezione ad L, riguardata come 1’unione
di due sezioni rettangolari, le cui proprieta inerziali si suppongono note, e tale
studio rappresenta il presupposto dell’analisi di flessione deviata riportata in un
prossimo capitolo.

Un terzo esempio, sempre costituito da un’unione di rettangoli, puo rappre-
sentare uno schema di una travata da ponte. Il quarto esempio é relativo ad una
sezione a forma di triangolo isoscele, e fa uso dei risultati relativi al triangolo
rettangolo (supposti anch’essi noti) e la sua importanza pratica risulta di fatto
abbastanza limitata. Tuttavia, questi risultati vengono poi subito utilizzati per
lo studio di una sezione composta da un rettangolo ed un triangolo isoscele.

Infine, 'ultimo esempio tratta il caso di una sezione a semicerchio.

Si fa comunque uso della proprieta distributiva dei momenti statici e dei
momenti di inerzia:

Assegnate N aree A, As,...A,, il momento statico dell’'unione di queste
aree ¢ la somma dei momenti statici delle singole aree, ed analoga proprieta vale
per i momenti del secondo ordine:

N
o (gAi) = ;5(&) (10.1)
I (iﬁlAi> - ZZEI (4,) (10.2)

10.1 Un sistema ad aree concentrate

Si consideri un sistema di IV aree concentrate A;, identificate dalle loro coordi-
nate x1 ed o in un generico sistema di riferimento. L’area totale A del sistema
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¢ la somma delle aree parziali:

A= A4 (10.3)

S\ | =t

so(3)-| "
> Aixa;
i=1

dove S; & il momento statico rispetto all’asse Xj.
La matrice dei momenti di inerzia si definisce come:

N N
S At Y Ay
I22 .[12 i=1 =1
I— — 10.5
(112 m) (105)

N N

2
E A2 5 Az,
=1 =1

dove I11 ¢ il momento di inerzia rispetto all’asse X1, Iso € il momento di inerzia
rispetto all’asse X3, I12 € il momento centrifugo rispetto agli assi X; ed Xs.

Tutto cio premesso, si consideri il sistema di Figura 10.1, costituito da quat-
tro aree disposte ai vertici del rettangolo di base 5 metri ed altezza 3 metri,
con:

10.6
10.7
10.8
10.9

ma = 0.2m2
mp = O.4m2

(10.6)
(10.7)
me = 0.7m? ( )
mp = 0.3m? (10.9)
L’area totale ¢ allora pari a:
A =1.6m? (10.10)
mentre i due momenti statici, rispetto agli assi X; ed X5, sono forniti da:

S; = (0240.7)3=2.7Tm3

3 (10.11)
Sy =(0.740.3)5=5m
Il baricentro del sistema, quindi, avra coordinate pari a:
So 5
TG =4 =1 3.125m (10.12)
S1 2.7
TG = = 6= 1.6875m (10.13)
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X2
T ma mc (]
3
mp Mp - x,;
—— @—
l 5 ]

Figura 10.1: Un sistema di aree concentrate

X2 X26
ma ® mc
G
X16
1.68
mp mp X1
o—

—
—

T 3,125 1

Figura 10.2: Il baricentro del sistema

I momenti di inerzia, rispetto agli assi X; ed X5, sono forniti da:

I = (0.240.7)3% = 8.1m*
Iy = (0.7 +0.3)5% = 25m* (10.14)
I1o = (0.7)5-3 = 10.5m*

Per ottenere i momenti di inerzia baricentrici, relativi agli assi paralleli ad
X1 ed X5, ma passanti per il baricentro del sistema, non resta che applicare il
teorema di Huyghens:

Iy = Iy — Aa3g = 8.1 —1.6- 1.6875% = 3.5437m"
Ihy = Iy — Azfg = 25— 1.6 3.125* = 9.375m* (10.15)
I{, = Iz — Az16m2c = 10.5 — 1.6 - 1.6875 - 3.125 = 2.0625 m*

Si sono quindi indicati con l'apice le tre quantita relative al sistema baricen-
trico.

Esercizi di Scienza delle Costruzioni 215



10.2. LA SEZIONE AD L

Infine, i momenti principali di inerzia sono forniti da:

I, + I -1\
A ikl - (1122> + 1,3 = 10.0308 m*

2 2
(10.16)
I, + 1 I, =1\
I — % _ \/(11222) + 1,2 = 2.8879 m*

mentre la rotazione che occorre assegnare al sistema di riferimento per portarlo
ad allinearsi con gli assi principali di inerzia e fornita da:

¢" = - arctan (| ———— | = 0.307834 (10.17)
2 Iy — Iy

ossia circa 17.63 gradi, in senso antiorario®. Si ha quindi il sistema di riferimento
indicato in Figura 10.3.

X
X2 5 2G
my ] mc
1
G *
X16
1.68
mp mp X1
@—
)| |
I 3.125 I

Figura 10.3: Gli assi centrali di inerzia

10.2 La sezione ad L

Calcolare le coordinate del baricentro ed i momenti di inerzia della sezione ad
L di Figura 10.4.

Soluzione

Si suddivide la sezione nei due rettangoli di Figura 10.5, di base by = 20cm e
by = 60 cm ed altezza hy = 100 cm ed he = 20 cm, rispettivamente. Tale suddi-
visione & ovviamente arbitraria, nel senso che altre scelte sarebbero altrettanto

n forma matriciale, si possono scrivere i momenti di inerzia nel sistema baricentrico:

;o Iy T, \ [ 9375 2.0625
Ii(fiz I, ) =\ 20625 3.5437 (10.18)

ed ottenere i momenti principali di inerzia, assieme alle corrispondenti direzioni principali di
inerzia, equivale al calcolo degli autovalori e degli autovettori di I’.
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A Xy
80

-+~

20
-

100

Tze X1

Figura 10.4: La sezione ad L

legittime. L’area della sezione & fornita quindi da:
A=A + Ay = bihy + byhy = 3200 cm? (10.19)
Per calcolare il baricentro, si calcolino i due momenti statici rispetto ai due assi

A X2

by | by

hy @

@ ||mg

Figura 10.5: La sezione ad L come unione di due rettangoli
di Figura 10.5:

h h
S1= 51"+ 51 = Araled + Aot = b + bohy < = 112000 cm®

b b
Sy = S 4+ 8P = Al + Asa) = bihi 5 + baho <b1 + ;) = 80000 cm?
(10.20)
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da cui le coordinate del baricentro dell’intera figura:

by by
S il 4 b2hs (bl + 2) 80000
= = =25cm

16 =—F = = =
A bihi + baho 3200 (10.21)

hy ho
Tog = é = blhl? - b2h2? = 112000 =35cm
A bihy + baho 3200

Per calcolare i momenti di inerzia rispetto agli assi di Figura 10.5, si puo
scrivere:

bih?  bohd
Iy =19 412 =210 4 =57 = 6.82667 x 10° e’

3
W, e @\2 _ biha  b3hs by’
Iog = Iy’ + Iy " + Ay (%G) =73 ﬁ+b2h2 bl+§ =
3.627 x 10° em?
b1 h h b
Iy = Alxggxgl(; + A2$§2$é28w = b1h151?1 =+ bghg;2 (b1 + 22> =1.6 x 106 cm4

(10.22)

Si osservi che nel calcolo di 15 si € calcolato ’apporto del secondo rettangolo
come somma del momento di inerzia rispetto all’asse verticale passante per il
suo baricentro, e poi si € aggiunto il momento di trasporto secondo Huygens,
mentre nel caso dei momenti centrifughi si & calcolato per ambedue i rettangoli
il solo momento di trasporto, poiche il momento centrifugo baricentrico & nullo.

In riferimento agli assi baricentrici paralleli alla coppia di assi X; ed X si
ha, per la legge di Huygens:

I}, = Iy — Ax3, = 6.82667 x 10° — 320035 = 2.90667 x 10° em*

Ipy = Ipy — Az = 3.62667 x 10° — 320025 = 1.62667 x 10°cm®  (10.23)

I}, = Iy — Az1gag = 1600000 — 3200 - 25 - 35 = —1200000 cm*

Infine, per ottenere i momenti d’inerzia centrali occorre ruotare la coppia di
assi di un angolo ¢* uguale a:

P = L arctan 26 0.54042 (10.24)
2 Iy —1) '

pari a 30.96 gradi. Si ottengono cosi gli assi 1 e 2 di Figura 10.6, e rispetto ad
essi 1 momenti d’inerzia richiesti valgono:

I3, = I}, sin? ¢* + 21}, sin ¢* cos ¢* + I, cos® ¢* = 906667 cm?
I7, = I}, cos® ¢* — 2I}, sin ¢* cos ¢* + I, sin® ¢* = 3.62667 x 10°cm?* (10.25)
IT, = (If, — I}y) sin¢* cos ¢* + I, (cos® ¢* — sin® ¢*) = 0
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A X2

125,

35

Figura 10.6: Baricentro ed assi centrali di inerzia del profilato ad L

10.3 Una travata da ponte

Calcolare le coordinate del baricentro ed i momenti di inerzia della sezione aperta
di Figura 10.7.

A Xy
200 | 500 | 200 !
T T T
30
170
X1
40 40
Figura 10.7: Una sezione da ponte aperta
Soluzione

Si consideri la sezione come composta da un rettangolo di base 9 metri ed
altezza 2 metri, a cui vanno sottratti i tre rettangoli “interni”.In quest’ottica si
ha un’area:

A =900 -200 — 180 - 170 — 460 - 170 — 180 - 170 = 40600 cm? (10.26)
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ed un momento statico rispetto all’asse orizzontale pari a:

170 170 170 .
S1 = (900~200)1007(180~170)77(46(}170)77(180170)7 = 6151000 ¢m?
(10.27)
Il baricentro della sezione ha quindi coordinate:
T1g = 450 cm (10.28)
6151000

= = ]_ 1. ]. .2

Tog 20600 51.5¢em (10.29)

Ovviamente, la prima coordinata discende da proprieta di simmetria.
I momenti di inerzia rispetto agli stessi assi si calcolano come:

900 - 2003 _ 180 1703 460 - 1703 ~ 180- 1703

I, = 3 3 3 3 =1.05711 x 10% em*
(10.30)
9003 -200 1803 -170 4603 - 170
Iy = - — — 460 - 170 - 450%—
3 3 12 (10.31)
1803 - 170 ) o 4
—y 180 - 170 - 810% = 1.08958 x 10'% em
9002 - 2002 1802 - 1702 170
Iy = — — 460 - 170 - 450 — —
4 4 2 (10.32)

170
180 - 170 - 8107 = 2767950000 cm*

Per ricavare i momenti di inerzia baricentrici, si puo utilizzare il teorema di
Huygens

I}, =1 — A%, = 1.05711 x 10° — 40600151.5% = 1.25252 x 10% cm?

Iy = Ipo — Az3g = 1.08958 x 10'Y — 40600450% = 2.67431 x 10° em?

6151000
I,=I,—A = 2767950000 — 40600 - ——— - 450 =0
12 12 T1GT2G 40600

(10.33)

10.4 Triangolo isoscele

Si utilizzino i risultati per il triangolo rettangolo, al fine di calcolare la matri-
ce dei momenti di inerzia per il triangolo isoscele di base B ed altezza H di
Figura 10.8.

Il baricentro della sezione ¢ situato sull’asse di simmetria, e quindi z1¢ =
B/2. Poiche inoltre la sezione pud considerarsi formata da due triangoli rettan-
goli, i cui baricentri sono ad un terzo dalla base, si ha subito xo¢ = H/3. Cid
premesso si puo calcolare il momento d’inerzia I;; rispetto all’asse baricentrico
orizzontale, in quanto esso € somma dei due momenti di inerzia dei due triangoli
rettangoli:

(10.34)
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+ 4 Xy

-+
-

Figura 10.8: Una sezione a triangolo isoscele

Il momento di inerzia o5 rispetto all’asse baricentrico verticale, invece, puo
essere calcolato aggiungendo al momento d’inerzia dei due triangoli equilateri il
relativo momento di trasporto:

B\*H 1B_(1B\?\ B3H
In=2((Z) =+=2H(=2) | = 10.
2 ((2) 36722 (32)) 48 (10:35)

Il momento d’inerzia centrifugo I € nullo, segnalando che gli assi orizzontali
e verticali sono gli assi centrali di inerzia.

10.5 Una sezione composta

Si consideri la sezione di Figura 10.9, in cui B =20cm, b=2.5¢m, H = 10cm
ed H; = 20¢em. Si calcolino il baricentro ed i momenti di inerzia baricentrici.

Calcolo del baricentro

L’area della sezione e pari a:

1
A= BH + 5(B — 2b)H; = 350 cm? (10.36)
mentre il momento statico rispetto all’asse X € pari a:
H 1 2 3
S1=BH | H, + 5 + §(B — 2b)H1§H1 = 7000 cm (10.37)

Ne segue che la coordinata xog € fornita da:

o BH(Hi+ 4y + L(B - 2b0)H, 2H,
¢ BH + L(B—20)H,

=20cm (10.38)

Esercizi di Scienza delle Costruzioni 221



10.6. SEMICERCHIO

X2
B l
1
H
b b
Hi| T+ ++
1 X1

Figura 10.9: Una sezione composta

mentre la coordinata x1¢ € pari a B/2, in quanto il baricentro deve situarsi
sull’asse di simmetria della sezione.

Calcolo dei momenti di inerzia

Rispetto agli assi baricentrici, i momenti di inerzia valgono, per il teorema del
trasporto:

BH? H?
I = + (B - 2b)1—21 = 16666.7 cm* (10.39)
=51 5 (B, T 7,99 et (10.40)
2= 2 g~ oeTeem '

mentre il momento centrifugo sara nullo.

10.6 Semicerchio

Per la sezione a semicerchio di Figura 10.10, calcolare il baricentro ed i momenti
di inerzia baricentrali utilizzando anche i risultati per la sezione circolare.
L’area del semicerchio e fornita da:
TR?

mentre il momento statico rispetto all’asse X; puo calcolarsi come:

Borm 2R3
S1 :/ / rsin(@)Rd0dr = — (10.42)
o Jo 3
e quindi:
4R
P26 = 5 (10.43)
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\)(2

Figura 10.10: Una sezione a semicerchio: baricentro ed assi centrali

Il momento di inerzia rispetto all’asse orizzontale baricentrale puo allora

calcolarsi come:

1 7R*
[ =-—
=5

_ wR? (4R\® wR' 8R!
2 \3r) 8

4
SH (10.44)

97
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Capitolo 11

Flessione deviata

In questo capitolo si studia un profilato sottile senza proprieta di simmetria,
soggetto ad una coppia flettente ad asse di sollecitazione orizzontale. Poiche
tale asse non coincide con un asse principale di inerzia della sezione retta, si &
in presenza di un caso di sollecitazione di flessione deviata.

L’analisi viene affrontata utilizzando la nota formula binomia, ed a far cio si
studia preventivamente la sezione, identificando il baricentro, i momenti centrali
d’inerzia, ed i relativi assi principali di inerzia. Cio fatto, la coppia applicata
viene scomposta secondo tali assi, e la flessione deviata viene interpretata come
somma di una flessione retta nel piano e di una flessione retta fuori del piano,
in modo da ottenere lo stato tensionale per sovrapposizione degli effetti.

11.1 Un profilato sottile

Si consideri una trave con sezione retta fornita dal profilato di Figura 11.1,
soggetta ad una coppia flettente con asse di sollecitazione orizzontale.

Il calcolo delle caratteristiche di inerzia
Si studia preventivamente il profilato al fine di:
e calcolare il baricentro della sezione
e calcolare la matrice dei momenti di inerzia baricentrali
e calcolare i momenti di inerzia centrali, insieme alle direzioni centrali di

inerzia

Il calcolo del baricentro

Si divida la sezione nei quattro rettangoli di Figura 11.2, e si definiscano — per
speditezza di calcolo — quattro vettori:
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100

25

50

Figura 11.1: 1l profilato sottile in esame

bT = {4,42,4,31} contenente le basi dei rettangoli
hT = {25,4,100,4} contenente le altezze dei rettangoli
dfl = {12.5,2,50,98} contenente le distanze dei baricentri dei rettangoli dal-

I'asse orizzontale X

dfz = {48,25,2,19.5} contenente le distanze dei baricentri dei rettangoli dal-

I’asse verticale Xo

Con queste definizioni, si possono calcolare immediatamente l'area della

sezione retta ed i due momenti statici rispetto agli assi X; ed Xo:

226

4
A= th =792 mm?
=1
4
Sy = Y _ bihida,; = 33738 mm® (11.1)
i=1
4

Ses =D bihidy,; = 12218 mm?

i=1

Ne segue che le coordinate del baricentro saranno fornite dalle formule:

Sz = 15.4268 mm

rGglr =

b

(11.2)

n

Tao = ZI = 42.5985 mm

Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 11. FLESSIONE DEVIATA

X2

I 31 I

@

1e0| | (3

@@ 25

X1

42

Figura 11.2: T quattro rettangoli in cui € scomposta la sezione, e gli assi di primo
riferimento

Il calcolo della matrice dei momenti di inerzia baricentrali

Si inizi a calcolare i momenti di inerzia rispetto agli assi di primo riferimento
X7 ed X5. A cio fare, si calcolano — rettangolo per rettangolo — i momenti
di inerzia rispetto ai propri assi baricentrali, aggiungendo poi il momento di
trasporto.

4 2

bih}
L= =t + ) bihidy,; =2.54612 x 10° mm* (11.3)
i=1 =1
G -
Ip=>Y_ o+ > bihidy,; = 419444 mm* (11.4)
i=1 i=1
4
Ny = bihidy,idy,; = 345364 mm* (11.5)

i=1

Infine, si usa il teorema di Huyghens per calcolare i richiesti momenti di
inerzia baricentrici:

IS = I, — Az, = 1.10894 x 10% mm?*
1S, = Iy — A2, = 230960 mm* (11.6)

I1Gz =Ty — Azgizge = —175104mm*
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Il calcolo dei momenti di inerzia centrali e delle rispettive direzioni

Assegnata la matrice dei momenti di inerzia baricentrali:

_( L2 Lz _ [ 230960 —175104
I= ( Ly In ) - ( —175104 1.10894 x 10° ) (11.7)

I’equazione secolare si scrivera:
A2 — Tr(I)A + Det(I) = 0 (11.8)
con radici:

A = I = 1.14257 x 108

(11.9)
Ay = I = 197325

La matrice dei momenti di inerzia € allora divenuta:

(L, 0\ _ [ 197325 0
I‘< 0 I )‘( 0 1.14257 x 10° ) (11.10)

Le rispettive direzioni centrali si ottengono risolvendo i due sistemi:

(Ie2 — i) na1 + Iionor =0

(11.11
Ipini + (I1y — I)no1 =0 )
ossia, numericamente:
911611n41 4+ 175104n91 =0
M 2 (11.12)
17510477/11 + 33634.4%21 =0
con soluzione normalizzata ny = (—0.1886,.9820), e:
Ioo — Io)nqo 4+ I19n9e =0
(Izg — Iz) n1g + I1ama0 (11.13)
Ipinig + (I1n — I2) na = 0
ossia, numericamente:
33634.4n11 — 175104091 =0
M 2 (11.14)

175104n;; — 911611ny; =0

con soluzione normalizzata n;; = (0.9820,0.1886).

Ne segue che la prima direzione principale sara inclinata, rispetto all’asse
orizzontale, di un angolo ¢ pari a 0.189771 radianti, ossia circa 10.87 gradi,
ottenendo gli assi centrali di inerzia riportati in Figura 11.3.
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42.6

+— \
15.42

Figura 11.3: Gli assi centrali di inerzia

Il diagramma delle tensioni

Come detto, I'asse di sollecitazione si suppone orizzontale, e quindi I'asse m
della coppia & verticale, per cui la coppia, negativa, é diretta verso il basso.
Scomponendo M = —10000 kg mm lungo i due assi centrali di inerzia si avranno

le due coppie:
My = Mcos(¢) = —1886.34 kg mm (11.15)

Mo = M cos(¢p) = —9820.47 kg mm (11.16)

e potranno studiarsi separatamente le due flessioni rette secondo gli assi centra-
lile?2.

Nel primo caso si ottiene il diagramma di Figura 11.4. I due punti signi-
ficativi in cui la tensione assume i valori estremi sono i vertici 2 e 10. Le
coordinate di 2 nel riferimento originario sono (xs1,z22) = (50,0), sicché nel
riferimento traslato nel baricentro si hanno le coordinate (50 — zg1 , —zg2) =
(34.5732, —42.5985), e nel riferimento centrale si avranno le coordinate:

a1\ cos¢p sing 34.5732 _ 25.917 (11.17)
99 )\ —sing cos¢ —42.5985 |~ \ —48.3554 ’
La formula di Navier:

M
033 = Tllfz (11.18)

fornisce allora nel punto 2 la tensione normale positiva:

@ —1886.34

— O (L 4R.3554) = 0.0798329 kg mm > 11.19
735 = 114257 x 106" ) gmin (11.19)
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-0.098 Kg mm 2 |

0.079 Kg mm~2

Figura 11.4: La flessione retta secondo l’asse 1

Nel punto simmetrico 10 invece, le coordinate originarie sono (0, 100), quelle
baricentriche sono (—15.4268,57.4017), e quindi nel riferimento centrale il punto
10 avra coordinate (—4.32195, 59.281). Infine, dalla (11.18) si ottiene la tensione:

10y —1886.34

933 = Tao57 « 108 00281 = —0.0978707 kg mm (11.20)

Nel secondo caso, come si deduce dalla Figura 11.5, servono le coordinate
del punto 1, e del punto 3. Con lo stesso procedimento illustrato in preceden-
za si hanno le coordinate baricentriche del punto 1 come (0 — zg1,0 — 2g2)=
(—15.4268, —42.5985), e quindi le coordinate, nel sistema di riferimento centrale:

i1 ) cos¢ sing —15.4268 \ [ —23.1853 (11.21)

12 )\ —sing cos¢ —42.5985 |\ —38.9237 ’
mentre le coordinate baricentriche di 3 sono fornite da (50 — zg1,25 — xg2) =
(34.5732, —17.5985), e quindi nel sistema di riferimento centrale:

&1\ _ cos¢ sing 34.5732 _ 30.6329 (11.22)
32 )\ —sing cos¢ —17.5985 |~ \ —23.8042 ’
Seguono le tensioni fornite dalla formula di Navier:

M.
o33 = —1—251 (11.23)
2
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A X2

~1.15 Kg mm2 1.525 Kg mm 2

Figura 11.5: La flessione retta secondo 'asse 2

per la flessione fuori del piano. Nei punti 1 e 3 si ha:

9820.27
ol = 22220 (L 93.1853) = —1.15380 kg mm 2
197325 (11.24)
(3) 9820.27 2 -2 .
_ 6329 = 1.52451
035 197395 30.6329 52451 kg mm

L’equazione dell’asse neutro

Utilizzando il principio di sovrapposizione degli effetti si ha, secondo la formula
binomia;:

M, My
g= ot — 226 =0 11.25
o33 = . &2 T &1 ( )
e quindi:
188634 982027
_ = 11.26
114257 x 10622 T 197325 (11.26)
ossia:
€ = 30.1442¢, (11.27)
e quindi I’asse neutro forma con ’asse 2 ’angolo pari a:
tan (nay) = S b 0331738 (11.28)
& 30.1442
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e quindi I’angolo ¢ = nzs = arctan(0.0331738) = 0.0331617, pari a 1.9 gradi.
Il diagramma finale delle tensioni

Per il calcolo del diagramma finale, si calcolano le tensioni nei vertici, e si ottiene,
per sovrapposizione degli effetti:

A XZ

~1.09 Kg mm2 M 1.564 Kg mm2

1
1
1
1
1
1
1

n

Figura 11.6: Lo stato tensionale finale

o35 = 0.0642615 — 1.15389 = —1.08962 kg mm 2

025 = 0.0798329 + 1.28984 = 1.36967 kg mm >

o35 = 0.0392998 + 1.52454 = 1.56384 kg mm >

035 = 0.0380541 4 1.32904 = 1.36709 kg mm 2

055 = 0.0721019 + 1.13189 = 1.20399 kg mm > (11.29)
055 = 0.0590219 — 0.920837 = —0.861815 kgmm 2 '
043 = —0.0901396 — 0.0571482 = —0.147288 kg mm >

055 = —0.0804854 4 1.45796 = 1.37748 kg mm 2

095 = —0.0869707 4 1.49551 = 1.40854 kg mm >
039 = —0.0978706 — 0.215094 = —0.312965 kg mm >

e lo stato tensionale ¢ disegnato in Figura 11.6.
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Taglio

In questo Capitolo si studiano alcune sezioni rette soggette a sforzo di taglio,
utilizzando la teoria approssimata di Jourawsky per tracciare il diagramma delle
relative tensioni tangenziali.

I primi due esempi riguardano una sezione T, la prima da considerarsi tozza,
mentre nel secondo caso la geometria consiglia di calcolare anche le tensioni
tangenziali nelle ali, ed in particolare agli attacchi tra ala ed anima. Altri due
esempi mostrano una sezione retta costituita da tre rettangoli.

Il quarto esempio mira ad illustrare 'importanza della scelta della corda su
cui calcolare la tensione tangenziale: si tratta di una sezione quadrata solle-
citata lungo una diagonale, per cui una scelta “ banale” della corda porta ad
un diagramma tensionale inaccettabile, laddove una seconda, piu logica, scelta
soddisfa egregiamente i requisiti di continuita.

Si passa poi a studiare una sezione triangolare ed una sezione circolare, per
poi dedicarsi allo studio della sezione a C, la cui forma non simmetrica impone
di dedurre accuratamente il centro di taglio.

12.1 Sezione compattaa T

Disegnare il diagramma delle tensioni o3, e calcolare il valore della o93 massima
per la sezione compatta di Figura 12.1.

Soluzione

1. Calcolo baricentro — Il baricentro G della sezione sara situato sull’asse di
simmetria verticale. Per identificare la sua altezza, si calcola 'area A della
sezione, ed il momento statico S; rispetto ad un asse orizzontale passante per
la base inferiore. Sara:

A=3L?

L (12.1)

L 7,
Sl—QLXLX(L+2)+LXL2—2L
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Figura 12.1: Una sezione compatta a T

da cui 'altezza del baricentro:

ST

2. Calcolo momento d’inerzia baricentrico dell’intera sezione — Si calcola il mo-
mento di inerzia della sezione considerandola costituita da un rettangolo supe-
riore di base 2L ed altezza L, e da un quadrato inferiore di lato L. Per ciascuno
di essi si calcola il momento baricentrico, e si aggiunge il momento di trasporto:

L’ 3. 7 \* I3 7L\ 11
Ii=2L—+2L*x (=L——L L—=+L*x|-L-=] =—L* (12.
n=sb x(2 6>+12+ X<6 2) pl (123
3. Calcolo del momento statico — Se la corda generica AB, a distanza zo dal
baricentro, interseca il rettangolo superiore, allora il momento statico dell’area
Y rispetto all’asse X baricentrico ¢ fornito da:
7 L 7 1/7 25L3
S =LxLx|—-L——=|+(=L—-L|x2L=|=-L—1L 72L><932Q:77Lx§
6 2 6 2\6 2 36
(12.4)
mentre se la corda interseca il quadrato inferiore, si ha:

7 (7 49L°  La}
"=Lx|=-L- —(=L— = - =2 12.
S] X <6 a:2> X <2 <6 x2> +ZE2) = 5 (12.5)

Ne segue che la tensione tangenziale os3 € fornita, nei punti del rettangolo
superiore, da:

TS, T (25L%— 36x3)

= = 12.6
7% = 90,1 66L4 (12.6)
mentre nei punti del quadrato inferiore si ha:
TS! T (49L% — 3622
023 L— ( 1172) (12.7)

T IuL 66L*
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4. Tracciamento del diagramma — Qualitativamente, il diagramma avra anda-
mento parabolico, annullandosi agli estremi, con una discontinuita in corrispon-
denza dell’attaccatura tra rettangolo e quadrato. Il valore delle tensioni cresce
fino all’asse baricentrico, dove il diagramma ha tangenza verticale, per poi de-
crescere lungo la parte inferiore della sezione. Il valore massimo della tensione

si raggiunge sulla fibra superiore del quadrato, dove x5 = g:
8 T T

mentre lungo la fibra inferiore del rettangolo vale la meta di questa. In corri-
spondenza della fibra baricentrica, si ha xo = 0, e quindi:

BT o3t (12.9)
023bar = 66 L2 ~ U. 12 .

Il diagramma si presenta come in Figura 12.2.

L
X1 G
L
VXZ
1 L/2 L 1 L/2
T T T T

Figura 12.2: 1l diagramma delle 23

12.2 Profilatoa T

Per la sezione di Figura 12.3, calcolare la tensione tangenziale massima nell’ala
e nell’anima.

Soluzione

1. Calcolo baricentro — Il baricentro G della sezione sard situato sull’asse di
simmetria verticale. Per identificare la sua altezza, si calcola 'area A della
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Figura 12.3: Un profilato a T

sezione, ed il momento statico S; rispetto ad un asse orizzontale passante per
la base inferiore. Sara:

A =2Bs
B (12.10
SlzBs(B+f)+Bs— )
2 2
da cui 'altezza del baricentro:
S 1

2. Calcolo momento d’inerzia baricentrico dell’intera sezione — Si calcola il mo-
mento di inerzia della sezione considerandola come costituita da un rettangolo
superiore (ala) di base B ed altezza s, e da un rettangolo inferiore (anima) di
base s ed altezza H = B. Per ciascuno di essi si calcola il momento baricentrico,
e si aggiunge il momento di trasporto:

3 2 H3 H\?
I =B + Hs (H+f—yG) +s—— +sH <yG—> -
12 2 12 2
: (12.12)
2 2
T (5B + 6Bs + 5s?)

3. Calcolo della massima tensione tangenziale nell’ala — Il massimo valore della
tensione tangenziale nell’ala si raggiunge all’attacco tra 'ala e ’anima, quindi
lungo le corde a — a e b — b. Si calcoli allora il momento statico dell’area X’
ombreggiata rispetto all’asse orizzontale baricentrico (cfr. Figura 12.4):

S;:s(f—;> (B+3 - uc) :é(B—s)s(B—ks) (12.13)
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T
| |
| |
| | S
| |
—
a b
- G
X1
B
X2
——
++
1 B L
T T

Figura 12.4: 11 calcolo della tensione all’attacco tra ala ed anima

T
S
< Sl c
X1
B
X2
< 1
} 5 }

Figura 12.5: 1l calcolo della tensione massima nell’anima
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Ne segue che la tensione tangenziale o3 € fornita, nei punti delle corde a —a
eb—0b, da:

TS, 3(B—s)(B T
_T8 _ 3B-s)(B+s) T (12.14)
Iiys  (5B2 +6Bs + 5s2) Bs

023

4. Calcolo della massima tensione tangenziale nell’anima — La tensione tangen-
ziale nell’anima raggiunge il valore massimo in corrispondenza della corda bar-
centrica ¢ — ¢. Si calcoli allora il momento statico dell’area Y’ ombreggiata
rispetto all’asse orizzontale baricentrico (cfr. Figura 12.5):
v _ 1 3B 42 (12.15)
2 32

Ne segue che la tensione tangenziale oo3 € fornita, nei punti della corda c—c,
da:

S| = sya

TS, 33B+s)? T
_ 101 = 12.16
728 = Ts  4(5B+ 6Bs + 552) Bs (12.16)

12.3 Sezione a tre rettangoli

Si consideri la sezione di Figura 12.6. Per essa, disegnare il diagramma delle
tensioni g3, e calcolare il valore della 093 massima.

Si suddivide la sezione nei tre rettangoli di Figura 12.7, le cui aree e momenti
di inerzia baricentrici sono, rispettivamente:

2L)3
A =2L7 I = L(
1 1 12
2L)3
Ay =6L% I, = 3L( 12) (12.17)
L3
_ 2 _ -
Ag =2L I, =2L D

1. Calcolo baricentro — Il baricentro G della sezione sara situato sull’asse di
simmetria verticale. Per identificare la sua altezza, si calcola l'area A della
sezione, ed il momento statico S; rispetto ad un asse orizzontale passante per
la base inferiore. Sara:

A=10L?
L 3 (12.18)
S1=A L+ Ay(L+2L) + A §+4L =29L
da cui 'altezza del baricentro:
S 29
= =" 12.1
ve =71 =1 (12.19)

2. Calcolo momento d’inerzia baricentrico dell’intera sezione — Si calcola il mo-
mento di inerzia della sezione considerandola come costituita dai tre rettangoli
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2L

-
-

2L

2L

-+
-+
-4
-

Figura 12.6: Una sezione compatta costruita assemblando tre rettangoli

2L

@ 2L

-
-
-
-

Figura 12.7: La sezione di Figura 12.6 vista come insieme di tre rettangoli
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di Figura 12.7:

L\? 457
I = L+A; (yg — L)+ I+ Ay (yo — 3L)°+15+As (yG — 4L — 2) = %L“
(12.20)

3. Calcolo del momento statico — Occorre distinguere tre casi:

Caso A La corda interseca il rettangolo superiore (Figura 12.8). Calcolando,
per semplicitd, il momento statico del complemento di ¥/ si ha:

h 44113
dove l'altezza h ¢ fornita da:
h=5L—yg — x2 (12.22)

Caso B La corda interseca il rettangolo centrale (Figura 12.9). Si ha:

h 100313  3Lax3
T=A — L)+ 3Lh — | = -2 12.2
S 1 (e )+3 (zz + 2) 200 5 (12.23)
con:
h=yg—2L — (12.24)

Caso C La corda interseca il rettangolo inferiore (Figura 12.10). Si ha:

(12.25)

yg—x2> s’ Lad

St/ = Ly ) (2 + 22 .

4. Calcolo della tensione tangenziale — Nei tre intervalli in cui la corda & costan-
te si ha, rispettivamente:

s/ 3

=T = 441L% —10023) T 12.2
928 =191, L~ 914014 ( 0023) (12.26)
Si/ 1 2 2
=T = 1003L2 — T 12.2
023 5T, — 9140L7 (1003 3003) (12.27)
S/// 3
oo3 =T (841L% — 10023) T (12.28)

L 9140L4

e quindi il diagramma si presenta come in Figura 12.11.
5. Calcolo dei valori notevoli — Il valore massimo viene attinto sulla corda che
separa il rettangolo inferiore dal rettangolo centrale, e vale:

Sy 14T T

— o —2L) = — 1~ 0.249— 12.29
IuL(x2 vy )= 5712 L2 (12.29)

023mazx = T
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2L
.G Th
ar----------- a T
X2
G 1
X1
X2
Y6
L L L

Figura 12.8: Caso A — La corda taglia il rettangolo superiore

2L
—

Figura 12.9: Caso B - La corda taglia il rettangolo centrale

2L
+—

X2

Y6

Figura 12.10: Caso C - La corda taglia il rettangolo inferiore
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2L

1T

-+
-+
-+
-+

Figura 12.11: Il diagramma delle o23

Significati sono anche i valori sulla corda baricentrica e sulla corda che separa
il rettangolo centrale dal rettangolo superiore:

s 1003 T T
ar = Til = = ——— ~0.11— 12.30
723b 51,1 2 =0 = g0z © O (12.30)
s 48 T T
up =T —2— (19 =yo — 4L) = — — ~ 0.105— 12.31
o23sup = Ty 7 (@2 =y )= 5712 12 (12.31)

6. Verifica dell’equilibrio — La risultante delle tensioni dovra essere pari alla
forza di taglio applicata T'. Ed infatti si puo verificare che:

phmve 3T ( 2 2)
2L / — =" (441L2 — 100y?) dy+
b—ye 9140L*

thove 2 2
3L —_(1003L2 — 30042) d
/QL_y o1a0z% ( v) dyt
¢ (12.32)

2L—yc 3T 5 9
L 2 (841L2 — 100y2) dy =
/_yG g110L7 v) dy

53 270 134
<457+457+457>T—T

12.4 Sezione a tre rettangoli

La sezione di Figura 12.12, ai fini del calcolo delle tensioni tangenziali, puo
riguardarsi come costituita da un rettangolo superiore, di base 2L ed altezza L,
da un rettangolo centrale, di base 4L ed altezza 2L, e da un rettangolo inferiore
uguale al rettangolo superiore. A parte le dimensioni, essa ¢ quindi equivalente
alla sezione dell’esempio precedente.
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Out[432]= 2L

L 2L L

-+
-
-+
-+

Figura 12.12: Una sezione compatta

Le coordinate del baricentro sono note:
ra =2L

v — 21 (12.33)

Il momento di inerzia dell’intera sezione rispetto all’asse orizzontale baricen-
trico e allora fornito da:

I3 L\? 2L)3 L3 L\?
111_2L12+2LL(L+2) +4L( ) +2L12+2LL(L+2) =121*

12
(12.34)
Se la corda interseca i due rettangoli superiori, il momento statico dell’area
ad essa sottostante, rispetto all’asse orizzontale baricentrico sara fornito da:

2L—$2

S! = 2L (2L — x2) (m + =

) =4L% — La3 (12.35)
mentre se interseca il rettangolo centrale si avra:
L L—

S = 2LL (L + 2) +4L (L — x2) (.IQ + (2”;2)> =5L% - 2Lx3 (12.36)

Se infine la corda interseca il rettangolo inferiore, si avra:

3L—x2

Siﬂ =2L (3L - .’EQ) (xQ + 5

) =413 — La? (12.37)

Nei tre intervalli in cui la corda € costante si ha, rispettivamente:
St 4L — x%T

oI L 244
Sy 5L2 — 222

0'23:T

=T = 12.38
72 =131 ASLA (12:38)
S 4L2 _ I‘Q
=T = 2T
OB =TT 24Lf
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[

-+
-+
-
-

Figura 12.13: 1l diagramma delle a3

e quindi il diagramma si presenta come in Figura 12.13: si noti la simmetria
del diagramma, dovuta al fatto che i due rettangoli superiori possono riguar-
darsi come un singolo rettangolo di base 2L, e quindi equivalente al rettangolo
inferiore.

Il valore massimo viene attinto sulle corde che separano il rettangolo centrale
dai corpi inferiore e superiore, e vale:

St Sy T T
maz =1 =-L)T= =L)=— =0.125— (12.39
o2 T T =5n,z =D =3 rz (1239
Significativo & anche il valore sulla corda baricentrica:
Sy 5T T
=T =0)= —— ~0.104— 124
723b 1,1 P2 =0 = gz~ 0104 (12.40)

Infine, I'equilibrio alla traslazione verticale & soddisfatto, in quanto:

e 412 — g2 Shmve 512 — 2y
2 (2L Y pay | 4L 0 Y gy =
( /BLyG 2414 y) + / ASLA Y

L-ve (12.41)
5 13
2 + )T =T
( 36 " 18)

12.5 Quadrato sollecitato lungo una diagonale:
prima soluzione

Un caso particolarmente significativo e riportato in Figura 12.14, ed ¢ ripreso da
T. Cavallina, E. D’Anna FEsercizi di Scienza delle Costruzioni, Patron Editore,
Vol.I. Si tratta di una sezione romboidale, soggetta ad una forza tagliante di-
retta secondo una diagonale. In questa sezione, si vogliono calcolare le tensioni
tangenziali agenti sulle corde parallele all’asse orizzontale Xj.
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T
B -+
H
A C +
H
D -
3 H 3 H 3
T \§ A §

Figura 12.14: Una sezione quadrata sollecitata lungo la diagonale

Soluzione — Il baricentro ¢ immediatamente calcolabile, essendo situato all’in-
crocio delle due diagonali. Il momento di inerzia dell’intera sezione rispetto
all’asse baricentrico puo calcolarsi riguardando la sezione come somma dei due

triangoli ABC ed AC'D. Si ha allora:

H3 1 H\? ©*
In=2(2H=—) +2(22HH) (=) = = 12.42
e () o () o

Il momento statico dell’area sottostante ad una generica corda appartenente
al triangolo inferiore si puo scrivere, a partire dalla Figura 12.15, come:

b b 1
Si = §(H—$2)dGG/ = §(H—$2) ($2+3(H—.T2)) =
) (12.43)
6 (H — .172) (H + 2.272)
e quindi le tensioni su quella corda valgono:
T
093 = ﬁ (H — 31‘2) (H + 21‘2) (12.44)

Le tensioni o935 raggiungono il valore massimo in corrispondenza del punto di
tangenza verticale, ossia dove si annulla la derivata:

d (ii) _ % (é (H — ) (H + 2:1:2)) _ % (H — 4z») (12.45)

dﬂ?g

e quindi in H/4. Su tale corda si ha:

023max — Eﬁ (1246)

Esercizi di Scienza delle Costruzioni 245



12.5. QUADRATO SOLLECITATO LUNGO UNA DIAGONALE: PRIMA SOLUZIONE

X2

H-x>

-+

Figura 12.15: 1l caso della corda parallela all’asse orizzontale

laddove la tensione sulla corda baricentrica vale:

17T
023bar = iﬁ (1247)

Infine, il diagramma si viene a completare per simmetria nella parte supe-

riore, come illustrato in Figura 12.16.

lT

B

pr

H/4
H/4

(@]
“UUNWRR
4
hd

-+
-+

+

Figura 12.16: Il diagramma delle o23

Il diagramma delle 13 — Sui punti del contorno la tensione tangenziale dovra

essere tangente al contorno stesso, quindi dovra essere:

013 — 023 (12.48)
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lungo i bordi AB e CD, e
013 =— —023 (1249)

lungo i bordi BC' e AD. Infine, la 013 variera linearmente lungo la corda,
annullandosi sull’asse verticale. Per utilizzare la formula di Kharlab, si consideri
che la lunghezza della generica corda b puo esprimersi in funzione della sua
distanza xo dal baricentro come:

b((EQ) = 2(H — :L‘Q) (1250)
e quindi potra scriversi:
013 = —2023% (12.51)

Nel punto generico della generica corda relativa al triangolo inferiore, la
tensione tangenziale sara diretta verso il punto D, mentre nel generico punto
della generica corda relativa al triangolo superiore, la tensione tangenziale sara
diretta verso il punto B, come riportato in Figura 12.17.

013 013

-
-
-

Figura 12.17: Il quadro tensionale completo delle 7,

12.6 Quadrato sollecitato lungo una diagonale:
seconda soluzione

La stessa sezione romboidale, soggetta ad una forza tagliante diretta secondo una
diagonale, viene ora studiata, come suggerito da Cavallina e D’Anna, calcolando

le tensioni tangenziali sulle corde parallele ai lati del rombo (cfr. 12.18). Si
suddivide quindi lo sforzo verticale T nelle due componenti T; e T;, secondo i
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lati BC' ed AB. Si traccia poi il diagramma delle tensioni tangenziali in presenza
di T}, utilizzando corde parallele al lato BC. Analogo studio puo condursi per
la forza Tj.

B -+
H
A c+
H
D -
3. H 3 H 3
T T T

Figura 12.18: La stessa sezione, caso delle corde parallele ai lati

Soluzione — Il momento statico dell’area tratteggiata rispetto all’asse [ & fornito
da (cfr. Figura 12.19):

S =1L L) (mel(E_p :£(L2—4m2) (12.52)
2 2\ 2 8

e quindi la tensione o3, ¢ fornita da:
TS| TS, 3T 9 9 6T <L2 2)
O3m = = = L —4m*) = — —-m 12.53
= T0L T VAL avali | )=\ (12.53)
Ripetendo I'analisi in presenza di Tj, ed utilizzando corde parallele ad AB,

si ottiene un identico risultato, e sovrapponendo gli effetti si ha una tensione
tangenziale diretta secondo la verticale, che equilibra la forza verticale T', e pari

3T (L2 3T

Con questo approccio, quindi, I’andamento delle o253 € fornito da una singola
parabola, eliminando la strana gobba del diagramma di Figura 12.16.

12.7 Sezione triangolare
La sezione triangolare di Figura 12.20, di base B ed altezza H, e soggetta alla

forza tagliante T' in sommita. Calcolare le tensioni tangenziali oo3 e 013 sulle
corde orizzontali.
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Figura 12.19: 1l calcolo del momento statico rispetto all’asse [

Soluzione — Le coordinate del baricentro sono ben note, cosi come & noto il
valore del momento di inerzia I rispetto all’asse X; baricentrale:

I =

12.55
%6 (12.55)

Resta da calcolare il momento statico dell’area sottostante la corda generica
rispetto allo stesso asse. In questo caso, e preferibile calcolare il momento statico
dell’area sovrastante la corda, e considerare che esso e 'opposto del momento
statico desiderato. A partire dalla Figura 12.21 puo scriversi:

1 2
Si = §b (3H+l‘2> dG’G’ =

%b @H + 1‘2) (; (1‘2 + zH) + (ZI - x2> - ]3{) = (12.56)

L (H = 325) (2H + 325)
27
Ne segue l’espressione della tensione tangenziale:
4T
093 = 3BHD (H — 3.1‘2) (2H + 3.’172) (12.57)
e quindi 'andamento del diagramma risulta parabolico, come illustrato in Fi-
gura 12.22.

Per il calcolo del massimo valore delle o3, si identifica la corda su cui il
diagramma presenta pendenza verticale:

d (Sbi) =0 (12.58)

dxy
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Figura 12.20: Una sezione a triangolo isoscele

ossia si calcola il valore di x5 per cui:

d
— (H — 3xz2) (2H + 323) =0 (12.59)
dl’g
ottenendo:

H
Tomar = — — (12.60)

6

Ne segue il valore della tensione tangenziale massima:

T

023max = 3BH (1261)

In corrispondenza della corda baricentrica si ha un valore leggermente infe-
riore, come riportato in Figura 12.23:

8 T
3BH
L’andamento delle tensioni o713 — Su ciascuna corda orizzontale la tensione o3

varia con legge lineare. Agli estremi, la tensione tangenziale 7, & diretta secondo
il contorno, e quindi nel punto di sinistra si ha:

O93 Max = (12.62)

O13sin = 023 tan(a) (12.63)

dove « € fornita da:

ay = arctan( (12.64)

o)
Nel punto di destra si ha:

O13des = 023 tan(ae) = —0134in (12.65)
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-
-

Figura 12.21: 1I calcolo del momento statico

In mezzeria, evidentemente, la 013 si annulla. In ogni altro punto della corda,
la tensione 7, € diretta verso il vertice del triangolo.

Se si vuole utilizzare la formula di Kharlab, occorre calcolare 1’espressione
analitica della generica corda b(z3) situata a distanza x5 dal baricentro. Una
semplice proporzione geometrica permette di scrivere:

B _ _blza) (12.66)
=3 .
H -H + X9
3
e quindi:
B 2
= —(=H 12.
Ne segue:
db B
— == 12.68
dl‘g H ( )
e la formula di Kharlab fornisce:
B T
= —— 12.
013 023H b(xg) ( 69)

12.8 La sezione circolare

Si vuole ora studiare la sezione circolare, di raggio R, illustrata in Figura 12.24.
Per essa, il baricentro e situato al centro del cerchio, mentre il momento d’inerzia
¢ pari a:

TR
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£

-
-

Figura 12.22: Il diagramma delle o3
T

BH

5 e
sz

-4
-
-

-+

Figura 12.23: I valori notevoli

La generica corda AB, a distanza x5 dall’asse X, ha lunghezza b (x5) pari

b(xs) = 24/ R? — 22 (12.71)

Occorre ora calcolare il momento statico dell’area X/ sottostante alla corda
AB. Considerando che ¥/ puod essere vista come la differenza tra il settore

circolare OAB ed il triangolo OAB (cfr. Figura 12.25), si potra calcolare 'area
come:

Y = aR? — R? cos(a) sin(a) (12.72)

Il baricentro del triangolo OAB si trovera a distanza yg; dall’asse Xi:

2 2
ye1 = g2 = chos(a) (12.73)
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X1

X2

Figura 12.24: La sezione retta circolare

mentre il baricentro del settore circolare @ si trovera a distanza ygo dall’as-
se Xq:

2 2 _sin(a)
=—-x9=-R
YG2 3962 3 o
Ne segue, per la proprieta distributiva del baricentro, che il baricentro di X’

si trovera a distanza yg dall’asse X1, dove:

(12.74)

aR? — (R? cos() sin(a 2 Rsi 3
o () v (R vor 2 Renla
X! 3 a — cos(a) sin(«)
Infine, il richiesto momento statico e pari a:
l T
R
X2
B
Figura 12.25: 1l calcolo del momento statico S’
S =Yyg = Zps sin(a)® = L (12.76)
¢T3 12 ‘
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La formula di Jourawsky fornisce quindi :

Th? Th? 4T (R? — 22
= = _AT(R ) (12.77)
12[11 37TR4 3 7TR4

023

Per ottenere la componente o13 si applica la formula di Kharlab, per cui
occorre calcolare:

db i)
— =—4— 12.78
dl‘g b ( )
Ne segue:
db x T 4 T
= _—— = —— =—— 12.79
R A T (12.79)

12.9 La sezione a C

Le sezioni considerate finora possedevano un asse di simmetria verticale, e la
forza tagliante T agiva lungo quest’asse. Non sorgeva quindi alcun momento
torcente aggiuntivo, e nemmeno tensioni tangenziali ad esso dovute. In altri
termini, il centro di taglio giaceva sull’asse di simmetria, e la forza applicata
passava per esso.

Si consideri ora, invece, la sezione retta a forma di C, illustrata in Figu-
ra 12.26, con ali larghe B e con anima alta H. Lo spessore delle ali sia pari a t,
lo spessore dell’anima sia d. La sezione sia soggetta a forza di taglio baricentrica
diretta lungo ’asse X5 , sicche I’asse neutro flessionale coincide con 'asse Xj.

T 1t
H/2

X1 G

H/2

Figura 12.26: La sezione retta a C soggetta a taglio verticale
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Lo stato tensionale nelle ali

Considerando la sezione come un insieme di tre rettangoli, si inizi a determinare
lo stato tensionale tangenziale nelle ali. Per esse conviene considerare corde
parallele all’asse X5: data infatti la loro minore lunghezza rispetto a corde
parallele all’asse X; lo stato tensionale su tali corde sara sicuramente piu si-
gnificativo. Scelta allora una corda generica a distanza &; dall’estemo di destra
dell’ala inferiore, si puo enucleare subito I'area ¥’ di cui calcolare il momento
statico rispetto all’asse baricentrale X;. Dalla Figura 12.27 si ottiene:

A
T 1t
H/2
X1 G .
l H t
H/2 X, & 57>
4t
m
! i
V1
R e E—
B

Figura 12.27: La corda parallela all’asse X5 per il calcolo delle tensioni nelle ali

H t
1= - —= 12.
51 =1t& (2 2) (12.80)
e quindi la tensione o,,3 ¢ fornita da:
155 T
e = - (H—t 12.81
om3 =75 2111( )é1 ( )

Si noti che ora l’asse m viene a coincidere con l'asse X7, quindi la tensione
om3 precedente e pari alla componente cartesiana o13. Essa varia linearmen-

te lungo l’ala, annullandosi all’estremo, dove & = 0, e divenendo massima
all’attacco con 'anima, dove £, = B — d:
T
Om3maz = (H - t)(B - d) (1282)
211

L’altra componente di tensione varia con legge quadratica lungo la corda
prescelta. Agli estremi la tensione tangenziale 7,, sara diretta secondo il con-
torno, e quindi viene a coincidere con la o,,3. Ne segue che in tali punti o3 €
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nulla, e di conseguenza ’andamento della ;3 sara simmetrico rispetto all’asse
dell’ala. L’inclinazione dei diagramma sara data da:

doiz; T (108, T (H-—t
P 2 (22 g = (o 12.
al I <b om L\ 2 " (12:83)

e quindi l'inclinazione sara nulla (come prevedibile per la simmetria) sull’asse

. H . .
dell’ala, mentre sara massima per xo = 5 bordo inferiore dell’ala, e per xo =

H
5 = t (bordo superiore dell’anima), dove varra:

0oy Tt
(U“) == (12.84)
ol ), ee 1112
Per ottenere I'espressione analitica delle o3 si inizi col porre:
o3 =al® +bl +c (12.85)

e poi si calcolino i tre coefficienti incogniti imponendo le tre condizioni:

T N S LS A (12.86)
a3 = B = a4 D) C = .
H H 2 H
os(l==—t)=0—a(=—t) +b(=—t]+c=0 (12.87)
2 2 2
doys H T t H T t
B == ) =2 2~ b= —— 12.
al( 2) I, 2 =g (12:88)
Si ha subito:
T T T
= — b=——-(H -t = —H(H -2t 12.89
“ 2[11 2-[11( ) ¢ 8-[11 ( ) ( )

e quindi la tensione si scrivera:
T 9 (H —2t)
o3=—|0*"-1(H-t)+ H— (12.90)
con valore massimo lungo 1’asse dell’ala pari a:

(12.91)

H t\ T
2 2

O13maz = 013 <l = 5= _ﬁ

Tale valore ¢ di solito molto basso, rispetto ai valori delle componenti o,,3,
e pertanto l'effetto delle o;3 lungo le ali & usualmente trascurato. Lo stato
tensionale nell’ala inferiore & schematizzato in Figura 12.28, nell’ala superiore &
del tutto analogo.
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4
B
1 1
T T
O13max
+—+
g [
Om3max /,/’/

Figura 12.28: Lo stato tensionale nell’ala inferiore della sezione a C

Lo stato tensionale nell’anima

Lo stato tensionale nell’anima andra valutato scegliendo corde orizzontali, che
hanno la lunghezza minore. Con una corda a distanza zo dall’asse X; si avra,
come risulta dalla Figura 12.29:

H—t H A
Sith—Fd(—t—IQ) (M—sz) =

2 2 2

pI =t d(HE N (HE
2 2\ 2 21\ 2 2

e quindi, semplificando:

T t (H >,

Si noti che ora 'asse ¢ orientato secondo Xs, e quindi la tensione o,,3 pre-
cedente coincide con la componente speciale oo3, e che tale tensione varia con
legge quadratica lungo l'asse, raggiungendo il suo massimo in zo = 0:

(12.92)

T t (H \’
m3mar — S B(H —t)- — —t 12.94
om3 2111<( )d+(2 )) (12.54)
In corrispondenza dell’incrocio tra ali ed anima si ha xo = — — ¢, e la
tensione vale: = T .
m3| =——t]|=—(H—-1t)B- 12.
owa (5 1) = 51— (H - 05} (12.95)
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H/2

\—
-
_‘
—
x
N

H/2 !

-+
-+

Figura 12.29: La corda parallela all’asse X; per il calcolo delle tensioni
nell’anima

Si ha quindi il diagramma di Figura 12.30. Da esso si osserva come sia spesso
possibile assimilare il diagramma delle tensioni tangenziali ad un rettangolo,
trascurando il contributo delle ali ed assumendo una distribuzione costante di
tensioni tangenziali, pari a:

T
o = —
mama (H —2t)d

La componente di tensione o3 ¢ ovunque nulla nell’anima.

(12.96)

Il fattore di taglio

Il fattore di taglio puo essere valutato approssimativamente trascurando il con-
tributo delle ali, e quindi utilizzando la formula precedente. In tal caso si ha
una energia di deformazione pari a:

1 T2L T2L
Li=— 2dV=— o (H-2)d = —— 12.97
ESTEl G — 2028 = secm—aa 12
e volendo porre I’energia nella nota forma:
kT?L
=—— 12.
‘=S Ea (12.98)
si giunge all’espressione approssimata del fattore di taglio:
A
= 12.99
T H 204 (12.99)
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e
é I B G
L
/ H
ll -
)= 2
L
L
X1 G
- T 4
|\
\ H
\\ X —
S Yy X2 2
\\s_
S O It

Figura 12.30: Il diagramma delle tensioni 023 nell’anima

Quindi, il fattore di taglio € pari al rapporto tra ’area totale A della sezione
e ’area dell’anima.

Il centro di taglio

L’ala inferiore ¢ soggetta ad una distribuzione triangolare di tensioni, la cui
risultante puo calcolarsi come:

Trl = /013 dA (12100)
e quindi, trattandosi di un diagramma triangolare:
t Tt
Tr1 = = (B — d)o13max = ~—— (B — d)*(H — t) (12.101)
2 4114

Nell’ala superiore la risultante delle tensioni tangenziali ¢ uguale e contraria, in
quanto i momenti statici cambiano di segno. Infine, la risultante delle tensioni
tangenziali nell’anima, utilizzando la (12.96), & pari a T, ed & diretta secondo
I’asse baricentrale dell’anima.

Complessivamente, quindi, le tensioni agenti sono equivalenti ad una forza
T applicata nel baricentro dell’anima, e ad un momento torcente dovuto alle
due forze risultanti nelle ali, e tale momento torcente & pari a (Figura 12.31):

Tt
My =T (H —t) = ——(B —d)*(H — t)* (12.102)
4114
Tale sistema di forza pit momento torcente puo infine ridursi alla singola

forza T traslata, rispetto alla sua posizione originaria, di una quantita:
M
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Me/T
Te3

X2

Tf1 15}

y X2
Figura 12.31: Le risultanti delle tensioni tangenziali ed il centro di taglio

Indicando con ¢ la distanza del baricentro dall’estremo esterno dell’anima si
ha che la coordinata xc1 del centro di taglio puod calcolarsi come

d t
o1 =0— =+ —(B—d)?*H —t)? (12.104)
2 4l
mentre per la simmetria della sezione sara sicuramente xco = 0. Se T non passa
per il centro di taglio occorrera aggiungere alle tensioni tangenziali calcolate in
questa sezione anche le tensioni tangenziali da torsione.
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Le travi soggette a sforzo
assiale

Si consideri una trave rettilinea soggetta ai carichi assiali ¢ (x3). Per essa, si
hanno le seguenti equazioni:

e Equazioni di equilibrio:

dN (z3)
= ¢ 13.1
T = —t(z3) (13.1)
e Equazioni di congruenza:
du;g (CE3)
gq = —o 797 13.2
€33 de (13.2)
e Equazioni costitutive (legge di Hooke):
N (3) dug (z3)
=F 13.3
A (.133) dl‘3 ( )

Dalla (13.3) si ottiene lo sforzo normale, che puo essere derivato ed inserito
nella (13.1), a fornire I'equazione differenziale nell’incognita us:

(EA)uy + FAuy = —t (13.4)

dove — per semplicita — si sono eliminate le dipendenze funzionali da x3, e
dove l'apice indica derivazione rispetto ad x3. In ipotesi di sezione costante,
I’equazione precedente si semplifica in:

EAul = —t (13.5)

con soluzione:
usz = Co + Crx3 + Ip (136)
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e I'integrale particolare I, dipende dal carico ¢ (x3) applicato.

Le due costanti di integrazione Cj e C; si ottengono imponendo le condi-
zioni ai limiti agli estremi. In ciascun estremo, infatti, si puo imporre che lo
spostamento assiale sia nullo (estremo fisso), oppure che lo spostamento assiale
sia permesso (estremo libero). Nel primo caso occorrera imporre ug = 0, laddo-
ve nell’estremo libero dovra annullarsi lo sforzo normale, e quindi dovra essere
ub=0.

13.1 L’approccio energetico

L’energia potenziale connessa ad una trave di luce L, soggetta al carico assiale
t (x3), pud scriversi come:

A

E
t 2 J,

L
uy? dag — / tug dzsz = Fy (us, ub) (13.7)
0

Si noti che per semplicita si ¢ gia ipotizzato che la rigidezza assiale E'A sia
costante. La variazione dE; si calcola come:

SE; = By (u3 + Sug, uly + duy) — By (ug,uy) =
EA [F )12 L
EA L L
— / uh? dws + / tus dzs
2 Jo 0

e svolgendo i quadrati e semplificando:

L L BEA [T
OB, = EA/O uydul dog — /0 tousg das + 7/0 Sujy? das (13.9)

Il principio di stazionarieta dell’energia potenziale totale impone I’annullarsi
della parte lineare della variazione, e quindi dovra essere:

L L
0 Ey = EA/ ubdusy drg — / touz drs =0 (13.10)
0 0
Integrando per parti il primo integrale si puo scrivere:
. L L
[EAus6us], — EA/ uydug drs — / téugdrs =0 (13.11)
0 0

Dovranno separatamente annullarsi I'integrale ed i termini finiti: per I’arbi-
trarieta di dug si ritrova quindi la (13.5), mentre in ciascuno degli estremi potra
essere nullo lo spostamento oppure lo sforzo normale.
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13.2 Asta bloccata—libera

Si consideri I'asta di Figura 13.1, bloccata a sinistra e libera a destra, di rigidezza
FE A costante, e soggetta al carico assiale distribuito con legge lineare tra il valore
to a sinistra, ed il valore nullo a destra. Si calcoli lo spostamento e lo sforzo
normale.

4
1 B

Figura 13.1: Un’asta soggetta a carico assiale linearmente distribuito

Prima soluzione

La struttura ¢ isostatica, in quanto esiste una sola incognita reattiva, la reazio-
ne orizzontale dell’estremo A, ed una sola equazione di equilibrio significativa,
I’equazione di equilibrio alla traslazione orizzontale. Cio significa che € possibile
dedurre lo sforzo normale con considerazioni di equilibrio, e poi calcolare gli
spostamenti. Poiche il carico ¢ distribuito con legge lineare, lo sforzo normale
sara una funzione quadratica:

N (x3) = ag + a123 + aszs (13.12)

D’altro canto, si possono scrivere le tre condizioni:

1
N (1'3 = 0) = _RAh = itOL

N(zs=1L)=0 (13.13)
dN

che permettono la determinazione delle tre costanti a;. La prima condizione
deriva dall’equilibrio del concio in A, la seconda dall’equilibrio del concio in B,
la terza deriva dall’annullarsi del carico in B. Si ha quindi:

1
ag = itOL

ao 4 alL + (l2L2 _ 0 (1314)

a1+ 2asL =0
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e lo sforzo normale & fornito da:

1 t t
N (23) = toL — tows + izg - ﬁ (L — z3)* (13.15)

Lo spostamento si ottiene per integrazione, a partire dalla (13.3):

N to (L 3 a3
_ — S B 13.1
U3($3) /EAdJ?z; EA<2.Z‘3 9 +6L + a3z (3 6)

e la costante di integrazione as svanisce, imponendo ’equazione di congruenza
in A:
uz (3 =0)=0 (13.17)

In definitiva, quindi, lo spostamento assiale € esprimibile come:

to @
6EA L

usz (x3) = (3L2 —3Lxzs + x%) (13.18)

Seconda soluzione

Il carico si esprime analiticamente come:

t(z3) = to (1 - %) (13.19)

e quindi l'equazione differenziale (13.5) si scrive:

n_ _to ( _ ﬁ)
uz =—pr 1 7 (13.20)
ed integrando due volte:
to :Eg x%
- _ R 13.21
U3 EA(2 oL + coxr3 +C1 (3 )

Le due costanti di integrazione si determinano a partire dalle due condizioni
ai limiti negli estremi A e B. In A, per la congruenza dovra essere:

mentre in B, per l'equilibrio del concio, dovra essere nullo lo sforzo normale,
ossia la derivata prima dello spostamento:

uy(xg=1L)=0 (13.23)
Utilizzando la (13.21), quindi, si hanno le due equazioni:
Cc1 = 0

toL B (13.24)
~5BA +coL+c1 =0
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da cui subito:

to 3 2 2
= ——— (3L -3L 13.2
us (23) GEAL (3 3Lz + x3) (13.25)
coincidente con la (13.18). Da questa si puo dedurre lo sforzo normale:
to 1‘2 to (L - 33‘3)2
N (z3) = BAuy = 2 (3L — 2 == 13.2
(x3) uz = ¢ (3 63 +3L) 5T (13.26)

coincidente con la (13.15).

Il tracciamento dei diagrammi

Il diagramma dello sforzo normale, come gia detto, ha un andamento quadra-
tico, parte nell’estremo di sinistra con un valore pari alla reazione orizzontale
(cambiata di segno), e decresce monotonicamente fino ad annullarsi nell’estremo
di destra. Inoltre in questo punto il diagramma avra tangente orizzontale, in
quanto ivi si annulla il carico distribuito. Si ha quindi il diagramma di Figura
13.2.

N (x3)

X3

Figura 13.2: Lo sforzo normale nell’asta di Figura 13.1

u3 (x3)

X3

Figura 13.3: Gli spostamenti assiali per I'asta di Figura 13.1

Gli spostamenti orizzontali, invece, varieranno con legge cubica, dovranno
annullarsi a sinistra, crescere monotonicamente (in quanto lo sforzo normale ¢
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ovunque positivo) e giungere al valore massimo in corrispondenza dell’estremo
libero di destra, con tangenza orizzontale (in quanto lo sforzo normale si annulla
in B). Si ha cosi il diagramma di Figura 13.3.

I valori notevoli

Uno sguardo ai diagrammi permette di identificare due valori notevoli, corri-
spondenti ai valori massimi dello sforzo normale e dello spostamento assiale:

_ toL
D)

toL?
U3maz = U3 (x3 = L) = 6(.)EA

Nmax = N(Qfg = 0)
(13.27)

13.3 I vincoli elasticamente cedevoli

Si consideri l'asta di Figura 13.4, di rigidezza assiale costante, soggetta ad un
carico uniformemente distribuito lungo tutta la luce, con un vincolo fisso a
sinistra ed una vincolo elasticamente cedevole a destra. Se kp ¢ la rigidezza
assiale del vincolo, si potra ipotizzare una relazione lineare tra la reazione del
vincolo ed il corrispondente spostamento:

RB = —kBu;»,B (13.28)
tQI | —_— — = — P — P — P — — P — P |
1 \
1A B
1 1
L

Figura 13.4: Una trave a vincoli elasticamente cedevoli

Nel vincolo risiede quindi ’energia elastica fornita da:

1
Lp= ikBugB (13.29)

La condizione ai limiti da imporre in B puo dedursi in via energetica o in
via diretta:
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L’approccio energetico

L’energia potenziale connessa ad una trave di luce L, soggetta al carico assiale
t (x3), puo scriversi come:

_ A

L L
1
E; = 5 / uh? dog — / tug dwg + §k‘3u§(L) = Fy (u3, uj) (13.30)
0 0

ipotizzando anche in questo caso che la rigidezza assiale EFA sia costante. La
variazione dE; si calcola come:

dF; = Ey (u3 + dugz, us + ouy) — Ey (u3, uy) =

EA [, ,\2 L 1 5
) (uf + duy)” das — ; t (ug + duz) dxs + EkB (ug(L) + duz(L))” —
EA [F L 1
7/ uy? ds +/ tusdxs — 5]@31@)([/)
0 0
(13.31)
e svolgendo i quadrati e semplificando:
L L EA [L
SE; = EA/ uydusy drg — / tous dxs + 7/ Sub? drs+
0 0 0 (13.32)

kg (us(L)dus(L)) + %kgdug(L)

Il principio di stazionarieta dell’energia potenziale totale impone ’annullarsi
della parte lineare della variazione, e quindi dovra essere:

L L
0\ E, = BA / il das — / tus dws + ki (us(D)ous(L)) =0 (13.33)
0 0
Integrando per parti il primo integrale si puo scrivere:
L L
B Aubus)t — EA / WS g — / 15 ds -k (s (L)ous(L)) = 0 (13.34)
0 0

Dovranno separatamente annullarsi 'integrale ed i termini finiti; per I’arbi-
trarieta di dus si ritrova quindi la (13.5):
FAu4 +t=0 (13.35)
mentre in ciascuno degli estremi dovra essere:
EAu(0)6uz(0) =0
, 4(0)6us(0) .
[EAus(L) 4+ kpus(L)] dus(L) =0

In A la presenza dell’incastro impone la condizione di congruenza sugli spo-
stamenti nulli, mentre in B gli spostamenti non sono vietati, e di conseguenza
bisognera imporre la condizione (di equilibrio):

EAu(L) + kpus(L) =0 (13.37)
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L’approccio geometrico

L’equilibrio del concio in B impone che sia, come si evince dalla Figura 13.5:

—N(L)+Rp=0 (13.38)

N Rg=-kpus
- R —
e poiche:
N(L) = EAuy(L
(L) 3(L) (13.39)
RB = —kBu;;(L)
si giunge a scrivere: Figura 13.5: L’equilibrio del concio
EAu4(L) + kpus(L) =0 (13.40)

La deduzione di sforzo normale e spostamenti
In presenza di carico costante, gli spostamenti saranno esprimibili come:
)= g
2FEA

e le due condizioni ai limiti, che permettono il calcolo di ¢y e ¢; saranno date

da:

uz (x3) = T3+ o+ cras (13.41)

’LL3(O>:0—)C():0

t
EAub(L) + kpus(L) = 0 — —toL + c; EAL — kg QL;’AL2 +kperL =0
(13.42)
e quindi:
toL kgL
=— |14+ — 13.43
a EA+kBL( " 2EA (13.43)
In definitiva, gli spostamenti sono espressi da:
to tQL k'BL
U3(x3):—2EAm§+EA+kBL (1+2EA> x3 (13.44)
e gli sforzi normali da:
to (kpL (L —2 2EA (L —
N = BAu (zq) = (kB (L= 223) + 2BA(L — 3)) (13.45)

2(EA+ kpL)

I due casi limite

Al variare del valore della rigidezza, I'estremo destro passa dall’essere libero
(per kg = 0) all’essere bloccato (per kg = 00). Ambedue questi casi limite di
vincolo perfetto possono ritrovarsi con facilita:

. to 2 toL k‘BL to (2L — 1‘3) I3
lim (— 1 _ oL —a3) T3
k50 ( 2EA" T BAT kL ( toEa) " 2B A

. to 9 tQL kBL t() (L — £E3) I3
lim (- LI
koo ( 2EA™ T BA 1 ksl ( T opa)T 2EA

(13.46)
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13.4 Un’asta indentata

L’asta di Figura 13.6 presenta due luci laterali, di rigidezza assiale 2EA, ed un
tratto centrale di rigidezza assiale FA. Gli estremi sono fissi, la parte centrale
¢ soggetta ad una stesa di carico costante di intensita ¢, mentre nel punto di
collegamento tra la luce centrale e la luce di destra agisce una forza assiale
concentrata F' di intensita tL. Si calcolino gli spostamenti assiali e gli sforzi
normali.

F-tL

s N

7 - ] N

AA  2eA B EA C 2EA D§

f i i i
L L L

Figura 13.6: Un’asta a sezione variabile con discontinuita

La trave e iperstatica, e 'approccio migliore sembra la scrittura diretta
dell’equazione differenziale della linea elastica. Si hanno quindi le tre equazioni:

ufy =0
7z t
wy =0

valide rispettivamente da A a B, da B a C, e da C a D. Le soluzioni sono
quindi:

U3 = ag + a1rs3

2 (13.48)

t
V3 = bo +b1l‘3 - 72EAl‘3

w3 = ¢o + C173

Le sei costanti di integrazione si determinano imponendo la congruenza degli
spostamenti agli estremi e nei punti B e C, e I'equilibrio dei conci B e C. Si ha
quindi:

U3(L) = 03(0)
2EAuL(L) = EA (15.49)
v3(0)v3(L) = w3(0) '
FEAvy(L) = 2EAw,(0) + F
ws (L) =0
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da cui il sistema algebrico lineare:
ag =0

ag + a1 L = by

2a1 = by

t
Lt 2= (13.50)
bo + b1 SHA Co
2tL

t F
bl*ﬂL:201+ﬂHb1:261+ﬂ
60+ClL:O

con soluzione:
3 tL
T 8EA
_ 3tL?
T 8EA
3 tL
T 4EA
_5tL?
T 8EA

5 tL
" 8EA
Gli spostamenti sono percio esplicitabili come:
3 tL
T8EAT

2

= %% + %%m - ﬁx% (13.52)
_5tL* 5 tL
TSEA SEA
mentre lo sforzo normale ¢ dato da:

a1
bo
by (13.51)

€o

c1 =

us3
U3

w3

N (x3) = 2EAuy = %tL
Ny (x3) = EAv; = %tL — tx3 (13.53)
N3 (x3) = 2EAws = —ZtL

rispettivamente, nei tre tratti AB, BC' e BD.

Il calcolo delle reazioni

Le due reazioni in A e D sono fornite, rispettivamente, da:

3
s (13.54)
Rpn = N3(L) = — 1L
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A N(x3)
—tL
. s

1 1 1
; T L 2¢L

l ! !

4 : :
1

Figura 13.7: Il diagramma dello sforzo normale per la trave di Figura 13.6

Si noti che I’equilibrio alla traslazione orizzontale e verificato:

Ran+Rpp +tL+F =0 (13.55)

Il tracciamento dei diagrammi

Il diagramma dello sforzo normale non presenta alcuna difficolta: da A a B la
trave € tesa, con sforzo normale costante, da C' a D la trave & compressa, con
sforzo normale ancora costante; in C' esiste una forza assiale concentrata F', e
quindi un salto nel diagramma di valore pari a tL. Nel tratto centrale lo sforzo

3 1
normale varia con legge lineare tra ZtL a sinistra e _ZtL a destra.
Ne segue, con una semplice proporzione geometrica, che lo sforzo normale si
annulla a ZL giungendo al diagramma di Figura 13.7

Per tracciare il diagramma degli spostamenti assiali, si consideri che agli
estremi lo spostamento dovra essere nullo, dovra variare con legge lineare nei

due tratti laterali e con legge quadratica nel tratto centrale. Inoltre, in z3 = ZL

lo spostamento sara massimo, in corrispondenza del punto di nullo dello sforzo
normale. Infine, gli spostamenti cresceranno fino a tal valore, nella regione dove
la trave ¢ tesa, per poi decrescere nella parte di destra, dove la trave € compressa.
Si puo quindi tracciare il diagramma di Figura 13.8

13.5 1l caso della sezione variabile

Se la rigidezza assiale dell’asta in esame non & costante, I’equazione differenzia-
le che regge il problema ¢ la (13.4), ossia ¢ un’equazione del secondo ordine a
coefficienti variabili. Come tale, non sempre ¢ agevole, o anche possibile, otte-
nere una sua soluzione in termini di funzioni elementari; tuttavia, I'utilizzo dei
software di integrazione simbolica facilita grandemente la ricerca dei possibili
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u3 (x3)

21tL2
32 EA

1 7/4 L 1 X3
I

Figura 13.8: Il diagramma degli spostamenti assiali per la trave di Figura 13.6

integrali. In questo esempio si fara uso del software Mathematica per studiare
la legge di variazione:

EA (23) = EA, (1 _ a%)" (13.56)

Il caso n=2

L’equazione differenziale diviene:

T3\ 2 2F Apar T3
EAy (1 - af) R (1 - af> uhy = —t (13.57)
con soluzione:
tL3 tL?log (L — ax3) a
_ _ 13.58
Us EA()CY2 (L — Ck.’L'g) .EA()OZ2 o (L - Ck.’L'g) T ( )

La trave iperstatica ad estremi fissi

Nel caso della trave ad estremi fissi, le due condizioni ai limiti impongono:

tL? tL?log(L) a
0)=0— — _
u0) =02~ 5~ Faer I

Lt ay=0 (13.59)
o

tL3(1 — (a — 1) log(L — La) — EAgaay + LEAg(a — 1)a2as

L - =

us(L) =0 = LEAp(a — 1)a? 0
(13.60)

con soluzione: .

tL
ay = m(a — (a@—1)log(l — «)) (13.61)
tL?

ag = m(—log(l —a) + alog(L — La)) (13.62)
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Gli spostamenti sono quindi forniti da:

tL?
a?2FE Ay (L — axs)

us (xz3) = ((L — zga)log(L) + (x3 — x3a) log(1 — )+

(=L + z3a) log(L — z3av))
(13.63)

e gli sforzi normali da:
tL
N (x3) = —txg + ?(a — (a@—1)log(l — «)) (13.64)

In Figura 13.9 ed in Figura 13.10 sono riportati gli spostamenti assiali e gli
sforzi normali per cinque valori del coefficiente a.

La trave isostatica

Se I'estremo di destra ¢ libero, la seconda condizione ai limiti deve modificarsi,
perche ora lo spostamento &€ ammesso, e di conseguenza deve annullarsi lo sforzo
normale:

wy(L) =0 —> m =0 (13.65)
Le due costanti di integrazione sono ora:
o = tL?
1 Egg (13.66)
az = W(l —a+log(L))

Ne seguono gli spostamenti e gli sforzi assiali:

pL? x3(a — 1)a + (L — x3a)log(L) + (=L + x3a) log(L — z30)
EAq a? (L — z3a)

us (33‘3) =

(13.67)

N (z3) = t (L — x3) (13.68)

Si noti subito come, in questo caso, lo sforzo normale non dipenda dalla
variabilita della sezione. Il diagramma degli spostamenti ¢ riportato in Figu-
ra 13.11 per cinque valori del coefficente di rastremazione «: si noti come la
tangente in L sia comunque orizzontale.

Esercizio n.1

Utilizzare un programma, di calcolo simbolico per ottenere gli spostamenti e gli
sforzi assiali di una trave ad estremi fissi, a sezione variabile secondo la (13.56),
pern=+v2n=1n=3edn=4.
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A u3(x3)

Q
1l
O]

Figura 13.9: Spostamenti assiali per trave ad estremi fissi e sezione variabile
secondo la (13.56) con n = 2

A N(x3)

Figura 13.10: Sforzi normali per trave ad estremi fissi e sezione variabile secondo
la (13.56) con n = 2

u3 (x3)

Figura 13.11: Spostamenti assiali e sforzi normali per trave ad estremi fissi e
libera a sezione variabile secondo la (13.56) con n = 2
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Capitolo 14

Le travi soggette a
momento flettente e taglio

In questo Capitolo si illustra un metodo di calcolo onnicomprensivo, in grado di
fornire abbassamenti, rotazioni, momenti e tagli per una qualsiasi trave ad asse
rettilineo soggetta a momento flettente e taglio. Tale metodo sfrutta contem-
poraneamente le equazioni di equilibrio, di congruenza e costitutive, giungendo
ad una equazione differenziale del quarto ordine, concettualmente analoga alle
equazioni dell’equilibrio elastico. Dopo aver dedotto ’equazione nel caso piu
semplice, ossia per una trave a sezione costante soggetta a solo carico trasver-
sale, si risolve ’equazione e si illustra in dettaglio un caso semplice di trave ad
una sola campata soggetta a vincoli perfetti.

La metodologia illustrata viene poi generalizzata per tener conto della pre-
senza di vincoli intermedi, forze e coppie concentrate, distorsioni concentrate
di tipo tagliante e di tipo flessionale, offrendo una panoramica completa delle
possibili condizioni ai limiti.

Si considerano poi due condizioni di carico particolari, ossia le coppie distri-
buite e le distorsioni di tipo flessionale u (variazioni termiche alla Navier). In
ambedue i casi, I’equazione differenziale della linea elastica deve essere oppor-
tunamente modificata, nel caso perche ’equazione di equilibrio alla rotazione
deve portare in conto la presenza delle coppie, nel secondo caso perche la re-
lazione momenti—curvature deve tener conto della curvatura aggiuntiva fornita
dalla distorsione flessionale.

Infine, si descrivono alcuni casi di travi a sezione variabile in cui la soluzione
¢ ottenibile in forma chiusa.

14.1 Relazioni fondamentali

Si consideri una trave rettilinea soggetta ai carichi trasversali p (z3). Per essa,
si hanno le seguenti equazioni:
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e Equazioni di equilibrio:

j—j; =—p (14.1)
% =T (14.2)
e Equazioni di congruenza:
¢ = —Z—Zz (14.3)
e Equazioni costitutive (legge di Hooke):
M = EIi (14.4)
drs

Inserendo la (14.3) nella (14.4) si giunge alla legge che collega il momento
alla derivata seconda dell’abbassamento:

M = —EIu} (14.5)

dove I’apice indica derivazione rispetto ad x3. Inoltre, derivando la seconda delle
(14.2), inserendola nella prima, ed utilizzando la (14.5), si giunge all’equazione
differenziale del quarto ordine, che regge il problema della trave in presenza di
carichi trasversali:

(EIu}) =p (14.6)

Se la rigidezza flessionale ET & costante, la (14.6) si riduce a:
EIuy" =p (14.7)

con soluzione:
Uy = CO + Clxg + Czl'g + Cg.’ﬂg + Ip (148)

e l'integrale particolare I, dipende dal carico p (z3) applicato. Le quattro co-
stanti di integrazione C; si ottengono imponendo le condizioni ai limiti agli
estremi. In ciascun estremo, infatti, si puo imporre:

e che I'abbassamento e la rotazione siano nulli (incastro). In tal caso sia
momento che taglio potranno essere presenti

e che 'abbassamento sia nullo e la rotazione sia permessa (appoggio). In
tal caso il momento sara nullo

e che l’abbassamento sia permesso e la rotazione sia nulla (bipendolo). In
tal caso il taglio sara nullo

e che 'abbassamento e la rotazione siano permessi (estremo libero). In tal
caso il momento ed il taglio saranno nulli
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14.2 L’approccio energetico

L’energia potenziale connessa ad una trave di luce L, soggetta al carico assiale
p (x3), puo scriversi come:

_ o

L L
E; 5 / uy? drs — / pus drg = E; (ug, ul) (14.9)
0 0

Si noti che per semplicita si e gia ipotizzato che la rigidezza flessionale ET
sia costante. La variazione dE; si calcola come:

EI (%
SE; = By (ug + dug, uy + dul) — By (ug,uly) = 7/0 (uf + 6u’2’)2 dzs—

L 51 L L
/ p (ug + dusg) drs — —/ uh2 dzxs +/ pus das
0 2 Jo 0

(14.10)

e svolgendo i quadrati e semplificando:

L L EI (L
SE, = EI/ uyduly drg — / poug ds + 7/ Suy? das (14.11)
0 0 0
Il principio di stazionarieta dell’energia potenziale totale impone ’annullarsi
della parte lineare della variazione, e quindi dovra essere:

L L
5 FE, = EI/ uyduy drg — / pdus drs =0 (14.12)
0 0
Integrando due volte per parti il primo integrale si puo scrivere:
. . L L
[ETubdus), — [ETuy dus)y + EI/ uy Sug ds —/ pdugdas =0 (14.13)
0 0

Dovranno separatamente annullarsi l'integrale ed i termini finiti; per I’ar-
bitrarieta di dusg si ritrova quindi la (14.7), mentre in ciascuno degli estremi
potra essere nullo lo spostamento us oppure lo sforzo di taglio —FETu}’, ed
analogamente potra annullarsi la rotazione, oppure il momento flettente —ETu}.

14.3 Le travi ad una campata

Si intendera per “trave ad una campata” una qualsiasi trave per cui sia possi-
bile applicare la metodologia illustrata, ossia — in realta — una qualsiasi trave
i cui spostamenti siano funzioni continue e derivabili con continuita almeno fi-
no alla derivata quarta. Rientrano quindi in questa categoria le travi soggette
a carico distribuito lungo tutta la luce, ma non quelle caricate parzialmente
(discontinuita nella derivata quarta), quelle a sezione costante, ma non quelle
a sezione variabile con discontinuita, quelle caricate con carichi e coppie con-
centrate negli estremi, ma non in una ascissa intermedia (discontinuita nella
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derivata seconda o terza). Sono inoltre escluse le travi con vincoli intermedi, sia
esterni (discontinuita nelle derivate seconde o terze) che interni (discontinuita
nell’abbassamento o nella sua derivata prima), e le travi soggette a distorsioni
concentrate ad ascisse intermedie (discontinuitd nell’abbassamento o nella sua
derivata prima).

Un catalogo esteso di travi ad una sola campata e fornito in due Capitoli
di teoria, dedicate rispettivamente al carico uniformemente distribuito ed ai
possibili carichi concentrati negli estremi, siccheé sull’argomento resta poco da
aggiungere. Tuttavia, si consideri 'ulteriore esempio di Figura 14.1, in cui una
trave doppiamente incastrata e soggetta ad un carico parabolico di valore pg
agli estremi, e nullo in mezzeria.

H\ﬁ\h\ /ffﬂ/ﬂp@

A B

7777TTT

]
g

]
I

——

Figura 14.1: Una trave doppiamente incastrata soggetta a carico parabolico

Per ottenere 'integrale particolare occorre quindi identificare la legge ana-
litica di variazione del carico. Assumendo una legge di variazione parabolica si
ha:

p(x3) = a + bas + cx} (14.14)
ed imponendo il rispetto dei tre valori agli estremi ed in mezzeria si ha:
p(r3=0)=a=po
L L L?
-2 = b= = = 14.15
P (xg 2) at+bs +e 0 ( )
p(r3=1L)=a+bL+cL?=pg

Risolvendo il sistema di tre equazioni si ottiene infine:

xr 1‘2
p(x3) = po (1 — 4f‘°’ + 4L§> (14.16)
e quindi la (14.7) si scrive:
2
EIuY"po (1 - 4%3 + 4?5) (14.17)
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con soluzione ottenibile attraverso integrazioni successive:

. x4 1 3 1 28
(%) :Co+61$3+021’§+03$§+% (22 - % £+90L3> (1418)

Le costanti di integrazione si ottengono imponendo le quattro condizioni ai
limiti, in cui gli incastri in A e B vietano sia gli abbassamenti che le rotazioni:

UQ($3=O):CQZO
uh(x3=0)=C; =0

5 7 poL* 14.19
— )= L+ CyL? L3 - (14.19)
uz(xg ) Co+ C1L + Cy + C3 +360 El 0
u’ (:173 = L) =C1 +2C,L + 303L2 + pOLd =
2 15ET

con soluzione:

Cy=C,=0
_ polL?

C2 = 50ET (14.20)
_ bl

Cs =~ 3657

Gli spostamenti sono quindi forniti dal polinomio di ordine sei:

2.2 3 4 5 6
Do <L x3 Lay x5 a3 x4 )

EI\ 120 36 ' 24 30L ' 90L2?

u (v3) = (14.21)

e per successive derivazioni si ottengono infine le rotazioni, i momenti ed i tagli:

Do L?vs  La% 23 x4 x5
=20 (- St R AT 14.22
¢(@3) = pr ( 60 " 12 6 6L 15L2 (1422)

L? Lzz 23 223 i
M(zs)=po [ —— + =234 208 18 14.23
(x3) po( 60 "6 2 3L 3L (14.23)

L 2x2  4a3

T (23) = po (6 — 3+ 73 — 3L3> (14.24)

Il diagramma del taglio si presenta come in Figura 14.2: funzione cubica,
andamento decrescente, tangenza orizzontale in mezzeria, laddove il carico si
annulla, funzione antisimmetrica rispetto alla mezzeria, in quanto la struttura
¢ simmetrica e simmetricamente caricata rispetto alla stessa mezzeria (vedi la
lezione sule proprieta di simmetria ed antisimmetria).

Il diagramma del momento e riportato in Figura 14.3: & una funzione quarti-
ca, simmetrica rispetto alla mezzeria, con valore massimo sulla mezzeria stessa,
laddove il taglio si annulla. Inoltre, ’andamento crescente nella prima semiluce,
laddove il taglio € positivo, decrescente nella seconda semiluce, dove il taglio
diviene negativo.
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A T(x3)

~

Figura 14.2: Il diagramma del taglio per la trave di Figura 14.1

w VLZ |
M(x3) Po a0 +
Figura 14.3: 1l diagramma del momento per la trave di Figura 14.1

Come illustrato in Figura 14.4, le rotazioni dovranno annullarsi agli estremi,
dove vi sono gli incastri, ed in mezzeria, per ragioni di simmetria. Inoltre,
laddove il momento & negativo le rotazioni decresceranno, mentre nella zona
centrale, dove il momento € positivo, cresceranno. I valori minimi e massimi si
raggiungono laddove i momenti si annullano.

Infine, gli abbassamenti si presentano come in Figura 14.5, con un aspetto
molto simile al corrispondente diagramma per carico uniformemente distribuito.

14.4 Alcuni esempi per travi a due campate
Se, in una generica ascissa intermedia della trave, si verifica una discontinuita
dello spostamento (dovuta ad una distorsione tagliante, oppure alla presenza

di un bipendolo interno), della rotazione (dovuta ad una distorsione flessionale,
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¢ (x3)

Figura 14.4: 1l diagramma delle rotazioni per la trave di Figura 14.1

X3

po L*
2880

y u2(x3)

Figura 14.5: 1l diagramma degli spostamenti per la trave di Figura 14.1

oppure ad una cerniera), del momento (dovuta ad una coppia applicata, oppure
ad un bipendolo esterno) oppure del taglio (dovuto ad una forza applicata,
oppure alla presenza di un appoggio), allora la metodologia fin qui illustrata

deve essere opportunamente generalizzata.

Sia allora S la sezione generica in cui si verifica la discontinuita, e sia ¢
lascissa di 9, sicche la trave, di luce L, resta suddivisa in due tratti, di luce ¢
ed L — (, rispettivamente. In ciascuno dei due tratti, quindi, la continuita dello
spostamento e delle sue derivate successive e rispettata, e quindi in ciascuno dei
due tratti puo scriversi 'equazione differenziale del quarto ordine (14.7):

EIuy" = p;
EIvy" = p,

con soluzione:
ug = Cop + Crx3 + CQ:I:% + ngg + Ip

vy = Cy + Csys + Coy3 + Crys + Jy
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Si sono indicati con us e vy le funzioni spostamento nel primo e nel secondo
tratto, rispettivamente. Inoltre, si sono considerati due sistemi di riferimento
distinti, con origine nell’estremo di sinistra e nella sezione .S, rispettivamente, e
quindi si sono indicate con x3 ed y3 le rispettive variabili.

Le otto costanti di integrazione si determinano imponendo otto condizioni
ai limiti, due in ciascuno estremo — esattamente come fatto in precedenza — e
quattro nella sezione S. In S occorre imporre il rispetto della congruenza degli
spostamenti e delle rotazioni, nonche ’equilibrio della sezione nei riguardi della
traslazione verticale e della rotazione.

14.4.1 La trave soggetta a forza concentrata ad una ascissa
arbitraria

Un semplice esempio ¢ proposto in Figura 14.6, dove una trave incastrata—
appoggiata e soggetta alla forza concentrata F' nella sezione generica S a di-
stanza ¢ dall’incastro di sinistra.

g L-C

Figura 14.6: Una trave soggetta a forza concentrata in una generica ascissa
intermedia

In questo caso i due integrali particolari sono nulli, per I'assenza di carico
distribuito, e le condizioni ai limiti si scrivono:

ug (3 =0)=0
2 (@3 =0) (14.29)
us (3 =0)=0
in corrispondenza dell’incastro in A,
uz (3 = () =v2 (y3 = 0)
uy (x3 = () = v} =0
/2/( 3 =) /2/(?43 ) (14.30)
uy (z3 =) = vy (y3 = 0)
Eluy (z3=¢)— EIvy (y3=0)+ F =0
in corrispondenza della sezione S di applicazione della forza, ed infine:
v2 (Y3 ¢) (14.31)

vy (y3=L—¢)=0
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in corrispondenza dell’appoggio in B.

Esercizio - Si esaminino le otto condizioni precedenti, per ognuna di esse si
stabilisca se impongono il rispetto della congruenza, oppure se traducono con-
dizioni di equilibrio. In quest’ultimo caso, si disegni il concio elementare con le
forze su di esso agenti, e si traggano le rispettive equazioni

Le otto condizioni ai limiti danno luogo al sistema di otto equazioni lineari
nelle otto costanti di integrazione:

Co=0
C,=0

Co+C1¢+ CaoC* 4+ 03¢ = Cy

Cy +205¢ +3C3¢% = Cs

202 + 603{ = 206 (1432)
F
6C3 — 6C7 + oA 0

Ci+C5(L—() +Ce(L—C)?+Cr(L—¢)*=0
2C6 +6C7(L—¢)=0
Eliminando Cjy e C1, ed esprimendo le costanti di integrazione del secondo

tratto in funzione delle due costanti Cy e C3 del primo tratto si giunge ad un
sistema di due equazioni in due incognite:

C¢? + 3¢ + (2C2€ +3C5¢?) (L — ¢) + (C2 + 3C3¢) (L — )+

F
(03 * GEI) (L= =0 (14.33)
F

con soluzione:

F( (212 = 3L¢ + ¢?)
4EIL?
F (2L — 3L¢% + ¢) (14.34)
12E1L3

In definitiva, gli abbassamenti si scrivono come:

_ FC(2L? =3LC+¢?) , F(2LP—-3L¢*+¢%)

Cy =

Cs =~

ua (®s) = AETL? T8 12E1L3 v (1435)
F ((L—=¢)%4L - )¢ (% (=2L% +6L%¢ — 5L¢% + ¢P)
v2 (y3) = EI 1273 - 43 Ya—
L—0)(3L—¢)¢? 3L — ¢)¢2
( )iL?’ ! Y5 + ( 12L3) y§>
(14.36)
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T(x3)
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: 2
| 27
i
|
i
| x3
] i
1+ =F
27
5
2 FL
27
x3
8
ZFL
81
M(x3) +
¢ (x3) ! h
i
1
PR
| 54EI
1
: X3
L -»>
25 FL2
1242 EI
-
X3
: +
|
|
|
|
|
|
! FL3
|
! 162 EI
i
i
i
i
i
i
uz (x3)

Figura 14.7: 1 diagrammi di taglio, momento, rotazioni e spostamenti per la
trave soggetta a forza concentrata ad un terzo della luce
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con rotazioni, momenti e tagli da calcolarsi tramite derivazione. In Figura 14.7
si riportano i grafici per il caso in cui la sezione S € posta ad un terzo della luce.
Esercizio — Si studino e si commentino i diagrammi. In particolare, si tragga-
no i valori estremi di rotazioni ed abbassamenti, insieme alle ascisse dove essi
vengono attinti.

14.4.2 La trave soggetta a distorsione flessionale

Si consideri ora la trave su tre appoggi di Figura 14.8, e si ipotizzi di asse-
gnare una distorsione rotazionale D¢ alla sezione in cui ¢ situato ’appoggio
intermedio.

A s|D¢> B

~&SNT <SSy ~<SyT

——
——
p—

g L-C

Figura 14.8: Una trave su tre appoggi soggetta ad una distorsione flessionale in
corrispondenza dell’appoggio intermedio

In questo caso, per definizione di distorsione, bisognera imporre che in S si
abbia:

Dd) = _A¢ = (bsin - ¢des (1437)
e quindi le otto condizioni ai limiti si scriveranno ora:

UQ(LL'g:O):O

14.38
uy (x3 =0) =0 ( )
in corrispondenza dell’appoggio in A,

U (xg = C) =0

v =0)=0
2 (42 =0) (14.39)

vy (y3 = 0) —uy (z3 =) = D¢
uy (v3 =) = vy (y3 =0)

in corrispondenza della sezione S di applicazione della distorsione, ed infine:

Uz(y:a:L*C):O

14.40
Wl =L-)=0 (1440
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nell’appoggio di destra. Si giunge facilmente al sistema:

con soluzione:

Gli spostamenti sono allora forniti dalle due espressioni cubiche:
¢ L 5
= D _— _—
3) = D¢ <2L””3 2"

us (x

v2 (y

Co=0
Co=0
Co+Cil+Co?’+C5¢2=0
C4:0

Cs — Cy — 2C5¢ — 3C5¢% = Do

205 4 6C5¢ = 2C
Ci+Cs(L—C0)+Cs(L—0)2?+Cr(L—¢)3=0
2C +6C7(L — () =0

Co=0
_ ¢
Cl—ﬁDQB
Cy=0
D¢
C3 = _ﬂ
Cy=0
S
3
CG = —ED(ZS
___ Do
=50

¢ 1 3

3
3) =D¢((1— L> y3_2Ly§+2L22L§y3)

con rotazioni, momenti e tagli da calcolarsi tramite derivazione.

(14.41)

(14.42)

(14.43)

Di seguito,

in Figura 14.9, si riportano i grafici per il caso in cui la sezione S & posta in

mezzeria.

14.5 Le travi a piu campate

Se le discontinuita dello spostamento e/o delle sue derivate sono pit d’una,
la procedura appena descritta puo essere facilmente generalizzata: in presenza
di k discontinuita si devono utilizzare k£ + 1 funzioni spostamento, ciascuna
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A T(x3)

X3

M(x3)

(x3)

X3

!

X3

D¢
123

uz (x3)

L/ (2V3)

Figura 14.9: I diagrammi di taglio, momento, rotazioni e spostamenti per la
trave soggetta a distorsione concentrata in mezzeria
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—
—
—
—

Figura 14.10: Una trave continua

esprimibile come la (14.7); occorre poi imporre 4(k + 1) condizioni ai limiti, di
congruenza e/o di equilibrio, in modo da determinare univocamente le costanti
di integrazione.

L’unico limite all’utilizzo di questo metodo ¢ il dover risolvere un sistema
di equazioni lineari di dimensioni abbastanza ragguardevole, ma l'utilizzo di
software di calcolo simbolico ha in pratica eliminato questo inconveniente.

14.5.1 Una trave continua

Si consideri la trave continua di Figura 14.10, suddivisa in tre campate di luce
L mediante due appoggi intermedi. La rigidezza flessionale del terzo tratto C D
e pari ad EI, la rigidezza flessionale dei primi due tratti & invece pari a 2FE].
La trave e caricata da una forza F' in corrispondenza del bipendolo. Si calcolino
tagli, momenti, rotazioni ed abbassamenti.

La deduzione della linea elastica
La trave ¢ soggetta ad un carico concentrato, quindi gli spostamenti saranno
esprimibili tramite polinomi cubici:

uy (v3) = ag + a1x3 + awi + azrs

Vo (xd) =bg+ b1x3 + ngg + bgitg (1444)

2 3
way (x3) = co + 123 + cox5 + 375

rispettivamente in AB, BC' e C'D. Si noti che per semplicita si e indicata la
variabile indipendente con x3, dando per inteso che i tre sistemi di riferimento
hanno tre origini diverse, in A, B e C rispettivamente.

Le dodici costanti di integrazione si calcolano imponendo le condizioni di
equilibrio e congruenza in corrispondenza dei vincoli:

e nell’appoggio in A

(14.45)
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e in corrispondenza dell’appoggio intermedio in B

Usin = 0
Uges = 0
de (14.46)
d)sin = ¢des
Msin = Mdes
e in corrispondenza dell’appoggio intermedio in C'
Ugin = 0
Udes = 0
¢ (14.47)
¢sin = ¢des
Msin = Mdes
e in corrispondenza del bipendolo in D
=0
¢ (14.48)
—Toin +F =0

Occorre ora trasformare queste dodici condizioni in funzione degli abbassamenti
e delle sue successive derivate, onde ottenere un sistema di dodici equazioni
nelle costanti di integrazione. Si avra, introducendo tre opportuni sistemi di
riferimento con origine nei tre appoggi:

uz(0) =0
uh (0) =0
us(L) =0
v2(0) =0
(L) = v(0)
uy (L) = v3(0)
(D) =0 (14.49)
wo(0) =0
v3(L) = v5(0)
2035 (L) = wy(0)

g
e
=

|

o o g

ed utilizzando le (14.44), insieme alle loro successive derivate, si giunge al
sistema:

ag =0
as =10

ao + a1 L+ asL? 4+ a3L® =0 (14.50)
bp=0
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a1 + 2asL + 3(13.[/2 =b
20,2 + 6a3L = 21)2

) R (14.51)
bo +b1L +byL°+b3L” =0
Co = 0
by + 2bo L+ 3b3L% = ¢;
2 (2b2 + 6b3L) = 262 (14 52)
14 2c3L + 3¢3L? =0 '
6EIcs+F =0
con soluzione:
ao:agsz:CQZO
B FL?
N 0ET
B F
4= T10ET
FIL?
by = —
55E1
by — 3FL
F
b= 2pI
-~ TFL?
“ T 0BT
_12FL
27 55E1
B F
ST T6EI
Ne seguono le tre linee elastiche:
F 2 2
uz (23) = 3057 % (L~ o3)
F
= — a3 (—2L% - 3L 2 14.54
vy (x3) 110E1x3( 3Lxs + 5x3) ( )
F
= 21L% 4 72Lx5 — 5522
wa (x3) 33057 %3 ( + 72Lx3 55x3)
ed in cascata, le rotazioni, i momenti ed i tagli:
F(L?— 322
¢AB (.1’3) — _ ( 3)
110E1
F (2L* 4 6Lx3 — 1523)
BC _ 3 14.55
97 (@s) 110E] (14.55)
F (7L? + 48 Lxs — 5522
¢CD (.’Eg) — _ ( 3)
110ET
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, 6F
MAB (z3) = 2BI¢45 = %
;6
MBC (23) = 2EI¢PC = == F (L= bx3) (14.56)
, 24L
MEP (23) = E1¢°P = F (—55 - xg)
’ F
TAB (xg) = MAB ((Eg) = %
, F
TBC ($3) — MmBC (.%‘3) _ _% (14.57)

TP (z3) = MCP" (3) = F

Il calcolo delle reazioni

Nell’appoggio A si avra, per 'equilibrio:

6
Ra=-T"%(0) = - =F (14.58)
mentre nei due appoggi intermedi sara:
6F 6F 36
Rp=T*B(L)-TEC(0) = — + — ==
55 11 55 (14.59)
F 1 )
Ro =TP(L) - TP(0) = *6%1 —h= TIF

Nel bipendolo a destra, invece, la coppia reattiva sara

31
M,p =M P(L) = =P (14.60)
Un’utile verifica consiste nel controllare che siano soddisfatte le equazioni di
equilibrio:

Ra+Rp+Rc+F=0

(14.61)
M,p+ Ra3L+ Rg2L + RceL =0

Il tracciamento dei diagrammi

Il diagramma del taglio, riportato in Figura 14.11, non pone difficolta di alcun
genere: costante a tratti, con due discontinuita dovute alle reazioni degli appoggi
intermedi.

Il momento ¢ distribuito con legge lineare in ciascuno dei tre tratti, con di-
scontinuita angolari in corrispondenza degli appoggi centrali. Nel primo tratto,
dove il taglio & positivo, il momento crescera dal valore nullo (in A) fino al
valore:

6F
Mp=Tal= L (14.62)
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T(x3)

1

1 1

1 1

1 ]

! !

| ' F

] 1

! !

—— | X3

| | T
! ! 6F
i e o
Me—————

Figura 14.11: Il diagramma del taglio

in corrispondenza dell’appoggio B. Nel secondo tratto, il taglio & negativo,
quindi il momento decresce, con pendenza pari al valore del taglio, giungendo
in C con valore:

6F 24
Me=Mp—~——~L=--—_FL 14.
c=Mp— = (14.63)

Nel terzo tratto, infine, riprendera a crescere, con pendenza pari ad F, e
quindi giungera in D con valore:

24 1
Mp =Mc +FL=~=FL+FL= %FL (14.64)

Si ha cosi il diagramma di Figura 14.12.
I due punti di nullo del diagramma del momento sono particolarmente signi-
ficativi, in quanto corrispondono a punti di flesso del diagramma degli abbassa-

L
menti. Una semplice proporzione geometrica permette di ottenere 1* in (L+ g)

e 2* in (2L + %L).

Il diagramma delle rotazioni e costituito da tratti quadratici, e si presenta
come in Figura 14.13. Si noti la tangenza orizzontale in A e nei due punti di nullo
del momento, e la discontinuita angolare in C, dovuta al variare della rigidezza
flessionale. La presenza del bipendolo impone 'annullarsi della rotazione in D

Gli spostamenti si presentano come in Figura 14.14: essi si annullano in
corrispondenza degli appoggi, raggiungono valori estremi in corrispondenza dei
punti di nullo delle rotazioni, e cambiano di curvatura in 1* ed in 2*.

14.6 La presenza di variazioni termiche e coppie
distribuite

L’equazione della linea elastica e stata dedotta nell’ipotesi che I'unico carico
distribuito fosse un carico trasversale p (z3). Talvolta, pero, possono agire sulla
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Y M(x3)

Figura 14.12: Il diagramma del momento

} ox3)
X3
/ :
Figura 14.13: 1l diagramma delle rotazioni
X3
19F L3

165 EI

Y up(x3)

Figura 14.14: 1l diagramma degli spostamenti
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trave anche delle coppie distribuite m (z3) e delle distorsioni flessionali distri-
buite u (z3), ed in tal caso I'equazione differenziale (14.7) va opportunamente
modificata.

Le equazioni di equilibrio relative al concio elementare divengono ora, come
puo leggersi dalla Figura 14.15:

=T (Ig) +T (Ig + d:Z?g) +p (1‘3) dl‘g =0

dxs (14.65)
—M (z3) + M (23 + dxs) + p (x3) deT +m(x3)drs =0
e con le usuali manipolazioni si giunge alle due relazioni differenziali:
drT
— = 14.66
i (14.66)
dM
—=T- 14.67
s m (14.67)
ed alla legge che lega il momento al carico:
d®>M dm
- = —p— — 14.68
dx3 P s ( )
L’equazione di congruenza resta
inalterata: 45555555) Im(X3)
dus O¥¥¥¥¥¥v¥] [ poxa)
¢= das (14.69) M(x3) M (x3+dx3)
mentre I'equazione costitutiva deve es-
sere generalizzata a tener conto del-
la curvatura aggiuntiva dovuta alla
distorsione flessionale: T(x3) T (x3+dx3)
d f f
M = EI—¢ + Elu(xs) (14.70) x3 dx3
dl‘g
o anche, inserendo la (14.69): Figura 14.15: Il concio elementare
soggetto a carico trasversale e coppie
d2 ; . . .
M = —EI1- % + Blu(zs) (14.71) distribuite
x3

Derivando due volte, ed utilizzando la (14.68) si giunge alla equazione diffe-
renziale del quarto ordine:

&2 dPus dm 2
— | Fl—= | = — 4+ — (E1 14.72
2 (B12) =r+ o+ s (BIn(aa) (14.72)

In ipotesi di trave omogenea a sezione costante si avra infine:

(14.73)

294 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 14. LE TRAVI SOGGETTE A MOMENTO FLETTENTE E TAGLIO

14.6.1 Una trave soggetta a coppie distribuite (Franciosi)®

Si consideri la trave con tre appoggi ed una cerniera di Figura 14.16 (trave
Gerber), soggetta ad un carico di coppie distribuite con legge triangolare, an-
nullandosi all’estrema sinistra e giungendo al valore m all’estrema destra. La
trave € isostatica, ed il suo studio puo affrontarsi utilizzando il metodo della
doppia integrazione, come si € fatto nel testo di riferimento.

Ow

2a 2a

——
——
——
——

Figura 14.16: Una trave Gerber soggetta ad un carico di coppie linearmente
distribuite

Se invece si vuole utilizzare 'equazione (14.73) del quarto ordine, occorrera
introdurre tre sistemi di riferimento, con origine in A, B e C, rispettivamente, e
ricavare preliminarmente le leggi di variazioni del carico nei tre tratti AB, BC
e CD. Sara:

m

my (z3) = 5—a$3 0<x23<2a
2 m
mz(y3)=5m+5—ay3 0<y3<a
3
mg(z;»,):5m+;n—az3 0<23<2a
e di conseguenza le tre equazioni differenziali saranno:
mn m
= 14.74
Y2 T RET (14.74)
1mn m
= 14.75
Y2 T 54EI (14.75)
1" m
= 14.7
? 7 5aEI (14.76)
con soluzione:
_ 2 3, M 4
u2 (Zg) = CO + 011'3 —+ CQZL’3 + Cgfﬂg + 1200,E1x3
_ 2 3, My
[ (y3) =Cy+ Csys + ngg + C’7y3 + 120aE[y3 (14.77)
m

Wo (23) = Cg =+ Cng =+ Clozg =+ C’Hzg + mzél

LV Franciosi Problemi di Scienza delle Costruzioni Vol.II, Liguori Editore, Napoli, pag.39
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Le costanti di integrazione si determinano imponendo le condizioni di equi-
librio e congruenza agli estremi, in corrispondenza della cerniera, ed in corri-
spondenza dell’appoggio:

(5 (1’3 = 0) =
14.78
MAB) (23 = 0) = (14.78)
us (23 = 2a) = vz (y3 = 0)

MAB) (23 = 24) =0 (14.79)
MPB) (y3 =0) =0 '
TP (23 = 2a) = TP (y3 = 0)

va(ys =a)=0
wa (s =0) =0 14.80)
0P (ys = a) = ¢(°P) (3 = 0) -

MBO) (y3 = a) = MED) (23 = 0)

wa (23 =2a) =0 (14.81)
MCDP) (25 = 2a) = '

Per trasformare queste condizioni nelle usuali equazioni nelle dodici costanti
di integrazione, bisogna tener conto che il taglio sara ora fornito da:

dM(AB)

T(AB) _ Tm +my = —ETu} (x3) +mq (z3)
dM(BO)
T(BC) _ S +mo = —EIv (y3) + ma (y3) (14.82)
3
dM(eD)
T7(CD) _ S +mg = —EIw} (23) + mg3 (23)

mentre rotazioni e momenti conservano la loro espressione classica. Si ha quindi
il sistema:

C() =0
Cy=0
2a3m 9 3
5E] + Co + 2aCq + 4a*Cy + 8a°Cs = Cy
2am
Ce=0
2
?m +6EICs = 6EIC;
3
%+C4+a05+a206+a307:0
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Cg=0
2

a
3OEI+O5+26LCG+3(Z 07 Cg

TO +2FEICs + 6FEIaCy; = 2EI1CY

2a3m

15EI + Cs + 2aCy +4a Cho +8a Ci1 =

2am
SBET

+ 2010 + 12&011 =0

con soluzione:
Co=Cy=Csg=Cs=0

43a°*m
240FK1

m

30E1T
9a3m
40FE1T

4a?m

Cs = — e (14.84)

m
30E1
2a%m
15ET
3am
20E1
™m

120E1

Ci =

Cy=

Cr =

)= —
Cio =
Cii=—

Gli spostamenti sono quindi forniti da:

m [ 43a? xs x3
wao0) = g (- 24 2

B\ 240 ™ 30 " 120a
m [(9a®  4a® yg’ y4
_ Ys 14.85
v (ys) = EI(4O %730 T 1200 ) (14.85)

wp (o) = o (2 B0 T 5
YT EI\ 1577207 1207 T 1200

le rotazioni si ottengono per derivazione:

2 2 3
(AB) (poy = T (_43a” x5 7z
o7 () = g7 < 240 T 10 30a
2 2 3
(BCO) _m da” vz vz 14.86
O ) = 7 ( 15 10 30a (14.86)
2 3
©D) oy M (20 _3a T 5 %
o7 (a) = gy ( 5 1077 20% 7 304
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19
m
20

X3

vl s
—

Figura 14.17: 1l diagramma del taglio per la trave di Figura 14.16

I momenti si calcolano con 'usuale formula:

2
MOAB) (1) — (3«“3 _ xz)

5 10a

2
M(BO) (B Y 14.87
(ys) m 5 10a ( )

3a 7 22
M(CD) — R SPOat: I
(z) =m | =75+ 35% ~ 10

mentre per i tagli si deve utilizzare la (14.82):

1
TUE) (z5) =m ( - m) + ﬁﬂ?;g =

5 ba 5a 5
1 ys 2 m m
TED (y3y=m | —=—-Z )+ Zm+ —ys = — 14.
(y3) =m 5 5a + 5m+ 5ay3 5 (14.88)
7 z 3 m 19
T(CD) - L= 2 o=
(F)=mlg5 = 5,) T5m T 5= 0™

Il diagramma del taglio (Fig.14.17) & immediato: andamento costante tra i
primi due appoggi, e pari ad %7 poi una discontinuita in corrispondenza della
reazione dell’appoggio centrale, ed ancora andamento costante fino all’appoggio
di destra, con valore %m.

Da questo diagramma si possono ricavare le reazioni dei tre appoggi:

Ry=—-TWD (g5 =0) = —%
15
Rp =TF (y3 = 3a) — TCP) (23 = 0) = ~55™ (14.89)
19
Re =TP) (253 = 2a) = 20"

Il diagramma appena descritto non rappresenta pero, alla luce delle (14.82),
la derivata del momento flettente, e poiche le informazioni sulla pendenza del
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A T(x3)-m(x3)

| a . |
i a/4 T
m/5 \ | 20 X3
1
! | ~ g
m/20 !
i Zm
1
|

Figura 14.18: Il diagramma della derivata del momento per la trave di
Figura 14.16

momento sono essenziali, & conveniente diagrammare anche la funzione T'— m,
ossia la derivata del momento:

Si ottiene il diagramma di Figura 14.18, in cui 'andamento lineare riflette
I’andamento lineare della distribuzione di coppie. Da esso puo gia dedursi ’an-
damento quadratico del momento, con discontinuita angolare in 3a e due punti
di estremi in a ed in 5a — %. Inoltre, negli appoggi di estremita il momento si

annulla, cresce da 0 ad a, descresce fino all’appoggio intermedio annullandosi in
corrispondenza della cerniera, per poi tornare a crescere fino all’ascissa 5a — §.
Di qui in poi, torna a decrescere per annullarsi nell’appoggio di destra. Si ha
cosli il diagramma di Figura 14.19.

Le rotazioni variano con legge cubica, con una discontinuita in corrispon-
denza della cerniera B. A partire dal diagramma del momento, si puo affermare
che vi saranno punti di tangenza orizzontale in corrispondenza dei due appoggi
di estremita, della cerniera in B, e della sezione all’ascissa 5a — ¢, ossia in tutti
i punti ove si annulla il momento.

A partire dal diagramma di T' — m, invece, si puo affermare che la curva-
tura del diagramma cambiera in corrispondenza della sezione 1* all’ascissa a,

a
dell’appoggio in C, e della sezione 2* all’ascissa 5a — 1 Si puo quindi giungere
al diagramma di Figura 14.20.

Il diagramma degli spostamenti ¢ infine riportato in Figura 14.21: esso sara
costituito da parabole di ordine quattro, si annullera in corrispondenza dei tre
appoggi, e presentera tangenza orizzontale nel punto 3* in cui le rotazioni si

annullano. Numericamente si puo determinare che la sezione 3* ¢ situata a
circa 3.68 a dall’appoggio di sinistra.

I cambi di curvatura avverranno invece dove si annullano i momenti, ossia

a
nella cerniera B e nel punto 4%, all’ascissa 5a — ok
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X3

ma
10

M(x3)

ma
160

Figura 14.19: Il diagramma del momento per la trave di Figura 14.16

6 (x3)
|
I
|
4 ma2 :
15EI |
]
1
. 1* i X3
. o
NE: 11 ma2 ; ~— 1 | .22
43 ma 240 EI 30EI
240 EI

Figura 14.20: Il diagramma delle rotazioni per la trave di Figura 14.16

9 ma3
40 EI

up (x3)

Figura 14.21: Il diagramma degli abbassamenti per la trave di Figura 14.16
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14.6.2 Le travi soggette a variazioni termiche flessionali

Il pin frequente caso di distorsione u (z3) distribuita & certamente il caso delle
variazioni termiche alla Navier, in cui una trave di altezza h subisce una diffe-
renza di temperatura At tra Pestradosso e I'intradosso. In tal caso, ¢ noto che
leffetto di At e riconducibile ad una distorsione flessionale pari a:

A
0= —aft (14.90)

dove a ¢ un coefficiente di conducibilita termica, caratteristico di ciascun ma-
teriale, e di dimensioni fisiche pari all’inverso di gradi. Ne segue quindi che —
come ovvio — la p (z3) & assimilabile ad una curvatura.

Quale esempio preliminare, si consideri la trave a mensola di Figura 14.22,
soggetta ad una variazione termica At costante su tutta la luce. Per essa si ha:

At

4

—

Figura 14.22: Una trave isostatica soggetta a variazione termica

U (.233) =Cop+ Chias + 023:% + C3l‘§ (14.91)

e le costanti di integrazione si determinano imponendo che sia:

u (.’)33 = 0) =0
¢ (@3 =0) (14.92)
ed utilizzando la (14.71) si ha:

Co=0

Ci=0
A 14.93
202+6L03+a7t:0 (1462)

6C3 =0

Esercizi di Scienza delle Costruzioni 301



14.6. LA PRESENZA DI VARIAZIONI TERMICHE E COPPIE DISTRIBUITE

con l'ovvia soluzione:

ug (x3) = O;%tzg
At
¢ (z3) = anCS (14.94)
M (1'3) =0
T (.’Eg) =0

Si noti che in questo caso — struttura isostatica — la variazione termica
ha causato spostamenti e rotazioni, ma non sono sorte caratteristiche. Nel
caso di strutture iperstatiche, invece, una variazione termica provoca anche

caratteristiche.
Si consideri infatti la trave di Figura 14.23, in cui le condizioni ai limiti

divengono:

At
+—+t

Figura 14.23: Una trave iperstatica soggetta a variazione termica

U ($3 = O) =0
0l ) (14.95)
us (z3 =L)=0
che si tramutano nel sistema.
Co=0
Ci1=0
Co+ C1L+ CoL? + C3L* =0 (14.96)
At
2C’Q+6LC3+O[T:0
con soluzione:
Co=C1=0
aAT
Cr = (14.97)
aAT
O =T
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3 EIaAT
2h

X3

M(x3)

Figura 14.24: Una trave iperstatica soggetta a variazione termica: diagramma
del momento

Si hanno quindi gli spostamenti e le rotazioni:

5 (14.98)
6 (zs) = ~ 22T (22— 208
e an \“"7 L
ma anche i momenti ed i tagli:
M (w3) = —Ef—aﬁLT (2 - 6?) - EI—atT — —g%—aiT (L — a3)
(14.99)
T (z3) = ;ﬂaAT
BT h

Il diagramma del taglio € costante, mentre il diagramma del momento, ri-

3 __aAT

portato in Figura 14.24, e lineare, crescendo dal valore _§EI nell’incastro

al valore nullo sull’appoggio.
Il diagramma delle rotazioni & presentato in Figura 14.25: ’andamento
sara quadratico, annullandosi in corrispondenza dell’incastro, e raggiungendo

L
un punto di minimo ad 3 laddove si annulla la sua derivata, ossia la funzio-

2
ne — — u. Poi cresce fino ad annullarsi a §L’ e raggiunge il valore massimo
sull’appoggio:
AT
d)max = ¢(L) = _a4h L (14100)

Infine, gli abbassamenti sono forniti dalla Figura 14.26: si parte da zero, e

con tangenza orizzontale, si cambia di curvatura in 3 si raggiunge il massimo

2
in §L’ e poi si torna a zero in corrispondenza dell’appoggio.
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®(x3)

aAT L
4 h

X3

Figura 14.25: Una trave iperstatica soggetta a variazione termica: diagramma
delle rotazioni

X3

anT L2
27 h

uz (x3)

Figura 14.26: Una trave iperstatica soggetta a variazione termica: diagramma
degli spostamenti

Sara infine:

2 aAT
U2 max = U2 <3L> = WLZ (14101)

14.7 Le travi a sezione variabile

Se la rigidezza flessionale della trave varia con l'ascissa z3, allora il passaggio
dall’equazione (14.6) alla (14.7) non & piu lecito, e I’equazione differenziale della
linea elastica deve essere esplicitata come:

EI'uy + 2EI'uy + Eluy” =p (14.102)

Si tratta quindi di una equazione differenziale a coefficienti variabili, la cui
soluzione non sempre e esprimibile analiticamente. Si tenga anche presente che
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per travi a sezione variabile il taglio sara fornito da:

dM

e (—ETuy)' = —(EI)'uy — ETuy’ (14.103)
T3

T (z3) =

14.7.1 La trave a mensola a rigidezza variabile linearmen-
te

Si consideri la trave a mensola di Figura 14.27, la cui rigidezza flessionale vari
secondo la legge lineare:

77

Figura 14.27: Trave a mensola a sezione variabile

EI (z5) = ko (1+ %) (14.104)

L’equazione (14.102) diviene omogenea, ed ha soluzione (ottenibile, ad esem-
pio, con Mathematica):

uy (v3) = Co+Cr23+Cox3+Cs (23 — Llog(L + x3) — x3log(L + x3)) (14.105)

Le quattro costanti di integrazione si calcolano imponendo le condizioni ai
limiti nell’estremo libero:

14.106
T(x3=0+F=0 ( )
e nell’incastro:
L)y=0
uz (@3 L; . (14.107)
.133 = =
Si giunge allora al sistema:
uy (£3=0)=0
—(EI) (x5 =0)uj (z3=0) — EI (x3=0)uy (z3=0)+F =0
us(L) = 0 (14.108)
ub(L) =0
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che utilizzando la (14.105), insieme alle sue derivate successive, porta a scrivere:

Cs
ko
20 =F (14.109)

Co + C1L + CoL? 4+ C4(L — 2L1og(2L)) = 0
Cl + 2LCQ — 10g(2L)03 =0

Si possono quindi agevolmente ricavare le quattro costanti di integrazione:

FL?
C, = —
3 o
FL
“= %,
;LQ (14.110)
Cy=- (1 —log(2L))
ko
FL3
=——(1—-2log(2L
Co = ~ (1= 2log(2L))
da cui gli abbassamenti, le rotazioni, i momenti ed i tagli:
FL(L+ x3)(—L+ 23+ 2Llog(2L) — 2L1og(L + x3))
up (x3) =
2ko
FL(L—z3— Llog(2L)+ Llog(L + x:
b (eg) = TLL T g;O ) 2l + 25)) (14.111)
M (z3) = —Fus
T (333) =-F

Si noti che le caratteristiche non sono influenzate dalla variabilita della
sezione. All’estremo libero si hanno i due valori significativi:

log(4) — 1) FL? FL?

us (g = 0) = JBAW =D FLY 03147 P17 (14.112)
2 ko ko
FL?

¢ (v3 =0) = (1+log(L) —log(2L))

14.113
- (14.113)

Se la stessa trave e caricata da una coppia all’estremo, come in Figura 14.28,
le condizioni ai limiti si scrivono:

M (z3=0)+M=0

T(z3=0)=0
us (k3 =L)=0 (14.114)
2z3=L)=0
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A\ B

77

Figura 14.28: Trave a mensola a sezione variabile soggetta a coppia all’estremo

ossia, in termini di spostamento e successive derivate:

—EI (x5 =0)uy (z3=0) + M =0

—(EI) (x5 = 0)uy (x5 =0) — EI (x5 =0)uy’ (v3=0) =0 (14.115)
uz(L) =0
uy(L) =0

Valutando in base alla (14.105) si giunge al sistema di quattro equazioni:

<—% + 202) ko =M

205k
- L2 =0 (14.116)

Co + C1L + CoL? + C4(L — 2L1log(2L)) =0
Cl + QLCQ — log(?L)Cg = O

con soluzione:

L2
Co =" (10g(22) 1)
ko
ML
Cy =— —log(2L
! ho 08(2L) (14.117)
Csy =0
ML
Cy3=—"—
3 o
Ne seguono gli spostamenti e le rotazioni:
ML
ug (x3) = —— (L — z — (L4 2)log(2L) + (L 4 z) log(L + z))
ko (14.118)
ML ‘

¢ (ws) = (log(2L) — log(L + 2))

k()

mentre i momenti sono costanti e pari a —M ed i tagli sono identicamente nulli.
I valori dello spostamento e della rotazione all’estremo libero sono, in questo
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Ccaso:
L2
u9 ($3 = O) = /\/]i (1 + IOg(L) - log(ZL))
0
(14.119)
¢ (x3=10) = ML log(2) ~ 060314
k?o kO
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Capitolo 15

Il metodo della doppia
integrazione

In questo capitolo si calcolano i tagli, i momenti, le rotazioni e gli abbassamenti
per travi isostatiche utilizzando il metodo della doppia integrazione, o di Saviot-
ti' A base di tale teoria, vi & la constatazione che in una trave isostatica deve
essere possibile calcolare le caratteristiche della sollecitazione interna sfruttando
solo le equazioni di equilibrio
dTl
dl‘3
dM
d.’Eg

(15.1)

e solo succesivamente — e se richiesto — si ricavano le rotazioni e gli abbassa-
menti, utilizzando le equazioni costitutive e di congruenza:

de _ M

dl‘g - EI

iy (15.2)
d$3 n

15.1 La trave appoggiata soggetta a carico di-
stribuito
Si consideri la trave appoggiata di luce L, in Figura 15.1, soggetta ad un carico

uniformemente distribuito di intensita gy lungo tutta la luce, e si voglia conoscere
il diagramma delle rotazioni e dell’abbassamento.

1] metodo descritto & noto in letteratura anglosassone come metodo di Macaulay, in quanto
illustrato per la prima volta da W. H. Macaulay nel 1919, in “A note on the deflection of
beams”, Messenger of Mathematics, 48 (1919), pp.129-130. In Italia & pilt noto come metodo
di Saviotti, in quanto illustrato da Carlo Saviotti — con strumenti di statica grafica — nel
libro La Statica grafica, U.Hoepli 1888.
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Iqe YYYYYYYYYYYYYVYYVYYYY

A B
AN N . Y
L
| |

Figura 15.1: Trave appoggiata soggetta a carico distribuito

Poiche il carico ¢ costante, la prima delle (15.1) fornisce 1’espressione del
taglio, che ovviamente risulta lineare:

T (z3) = */CIO dzz = —qoxs + To (15.3)

e la seconda delle (15.1) indica una distribuzione quadratica del momento:

2
M (x3) = /des = *QO% + Toxs + Mo (15.4)

Le due costanti di integrazione, Ty ed My, si calcolano imponendo le due
condizioni di equilibrio ai due estremi della trave:

M(0)=0— My =0
(15.5)

L
M(L)ZO—>T0:q0§

e quindi:

o) - ()

y - 2L (15.6)
(o) =an (-5 + a)
Si noti che le due costanti di integrazione sono fisicamente interpretabili
come il taglio ed il momento nell’estremo di sinistra.
La prima parte del procedimento di Saviotti € conclusa, e si puo passare
al calcolo di rotazioni e spostamenti. A partire dalla prima delle (15.2) si pud
scrivere:

M 3 L ,
¢ (x3) = / El dzsg = _QO@ + W p7"3 + o (15.7)

e dalla seconda delle (15.2) si deducono gli spostamenti:

x% _ ix
2apT ~ P12ET

U2 (1‘3) = —/(bdl‘g =4qo g — ¢PoT3 + U2g (158)
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Infine, le due costanti di integrazione, ¢y ed usg si calcolano imponendo le
due condizioni di congruenza agli estremi della trave:

UQ(O) =0—ugp =0
L? L? L3 (15.9)

L)=0 R N
up(L) =0 — b0 = Gog s — W 557 = D557

Puo concludersi:

¢ (x3) = — Lng Lgﬂ, Lig (15.10)
3) = s TOGEr T Ooypy '
4 3
T3 3 L
_ D i 15.11
ug (3) OS] QO12EI$3+(JO24EI’£3 (15.11)

Le due costanti di integrazione, in questa seconda fase del procedimento,
possono interpretarsi come la rotazione e I’abbassamento nell’estremo di sinistra.

I valori notevoli

In seguito, assumeranno notevole importanza alcune quantita, che conviene
evidenziare fin da ora:

e rotazione agli estremi per trave appoggiata—appoggiata soggetta a carico
costante qq :

O —
?(0) = —qo 5=

OI%EI (15.12)
<Z5(L) =4qo QAET

e abbassamento in mezzeria per trave appoggiata—appoggiata soggetta a

carico costante qq :
L 5 qL*

15.2 La trave appggiata soggetta a forza concen-
trata

Si consideri la trave appoggiata di luce complessiva Ly + Lo, in Figura 15.2,

soggetta ad una forza concentrata in una sezione generica a distanza L; dalla

base di sinistra. Si vogliono conoscere il taglio, il momento, la rotazione e
I’abbassamento utilizzando il metodo di Saviotti.
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F
A C
Ay < B <
% i %
Ly L

Figura 15.2: Trave appoggiata soggetta a carico concentrato in una sezione
generica

La prima integrazione per i tagli ed i momenti

In una prima fase si risolve il problema statico, deducendo le caratteristiche.
Poiche il carico distribuito ¢ assente, il taglio sara costante, ed il momento
lineare. Tuttavia in corrispondenza della forza F' il taglio vedra una disconti-
nuita, ed il momento flettente una discontinuita angolare. Per tener conto della
presenza di tale discontinuita, si scriveranno due espressioni del taglio, e due
espressioni del momento flettente, valide a sinistra della forza e a destra della

forza, rispettivamente. Sara quindi:

#AB) _
m{AP) =Ty + Mo 15.14

m PO = Tyzs + M,

Le quattro costanti di integrazione hanno l'immediato significato fisico di
tagli e momenti in A, ed immediatamente a destra di B. Si noti inoltre che
si sono scelti due sistemi di riferimento, con origine in A e B, rispettivamente,
per esprimere tagli e momenti nei due tratti. Le condizioni di equilibrio che
permettono il calcolo delle costanti sono:

(15.15)

ossia:

My =0

ToL: + Mo = M;
To=T1+F

TyLy+ M; =0

(15.16)
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con soluzione:

Lo
To=F-—%
0 L1+ Lo
Ly
T =-F—"1
! Ly + Lo (15.17)
My =0
Ly Ly
M, = 2122
! L1+ Lo

Infine, tagli e momenti possono scriversi come:

A T(x3)

FLy
L1 +Lp

X3

|

-FLq
L1 +Lp

X3

FLqLy
L1 +Lp

Y M(x3)

Figura 15.3: I diagrammi delle c.s.i. per la trave appoggiata soggetta a carico
concentrato in una sezione generica

((AB) _ F%
1; 2 (15.18)
AB) _p_ 2
" L+ Lo°
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L
t(BC) — _F 1
L+ Ly
oy _p Dn LiLs

( _
m = — x3 + F
Li+Ly ° " Ly + Ly

I relativi diagrammi non presentano difficolta, e sono presentati in Figu-
ra 15.3. Si noti solo che il momento cresce nella prima semiluce, laddove il
taglio e positivo, per poi decrescere a destra della forza, dove il taglio diviene
negativo.

La seconda integrazione per rotazioni ed abbassamenti

Si potra scrivere, per i due tratti:

(AB) F L 2
m X
AP (23) = / dzs 25 4o

El T FEIL L2 (15.19)
(BC) F Ly 22 F I,L '
(BC) e T Nt S St S 2
0 (ws) BT YT TEIL L2 (EIL LB
ed ancora:
F L 3
uéAB) (x3) = — / ¢(AB) drs = —Eﬁf — ¢ow3 + uzo
3 2
B oy _ [ gBOy gy - F Iy w3 F Iils 3
uy 0 (w3) /¢ T3 = g I 11,6 EIL tLs2 P13 + U2t
(15.20)

e le quattro costanti di integrazione si ottengono imponendo le quattro condi-
zioni di congruenza:

uéAB) (x3=0)=0
¢AB) (23 = L1) = ¢P9 (23 =0
uch) (373 = LQ) =0
Queste quattro condizioni si tramutano nelle equazioni:
U20 = 0
F Ly L}
_ Bt SN =
EIL + 1, 6 ¢oL1 + u20 = u21
F Ly IL? (15.22)
T+ 60 = &
EILi+ Ly 2
F L L3 F L,L, L2
- . 122 22 gLy +up =0

EL1+L2F_EL1+L2 2
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con soluzione:

Ugp = 0
FL2L2
U2l = 05777 7
3EI (Ly + L)
5 FLiLy (Ly + 2L5) (15.23)
0= -

6EI (L1 + Ly)
FLy (Ly — L) Ly
3EI (L1 + Lo)

o1 =

Le rotazioni e gli abbassamenti possono allora scriversi come:

F L
1P (23) = *@ﬁzb (LT + 2L Ly — 3x3)
F Ly
o ) = BT T I
WP (5 )= F Loxs
2 8 T 6EI Ly + Ly
(BC) _ F Li(Ly—x3)
uz () = GET T I 1 I,

(2L1Ly — 2L3 + 6Lyxs — 323)
(15.24)
(L3 + 2L, Ly — 23)

(2L1L2 + 2L2I3 — SC%)

I relativi diagrammi sono presentati in Figura 15.4. Per il loro tracciamento,
si & considerato che le rotazioni si annullano all’ascissa:

Ly (Ly +2Ly)
V3

e che a tale ascissa si verifica quindi lo spostamento massimo:

ol = (15.25)

Ug =ug (r3 = 23) = FLy (L (L1 +2L2)) v (15.26)
e 8 9V3EI (L1 + L)

Si osservi inoltre che la pendenza del diagramma delle rotazioni agli estre-
mi deve essere nulla, in quanto nulli sono i momenti ai due estremi, e che la
curvatura del diagramma degli spostamenti non si annulla.

I valori notevoli

Anche in questo caso sono da segnalare i valori delle rotazioni agli estremi e
I’abbassamento in corrispondenza della forza:

e rotazione agli estremi per trave appoggiata—appoggiata soggetta a forza
all’ascissa generica:

_ FLiLy (L1 +2Ly)
9(0) = 6EI (L1 + Lo)
_ FLyLy(2Ly + Ly)
(L) = 6ET (Ly + Lo)

(15.27)
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¢ (x3)
|
| Fly (L3 -Lp) Ly
| 3EI (Lq +L))
|
| X3
7FL1L2 (L1 +2Lp)
6EI (L1 +L)p)
t
Lq (L1 +2Lp)
V3
X3
; =T
I
1
I
1
1
i
! U2 max
1
I
1
I
1
i
uy (X
v 2 (X3)

Figura 15.4: I diagrammi di rotazioni e spostamenti

e abbassamento in corrispondenza della forza per trave appoggiata—appoggiata
soggetta a forza all’ascissa generica:

w (L) = _ FLILE (15.28)
2 ) 3EI(L, + L)

Nel caso particolare di forza in mezzeria si ha, posto Ly = Lo = L/2:

FIL2
o0) = ~16E7
FL2
¢(L) = 1ep7 (15.29)

L\ FL?
%) T REI
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15.3 Trave bipendolo—appoggio con sbalzo

Si vuol studiare la trave di Figura 15.5, dove uno sbalzo di luce Lo ¢ sollecitato

da una stesa triangolare di carico.

A B C
~E=
| l |
1
L1 Ly

Figura 15.5: Una trave con bipendolo ed appoggio caricata su uno sbalzo

Occorre preliminarmente esprimere analiticamente il carico, che essendo li-
neare, ed avendo i due valori prefissati gqg in B e zero in C' potra scriversi

come:
x3
= 122
q(x3) = qo ( L2>

La prima integrazione per i tagli ed i momenti
L’utilizzo delle relazioni di equilibrio fornisce:
4B _ o

t(BC) = —qo | T3 — ﬁ + T1
2L

ed ancora:
m(AB) = Tol‘g + MO

(BG) ST Ty + M
m = — - - x
q0 B) 615 1%3 1

(15.30)

(15.31)

(15.32)

Le quattro condizioni di equilibrio, che consentiranno il calcolo delle quattro

costanti di integrazione, sono:

tAB) (23 =0) =0

mAB) (23 = Ly) = m PO (x5 = 0)
t B (23 = Ly) =
m P (23 = L) =
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ossia:
TO =0
Tolq1 + My = M,
—qo (L22> +Ty =0 (15.34)

L3
—(]0? +TLy+M; =0

con soluzione:

Ty =0
L
T = (1072
1 (15.35)
My = —EQOLg
I s
M, = *EQOLQ

I tagli ed i momenti sono quindi forniti da:

145 =
3 L
H(BC) — _ _ %3 L2
qo | T3 2L, + Qo 5
L3 (15.36)
mAP) = g, =2
6
2 3 3
(BO) _ g (%3 T 4 gty o Loz d0lwa = La)
" ! (2 6L2> Tyt T g 6L,

I diagrammi sono illustrati in Figura 15.6: si noti che poiche il carico si
annulla nell’estremo di destra, ivi il taglio giungera con pendenza orizzontale,
cosl come il momento, che vede annullarsi in quel punto sia la sua derivata prima
che la sua derivata seconda.

La seconda integrazione per le rotazioni e gli abbassamenti

Dai momenti si possono trarre le espressioni delle rotazioni:

(AB) 1
m
AP (z3) = o dzz = —ngoL%l‘:a + o
(BO) I Lya? 1
B (py= [T qge = —qo (23— T8 L2231 r2.
@ (w3) El T3 qo0 ( 6 94L, + qo D) 6610 273 + P1

(15.37)
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T(x3)

| M(x3)
Figura 15.6: I diagrammi delle c.s.i. per la trave di Figura 15.5

ed integrando ancora una volta si ottengono gli abbassamenti:

1
—qoL3x3 — doxs + uz

™) (22) = 35

PO () =  af L +7 2 2 et (15.38)
2 3) =90\ 54 T 120L, 07573 T 50l 2 183 U2

Questa volta occorrera utilizzare le equazioni di congruenza, che si scrivono:

¢ (@3 = 0) =0

(AB) (w5 = L1) =
(15.39)
us” (w5 =0) =0
¢ AB) (23 = L1) = ¢! P (25 = 0)
ossia:
¢$0 =0
L2312
qolz L — oLy +uz =0
(15.40)
Ug1 = 0
L2L
— BT 4 gy = gy

6
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che risolte forniscono le rotazioni e gli abbassamenti:

A ¢(x3)
X3
- >
1
1
1
i
1
E (4Ly +Lp) L3
! 24 EI
1
1
1
1
1
1
U2 min
X3

!

i U2 max

!

uz (x3) b

Figura 15.7: I diagrammi di rotazioni e spostamenti per la trave di Figura 15.5

(AB) L2
o) (a3) = 6EI 273
3 4 2
(BC) (py— G0 (73 x5  Lezg 1., 1.,
o () EI(G i, 2 2 gt tglen
15.41
sy, o (e - L) I3 (15.41)
uy (@s) = =57
4 5
(BC) :ﬁ ﬁ_ x3 _L2 3 L2 2 LL
uy (@) EI( 1200, 12 3+12 23+6 2575

I relativi diagrammi sono riportati in Figura 15.7. I valori estremi dell’ab-
bassamento sono attinti agli estremi, e valgono:

min — =0)= L2L2
“ v =0) IQEI (15.42)

U2 max — ’U,éBC) (:L‘3 = LQ) L3 (5L1 + LQ)

3OEI
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15.4 Trave Gerber

Per la struttura di Figura 15.8, si vuole applicare il metodo di Saviotti, per
ottenere il diagramma delle rotazioni e degli spostamenti.

| )

A B Y
\\\}\\ e T@V T@YV

—
——
—

—

L1 Lz L3
Figura 15.8: Una trave su tre appoggi e cerniera

In una prima fase, si scrivono le espressioni dei tagli e dei momenti nelle tre
campate. In base alle relazioni di equilibrio, potra porsi:

A48 = 15,
m(AB) = T0$3 + M()
tB) =1

mBO) = Tyzs + M, (15.43)
P = —qoas + T
22
m(©P) = —QO?S + Toxs + Mo

Per il calcolo delle sei costanti di integrazione, si scrivano le equazioni di
equilibrio:

mAB) (£33 =0) =0
m(AB) (.Tg = Ll) = 0
(BO) —0) =
m T 0)=0
(2 =0) (15.44)
tAB) (19 = L) = TP (23 =0)+ F
m(BC) (3?3 = LQ) = M(CD) (56'3 = 0)
m(“P) (x5 = L) = 0
e valutandole attraverso le (15.43):
My=0
ToL1+ My =0 (1545)
M; =0
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To=T1+F
T1L2+M1:M2

L3
G +T2L3 + Mz =0

con soluzione:

My=Ty=M, =0

T, =-F
My = —FL, (15.46)
Ly L,
T =q— +F2
2= + s

Le caratteristiche saranno quindi fornite da:

tAB) =
mAB) =0

t(BC) =_F
m B = —Fu (15.47)

L L
$H(CD) — _ =3 g2
qox3 + qo 5 + Is
2

(o) _ _, T3 Ls Fé _ FL

m QO2+<QO2+ I z3 2

I diagrammi sono riportati in Figura 15.9, e non presentano particolari dif-
ficolta. Si noti solo che il momento flettente raggiunge il suo valore massimo in
terza campata, laddove il taglio si annulla, ossia all’ascissa:

2F Ly + L2qo

x5 =L+ Ly + Lato

(15.48)

In base ai valori di F' e g, tale ascissa puo anche non ricadere nella ter-
za campata, nel qual caso il taglio non si annulla, ed il momento cresce fino
all’appoggio in D.

La seconda integrazione per le rotazioni e gli abbassamenti

Dai momenti si possono trarre le espressioni delle rotazioni:

M(AB)
AP (z3) = / o dxs = ¢
M(BC) 2
(BC) _ __p "
¢ (z3) ol dzs 5p7 T 1
M(ED) 3 L: F Ly\ 22 F
(€D) (1a) — Qe = —an 53 Ls  FLe\ay  F o
o7 (@) I 47T T0Gpr T (qo Bl | EI L3> SR
(15.49)

322 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 15. IL METODO DELLA DOPPIA INTEGRAZIONE

T(x3)
L3 Lo
7+F7
9o~ I3
X3
i
'] -F
Mmin
X3
M(x3)

Figura 15.9: I diagrammi delle c.s.i. per la trave di Figura 15.8

ed integrando ancora una volta si ottengono gli abbassamenti:

ugAB) (r3) = —¢or3 + U2
3
x
UéBC) (x3) = Fﬁgl — p173 + U1

x5 L F Ly\ z3 F 3
AP () = g ~ (w3 )%

I (g 2 ) B L 0B st
el \P2E1 TEIL;) 6 T EI 22 PsTUm
(15.50)

Questa volta occorrera utilizzare le equazioni di congruenza, che si scrivono:

us (3 =0)=0
uS*™ (w5 = L) = ul" (25 = 0)
uy”™ (g = Ls) = 0 (15.51)
ulP (x3=0)=0 .
2
)
)
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da cui il sistema di equazioni:

UQ():O

—poL1 + Uz = u1

Fﬁzl —¢1La +u21 =0
sy = (15.52)
L2
*Fﬁ +é1 =2

L Ly  F L,\IL} F I3
it B (PO B e SRR - S WY —
©54E1 <QO2EI+EIL3> 6 T Erg o flstum=0

con soluzione:

U20 = 0

bo =

21EIL,
Uy = 5= Lo (8FL3 +8FLyLs — L3qo
2451 ( ) (15.53)
61 = 57 (12F L3 +8F Ly Ly — Ligo)
ug; =0
62 = — 517 Ls (~8FLz + Lig)

In definitiva, le rotazioni sono fornite da:

_SFLg + SFL%LS — LQL%(]O

(AB) .\ _
¢ (w3) 24ETL,
2
1
(BO) (g4) = —F-3_ 4~ (129FL2 + 8FLyLs — L3
o (w3) 557 T 3187 > +8FLyLs — Liqo) (15.54)
3 2 :
(CD) () — g T3 Ls  F Lz F.
O (ws) = —qogpr + (qo 9Bl VEILs) 2 EI ™

1
24FET1

Ly (—8F Ly + L3qo)

e gli abbassamenti da:

AB 8FL3 + 8FL2L3 — L2L3q0
ug? (z3) = == 24E2]L1 =

3

3
BC x 1

1

2 3
m[/g (8FL2 + 8FL2L3 — quo)
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4 3 2
©D) oy g %3 (. Lz F Ly\as F a3
uz " (23) = o gy (qo 9Bl EILs) 6 T BI 22

1
(MLg (78FL2 + L%qo)) I3

I diagrammi sono riportati in Figura 15.10. Si noti la discontinuita delle
rotazioni in corrispondenza della cerniera.

b ¢ (x3)
X3
X3
y U2(x3) )

Figura 15.10: I diagrammi di rotazioni e spostamenti per la trave di Figura 15.8
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Capitolo 16

I corollari di Mohr per il
calcolo degli spostamenti

16.1 Relazioni fondamentali: ’analogia

In questo capitolo si utilizza la teoria dell’analogia di Mohr per il calcolo di
spostamenti e rotazioni. Per illustrare tale teoria, si considerino da un lato le
due equazioni di equilibrio, che collegano momenti, tagli e carico applicato:

dT
dzs
dM
du

e si scriva I’equazione che collega direttamente il momento flettente al carico
applicato:

=—q
(16.1)

=T

d*M

— = — 16.2

e q (16.2)
Dall’altro lato, si considerino le due equazioni di congruenza e costitutive:

d _M

des Bl (16.3)

duz __,

dxg -

e si scriva ’equazione che collega direttamente lo spostamento al momento

flettente: 2 v
U
—_— = —— 16.4
da3 EI ( )

Non puo sfuggire 'analogia tra la (16.4) e la (16.2), che induce a definire un
carico fittizio:
M (16.5)
T T FEI '
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ed un momento fittizio:

ed ad affermare che lo spostamento us puo riguardarsi come il momento flettente

M
(fittizio) provocato da un carico (fittizio) pari ad —=. Inoltre, 'analogia tra la

prima delle (16.1) e la prima delle (16.3) porta a dire che la rotazione puo
riguardarsi come il taglio fittizio provocato dal carico fittizio ¢*:

T = —¢ (16.7)

16.2 La trave ausiliaria

Si consideri ora una trave soggetta al carico trasversale ¢, ed a carichi concentrati
(forze e coppie), e si ipotizzi di conoscere il diagramma del momento da essi
generato. Se la trave ¢ isostatica, tale conoscenza € possibile a partire dalle
sole equazioni di equilibrio, ma quanto segue non ¢ limitato all’ipotesi di travi
isostatiche.

Le analogie illustrate in precedenza permettono di affermare che la rotazione
¢ e abbassamento usy si ottengono calcolando il taglio fittizio T* (cambiato di
segno) ed il momento fittizio M* provocati dal carico fittizio ¢*. E’ pero necessa-
rio tramutare le condizioni di vincolo relative alle rotazioni ed agli spostamenti
in condizioni sui tagli e sui momenti fittizi, definendo una nuova trave (ausilia-
ria), su cui poter compiere un secondo studio di equilibrio. In un incastro, ad
esempio, le rotazioni e gli spostamenti sono nulli, mentre sulla trave ausiliaria
occorrera proibire i tagli ed i momenti: quindi I'incastro reale andra sostitui-
to con un estremo libero. Inversamente, se la trave reale presenta un estremo
libero, in esso andranno permessi spostamenti e rotazioni, e quindi sulla trave
ausiliaria andra previsto un incastro.

In sintesi, per i vincoli di estremita, la relazione tra vincoli reali e fittizi &
fornita da:

e incastro — estremo libero
e appoggio — appoggio

e bipendolo — bipendolo

e estremo libero — incastro

Per i vincoli intermedi esterni, si consideri prima 1’appoggio intermedio: in
esso gli spostamenti devono essere nulli, cosi come le rotazioni relative: sulla
trave ausiliaria, quindi, bisognera prevedere un vincolo che annulli i momenti
flettenti, e per cui non vi sia discontinuita nei tagli, e tale vincolo ¢ una cerniera.
Del tutto analogamente, ¢ immediato osservare che un bipendolo esterno si
tramutera in un bipendolo interno:

e appoggio intermedio — cerniera
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e bipendolo esterno — bipendolo interno

Infine, si considerino i vincoli interni, ossia la cerniera ed il bipendolo in-
terno. La cerniera impone che gli abbassamenti relativi siano nulli, mentre le
rotazioni relative sono ammesse: il corrispondente vincolo fittizio non dovra
causare discontinuita nei momenti, mentre ’andamento del taglio dovra essere
discontinuo, e quindi occorrera introdurre un appoggio (la cui reazione causa la
discontinuita del taglio). Analogamente, il bipendolo interno si tramuta in un
bipendolo esterno:

e cerniera — appoggio

e bipendolo interno — bipendolo esterno

16.3 Trave appoggiata con carico distribuito!

Si consideri la trave appoggiata di luce L, in Figura 16.1, soggetta ad un carico
uniformemente distribuito di intensita ¢ lungo tutta la luce, e si voglia conoscere
il diagramma delle rotazioni e dell’abbassamento.

:[q YYYYYYYYYYYYYYYYYYY

A B
~&~x ~&=x
| L )|

Figura 16.1: Lo studio della trave appoggiata soggetta a carico distribuito
secondo la teoria di Mohr

Il primo passo per 'applicazione del metodo di Mohr & il calcolo del dia-
gramma del momento sulla trave di Figura 16.1. Le reazioni saranno uguali, e
pari a:

L
Ru=Rp = f‘% (16.8)
mentre il diagramma del taglio sara lineare:
T (z3) =ax3+b (16.9)

1Questo esercizio, in cui sono richieste le funzioni rotazione e spostamento, evidenzia la
stretta parentela del metodo di Mohr col metodo della doppia integrazione di Saviotti. Tut-
tavia, il metodo di Mohr & molto conveniente quando viene richiesta la conoscenza di una
rotazione o di un abbassamento in un singolo punto della trave, come si vede dall’esercizio
successivo
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e poiche

T<§> » (16.10)

si avra: I
T (x3) =¢ (2 - a:3> (16.11)

Il momento flettente si ottiene immediatamente, integrando 1’espressione
precedente:

3 L
M (z3) =¢q ) + 273 + ¢o (16.12)

e la costante di integrazione cg si annulla, in quanto il momento si annulla in
x3 = 0. Ne segue che il carico fittizio puo scriversi:

g (13) = ——a3 (L — x3) (16.13)

2E]T

La trave ausiliaria ¢ ancora la trave appoggiata, e quindi occorre ora calcolare
il momento flettente sulla trave di Figura 16.2. Le reazioni fittizie sono fornite
da:

. (X”I ST

~&~~ ~&N~

| |
I |

Figura 16.2: La trave ausiliaria

1 [t g qL?
o ¥ _ _ T —x(L — dor = — 16.14
Ra=Fp=—3 /O " dr =5 (16.14)
Il taglio fittizio & allora ottenibile integrando la (16.13):
) = L (L2
T (z3) = 2EI< 5 3 +co (16.15)
e la costante di integrazione si ottiene osservando che T%(0) = —R%. Si ha
quindi:
] ¢ (Lx3 a3\ L’
T (z3) = ——= | /= — = 16.16
(@3) = ~5p7 ( 5 3 ) 24EI (16.16)
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Infine, un’ulteriore integrazione fornisce il richiesto momento fittizio (la
costante di integrazione ¢ nulla in quanto il momento si annulla in z3 = 0):

N q Lx§ m§ qL?
M* (z3) = ——L_ (223 _ 28 16.1
(#3) = ~5p7 ( 6 12) 24Er™ (16.17)

In base alle analogie di Mohr, puo concludersi:

_ gL qxf (xs L
24E1 2FT

32
\ qL® q (Lai a3
=M = - _ 1 (== _ 9
ua (73) (#3) = 54B1* ~ 281 ( 6 12

¢ (x3) = =T (x3) =
(16.18)

16.4 La trave appoggiata con forza concentrata

Si consideri la trave appoggiata di luce L, in Figura 16.3, soggetta ad una forza
concentrata in mezzeria, e si voglia conoscere il valore dell’abbassamento e della
rotazione nella sezione S situata ad un quarto della luce.

L/2 L/2
Figura 16.3: Trave appoggiata soggetta a carico concentrato

Il primo passo per 'applicazione del metodo di Mohr & il calcolo del dia-
gramma del momento sulla trave di Figura 16.3. Le reazioni saranno uguali, e
pari a:

Ri=Rp=—— (16.19)

mentre il diagramma del taglio sara costante da A alla mezzeria, e pari a F/2, ed
ancora costante dalla mezzeria a B, e pari a —F/2. Il diagramma del momento
sara una funzione lineare con discontinuita angolare in mezzeria, si annullera gli
estremi, e raggiungera un massimo in mezzeria, dove vale F'L/4.

Il carico fittizio avra quindi la distribuzione triangolare illustrata in Figu-
ra 16.4, dove si e anche riportata la trave ausiliaria, che in questo caso coincide
con la trave di partenza.

Occorre ora calcolare il taglio ed il momento flettente ad L/4 per questa
trave ausiliaria. Le reazioni fittizie sono fornite da:
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Figura 16.4: La trave ausiliaria

1/ FL L FIL?
Ry=Rp=—|-—F=|=- 16.20
ATTB T ) <4EI 2) 16ET (16.20)
ed in S il taglio fittizio ¢ immediatamente deducibile dal diagramma delle forze
in Figura 16.5:
. L ., 1. L L 3FL?
T (x?’ - 4) = R 3P%ET T T saEr (16:21)
FL
8 EI
i, J ) ML /a
Ra

L/4

Figura 16.5: Il diagramma delle forze per il calcolo del momento flettente in L/4

Analogamente, un equilibrio alla rotazione intorno alla sezione S permette
di dedurre il momento fittizio:

are (oo B gl 1 L LL _1IFLS 1622)
TTY) T MY T 2T 8ET 412 T68EI '
In base alle analogie di Mohr, puo concludersi:
NORRARNE Y%
T 4) " 64 EI
(16.23)
AR
\" T 4) 768 EI
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16.5 La trave appoggiata con coppia concentra-
ta
Si consideri ancora la trave appoggiata di Figura 16.6, caricata con una coppia

applicata a distanza L, dall’estremo di sinistra. Si voglia conoscere I’abbassa-
mento in corrispondenza della coppia.

n
A S:\ B
/

|
I L1 I Ly |

Figura 16.6: Una trave appoggiata soggetta ad una coppia concentrata

Le reazioni sono uguali e contrarie, e pari a:

M

Ry=-Rp=—-—"—
A B L1+L2

(16.24)

Il diagramma del momento deve essere nullo in A ed in B, e deve variare
linearmente da A ad S con pendenza pari al taglio in A, giungendo quindi in S
con valore:

M
My, =L)=———L 16.25
sin (xS 1) I+ Ly 1 ( )
Nel secondo tratto, il diagramma deve annullarsi in B e variare linearmente
con pendenza pari al taglio in B, sicche giunge in S con valore:

M

Mes (IS = Ll) = —m[/z

(16.26)

Si noti che la discontinuita del diagramma & pari al valore della coppia, e che
il carico fittizio sara positivo (diretto verso il basso) sulla prima luce, e negativo
(diretto verso ’alto) sulla seconda luce. Ne segue il diagrama di Figura 16.7,
dove il carico fittizio agisce sulla trave ausiliaria.

Per il calcolo del momento in S, sulla trave ausiliaria, si inizi a calcolare la

reazione R, scrivendo I’equazione di equilibrio alla rotazione intorno al punto
B:

1M L L
Ry (Ly + L) + 5 = L <L2+1>

1M Ly 2
Lo=Ly =0
QFI L, + Lo 3 2372

C2EIL + Ly °3
(16.27)

da cui subito:
M (L3 + 2L, Ly — 2L3)
R* = — 16.28
A 6EI (Ly + Ly) (16.28)
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w L1
EI L1+ L)

W IEIL1+L2

L1 Ly

Figura 16.7: La trave ausiliaria corrispondente alla trave di Figura 16.6

Il momento fittizio in S si ottiene allora scrivendo:
1M L4 L

M: =0 16.29
2EI L + Ly 5 s ( )

RAL1+

da cui il richiesto spostamento:

MULyLy (Ly — Lo)

16.30
3E1 (Ly + Lo) (16.30)

ug (23 = L) =

Si noti che il punto si abbassa se appartenente alla semiluce di destra, dove
L1 > Lo, si alza se appartenente alla semiluce di sinistra, dove L; < L, e non
si sposta se in mezzeria.

16.6 Trave con bipendolo ed appoggio

Si vuol conoscere I’abbassamento in corrispondenza della forza per la trave di
Figura 16.8.

4 X
>
(@]

L1 Ly

Figura 16.8: Una trave con bipendolo ed appoggio caricata su uno sbalzo

Il diagramma del momento & costante, e pari ad —F Ly dal bipendolo fino
all’appoggio, per poi crescere linearmente, fino ad annullarsi in corrispondenza
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della forza. La trave ausiliaria prevede una cerniera al posto dell’appoggio,
ed un incastro al posto dell’estremo libero, sicché occorre studiare la trave di
Figura 16.9, e su di essa calcolare la reazione dell’incastro.

] e
iA

} 1
L1 Ly

Ow

777777

—

Figura 16.9: La trave ausiliaria ed il carico fittizio corrispondente alla trave di
Figura 16.8

A cio fare, si osservi che il taglio in B puo agevolmente calcolarsi dall’equi-
librio alla traslazione del primo tratto:
_FL,

Th= il (16.31)

e quindi ’equilibrio alla rotazione del secondo tratto implica:

. 1FLy. 2 .
e quindi:
_ FL3 Ly

.

Figura 16.10: Il diagramma delle forze per il calcolo del momento

16.7 Trave Gerber

Per la struttura di Figura 16.11, si vuole conoscere ’abbassamento della cerniera
in B, e la rotazione relativa tra le sue due facce.
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Fl

A B C D E

~&x~ e ~&\~ ~&N~
} Lq { Ly , L3/2 | L3/2

I I 1

Figura 16.11: Una trave su tre appoggi e cerniera

Lq Ly , L3/2 | L3/2

1 I 1

——
——

Figura 16.12: La trave ausiliaria corrispondente alla Figura 16.11

E’ immediato realizzare che il diagramma del momento si limita al tratto
CE, ed ¢ distribuito con legge lineare secondo lo schema di Figura 16.12.
Le equazioni di equilibrio per i due tratti di Figura 16.12 si scrivono:

Ry+Rp+T5=0
RYLi —TiLy =0

1FL (16.34)
~T5+ Ry + =2 Ls =

avendo scelto come poli il punto B ed il punto D, rispettivamente per il primo
e secondo tratto. Risolvendo si ha:

FIL2
T* _ 3
¢ T 16EI
FIL2 Ly
Ry =—2—= :
A7 16EI L4 (16.35)
. . . FI2 Lo

Ora ¢ immediato realizzare, equilibrando il concio elementare in B, che la
reazione ausiliaria dell’appoggio e pari alla richiesta variazione angolare:

RZ = Tsy;n - Tges = ¢d€5 - ¢Sin = A¢ (1636)
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e quindi:
FL2 Lo
App = ——2 14+ = 16.
¢B 16EI( +L1) (16.37)
Il momento in B ¢ poi facilmente deducibile come:
FL2L,
M} = —R4L; = ——3 16.
j Ry Ly 65T (16.38)

Si puo quindi concludere che la cerniera in B subisce un innalzamento pari a:

FI2L,
g = = o (16.39)

16.8 Trave con sbalzo e coppia all’estremo

Per la trave di Figura 16.13, si calcoli 'abbassamento e la rotazione in corri-
spondenza della coppia applicata.

Figura 16.13: Una trave con sbalzo e coppia applicata

Il diagramma del momento sara costante lungo lo sbalzo, per poi variare
linearmente fino all’incastro, passando per la cerniera B, dove si annulla. Ne
segue che la trave ausiliaria si presentera come in Figura 16.14.

7 L1
EI L,

R

Ly L3

——
——

——
——

Figura 16.14: La trave ausiliaria corrispondente alla Figura 16.13

Le equazioni di equilibrio dei due tratti si possono scrivere come:

1ML, 1M
A SOl STl 16.4
ptic—ogrn, T e R 0 (16.40)
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1MLy Ly 1M Ly

“Telz=sprn, vy ~aEitey 7O (1641)
./\/l
—T¢ + R} =0 16.42
cthp+—7 EI ( )
M L
— R*L L = 16.4
p~Bpls = 77Ls— =0 (16.43)
Dalla (16.41) si ha subito il taglio fittizio in C:
.M
To= -3 (L2 + L2) (16.44)

e poi le richieste reazioni fittizie nell’incastro:

. M 3
R — - E1<L3+ (L2+L2>)

ML; (Ly 1 (L3
* — —— L
D EI <2 *3 <L2 +he

Infine, poiche la reazione e la coppia reattiva, nell’incastro, coincidono con
il taglio ed il momento, rispettivamente, si potra affermare che:

M L3
¢p = Vol (L3+3(L2+L2)>

ML; (Ls L3
_ = )
“2b EI <2 *3 <L2 2

16.9 Mensola caricata parzialmente

(16.45)

(16.46)

Si consideri ora la mensola parzialmente caricata di Figura 16.15, e per essa si
voglia conoscere lo spostamento e la rotazione all’estremo libero.

YYVYVYYVYYYY Iq

Ly

L1

Figura 16.15: Una trave a mensola parzialmente caricata

La reazione verticale nell’incastro, e la coppia reattiva, sono immediatamente
deducibili come:

Ry = —qLo

M’I“A

L (16.47)
)

qLo (Ll + =
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Il diagramma del taglio e costante da 0 ad L;, dove la trave e scarica, ed ¢
pari a —R4 = qLo. Poi decresce linearmente fino ad annullarsi in B.

Il diagramma del momento varia con legge lineare nel tratto scarico, cre-
scendo da —M,.4 fino a —q L%/ 2, per poi crescere con legge quadratica, ed
annullarsi in B assieme alla sua derivata. Analiticamente, quindi, nel tratto
scarico sara:

L
M (z3) = —qLo <L1 + 22) +qLax3 (16.48)

mentre sulla restante parte di trave si avra (adottando un sistema di riferimento
con origine in C):
q 2

L3
~T2 4 Loaty — 1a (16.49)

Ne segue il carico fittizio di Figura 16.16, e la necessita di calcolare le reazioni
fittizie dell’incastro in B:

M () =

Ly Ly

+ T

Figura 16.16: La trave ausiliaria per I’esempio di Figura 16.15

Ly Lo

., 1 1
R} + 7 M (z3) dzs + 7, M (z5) dzs =0 (16.50)
da cui: I 12
* ql2 2
Li+ L L —= 16.51
Ry = 2EI< +12+3) (16.51)
* ]‘ Ll ]‘ L2 / / !
rB — ﬁ M (1’3) (Ll + L2 — SU3) dl’g + ﬁ M (1'3) (L2 — 1'3) dx3 =
qLs (8L3 + 18L3L, + 12L, L3 + 3L3)
24F1
(16.52)
Infine:
L L3
¢B = §E2I <L2 + LiLy + 3)
) (16.53)
gL (8Lf +18L3 Ly + 120, L3 + 3L§’)

Y28 = UET
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16.10 Una trave a piu campate

Si consideri la trave di Figura 16.17, caricata da due forze concentrate F' ed F}
nella mezzeria del primo e dell’ultimo tratto. Si vuole conoscere la rotazione
relativa nella cerniera in C.

ﬁA B C DH E G . H 1

-
-
-
——
——
-
-
-

Figura 16.17: Una trave composta da tre tratti, soggetta a due forze
indipendenti

Le sei equazioni di equilibrio per i tre tratti della trave si scrivono:

F4+To=0
M.+ FL=0
—Tc+ Rg+T1g =0
¢TI (16.54)
~Te+F+Rr=0
—2TcL+FL=0
con soluzione:
To=—F
Moy =—FL
F
Ry =+
To = L (16.55)
2
F;
RE:TC—TGZ—F—71

L
Myp=—RgL+3LT: = F1§ —2FL

Con questi valori, il diagramma del momento puo essere tracciato abbastanza
facilmente: esso sara costante da A a B, e pari ad F'L, per poi decrescere
linearmente fino ad incontrare il bipendolo esterno, e passando per il punto di
nullo in corrispondenza della cerniera C'. Ne segue che il momento nella sezione
a sinistra del bipendolo sara pari a —FL. In D il diagramma del momento
presenta una discontinuita, dovuta alla coppia reattiva del vincolo, e quindi
nella sezione a destra del bipendolo esso varra —FyL/2 + FL.
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Analizzando ora 'ultima campata, si puod dedurre che il diagramma del mo-
mento dovra essere nullo sia in GG che in I, mentre in corrispondenza della forza
vale F1L/2. Cido permette il tracciamento del diagramma da I fino all’appog-
gio in E, e non resta che collegare i diagrammi per ottenere il carico fittizio di
Figura 16.18, dove non ¢ stato indicato, per esigenze di chiarezza, il valore del
carico a destra del bipendolo, pari a:

FL, FL
21  EI

FL FilL
. m 28
" o P e

ET 2EI

MPges = — (16.56)

om

A C DH G I
AR H AR NANNSNN

Figura 16.18: La trave ausiliaria per ’esempio di Figura 16.17

L’equazione di equilibrio per la traslazione verticale del primo tratto porta

a scrivere: 7L
R+ —L=0 16.57
ct T ( )

e quindi la richiesta rotazione relativa e pari:

Ape = ——— (16.58)
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Capitolo 17

I coefficienti fondamentali

Sia nel calcolo di spostamenti attraverso il metodo di composizione, sia nella
scrittura diretta delle equazioni di congruenza, si fa frequentemente uso di ro-
tazioni e spostamenti relativi a semplici schemi isostatici: disponendo quindi di
una opportuna “libreria” di risultati, il compito risultera facilitato e sveltito. In
questa breve Esercitazione, si vogliono fornire i cosiddetti risultati fondamenta-
li, relativi agli schemi di trave a mensola e di trave semplicemente appoggiata,
soggetti alle pit comuni condizioni di carico.

Si tenga preliminarmente conto che banali considerazioni dimensionali por-
tano ad esprimere le rotazioni come:

ML
T
FL?

(;5—042 EI (171)
_ o
¢ =as ol

rispettivamente in presenza di coppie applicate, di forze applicate, o di carichi
distribuiti. Analogamente, gli spostamenti si scriveranno come:

MIL?
up = By foli
FL3
— By 17.2
uy = B ol (17.2)
qL*
Uy = 3 7

I coefficienti nondimensionali «; e §; dipenderanno dalle condizioni di vin-
colo. I casi di fondamentale interesse sono:

1 Trave a mensola: rotazione ed abbassamento all’estremo libero dovuti ad
una coppia concentrata nell’estremo libero
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2 Trave a mensola: rotazione ed abbassamento all’estremo libero dovuti ad
una forza concentrata nell’estremo libero

3 Trave a mensola: rotazione ed abbassamento all’estremo libero dovuti ad
un carico distribuito su tutta la luce

4 Trave appoggiata: rotazioni agli estremi dovute ad una coppia applicata
in un estremo

5 Trave appoggiata: rotazioni agli estremi dovute ad una forza concentrata
in mezzeria

6 Trave appoggiata: rotazioni agli estremi dovute ad un carico distribuito
su tutta la luce

Questi dodici coefficienti possono dedursi utilizzando il metodo della doppia
integrazione, oppure — piu semplicemente — il metodo delle analogie di Mohr.

17.1 La trave a mensola

Caso 1. La mensola soggetta a coppia concentrata

Il primo caso ¢ illustrato in Figura 17.1. Il diagramma del momento ¢ immediato,
in quanto e costante, e pari alla coppia applicata.

X

Figura 17.1: Lo schema 1: trave a mensola con coppia all’estremo

La trave ausiliaria ¢ costituita da una mensola libera a sinistra ed incastrata
a destra, e per essa bisogna calcolare il momento (fittizio) ed il taglio (fittizio)
in B. Le reazioni (fittizie) possono calcolarsi con due equazioni di equilibrio,
sullo schema di Figura 17.2:

. ML
Mt =Y (17.3)
., MIL?

Mo+ g5 =0
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+—t
N

YYYYYYYYYYYYYYYYYYY

=
——

Figura 17.2: La trave ausiliaria per lo schema 1

da cui taglio e momento fittizio:

ML (17.4)
ML) =Mb = =551

e poiche la rotazione & pari al taglio fittizio cambiato di segno, mentre I'abbas-
samento € pari al momento fittizio, puod concludersi:

o(n) =22
, (17.5)
ML
(L) = =557

Caso 2. La mensola soggetta a forza concentrata

Il secondo caso ¢ illustrato in Figura 17.3. Il diagramma del momento é lineare,
si annulla in corrispondenza della forza, e puo esprimersi come:

——
b—

Figura 17.3: Lo schema 2: trave a mensola con forza all’estremo

La trave ausiliaria € costituita da una mensola libera a sinistra ed incastrata
a destra, e per essa bisogna calcolare il momento (fittizio) ed il taglio (fittizio)
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in B. Le reazioni (fittizie) possono calcolarsi con due equazioni di equilibrio,
sullo schema di Figura 17.4:

FL
EI

p—
——

Figura 17.4: La trave ausiliaria per lo schema 2

1FL
Ry —-—L=0
2 EI 17.7
. LFL_2 (17.7)
Mi =5 prtsh =0
da cui taglio e momento fittizio:
FL?
T*(L)=Rp = —
2FT
(17.8)
(L) = My = FE
B 3EI

e poiche la rotazione e pari al taglio fittizio cambiato di segno, mentre ’abbas-
samento € pari al momento fittizio, puo concludersi:

FL?
M= 5 (17.9)
FIL3 '
UQ(L) = ﬁ

Caso 3. La mensola soggetta a carico distribuito

Il terzo caso € illustrato in Figura 17.5. Il diagramma del momento & quadratico,
si annulla — insieme alla sua derivata — in corrispondenza dell’estremo, e puo
esprimersi come:

M (z3) = —g (L — z3)2 (17.10)

La trave ausiliaria & costituita da una mensola libera a sinistra ed incastrata
a destra, e per essa bisogna calcolare il momento (fittizio) ed il taglio (fittizio)
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Y Y Y Y YYYYYYYYYYYYYYY I q

AN

Figura 17.5: Lo schema 3: trave a mensola con forza all’estremo
in B dovuto al carico fittizio:
¢ (v3) = — === (L — x3) > (17.11)

Le due equazioni di equilibrio permettono di scrivere, sullo schema di Figu-
ra 17.6:

qL?
ET

Figura 17.6: La trave ausiliaria per lo schema 3

L
RE +/ q* ($3) dl‘g =0
0

I (17.12)
M*B + / q* ("Eg) (L — 1’3) d(ﬂg =0
0
Gli integrali non presentano problemi, e quindi puo scriversi:
. . aql?
(L) B — 6EI
T4 (17.13)
* * q
M*(L) = M% SET
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Carico Rotazioni | Spostamenti
. 1
Coppia concentrata, 1 —3
1 1
Forza concentrata —— =
2 3
Carico distribuit 1 L
arico distribuito —= —
6 8

Tabella 17.1: T coefficienti fondamentali per la trave a mensola

e poiche la rotazione e pari al taglio fittizio cambiato di segno, mentre ’abbas-
samento € pari al momento fittizio, puo concludersi:

__al?
"= "6 (17.14)
qL* '
w2UH) = 57

In definitiva, i coefficienti fondamentali per la trave a mensola sono sintetiz-
zabili come in Tabella 17.1

17.2 La trave appoggiata
Caso 4. La trave appoggiata soggetta a coppia concentrata
in un estremo

Il quarto caso ¢ illustrato in Figura 17.7. Il diagramma del momento & imme-
diato, in quanto ¢ lineare, e pari alla coppia applicata a destra, annullandosi a
sinistra.

A

Figura 17.7: Lo schema 4: trave appoggiata con coppia all’estremo

La trave ausiliaria e costituita ancora da una trave appoggiata agli estremi,
e per essa bisogna calcolare i tagli (fittizio) agli estremi. Le reazioni (fittizie)
possono calcolarsi con due equazioni di equilibrio, sullo schema di Figura 17.8:
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Figura 17.8: La trave ausiliaria per lo schema 4
1ML
Ry+Rp+-—+=0
AT BT SR
LMLL
2 EI 3

(17.15)

RYL+ 0

da cui subito:

ML

6E1
ML

- 3EI

e poiche la rotazione e pari al taglio fittizio cambiato di segno, puo concludersi:

ML
o(0) = ~57

ML
(L) = 3BT

Il caso gemello, in cui la coppia agisce sull’estremo di sinistra, puo essere
trattato identicamente, e porta alle rotazioni:

T*(0) = —RY =
(17.16)
T*(L) = R} =

(17.17)

o(0) = 712
(17.18)
ML
(L) = “GEI

Caso 5. La trave appoggiata soggetta a forza in mezzeria

Il quinto caso e illustrato in Figura 17.9. Il diagramma del momento & im-
FL

mediato, in quanto e lineare a tratti, si annulla agli estremi, e vale —in

mezzeria:

La trave ausiliaria ¢ costituita ancora da una trave appoggiata agli estremi,
e per essa bisogna calcolare i tagli (fittizio) agli estremi. Le reazioni (fittizie)
possono calcolarsi con due equazioni di equilibrio, sullo schema di Figura 17.10:
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~&~~

Figura 17.9: Lo schema 5: trave appoggiata con forza in mezzeria

FL
4 EI
A B
| L |
| |
Figura 17.10: La trave ausiliaria per lo schema 5
1 FL
Ry+Rp+2-—L=0
24E1 1719
wip  MFLL(L 1L\ 1FLL2L (7:19)
A" T 94pr2 \ 2 " 32 24FEI1232
da cui subito:
. . FL?
O =84 =1m7
(17.20)
T*(L) = R}y = FL”
B 16ET

e poiche la rotazione ¢ pari al taglio fittizio cambiato di segno, puo concludersi:

FL2

o0) =~ T6E7
FL2
L) = 16ET

350

(17.21)
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Caso 6. - La trave appoggiata soggetta a carico distribuito

Il sesto ed ultimo caso e illustrato in Figura 17.11. Il diagramma del momento
L2
¢ parabolico, si annulla agli estremi, e vale Kl in mezzeria, dove presenta

tangente orizzontale:

M (z3) = %.Ig (L — a3) (17.22)

Y Y Y YYYYYYVYVYVYVYVYYVYYY

~&~~ ~&~~

Figura 17.11: Lo schema 6: trave appoggiata con carico distribuito

La trave ausiliaria e costituita ancora da una trave appoggiata agli estremi,
e per essa bisogna calcolare i tagli (fittizio) agli estremi. Le reazioni (fittizie)
possono calcolarsi con due equazioni di equilibrio, sullo schema di Figura 17.12:

qL?
8 EI YVYY
A B
~&~~ ~&~~
L
1 l

Figura 17.12: La trave ausiliaria per lo schema 6

L
R + Ry +/ q" (z3)dx3 =0
0
B (17.23)
RYL + / q* (x3) (L —23)dx3 =0
0
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Carico Rotazioni a sinistra | Rotazioni a destra
. 1 1
Coppia concentrata, —= Z
6 3
1 1
Forza concentrata S il
16 16
Carico distribuit 1 1
arico distribuito S el
24 24

Tabella 17.2: T coefficienti fondamentali per la trave appoggiata

e svolgendo gli integrali:

R} + Rp + 161251 =0
oL (17.24)
RYL + MBIl 0
Puo quindi scriversi:
" . _ al?
o ! 24531 (17.25)
L) = Ry _;LEI

e poiche la rotazione ¢ pari al taglio fittizio cambiato di segno, puo concludersi:

_ gL
0= _2L43EI (17.26)
o(L) = 2q4EI

In definitiva, i coefficienti fondamentali per la trave appoggiata sono sinte-
tizzabili come in Tabella 17.2.
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Capitolo 18

La composizione degli
spostamenti

18.1 L’utilizzo dei risultati fondamentali

E’ spesso possibile, per calcolare uno spostamento o una rotazione, utilizzare i
risultati fondamentali, dedotti per via analitica su schemi elementari, combinan-
do i cinematismi di tratti parziali di struttura. Un esempio classico e riportato
in Figura 18.1, dove una trave a mensola di luce L & caricata da una forza
verticale agente ad un’ascissa generica L

ANNNNN,

——

Figura 18.1: Uno schema elementare per la composizione degli spostamenti

Lo spostamento nell’estremo libero puo calcolarsi riguardandolo come la
somma di due contributi, cosi come sintetizzato in Figura 18.2: I’abbassamento
del punto di applicazione della forza, piu un’aliquota dovuta alla rotazione dello
stesso punto di applicazione, moltiplicato per la distanza L,. Per questo secon-
do contributo, infatti, il tratto BC ruota rigidamente, non essendo soggetto a
nessuna forza.
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A up X
LERS
3
FL3
3EI
5 - FL?
~ 2EI
FLE
il Ly
2EI
. L1 . L2

Figura 18.2: Lo spostamento all’estremo libero come somma del contributo
elastico e del cinematismo rigido

Si ha pertanto:
U2 ($3 =1, —|—L2) = Uy (333 =L1)—|—d)($3 ZLl)LQ (18.1)
e conoscendo 1 risultati fondamentali relativi alla trave a mensola:
FL3 FL?
+ 2
3EI  2FI

Il resto del capitolo € dedicato all’applicazione di questa idea ad esempi via
via piu complessi.

Uo ((L‘g =11+ LQ) = (182)

18.2 Trave a mensola con carico parziale

Si consideri la struttura a mensola, soggetta ad un carico uniformemente distri-
buito su una porzione di trave, come illustrato in Figura 18.3. Se si intende
conoscere lo spostamento e la rotazione dell’estremo libero, puo operarsi una
composizione degli spostamenti:

e in un primo passo, la parte AB viene considerata fissa, e la restante parte
BC si comporta come una mensola di luce Lo soggetta ad un carico distri-
buito su tutta la luce. Si ottiene una prima aliquota di risultati, leggibili
dalla Figura 18.4:

L _ ks

“ 8EI (18.3)
o0 = _ qL3

¢ 6E1
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ANNNNN

Lq | Ly

——
—d
—

Figura 18.3: Calcolo di spostamenti e rotazioni nell’estremo libero

1 L1 1 L2

Figura 18.4: Il tratto AB ¢ rigido, BC' & una mensola di luce Lo

e in un secondo passo, si studia la mensola AB, soggetta allo sforzo di taglio
ed al momento flettente in B, ossia alla forza Tg diretta verso il basso, ed
alla coppia flettente Mp antioraria:

Tp =ql2
L2 (184)

Per questa struttura, si hanno in B gli spostamenti e le rotazioni:

3 qL? L2
Ugp = qLy——mn + 2 L

3EI '~ 2 2EI
T2 12y (18.5)

op = —qLoz - - L2

2BI 2 EI

e In questa fase, la parte BC deve essere considerata rigida, e si ha quin-

di la seconda aliquota di spostamenti e rotazioni in C', deducibile dalla
Figura 18.5:
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Lq

Ly

Figura 18.5: 1l tratto BC e rigido, AB & soggetto al taglio ed al momento
flettente

LY qL3 L} o L3 ql3 Ly

2 _ = al + —= +qL + ==
Uy, = uzp — ¢pla =q 23E] 2 ol " 129py 2 EI

i ! (18.6)
@) _ gl LY al; Ly
c = ¢B 29FT 2 EI

e infine, gli spostamenti e le rotazioni sono la somma di quanto ottenuto nei
due passi precedenti:

qL3 LY ql3 L3 o LY | qL} Ly
S b R Pt SR e Bl MUY i e BTN o Rl 8
sEr T13pr T 9 opr T %Er T T B (18.7)

1 qL3 I L?  qL3 I,

¢ T 7err Y%E1T 2 EI

C2le)

Se il carico si estende a meta luce, allora L1 = Ly = L/2, si ha:

41 qL*
U0 = 557 7
384 ET

o 7 al? (18.8)
¢ 7 AR EI

18.3 Trave appoggiata caricata parzialmente

Si voglia ora calcolare le rotazioni agli estremi per la trave semplicemente
appoggiata di Figura 18.6.
Le reazioni possono essere calcolate come:

q 2
Roa=——F+—7—=L;5
2 (L L
( 1q+ 2) (18.9)
Ro=———"—-Ly(2L L
c (L1 + La) 2 (201 + Lo)
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wlvlvvlvvl q

A B C
= AN
| L | La [

1 1 T

Figura 18.6: Una trave appoggiata soggetta ad un carico parziale

e quindi in B si hanno le caratteristiche:

q 2
T = —Ry4 =
2 (L1 + L) (18.10)
q 2 ’
Mp=—-RjslLi=————-141L
5 AT o (L + Ly) M2

Cio premesso, per utilizzare la composizione degli spostamenti, si operi
secondo i seguenti passi:

e si consideri incastrato e rigido il tratto AB, mentre il tratto BC, deforma-
bile, & soggetto al carico distribuito ¢, ed alla reazione dell’appoggio R¢.
. (1) . a .
In questa fase si genera uno spostamento u, ed una rotazione ¢’ in C,
leggibili dalla Figura 18.7.

1A B clRC

Figura 18.7: Fase 1 - Il tratto AB e rigido e vincolato con un incastro, BC' &
una mensola soggetta al carico ed alla reazione

e si considera il tratto AB come deformabile, e soggetto al taglio T ed al
momento Mp, mentre il tratto BC' e considerato rigido. Si ha in C uno
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spostamento ué@ ed una rotazione (b(cz), forniti a partire dalla Figura 18.8.

Ly

Figura 18.8: Fase 2 - Il tratto BC' e rigido, AB & soggetto al taglio ed al momento
flettente, ed € ancora vincolato con un incastro

e lo spostamento totale in C' € quindi pari alla somma dei due contributi
precedenti:

3) _ (1) (2)
Uy = Uge T Uy (18.11)

o5 = o) + ¢

e siripristina la congruenza, riportando a zero lo spostamento dell’appoggio
C. A cio fare, basta assegnare alla trave AC, rigida, una rotazione intorno

ad A, pari a:
5
= 18.12
2 (Ll + LQ) ( )

come illustrato in Figura 18.9.

Ly

Figura 18.9: Fase 3 - L’intera trave e rigida, si ripristina la congruenza in C
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e Infine, la rotazione in C sara:
¢c =¢5" + da (18.13)

Si noti che tutte queste operazioni sono condotte su schemi elementari, per cui
i valori numerici sono immediatamente deducibili. Nel passo 1, si ha:

w _ aLs L3
Us¢ = gp7 T C3ET (18.14)
o0 — gLy L3

¢ 6ET 2FT

Nel passo 2, si calcolano prima abbassamenti e rotazioni in B, dovuti a T
ed MBZ

2
(2) Ll Ly
Uzsp = —Mpor
B3ET 2FE1
" 12 I, (18.15)
=-Tg—+ M
B 251 B EI
da cui possono dedursi abbassamenti e rotazioni in C:
3 2 2
®_ @ oy o L, LY LlL g
Usy = Usp + @ Lo B3p ~ VB EI+ B 2 BE[ 2 (18.16)
) .
@ _ 4@ _ _p L1 Ly
¢ =95 Bapr T Megy
Nella fase 3 si giunge agli spostamenti:
4 3 3 2 2
() _ b L2 B U Y S U VR
wse = gpr P Rogpr HTogpy ~ Megpr + Togpple — M grle
3 2 2
(3) _ qL L _T L M L1
o¢ = ~gpr  Rogpr Io on1 T Mg
(18.17)
e sostituendo i valori di reazioni e caratteristiche:
2c = T
, 2451 (18.18)
o® = 2Bl + L)
C 12ET
L’ultimo passo porta a scrivere le richieste rotazioni:
b — u$)  qL3 (2L} + 4Ly Ly + L3) (18.19)
AT (L + L) 24ET (L1 + Ly) '
L2 (2L, + Ly)?
bo= oD 4 g, = L2t L)’ (18.20)

24EI (Ly + Lo)
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Se il carico si estende per meta luce, si puo porre Ly = Lo = L/2, e le
rotazioni valgono:

7 qL3
04 = "3BT
o gL’ (18.21)
0C = 381 ET

18.4 La cosiddetta “forca”

Si consideri la struttura di Figura 18.10, e si voglia conoscere 1’abbassamento
del punto di applicazione della forza.

B C
H
A
T

Figura 18.10: La “forca”

Il diagramma del momento ¢ immediatamente tracciabile, in quanto esso
dovra annullarsi in corrispondenza della forza, e variare linearmente fino al punto
B, dove assumera il valore F'L. Tale valore, poi, rimane costante lungo tutto il
ritto AB. Ne segue che il ritto AB puo riguardarsi come una mensola soggetta
alla coppia F'L in sommita, e quindi la rotazione del punto B ¢ immediatamente

calcolabile:
=FL— 18.22
¢B o0 (18.22)

Per effetto di tale rotazione, il traverso BC', considerato rigido, subira degli
abbassamenti, ed in particolare il punto C' si abbassera di:
H

uld = ¢pplL = FI? (18.23)
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A tale abbassamento bisogna aggiungere 'aliquota dovuta al traverso BC,
considerato deformabile, e riguardato come incastrato in B:

@ FL3

In definitiva, il richiesto spostamento vale, come puo leggersi dalla Figura 18.11:

F
¢B
T ° \'L\C uz¢
N 2
Uz(c)
H
A
-T- 777
| L |
[ [

Figura 18.11: Lo spostamento del punto di applicazione della forza secondo il
metodo delle composizioni

FL3 H FL? /(L
Use FI?— = ( >

~ 3EI 1 Er\3 T

5 (18.25)
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Capitolo 19

Calcolo di spostamenti su
strutture isostatiche

In questo Capitolo si illustrano due metodologie per il calcolo di spostamenti su
strutture isostatiche intelaiate. Nel primo caso si utilizza il principio dei lavori
virtuali per solidi deformabili, mentre nel secondo si scrivono e si risolvono le
equazioni differenziali della linea elastica.

Piu precisamente, si utilizza il principio delle forze virtuali, in quanto si
adottera sempre — come sistema di spostamenti geometricamente ammissibile
— lo schema strutturale reale di partenza. Viceversa, il sistema (fittizio) di
forze verra scelto in base allo spostamento richiesto, ed in modo da semplificare
la scrittura del lavoro esterno.

Per quanto riguarda 1’approccio differenziale, si adotta un procedimento si-
mile a quello della doppia integrazione gia usato per le travi: tratto per tratto,
si scrivono le espressioni delle caratteristiche della sollecitazione interna, ba-
sandosi sulle note equazioni differenziali che legano i carichi alle caratteristiche
stesse, ed alle loro derivate. Poi si impongono le condizioni ai limiti di equilibrio
in corrispondenza dei nodi, e l'isostaticita della struttura garantisce di poter
risolvere le risultanti equazioni, fornendo infine il quadro tensionale.

A partire dalle espressioni cosi ottenute, si deducono — tratto per tratto — le
espressioni di rotazioni e spostamenti (assiali e trasversali) attraverso opportune
integrazioni:

9= / 71 478
ug = _/¢dg;3 (19.1)
N
us = ﬂ dl‘g

e le costanti di integrazione vengono dedotte attraverso la scrittura delle equa-
zioni di congruenza nei nodi.
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Il primo approccio & da preferire, qualora si desideri una singola quantita,
mentre il secondo puo risultare conveniente se si desiderano i diagrammi degli
spostamenti lungo tutta la struttura. Infine, & spesso possibile semplificare
I’approccio differenziale presupponendo che le deformabilita assiali delle aste
siano trascurabili: in questa ipotesi le linee elastiche assiali si riducono a termini
costanti, che possono in larga parte essere dedotti a priori a partire dai vincoli.
Si tenga anche presente che e sempre possibile partire dai diagrammi di momenti
e tagli, ottenuti attraverso il calcolo delle reazioni, ed implementare solo la
seconda parte del metodo della doppia integrazione.

19.1 Trave appoggiata con coppia applicata
Si consideri la trave appoggiata di Figura 19.1, caricata da una coppia di in-

tensita M in una ascissa generica. Si voglia dedurre, a partire dal principio dei
lavori virtuali, I’abbassamento e la rotazione in corrispondenza della coppia.

A

L1 Ly

Figura 19.1: Una trave appoggiata con coppia in mezzeria

Il calcolo dell’abbassamento

Si assume lo schema di Figura 19.1 come sistema di spostamenti, mentre il
sistema di forze fittizie & riportato in Figura 19.2, ed ¢ costituito da una singola
forza verticale di valore unitario in corrispondenza della sezione di cui si vuol
calcolare lo spostamento. Il principio dei lavori virtuali si scrive, trascurando le

Ly Ly

Figura 19.2: Il sistema di forze fittizio scelto per il calcolo dell’abbassamento in
mezzeria
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deformabilita taglianti:

LM
My —dxs = L 19.2
| an g dm = (1) (19.2)
dove M; é il momento fittizio da calcolare sullo schema di Figura 19.2, mentre
M ¢ il momento reale, da calcolare sullo schema di Figura 19.1. Il tracciamento
dei diagrammi non presenta difficolta, e porta a scrivere:

M

_— 3€(0,L1];
Mo I, +L2$37 r3 € [0, Lq]; o)
xIr3) — .
L(x —Ls) x35€[0,Ls]
Ll +L2 3 2 3 y L2].
Sullo schema di Figura 19.2 si ha:
Lo
L1 —|—L2x37 T3 S [07 l}a
M, (z3) = s (19.4)
1
——— (Lo — 0, Ls].
L1+L2( 2 —x3) 3 € [0, Lo]

Sara quindi possibile svolgere gli integrali, ottenendo il richiesto spostamen-
to:

us (L1) = M b _w3 Ly
EI Jo Li+LyLi+ Lo
M Lz (1‘3 - LQ) L1
EIJ, Li+Ly Ly+ Ly
MLyLs (Ly — L)
3EI(Ly + Lo)

r3drs+

(=23 + L) dos = (19.5)

Il calcolo della rotazione

Si assume lo schema di Figura 19.1 come sistema di spostamenti, mentre il
sistema di forze fittizie & ora riportato in Figura 19.3, ed & costituito da una
singola coppia di valore unitario in corrispondenza della sezione di cui si vuol
calcolare la rotazione.

Il principio dei lavori virtuali si scrive, trascurando le deformabilita taglianti:

L
M
/O My des = 6 (L) (19.6)

dove M; e ora il momento fittizio da calcolare sullo schema di Figura 19.3,
mentre M e il momento reale, da calcolare sullo schema di Figura 19.1. Puo
facilmente scriversi:

T3

( ) L1 +L27 T3 S [ ) 1]5 ( )
My (x3) = 19.7
(x3 — L2)
= 0, Lo].
I1+ Ly x3 € [0, L]
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=1
! N B

NNNNNN / NNNNNN

i f f
Ly Ly

Figura 19.3: Il sistema di forze fittizio scelto per il calcolo dell’abbassamento in
mezzeria

e quindi la rotazione si calcola come:

M B zs ) M [P [ (35— Ly)
L= (5 i =
o) =57 J, (L1+L2> dx3+EI/0 (L1+L2> s 193
M (L} - L\ Ly + L3) .
SEI(Ly + L)

19.2 Trave appoggiata con variazione termica

Si consideri la trave appoggiata di Figura 19.4, soggetta ad una variazione ter-
mica AT alla Navier, estesa a tutta la luce. Si voglia dedurre, utilizzando il
principio dei lavori virtuali, ’abbassamento in corrispondenza di una sezione
generica all’ascissa Lq.

AT>0
A B
TSN TSN
% % %
Ly Ly

Figura 19.4: Una trave appoggiata soggetta a variazione termica

Si assume lo schema di Figura 19.4 come sistema di spostamenti, mentre il
sistema di forze fittizie & riportato in Figura 19.2, ed ¢ costituito da una singola
forza verticale unitaria in corrispondenza della sezione di cui si vuol calcolare lo
spostamento.
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In presenza di distorsioni flessionali distribuite p (x3), il principio dei lavori
virtuali si scrive, trascurando le deformabilita taglianti:

/oL i (]];4[ - “) dws =z (L1) (19.9)

M & il momento reale, da calcolare sullo schema di Figura 19.4, ed & nullo,
mentre la distorsione p & costante, e pari a:
AT
w(zs) = —a—— (19.10)
dove h e l'altezza della sezione retta.
Utilizzando le (19.4) si potra quindi scrivere:

aAT [ L, aAT (2 I,
L) = dxs + / Ly — x3) dzs =
u2( 1) n /0 L1 +L2a?3 T3 A o L1 +L2 ( 2 x3) T3

aAT
— 4L
op Lile

(19.11)

19.3 Trave appoggiata con cedimento elastico

Si consideri ora la trave di Figura 19.5, vincolata con un appoggio in A, ed
un appoggio elasticamente cedevole in B, di rigidezza assiale k,pg. Sullo sbalzo
agisce la forza F'. Si vuol conoscere la rotazione in A. 1l sistema di spostamenti

A B

~&x
ka

L ' L/2

-+
-+

Figura 19.5: Una trave appoggiata con appoggio cedevole e sbalzo

¢ quello reale, mentre il sistema di forze fittizio prevede una coppia unitaria
agente in A, come illustrato in Figura 19.6. Il principio dei lavori virtuali si
scrive:

L+L/2
/ le dx3 = (;5(0) - CvBRBRBl (1912)
0 EI

dove c,p ¢ la cedibilita del vincolo in B, pari all’inverso della rigidezza, Rp
¢ la reazione dell’appoggio cedevole sullo schema di Figura 19.5, ed Rp; ¢ la
reazione dello stesso appoggio sullo schema di Figura 19.6. Si noti infatti che il
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kyg

-
-
-

Figura 19.6: 1l sistema di forze fittizio per il calcolo della rotazione in A

sistema di forze fittizie, in equilibrio, comprende sia la coppia unitaria in A, sia
le reazioni vincolari, e che in questo caso la reazione fittizia Rg; compie lavoro.
Con semplici considerazioni di equilibrio si ha:

F
RA - 5
(19.13)
Rp=—-F
mentre per il sistema di forze si ha:
1
Ra = -7
) (19.14)
Rp1 = 7

I diagrammi del momento sono banali, e possono esprimersi analiticamente
come:

—gazg, x3 € [0, L];
M(z3) = (19.15)
5 (1-57) meny)
1-——= z3€l0,L];
My (z3) = (19.16)
0 X3 € [O, *]

Segue dalla (19.12):

L L

M 3F F T3
0) =c,RBR M —dxs = ——c¢, — 1——=)dxs =
#(0) = cypRB B1+/O 157 4o 2LCB+2EI/O 333( L) x3

_3E. FL?
2L "B T 12ET
(19.17)

Se la cedibilita si annulla, 'appoggio diviene perfetto, e la rotazione assume
il valore canonico:
FL?

o0) = 157

(19.18)
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mentre la rotazione si annulla per:
LB

CvB

19.4 Trave con cedimento anelastico

Si vuole ora conoscere lo spostamento del bipendolo per la trave di Figura 19.7.

a B
A SN

-
-
-

Figura 19.7: Una trave con bipendolo anelasticamente cedevole

Utilizzando lo schema reale come sistema di spostamenti geometricamente
ammissibile, e lo schema di Figura 19.8 come sistema di forze staticamente
ammissibile, si potra scrivere il principio dei lavori virtuali:

L+LJ2
/ My —dzs = u2(0) + Mya1c (19.20)
) EI

dove « ¢ il cedimento anelastico angolare subito dal bipendolo, ed M, 41 & la
coppia reattiva fittizia che per esso compie lavoro.

Fr=1
B
A ~&~ <
1 L d L/2 )
T T T

Figura 19.8: Lo schema fittizio per il calcolo dello spostamento in A

Il diagramma del momento per la trave reale € esprimibile come:

FL
_77 T3 € [07L]7
M(zs) = (19.21)
_E<1_ﬁ> xe[gé]
2 oL 3=l
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mentre il momento fittizio, dovuto alla forza unitaria, si esprime come:

L—z3 z3€l0,L];
0 3;‘3 c [0, 5]
Infine, la coppia reattiva fittizia in A € pari al momento cambiato di segno:

Myar = —L (19.23)

In definitiva, la (19.20) porge:

u2(0) M A1a+/0 157 T3 =« 2EI/0 ( x3) dag
FL?
ol =51

19.5 Un telaio con bipendolo interno

Si consideri il telaio di Figura 19.9, vincolato con due appoggi al piede e discon-
nesso con un bipendolo interno ad asse verticale nella mezzeria del traverso. Il
carico ¢, costante, agisce sulla sola semiluce di sinistra. Si vuole calcolare lo
spostamento relativo tra le due facce del bipendolo.

[y o
A

D
B H 4
C

H

E 1
H

A -

R
L L

-

-+
-~

Figura 19.9: Un telaio isostatico di esempio per il calcolo di spostamenti

Utilizzando il principio dei lavori virtuali, si assume quale insieme di sposta-
menti quello risultante dallo schema (reale) di Figura 19.9, mentre il sistema di
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lF':l
B Ch D
o]
F':lT
H
E ——
H
A
~&—
L L

-
-4
-

Figura 19.10: Il sistema di forze virtuali per il calcolo dello spostamento relativo

in C

forze (virtuali) sard quello di Figura 19.10, in cui due forze F’, uguali e contrarie,
di valore unitario, agiscono sulle due facce del bipendolo. Si avra quindi:

M
/Mlﬁ dSZF’ (UQBdes _F/UQBSin) = F/AUQB (19.25)
S
dove M; é il momento dovuto al sistema di Figura 19.10, ed M é il momento
dovuto al sistema di Figura 19.9. Si noti che pur essendo unitarie, si é prefe-
rito continuare ad indicare le forze in modo simbolico, per dare piu evidenza
dimensionale alle formule.

Il momento M

Il calcolo delle reazioni sul sistema di Figura 19.9 porta a scrivere:

Rap+Ne =0
Ry +qL =0
qL?

Mo =2NoH = == =0 (19.26)

Rg, =0

Rgn — Nc =0

—Mc+ NcH =0

Dalla seconda si ha subito:

Ry = —qL (19.27)
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mentre la terza e la sesta conducono a:

qL?
Ng = —— 19.2
© 2H (19.28)
da cui le due reazioni orizzontali:
qL?
Ray, = —Rgp, = — 19.29
Ah Bh = o7 ( )

Il diagramma del momento si presenta come in Figura 19.11.

~&—

Figura 19.11: Il diagramma del momento per il telaio di Figura 19.9

Le espressioni analitiche del momento, nei vari tratti, possono trarsi imme-
diatamente:

2H
L? T
0= (1-5)
1 (19.30)
mPBC (x3) = —Exg + qLxs — qL>
L2
mCD (.133) — —Q7
Per I’espressione del momento in BC' si é considerato che:
mPC(0) = —qL?
L2
mBY(L) = —a4 (19.31)
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Il momento M,

Il calcolo delle reazioni sul sistema di Figura 19.10 porta a scrivere:

Rap1 + N =0

Rpyi —F' =0
Mo —2NcH +F'L=0
¢« , (19.32)
Rp,a1+F =0
Rgn1 — Nc =0
—Mc+NcH+F'L=0
Dalla seconda e dalla quarta si ha subito:
Rayi = —Rpy1 = F' (19.33)
mentre sommando la terza e la sesta si ha:
F'L
Ne =2 (19.34)
da cui le due reazioni orizzontali:
F'L
Rap1 = —Rgp1 = —2 (19.35)

H

Il diagramma del momento si presenta come in Figura 19.12, e le relative
espressioni analitiche possono trarsi come:

~S—

Figura 19.12: 1l diagramma del momento per il telaio di Figura 19.10
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mPA (23) = AF'L (1 - 2%)

mPE (x3) = —2F'L (1 - %)

! (19.36)
mPBC (z3) = 3F'L + F'L (1— f‘”’)
mSP (z3) = 2F'L + F'L (1 - %)

L’espressione del momento lungo il traverso é stata divisa in due diverse
formule, in vista dell’applicazione del principio dei lavori virtuali

Il calcolo dello spostamento

Si pué suddividere 'integrale nelle sue quattro parti, ottenendo:

B :/Mlﬁds o [ e (- ) (i (- 22)) ans

/ (—7333 +qLzs — qLQ) (3F’L +FL (1 — f)) daa+
( ) 2FL+FL(1—Z>)dx3+

( > (72F’L (1 f ﬁ)) dig =

8 qHL3 19qL* 5qL4 qHL? _

3 FEI 8EI ' 4AEI ' 3EI
3¢HL®  29qL*

EI  8EI

(19.37)

dove si é infine tenuto conto del valore unitario delle forze.

19.5.1 Lo spostamento del traverso

Sullo stesso telaio di Figura 19.9, si vuole ora calcolare lo spostamento del
traverso.

A tal fine si carica la struttura con una forza unitaria F’ in B, dando luogo
alle equazioni di equilibrio:

RAhl-i-Nc-l-FI:O

RAvl =0

Mg —2NeH — 2F'H = 0
19.38
REUI =0 ( )

Rgp1 — No =0

—Mc+ NcH =0
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Sommando la terza e la sesta equazione si ha:
Ng = —2F' (19.39)
e quindi le due reazioni orizzontali valgono:
Rapy = —Ng — F' =F'
Amem e (19.40)
Rgp1 = No = —2F

Il diagramma del momento si presenta come in Figura 19.13, e da esso
possono trarsi le espressioni analitiche nei vari tratti:

T
S
1
1

Figura 19.13: Il diagramma del momento fittizio per il calcolo dello spostamento
del traverso

BA / 3
— 9F'H (1 - 7)
my* (x3) 5Vei
x
mP¥ (x3) = 2F'H (1 - ﬁg)
mPC (z3) = —2F'H
m{P (v3) = —2F'H

(19.41)

Il richiesto spostamento sard allora fornito da:

wp = [ M as= b [ (car (1= 22) (opm (1 25) ans

EI/O (=303 + qLas —qr?) (—2F'H (1- ) ) das+

% /L <—qL;) (—2F'H)dzs + ];I /H (qL; (1- 2)) (2F'H) dxs =

qL?’H

S GH +7L)

(19.42)
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dove al termine dei calcoli si € posto unitario il valore della forza virtuale F'.

19.5.2 Il metodo della doppia integrazione

Secondo il metodo della doppia integrazione, si calcolano prima le caratteristiche

della sollecitazione interna, utilizzando le equazioni differenziali di equilibrio:
dN
drs
dTl
ds
dM d*M

N
dx3 9

= —¢

=—q (19.43)

day

integrandole tratto per tratto. Le costanti di integrazione che nascono nel pro-
cesso di integrazione vanno poi dedotte imponendo le condizioni di equilibrio
nei nodi.

Prima integrazione

Si identificano quindi quattro tratti, e per ciascuno di essi si sceglie un’origine
ed un sistema di assi, definendo le caratteristiche:

mBA (x3) = ap + arz3

nBA (z3) = eo
BC 1’%
m (JL‘3) :b0+b1m3—q?
nB (z3) = fo (19.44)
m¢P (x3) = co+ 123
n“P (z3) = go
mDE (1'3) = do + dll'g
nPF (z3) = ho

Si ricorda che la notazione adottata contiene implicitamente, per ciascun
tratto, la scelta dell’origine del sistema di riferimento. Ad esempio, mB4 (x3) &
il momento flettente lungo il tratto AB, in un sistema di riferimento che vede
l'origine in B, I'asse X3 che da B punta verso A, e I'asse X, che ruota di 7 in
senso antiorario per sovrapporsi ad Xs.

I tagli sono ottenibili semplicemente derivando le rispettive espressioni dei
momenti, sicché:

(19.45)
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Occorre ora imporre le condizioni di equilibrio nei punti A, B, C, D ed F,
al fine di dedurre le dodici costanti di integrazione:

e in corrispondenza dell’appoggio A occorrerd annullare il momento fletten-
te, e poiché per il ritto di sinistra si é scelto un sistema di riferimento con
origine in B, questa condizione si scrive:

mBPA2H) =0 (19.46)

e nel punto B si avranno le tre equazioni di equilibrio:
nB4(0) +tP°(0) =0
—tB4(0) + nB(0) =0 (19.47)
mP4(0) + mP°(0) =0

e in corrispondenza del bipendolo il taglio dovra essere nullo, mentre lo
sforzo normale ed i momenti avranno un valore unico. Pertanto:

tP9 () =0

P =0 (19.48)
nPC(L) = n“P(0) .
mPY(L) = mP(0)

e nel nodo D si avranno tre equazioni di equilibrio analoghe a quelle in B:
—nP(L) —tPE(0) =0
—t“P(0) + nPF(0) =0 (19.49)
—mP(0) + mPE(0) =0
e infine, in F il momento é nullo:
mPE(H) =0 (19.50)

Utilizzando le espressioni (19.44-19.45) delle caratteristiche, si giunge al
sistema di dodici equazioni nelle dodici costanti di integrazione:

ag+2a1H =0
eg+b =0
—ay+ fo=0
a0+b0:0
bi—ql =0 (19.51)
01:0
Jo=290
L2

b0+b1L—q7=CO

—go—d1=0
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—c1+ho=0
700+d010
do+diH=0

con soluzione immediata. Si hanno quindi i momenti, uguali a quelli gia ricavati

in precedenza:

1 xT
BA 2 3
m *2 qL -

mBC = —%q (2L2 —2Lx3 + x%)

2
op _ _ 1~
"I
1 T
DE 2 3
(-3
" 21 H
e gli sforzi assiali:
nBA = —qL
2
nBC _ 4L
2H
2
nop _ 1
2H
nPE =0

Seconda integrazione

(19.52)

(19.53)

In questa seconda fase si utilizzano le equazioni costitutive e di congruenza per

ottenere, tramite integrazione, rotazioni e spostamenti:

dug _ N
d$37EA
o _M
drs  EI
dUQ

des 7

(19.54)

Le costanti di integrazione si calcolano soddisfacendo le condizioni ai limiti

di congruenza. Utilizzando le espressioni (19.52), si hanno le rotazioni:

qL? (4H — xz3) 2

¢BA($3):4EI 7 2t

#PC (x3) = —62%963 (6L2 —3Lxs + m%) + ¢2
¢°P (w3) = —%xg + ¢3

¢PF (23) = Zf;[ (_2HH+ x3)5€3 + ¢4

(19.55)
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e gli spostamenti trasversali:

BA _qLPa3 | LPqa}

W @) = =g Y g - Wh Y

ug P (w3) = qf;g? — T3¢3 + U3

e B

Gli spostamenti assiali, invece, si ottengono a partire dalle (19.53):
uBA (4) _qgis .
uy (vs) = - ggﬁ[ T (19.57)
u§? (z3) = — QqEZng; + ws
DE

Le dodici costanti di integrazione si calcolano in base alle dodici condizioni
di congruenza.

e in corrispondenza dell’appoggio in A, vengono proibite ambedue le trasla-

zioni:
up” (2H) = 0 (19.58)
uBA(2H) =0 '
e nel nodo B si ha:
uz4(0) = —ug'“(0)
uB(0) = ul€(0) (19.59)

¢P4(0) = ¢7(0)

e in corrispondenza del bipendolo, le traslazioni assiali e le rotazioni saranno
continue, laddove é permessa una traslazione verticale relativa, e quindi:

ug (L) = ugP(0)

#(L) = 6P (0) o

e nel nodo D si ha:
u§'P (L) = ug®(0)

u§P (L) = —ulE(0) (19.61)
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e infine, in corrispondenza dell’appoggio E, vengono proibite ambedue le
traslazioni:

uy “(H) =0

WPE(H) o (19.62)

Risolvendo il sistema di equazioni, si hanno le costanti di integrazione:

qL? (6IL + AH?(5H + 7L))

v SEATH
_ 2qHL

27T EA

qL? (12IL + AH?(18H + 25L))
BT 12EATH?

qL? (3IL + AH*(5H + 7L))
e SEATH

qL? (6IL + AH*(9H + 7L))
hr=- 6EAIH?

qL? (6IL + AH*(9H + 7L))
2= 6EAIH? (19.63)

qL? (61L+ AH?*(9H + 11L))
¢ =~ 6EAIH?

qL? (61L + AH?*(9H + 14L))
$a=- 6EAIH?

_ 2qHL
1T EA
qL? (6IL + AH?(5H + 7L))
2= SEATH
qL? (9IL + 2AH?*(5H + 7L))

8= GEATH
Wy = 0

Ne seguono le espressioni, piuttosto elaborate, degli spostamenti trasversali:

qL?
uFA (@) = — s (2H — ws) (2 (1L + AH(5H +7L)) -

4AH?z5 + AHz3)

W§ (v3) = Sz (4SIHL +4L% (GIL + AH?(9H + 7L)) vt
12AH?L*23 — 4AH? La3 + AH?x3) (19.64)
. ~ qL?(L —3) (12IL + AH?(18H + 25L) + 3AH?x3)
Uz (@) = = 12EATH?
qL?
ulP (z3) = ~ B ATED (H —x3) (4 (3IL+ AH?(5H +TL)) +

2AH?v3 — AHa3)
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e gli spostamenti assiali:

L
uf? (ws) = S (2H — 3)
W5 (z3) = qL? (2 (6IL + AH*(5H + 7L)) — 31x3)
3 6EAITH (19.65)
cp, «_ qL*(9IL+2AH*(5H + 7L) — 31x3)
Uz (ws) = GEATH
uz¥ (x3) =0

L’effetto della deformazione assiale

Le formule precedenti sono inutilmente complesse, in quanto é stata considerata
anche I'influenza delle deformazioni assiali delle travi, e tale influenza risulta
usualmente trascurabile. Un modo immediato per ricavare la soluzione flessio-
nale consiste nel far tendere la rigidezza assiale EA ad infinito. In tal modo lo
sforzo normale resta presente, ma non provoca deformazioni. Si ha, in ipotesi
FA — oo:

qL* (2H — x3) (2H(5H + 7L) — 4Hz3 + 23)

' (w3) = 12ETH
pe,  qrs(4L*(9H +7L) + 12L%x3 — 4L + a3)
uz - (73) = 24ET
, (19.66)
oD _ qL? (L —x3) (18H + 25L + 3x3)
uz ” (w3) = = 12E]
DE _ qL?(H —u3) (4H(5H + 7L) + 2Hx3 — 13)
up” (v3) = = 12ETH
up? (w3) =0
qHL*(5H + 7L)
us (o) = =g
, (19.67)
op qHL?(5H + 7L)
ve(s) = T

ug (x3) =0
Si noti quindi che si é ritrovato il valore (19.42) dello spostamento assiale
del traverso, mentre il valore (19.37) viene calcolato come:

 L3(24H +29L)q
8EI

Au§ =u§P(0) —uP(L) = (19.68)

La deformata si presenta come in Figura 19.14.

19.6 Il caso della rigidezza assiale infinita

Se si é ragionevolmente certi che la deformabilitd assiale pud essere trascurata,
non ¢é necessario affrontare la soluzione completa, come descritto nell’esempio
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A

~&—

Figura 19.14: La deformata per il telaio di Figura 19.9

precedente, per poi far tendere EA ad infinito. Dopo aver effettuato la prima
integrazione, o comunque dopo aver ricavato il quadro dei momenti flettenti, si
puo ipotizzare fin dall’inizio che le aste conservino la loro lunghezza, e trarre le
opportune conclusioni nei confronti dei relativi spostamenti assiali. Ad esempio,
nel telaio di Figura 19.9, I'inestensibilita assiale e la presenza degli appoggi in

A ed in E implica che:
BA
U z3) =0
. (@s) (19.69)
ug (x3) =0

Inoltre, I'inestensibilitd assiale implica che i due tratti orizzontali traslino di
una quantitd costante, e la presenza del bipendolo ad asse verticale implica che
questa quantitd sard unica. Ne segue che potra porsi:

BC
us "~ (x3) =9
CcD
ug " (z3) =0
A partire dai momenti, si ricavano rotazioni e spostamenti, come gia illu-
strato, introducendo quindi le otto costanti di integrazione ¢; e v;, che potranno

calcolarsi, insieme allo spostamento incognito d, imponendo le nove condizioni
ai limiti relative alla funzione us ed alla sua derivata prima:

(19.70)

e in corrispondenza dell’appoggio in A, viene proibita la traslazione:

uf4(2H) =0 (19.71)
e nel nodo B si ha, ipotizzando che § sia positivo se verso destra:
uP(0) =0
uB(0) = -6 (19.72)

¢74(0) = ¢7(0)
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e in corrispondenza del bipendolo:

¢pc(L) = ¢op(0) (19.73)
e nel nodo D si ha:

uSP(L) =0

ulF(0) = -4 (19.74)

¢“P(L) = ¢"F(0)
e infine, in corrispondenza dell’appoggio E:

uPP(H) =0 (19.75)

Si giunge ad un sistema di nove equazioni in nove incognite, che fornisce:

oy —  qHL*(5H + 7L)
3ET
Vo = 0
_ qL*(18H + 25L)
vs =T 12ET
o qHL*(5H +7L)
3ET
qL2(9H + 7L)
= (19.76)
_ qL*(9H +7L)
2= - 6ET
_ qL*(9H +11L)
3= 6ET
_ qL*(9H + 14L)
01= - 6ET
5 qHL*(5H + 7L)
3ET

ritrovando la soluzione dell’esempio precedente per EA — oo.
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Capitolo 20

Le equazioni di congruenza

Si consideri una struttura piana costituita da t tratti, per cui quindi possano
scriversi 3t equazioni di equilibrio. Se il numero di reazioni vincolari incognite s
¢ maggiore di 3¢, non sara possibile risolvere le equazioni di equilibrio, e la
struttura si dira iperstatica, con grado di iperstaticita ¢ pari ad s — 3t.

In questo Capitolo si illustra un metodo di calcolo delle reazioni di simili
strutture iperstatiche, che conduce alla scrittura di ¢ equazioni supplementari,
che poi possono essere risolte a fornire ¢ reazioni vincolari. Le restanti reazioni
possono essere calcolate utilizzando le equazioni di equilibrio. Il metodo evolve
secondo i seguenti passi:

e la struttura di partenza, ¢ volte iperstatica, viene trasformata in un si-
stema isostatico equivalente (S.I.E.), attraverso la rimozione di opportuni
gradi di vincolo esterno, oppure attraverso opportune sconnessioni. Ogni
qualvolta si elimina un grado di vincolo, si aggiunge al sistema la reazio-
ne incognita, ed ogni qualvolta si opera una sconnessione, si aggiunge al
sistema la caratteristica della sollecitazione interna incognita. Alla fine
del procedimento, il sistema isostatico equivalente sara costituito da una
struttura isostatica caricata dai carichi originari, e da ¢ quantita incognite
X; (incognite iperstatiche).

e Per il calcolo delle incognite iperstatiche, si scrivono i equazioni di con-
gruenza, ripristinando le equazioni di vincolo originarie: se ad esempio si &
soppresso un carrello, occorre imporre che lo spostamento corrispondente
sia nullo. Si ottiene il sistema:

Az +b=0 (20.1)

dove la matrice A, quadrata e di ordine ¢, risulterda simmetrica, a causa
del teorema di reciprocita. La generica colonna i — ma della matrice puo
calcolarsi sullo schema S| costituito dalla struttura isostatica caricata
dalla sola incognita X; , assunta di valore unitario, mentre la colonna dei
termini noti pud calcolarsi sullo schema S | costituito dalla struttura
isostatica soggetta ai carichi originari.
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e Il calcolo dei termini della matrice A, e del vettore b dei termini noti si
riduce quindi a calcolare spostamenti e/o rotazioni su sistemi isostatici,
ed a tal fine si possono utilizzare i metodi studiati in precedenza.

e riempita la matrice A, ed il vettore b, si risolve il sistema (20.1) e si
ricavano le incognite X;. Se si vuol conoscere anche le altre reazioni,
basta scrivere le equazioni di equilibrio sul S.I.E.

Come semplice esempio, si consideri la trave continua su cinque appoggi di
Figura 20.1, caricata dal carico ¢ esteso a tutta la luce.
Yy J:q

A B C D E

Y Y Y Y Y VY VYYVYVYVYVYYYVYYY

NSANNNANN NSNNNNN NSANNNANN NSNNNNN NSANNNANN

1 b 1 La l L3 l La l
T T T T T

Figura 20.1: Una trave continua tre volte iperstatica

Essa e tre volte iperstatica, e come si ¢ visto nelle Lezioni, puo essere con-
venientemente risolta applicando le equazioni dei tre momenti, inserendo tre
cerniere in corrispondenza dei tre appoggi centrali. Tuttavia, € anche possibile
utilizzare un diverso sistema isostatico equivalente, rimuovendo del tutto i tre
appoggi centrali, e sostituendoli con le tre reazioni incognite X7, X5 ed X3. Si
giunge quindi al S.I.LE. di Figura 20.2, e su di esso occorre imporre il ripristino
della congruenza, ossia che gli spostamenti siano nulli in corrispondenza delle
ascisse dei tre appoggi rimossi:

U2 = 0
Use =0 (20.2)
Ua2p = 0

Per il principio di sovrapposizione degli effetti, ogni calcolo condotto sul
S.I.E. puo essere scisso nella somma di quattro contributi, calcolati sui sistemi
parziali di Figura 20.3, e simbolicamente puo scriversi:

SI.E.=85)+ X151 + X255 + X353 (20.3)

20.1 Trave con incastro ed appoggio

Come primo, immediato esempio, si consideri la trave di Figura 20.4, una volta
iperstatica, e si voglia calcolarne le reazioni vincolari.
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Y Y Y Y Y YYYYYYYYYYVYVYVYVY) Iq
A B C D E
y X1 y X2 y %3
1 L1 1 L2 | L3 | La |
] | 1 1 ]

Figura 20.2: Un sistema isostatico equivalente alla struttura di Figura 20.1
(S.ILE.)

I Y Y Y Y YYYYYYYYYYYYYYY Iq

\
Se
A B C D E
~&~x~ ~
Sy
~&~x~ ~
l X1=1
S,
~&~x~ ~
l Xp=1
S3
~&x~ ~&xv
l X3=1
] Ly ] Ly ] L3 ] Lg ]
T T T T T

Figura 20.3: Il sistema isostatico equivalente suddiviso in aliquote singole
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4 A B
/ ~&
| . |
| I

Figura 20.4: Una trave semplicemente iperstatica

Prima soluzione — Si elimina ’appoggio in B, sostituendolo con la sua reazione
(incognita X7). La struttura isostatica equivalente & quindi la mensola di Figu-
ra 20.5 e ’equazione di congruenza dovra imporre che I’abbassamento in B sia
nullo:

ANNNN\ -

Figura 20.5: Un sistema isostatico (S.I.E.) equivalente per la trave di Figura 20.4

Usp = 0 (204)

Infine, operando sui sistemi parziali di Figura 20.6, il principio di sovrappo-
sizione degli effetti permette di scrivere:

usp = ul) + Xyul) =0 (20.5)

Sara quindi, in definitiva:

gL* L3

— +X;——=0 20.6

REI T 3BT (20.6)
da cui: 3

X1 = RB = —qu (207)

388 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 20. LE EQUAZIONI DI CONGRUENZA

y ) :l:q

Y Y YYVYVYVYYY

j X1=1

Figura 20.6: I due sistemi parziali per il calcolo dei coefficienti dell’equazione di
congruenza

Le restanti reazioni possono calcolarsi sfruttando le equazioni di equilibrio:

Ri+Rp+qL=0

L? (20.8)
Moa— L _RpL=0
e forniscono:
5
o2 (20.9)
Mra =5

Seconda soluzione — Si introduce una cerniera in A, trasformando 'incastro in
un appoggio, e si aggiunge la coppia reattiva incognita (incognita iperstatica)
X;. La struttura isostatica equivalente ¢ ora quindi la trave appoggiata di
Figura 20.7 e I'equazione di congruenza dovra imporre che la rotazione in A sia
nulla:

$a=0 (20.10)

Infine, operando sui sistemi parziali di Figura 20.8, il principio di sovrappo-
sizione degli effetti permette di scrivere:

o4 =0% + X164 =0 (20.11)
ossia: s I
q
- X, = 20.12
sapl "~ N3pr Y (20.12)
da cui: 2
X =My = % (20.13)
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YYvYVvYyYy

X1
A B

]
\\\\)( TN

Figura 20.7: Un secondo possibile sistema isostatico equivalente (S.I.E.) per la
trave di Figura 20.4

So
A B
NN\ NNNNN
51 \Xl
]
NN\ \] NNNNN

——
-

Figura 20.8: T due sistemi parziali per il calcolo dei coefficienti dell’equazione di
congruenza (20.11)

Le restanti reazioni possono calcolarsi sfruttando le equazioni di equilibrio:

Roa+Rp+qL=0

L2 (20.14)
Mya — qT ~RpL=0
e forniscono:
3
5 (20.15)

Ulteriori scelte del sistema isostatico equivalente sono ovviamente possibili,
come ad esempio una trave con bipendolo ed appoggio, oppure ancora una
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trave con incastro, cerniera intermedia ed appoggio. Tuttavia, lo spirito del
metodo consiste nel ricondursi ad una struttura isostatica equivalente che sia
il pitt semplice e conosciuta possibile, e su di essa calcolare i coefficienti delle
equazioni di congruenza

20.2 Una trave doppiamente iperstatica

Si consideri la trave di Figura 20.9, due volte iperstatica, e si voglia affron-
tare il calcolo delle reazioni attraverso la scrittura diretta di due equazioni di

congruenza.
Y Iq

A B C
~&~~

L/2 L/2

—— AN\

]
I

Figura 20.9: Una trave due volte iperstatica

Una possibile scelta per il sistema isostatico equivalente puo essere la strut-
tura a mensola, ottenuta rimuovendo I’appoggio in mezzeria (ed aggiungendo
la sua reazione incognita X;) ed il bipendolo a destra (aggiungendo quindi la
coppia reattiva incognita Xs).

4A B C

X1

L/2 L/2

Figura 20.10: Un possibile sistema isostatico equivalente per la trave di
Figura 20.9

Le equazioni che ripristinano la congruenza si scrivono come:

Uop = ugg + uégXl + ung)Xg =0

(20.16)
b= 49 + 40X, + 60, =0
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I coefficienti di X7 e di X5 sono di immediata deduzione, e possono essere
calcolati sugli schemi S; ed So, rispettivamente:

- ()
Oy I
e P2 5 c
°
s 1X1:1

4
NG

L/2 L/2

Figura 20.11: T tre sistemi parziali sui quali determinare i coefficienti delle
equazioni di congruenza

Il termine noto d)é? ) & anch’esso immediato:

o = ——= (20.18)
mentre il termine u%, che rappresenta ’abbassamento in mezzeria sullo schema
Sp, puo essere calcolato applicando i corollari di Mohr, oppure tramite compo-
sizione degli spostamenti. Seguendo quest’ultimo procedimento, si considera
la mensola di lunghezza L/2, soggetta al carico g, e caricata anche, nell’estre-
mo libero, dal taglio e dal momento trasmessi dalla semiluce mancante. Si ha
quindi:

4 3 2 2 4

(0) q L qL 1 L ql® 1 L 17 qL
7l 5 e — (=) === (201
25 8EI(2) To3Er\2) TR 2ET\2 384 EI (20.19)
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in quanto:

20.20)
2 (
m(E) = 4
2 8
Le due equazioni di congruenza si scrivono allora:
17 gLt Xi (L) X (Vo
384 EI ~ 3FEI \ 2 2ET \2)
; (20.21)
qL3 X1 £ XQL -0
6EI 2EI \2 EI
con soluzione:
9
X1 = _TOqL
3 (20.22)
Xo=—
2= 9407

20.3 Un’equazione dei tre momenti

Si riprende in esame la struttura di Figura 20.1, per illustrare come una oppor-
tuna scelta del sistema isostatico equivalente possa condurre ad una sostanziale
riduzione del carico computazionale.

Yy Iq

A B C D E
TET eSS ST Sy eSS

% % % % %
Lq Ly L3 Lg

Y Y Y Y YYYYYYYYYYYYY

Figura 20.12: Un sistema iperstatico adatto all’equazione dei tre momenti

Si inseriscano tre cerniere in corrispondenza dei tre appoggi, operando tre
sconnessioni, e quindi riducendosi ad una struttura isostatica. Inoltre, si aggiun-
gano i tre momenti flettenti (incogniti) X, Xo ed X3, agenti rispettivamente
sul primo, sul secondo e sul terzo appoggio. Si e giunti al S.ILE. di Figura 20.13,
su cui occorre imporre il rispetto delle tre equazioni di congruenza:

Agp =0
Age =0 (20.23)
A¢p =0
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Y Y Iq

Yy Yy YVY YVvyYy

X1 X2 X3
A (AN (AN [ 2N i
\"N ) \ "N \ "N
\ F N N F

L1 Ly L3 Lag

Figura 20.13: Un conveniente S.I.LE. per la struttura di Figura 20.12

Come puo osservarsi, la trave si & ora suddivisa in quattro travi semplice-
mente appoggiate, su cui e immediato leggere gli spostamenti desiderati. Ad
esempio, la rotazione ¢ps;, puo essere calcolata sulla trave AB, soggetta al
carico ed alla coppia X positiva, e vale:

L3 L
o oy 2
Yoapr TN

ol (20.24)

¢Bsin =

Analogamente, ¢pges € da calcolare sulla trave BC', soggetta al carico, alla
coppia X1, negativa, ed alla coppia X», positiva:

L3 L Lo

= X2 - X 20.25
Opdes = ~doupr ~ X13pr ~ X2GEy (20.25)
La prima equazione di congruenza si scrive allora:

Ly b L3yl i L (20.26)

Youpr "M 3E1 T " Yoamr T 3BT CP6EI '

mentre per gli altri due appoggi si potra scrivere:
L3 Ly Ly L} L3 L
X X = —Xo2 Xy 20.2
Y9161 T M6Er T %31~ Y24R1 3BT “UGEI (20.27)
L3 Ls Ly L3 Ly

X X = — - X 20.28
Y9161 T %ET T P3E1 2Bl P3EI (20.28)

In notazione matriciale, le tre equazioni di congruenza assumono un aspetto
compatto:

L L L
S 0 Li 4 L
Lo Ly + L3 L X1 q 3., 73
5 —3 5 X | =5 Ly+Ls [ (20.29)
0 & L3+ Ly Xs Lg + Li
6 3
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Inoltre, I'introduzione di ulteriori appoggi intermedi non distrugge la ban-
da tri-diagonale della matrice dei coefficienti, e la generalizzazione del sistema
(20.29) al caso di n appoggi intermedi non presenta particolari difficolta.

Risolvendo le tre equazioni (20.26-20.28) si conoscono quindi i tre momenti
sugli appoggi intermedi:

QL3 (AL (Ls + La) + Ly (3Ls + 4L4))

X, =

8D,
qL3Ly (—L§ — 2L3Ly + L3L3 + 2L3 (Ls + L4) + L3L3 (3L3 + 4L4))
8D,
(20.30)
x, =1 (Ly+ L) (Ls + Ly) (L3Ly — L1 L3 — L§ — L3 — L3L4 + L3L3)
2 4D,
(20.31)
x. = Wa (FLa (T 15) +2 (Lo + Lo) (34 L))
3 8D,
, . (20.32)
q (L2 — 4 (L1 + Lg) (L2 + Lg)) (L3 + L4)
8Dy
con:
Dy = Lo (3Ly (Ls + Lg) + L3 (3L + 4L4)) +
1 2( 2( 3 4) 3( 3 4)) (2033)

Ly (4Ly (Ls + L) + L3 (3Ls +4Ly))

Doy = (= (L1 + L) L + (4L1 (L2 + L3) + Lo (3Ly + 4L3)) (Ls + L4)) (20.34)

E’ ora possibile dedurre i tagli, campata per campata, scrivendo le equazioni
di equilibrio. Nella prima campata, in base al diagramma di Figura 20.14, si
ha:

Ra

L1

Figura 20.14: Lo schema per il calcolo di reazioni e tagli sulla prima campata
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RA + qu + TBsin =0
L2 (20.35)
Xl - q71 *TBsinLl =0

da cui:

(20.36)

Nella seconda campata, il diagramma di riferimento e quello di Figura 20.15,
e su di esso si puo scrivere:

Ly

Figura 20.15: Lo schema per il calcolo di reazioni e tagli sulla seconda campata

_TBdes + qL2 + TCsin =0
L2 (20.37)
X1+ X5 — qTQ —Tesinla =0

da cui:
L X X
Tows =552 =, 1,
2 2 (20.38)
L X Xa gl
Csin Ly Ly 9
La reazione dell’ appoggio in B ¢ quindi fornita da:
1 1 q XQ
= TBsin — TBdes = X T — | —=(L Lo) — — 20.
Rp =Tp, Bd 1(L1+L2) 2( 1+ L2) T (20.39)

Il restante studio e lasciato come esercizio.
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20.4 Un telaio zoppo con sbalzo

Si vuole ora esaminare la struttura di Figura 20.16, semplicemente iperstatica,
soggetta ad un carico uniformemente distribuito di intensita ¢, e ad una forza
concentrata F sullo sbalzo.

Ly Ly

—
——
—

Figura 20.16: Un telaio con piedritto e sbalzo

Scegliendo come incognita iperstatica la reazione verticale del carrello in A,
la struttura isostatica equivalente & quella in Figura 20.17, e la corrispondente
equazione di congruenza impone che lo spostamento verticale del carrello sia
nullo:

Upa =0 (20.40)
Ne segue, per il principio di sovrapposizione degli effetti, che si puo scrivere:
u + %+ Xl =0 (20.41)

dove ugjj) ¢ lo spostamento in A dovuto al carico g, ugf) ¢ lo spostamento in A
dovuto alla forza F' ed u(QQ ¢ lo spostamento in A dovuto ad una forza verticale

unitaria in A. I tre contributi possono calcolarsi separatamente:

Calcolo di ugj;)

Il diagramma del momento dovuto al carico ¢ si presenta come in Figura 20.18,
ed aiutandosi con esso si puo utilizzare il metodo della composizione degli spo-
stamenti. Il ritto BD, infatti, puo essere riguardato come una mensola caricata
dalla coppia di intensita g L? / 2, e quindi la rotazione in B sara pari a:
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L
1 | Ly
| | |

iy e F

C
X1
H
D
Y +
Figura 20.17: 11 S.I.LE. al telaio di Figura 20.16
L? H
=q—— 20.42
¢5 =407 o1 (20.42)

Il tratto AB, riguardato come rigido, subisce questa rotazione, che porta il
punto A ad avere uno spostamento pari a ¢ g L1, e quindi il richiesto spostamento
varra: )

Jou _ Lo LiH
24 = 95pr T9ET

(20.43)

Calcolo di v

Analogamente a quanto detto per il caso precedente, il diagramma del momento,
presentato in Figura 20.19, permette di stabilire che lo spostamento del punto
A ¢ dovuto solo alla rotazione del punto B, e che tale rotazione puo calcolarsi
su uno schema a mensola soggetta alla coppia F'Ls. Si ha quindi:

H
¢ = *FL2E
o (20.44)
(02) A
Uy g™ = FL2 EILl
. (1)
Calcolo di uy4
Il diagramma del momento di Figura 20.20 permette di scrivere:
L3  LH
ull) = TR R (20.45)
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YYYVYYVYVYYVYVYYYYYY Iq

\\ qL%
\ BN
\
\
A B C
D
I/

Figura 20.18: Lo schema per il calcolo dell’abbassamento in A dovuto al carico ¢

FL>

L

Figura 20.19: Lo schema per il calcolo dell’abbassamento in A dovuto alla
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1 AN
\
\\ L1
\
\
A B C
D
777777

Figura 20.20: Lo schema per il calcolo dell’abbassamento in A dovuto ad una
incognita iperstatica di valore unitario

La condizione di congruenza (20.41) si scrive quindi:

L4  I3H H

=+ —FLy—L;+X L—i)JrLlHL =0 (20.46)
13e1 T 12ET 2Bt T M\BEI T BT ) T '
da cui l'incognita iperstatica:
3(4HqL3 + qL3 —8FHL
X, = — ( 4Ly T4t 2) (20.47)

8Ly (3H + L)

20.5 Un telaio zoppo due volte iperstatico

Si consideri lo stesso schema dell’Esercizio precedente, ipotizzando pero una
cerniera in A, invece del carrello (Figura 20.21). Cio rende ovviamente la strut-
tura due volte iperstatica, e volendosi ricondurre allo stesso schema isostatico
dell’esempio precedente occorre rimuovere la cerniera, e sostituirla con le sue
due reazioni incognite.

Tale scelta presenta il vantaggio di poter utilizzare i risultati gia ottenuti,
e porta al sistema isostatico equivalente di Figura 20.22. Su di esso occorre
imporre le due condizioni di congruenza:

ugp =0
24 (20.48)
usps = 0
che per il principio di sovrapposizione degli effetti scriveremo come:
(01) (02) (1) (2)
Uy 4 F U s + Xqjuy s + Xoug s =0
2A 24 1%24 2U24 (20.49)

uga) gy + Xiugy + Xougl) =0
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[ L1

D
777777

Figura 20.21: Un telaio doppiamente iperstatico

L L | La L
T T T
q F
YYYYYVYYVYVYVYVYVY
X2 A B C
» ——
X1
Y
H
D
777777 s

Figura 20.22: Un possibile S.I.E. al telaio di Figura 20.21
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Per il calcolo dei coefficienti di queste due equazioni, occorre far riferimento
ai tre diagrammi dei momenti gia tracciati (vedi Figure 20.18, 20.19 e 20.20) ed
al diagramma di Figura 20.23).

Per completare la prima equazione occorre il coefficiente ugg, che rappresen-
ta lo spostamento verticale del punto A dovuto ad una incognita X5 unitaria.
Dal diagramma di Figura 20.23 si realizza che il piedritto BD puo riguardarsi
come una mensola soggetta alla forza trasversale di intensita unitaria, e quindi

ruota di una quantita pari a:

H2
=—-1— 20.
¢B SE] (20.50)
causando uno spostamento in A pari:
2
@_ H
H
! 1
T T
1
—»
A B c

1777777

Figura 20.23: Lo schema S5 per il calcolo degli spostamenti in A dovuti ad una
incognita iperstatica di valore unitario

Su questo stesso schema, ¢ poi immediato calcolare lo spostamento assiale
del punto A, pari allo spostamento trasversale dell’estremo B della mensola BD:

HS
ul) =1 (20.52)

Gli altri tre spostamenti assiali, dovuti rispettivamente al carico ¢, alla forza
F'ed alla incognita iperstatica X; assunta unitaria, possono leggersi sui rispettivi
schemi, e sono pari a:

2 772
Wy — i H (20.53)
3 2 2F1
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2
02 _ pp, I
34 2
2ET (20.54)
u(l) = 1L1 7H
34 2F1
Le due equazioni di congruenza si esplicitano allora come:
L{ LIH H L3 LH H?
—FlLy—I1L1+X —Xo——L1 =
8EI+ 2EI g1 1<3EI+EI ) 2557t =Y
L? H? H? H? H?
—q¢q———+FL X1L X =0
5 9mr T eEr M aEr T 3ET
(20.55)
con soluzione:
X, = _3HqL% +3qL} — 6FHL,
HL L?
, GH Ly +8Ly (20.56)
X2 _ 3qL1 - 24FL1L2

12H? + 16HL,

20.6 Un telaio zoppo tre volte iperstatico

Si ipotizzi ora che lo stesso schema dei due esempi precedenti sia vincolato in
A con un incastro, sicche la struttura risultante di Figura 20.24 & tre volte
iperstatica.

Una possibile scelta di sistema isostatico equivalente, che permette di sfrut-
tare i risultati dei due esempi precedenti, ¢ riportato in Figura 20.25. Su di esso
occorre ora imporre le tre equazioni di congruenza:

U224 = 0
uzas =0 (20.57)
$pa=0

che per il principio di sovrapposizione degli effetti scriveremo come:

ugl‘l)—l—um)+X1u§1)+X2u§X—i—Xdu(3) 0
a4 ul + Xu) + Xoul) + Xaul) =0 (20.58)

o0 + 092 4 X100 + X50P + X305 = 0

I coefficienti non ancora valutati sono le rotazioni (Z)Efl) e (;5%)2), dovute

al carico ¢ ed alla forza F, rispettivamente (da calcolare sullo schema Sy di
Figura 20.18 e 20.19):

(o1) _ qLi H  qL}

ot 20.
A 2 EI ' 6EI (20.59)
(02) _ H
PW = FLQEI (20.60)
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404

YYVYYVYY

YYVYVY) Iq F

D
777777

Figura 20.24: Un telaio tre volte iperstatico

Lq | Ly |
| |

iy Jo j

|
I

XZ;A\ B C "
J

X3

X1

T77777

Figura 20.25: Un possibile S.I.LE. al telaio di Figura 20.24
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le rotazioni gzbixl) e ¢E42) dovute alle incognite iperstatiche unitarie X; ed Xs
(da calcolare sugli schemi S7 ed Sy di Figura 20.20 e 20.23):

H I?
W=Ligr +gpr (20.61)
H2
2
P = ~3E7 (20.62)

ed infine gli spostamenti orizzontali ug, verticali u;ii e la rotazione ¢E43) del

punto A per effetto di una coppia unitaria in A.

L1

\
B \ C
1
A

Ly

(L

Figura 20.26: Lo schema S3 per il calcolo degli spostamenti in A dovuti ad una
incognita iperstatica di valore unitario

Per essi, lo schema di riferimento S3 & quello di Figura 20.26, dove e ri-
portato anche il diagramma del momento. Utilizzando la composizione degli
spostamenti, e quindi guardando il piedritto BD come una mensola soggetta
alla coppia unitaria, si ha:

H
Si ha percio:
2
@ _ H, o L
Y24 = Frt oy
H2
3
W) = —o (20.64)
@ _H L
A T FI ' EI
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La soluzione del sistema di equazioni di congruenza

11 sistema da risolvere si scrive in definitiva:

LY I3H H L3 LH H?
—L —FLy—L1 + X | — - Xo—o
9851 T 92ET 2t (3EI B 1) 25prt
H L?
Xs =L +-—2 )=
3 (EI L 2EI> 0
L? H2 H? H? H3 H?

—_g=L FL — XL X — = 20.65
95 opr T legpr — Nibaggp Y Xegpr ~ Xeggr =0 ( )
qL? H qL3 H H L2 H?

L L FLy 4+ Xy (Li— + L) - Xy
2 GBI 6Bl 251 T\ M Er T 2En 2581 "
H L,
X. [ == 4+ =2
3 (EI * EI> 0
Riordinando e semplificando si ha:
L3 L,H H? H L?
—L L) X1 — — L1 X L+ L) Xy =
(3EI B 1) tapr et (EI L 2EI> 8
LY I3H H
— gL FLy—L
931 ~Y2Er TR
H? H3 H? L? H? H?
—L X X, — Xy=q—t—— —FLy— 20.66
SR 3R T 2Er 0 T 1% 2E1 29B1 (20.66)
H IL? H? H L
Li—+ 2 )X - —X — =) X3 =
( 1EI+2EI) DY) 2+(EI+EI> 3
_ i Ho gL} H
5 Bl oml TleEn
Risolvendo, si ottengono le tre incognite iperstatiche:
¥ - —5HqL? — 4qL3 + 12F H L,
8Ly (H + Ly)
qL3 — 12F L, L,
Y, 20.67
>7 T8H2 +8HIL, (2067)
. _ 3H4L} +2qL} — 12FHL,
8 24 (H + Ly)

20.7 Un portale semplicemente iperstatico

Si vuole ora studiare il telaio di Figura 20.27, costituito da due piedritti di
altezza disuguale, caricato da una forza concentrata in un punto generico del
ritto.

La struttura ¢ semplicemente iperstatica, e come sistema isostatico equiva-
lente puo scegliersi la mensola di Figura 20.28.
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H1

L1 Ly

——
—
—

Figura 20.27: Un telaio zoppo semplicemente iperstatico

F
B C D
H>
E
Hq X1
A
T 777
L1 Ly

—_—
——
——

Figura 20.28: Un S.I.E. per il telaio zoppo di Figura 20.27
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Su di esso occorre imporre ’equazione di congruenza:
uop =0 (20.68)
ossia, operando sugli schemi parziali Sy ed S :

u + Xl =0 (20.69)

Calcolo di u(o)

Lo schema Sy & presentato in Figura 20.29, insieme al diagramma del momento.

Dall’esame del diagramma, si evince che lo spostamento verticale del punto £
puo pensarsi composto da due aliquote: la prima aliquota si ottiene considerando
rigido il tratto BE, e riguardando il piedritto AB come una mensola soggetta
alla coppia F'Li. Ne segue una rotazione in B pari a:

H,y

=-FL 20.
OB 157 (20.70)
che implica lo spostamento di E pari a:
(0)' Hy

La seconda aliquota si ottiene considerando rigido il piedritto AB, mentre il
tratto BC' puo essere visto come una mensola soggetta alla forza F'. Ne segue:

(0)” . FL‘{ + FL%

— 20.72
Y2r = 3pr T ORI (20.72)
ed in definitiva:
ul) = g +L)+F—L3+FL% (20.73)
YEr\Vt T T 3Er T oET ‘

Calcolo di v

Lo schema S; e riportato in Figura 20.30, insieme al diagramma del momento.
Considerazioni simili a quelle precedenti portano a scrivere:

3
M _ (1. LT H I+ I (Lo + L2)” 20.74
uyp = (L1 + Q)EI(1+ 2) + 3BT (20.74)
L’incognita iperstatica puo infine calcolarsi come:
X, — ué(g - _FL1 (6H1 (Ll + LQ) + L1 (2L1 + 3L2)) (20 75)
) 2(L1 + Lo)? (3H:1 + L + Lo) '
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F
/,"-
]/ WWW"”"WMM
B C D
E
A
777777
L1 Ly

——
—

]l
T

Figura 20.29: Lo schema Sy per il telaio zoppo di Figura 20.27

/,
L1+Ly K
!
B C D
E
X1=1
Y
A
VAL L L L4
L1 L

Figura 20.30: Lo schema S; per il telaio zoppo di Figura 20.27
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F
B C D
Ha
E
Hy
A
v T
L1 Ly

-
-
-

Figura 20.31: Un telaio zoppo doppiamente iperstatico

20.8 Un portale doppiamente iperstatico

Lo stesso telaio zoppo dell’esercizio precedente viene ora reso due volte ipersta-
tico, vincolandolo con una cerniera in E (Figura 20.31).

Conviene scegliere il sistema isostatico equivalente di Figura 20.32, in modo
da utilizzare i risultati gia ottenuti in precedenza. Su tale schema le equazioni
di congruenza sono:

UQEZO

(20.76)
usg = 0
ossia, operando sugli schemi parziali:
0 1 2
D+ Xl X =0 o

ué(g + Xlugg + Xgung) =0

11 coefficiente ugg e gia stato calcolato, sullo schema Sy di Figura 20.29. Su
questo stesso schema si puo calcolare lo spostamento orizzontale di F, calcolando
la rotazione in D come somma di due aliquote:

H, FL?
¢p = — Llﬁ T S5E] (20.78)
e quindi:
u(o)—FLH—%—FqﬁH—FLH—%—FLEH—F—L%H (20.79)
Y o) B DY ) | DY) '
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F
B C D
H)
X2
El —m
H1 X1
]
A
T T
L1 L

——
——
——

Figura 20.32: Un S.ILE. per il telaio zoppo di Figura 20.31

ed in modo totalmente analogo potra scriversi, a partire dallo schema S7:

H H Ly + Ly)?
’U/glE): E(Ll—f—Lg)—HgEi}(Ll-l-Lg)—Hg%

Gli ultimi due coefficienti devono essere calcolati sullo schema Sy di Figu-
ra 20.33. Per facilitare il compito, si osservi che il diagramma lungo il tratto
AB puo riguardarsi come la differenza di un diagramma triangolare, nullo in
B e pari ad H; in A, e di un diagramma costante, e pari ad Hy. Ne segue lo
spostamento verticale:

2
! (20.80)

- = Ly + Ly)?
uéiz = ﬁlf (L1 + Lo) _HQF} (L1 + L2) _HQ%

Il primo termine ¢ dovuto al diagramma triangolare del momento lungo AB,

che puo pensarsi generato da una forza unitaria in B. Esso quindi causa una
2

rotazione oraria in B pari ad ﬁll’ che a sua volta causa un abbassamento del
2

H
to E pari a —— (L1 + Ly).
punto E pari a 2EI( 1+ La)

Il secondo termine ¢ dovuto al diagramma costante del momento lungo AB,
che puo pensarsi generato da una coppia in B di valore —H,. Essa provo-

(20.81)

: H, : . :
ca la rotazione HQE, che a sua volta provoca l'innalzamento in E pari a

H,
—Hgﬁ (L1 + Lg)
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Figura 20.33: Lo schema Sy per il telaio zoppo di Figura 20.30

Il terzo termine, infine, & dovuto al momento lungo BD, che provoca l'in-
2
(L1 + Lo)
2FT

Si osservi anche, che in base al teorema di Betti si ha 'uguaglianza uélbz =

(2)
Us o
Analogamente, lo spostamento orizzontale puo scriversi:

nalzamento —Hs

H? H? H L L H3
b )

L2 _ _
2B1  *2EB1 i EI 3EI

3E T 3R]

— H,

(20.82)

I primi due termini sono dovuti al diagramma triangolare del momento, che

3

H
causa uno spostamento orizzontale in B pari a —L1 ed una rotazione oraria

3EI’
2

pari a ﬁ A sua volta, questa rotazione comporta uno spostamento oriz-
2

H
zontale in E pari a —Hy———. I successivi due termini sono dovuti all’aliquota

costante di momento lungo AB, che provoca uno spostamento orizzontale pari
2

H,
a ngﬁll, ed una rotazione antioraria pari a HQ—I. Tale rotazione provoca

H
uno spostamento orizzontale in F pari a Ho E—}Hg. Il penultimo termine ¢ do-

vuto al momento lungo BC, di valore —Hs, che causa una rotazione antioraria

Ih+ L
in C pari a Hg%, e quindi uno spostamento orizzontale in E pari a
L+ L
HQMHQ. Infine, I'ultimo termine ¢ dovuto al diagramma triangolare

del momento lungo DFE.
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20.8.1 L’utilizzo del principio dei lavori virtuali

Attesa la complessita del calcolo dei coeflicienti attraverso la composizione degli
spostamenti, conviene controllare i risultati utilizzando il principio dei lavori vir-
tuali, che — sebbene computazionalmente pit impegnativo — fornisce i risultati
in modo piu “automatico”.

A tal fine, utilizzando i diagrammi dei momenti calcolati in precedenza sugli
schemi Sy, S ed So, si potra dedurre il diagramma del momento per la struttura
iperstatica. Sara infatti, per il principio di sovrapposizione degli effetti:

M = My + X1 My + X5 M, (20.83)

Si scriva ora il principio dei lavori virtuali, assumendo come sistema di forze
virtuali il sistema di forze sul sistema S, e come insieme di spostamenti il
sistema reale. Si ha:

/ M;Mdz =0 (20.84)
ossia, per la (20.83):

Un semplice confronto con la prima equazione di congruenza (20.77) per-
mette di scrivere:

ul) = / M, My dz
ull) = / M?dz (20.86)
uéQE) = / MM dz
Analogamente, utilizzando il sistema di forze virtuali agenti su Sa, si ottiene
/MQM dz=0 (20.87)
e quindi gli altri coefficienti della seconda equazione di congruenza, :
uéOE) = / Mo My dz
ull) = / My M, dz (20.88)
uz()il = / M3 dz
Nota 1 — Poiche si ¢ utilizzato I'insieme di spostamenti reali, in realta si sta

utilizzando il principio delle forze virtuali

Nota 2 — La simmetria della matrice dei coefficienti & resa esplicita dall’essere

2 1
o =)
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Il calcolo dei coefficienti

I diagrammi dei momenti hanno andamento lineare, o addirittura costante, e
quindi la loro legge di variazione e facilmente deducibile dai relativi diagrammi.
Si avra:

(2)
(2)
(2)
(2)
m§P(z) = (=Ly + 2) (20.89)
(2)
(2)
(2)
(2)

Il calcolo degli integrali non presenta alcuna difficolta:

Hq L1
ul) =F(L1+L2)L1/O dz—/o (Ly + Ly — 2) F (—Ly + 2) d=

_FL
3

coincidente con la (20.73). Analogamente si avra:

(20.90)

1
+ 5FL%L2 + FHyLy (Ly + Ly)

1 H, Ly Lo )
u;g:/o (L1+L2)2dz+/0 (L1+L2—z)2dz+/0 (“Lo+ 2)2dz

1

5 (L1 + L2)* (3H1 + Ly + Lo)

(20.91)

coincidente con la (20.74). Si avra poi ancora:

H1 Ll
ugiz:—/ (—H1+H2+Z) (Ll +L2)dZ—H2/ (L1+L2—Z)d2+
0 0

Lo 1
HQ/ (_L2 + Z) dz = —5 (L1 + LQ) (—H12 + 2H1H2 + H2 (Ll + LQ))
0
(20.92)

coincidente con la (20.81). Per la seconda equazione, si avra :

H, L1
Ugg:—FLl/ (—Hy+ Hy +z) dz + H» F(—Li+2)dz
- 0 (20.93)
H; 1 )
=—-F _7+H1H2 L1—§FH2L1
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9 H; Ly Lo Hy
uébzz/o (—H1+H2+z)2dz+H22/0 dz+H22/O der/O (2)%dz

1
=3 (H} —3H{H, + 3HHj + H3 (H> + 3 (L1 + L»)))
(20.94)
coincidenti con le (20.79) e le (20.82), rispettivamente.

La soluzione delle equazioni

Risolvendo le (20.77) si avranno infine le due incognite iperstatiche:

—FIL, . 5
X1 = ———"5— (3H (L1 + L) + 2H} Ly (2L1 + 3L2) +
1 (L1+L2)2A( 1 (L1 + Lo) 1L1 (211 2)
3H{Hy (2L3 + 3L Ly + 3L3) + 6H, H3 (2L7+ (20.95)
6L1Lo +3L3 +2Hs (L1 + Lo)) +

H3Ly (Hy (4L1 + 6L2) 4+ 3 (L] + 4L1 Ly + 313)))

_3FLLy (H2Ly (Ly + L2) + 2H1Ha (2Ly + Lo) + HE (Ly + 2L3))
(Ll +L2)A

X, =
(20.96)
con :
A =3H} +4H3} (Ly + Lo) + 6HZHy (L1 + Lo) + 12H, HZ (Hy + Ly + Lo) +

H3 (L1 + L) (4Hs + 3 (L1 + L2))
(20.97)

Se la forza agisce in mezzeria, ponendo L1 = Lo = L si ha:

X, 6H{L + 10H{L* + 24H{ HoL? + 6 H, Hy (AH,L + 11L%)

_ -F
- ALA (
+ H3L (10H,L + 24L%)

(20.98)

3FL? (3H} + 6H Hy + 2H,L)

T 2(3HY+8HPL + 12H2H,L + 12H, H2 (H, + 2L) + 4H2L (2H, + 3L))
(20.99)

X, =

con :
A =3H{+8H}L+12H?Hy L+12H, Hs (Hy + 2L)+2H2 L (4H, + 6L) (20.100)
e se i due piedritti hanno altezza uguale, H; = Hs = H, e le incognite valgono:

F (15H% + 55HL + 12L?)
30H? + 104HL + 24L2
3FL2(9H + 2L)

2H (15H2 + 52HL + 12L?)

X, =— (20.101)

X, = (20.102)
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20.9 Un telaio tre volte iperstatico

Si calcolino le reazioni e si disegni il diagramma delle c.s.i. per il telaio in
Figura 20.34.

Il calcolo delle incognite iperstatiche

Il telaio ¢ tre volte iperstatico, ed una possibile scelta di incognite iperstatiche
¢ riportata in Figura 20.35: si sono inserite tre cerniere in A, in B ed in C, e
corrispondentemente sono stati aggiunti i momenti incogniti. Si e indicato con
M7 il momento nel nodo I agente sul tratto I.J, sicche, per Iequilibrio dei
conci:

MAP = X,
MBA = —MPB¢ = X, (20.103)
MCB _ MC’D _ X3

Per ripristinare la situazione originaria, occorrera rispettare le tre condizioni
di congruenza:

$a=0
A¢p =0 — ¢pa = ¢BC (20.104)
Apc =0 — ¢cB = ¢cp

dove con ¢y si e indicata la rotazione in I del tratto IJ. Utilizzando il principio
di sovrappposizione degli effetti si potra scrivere:

sV 4 X160 + X002 + X50® =0
At X105 + Xadip) + XadEh = 05t + Xidjpl + Xabis + Xad'ie
OB+ X105 + Xa0Cy + XsdGp = 60p + X100p + Xa0p + Xad(p
(20.105)

La particolare scelta della struttura isostatica equivalente implica che il te-
laio si & suddiviso in schemi parziali, e quindi molti coefficienti delle equazioni
precedenti si annulleranno, e le equazioni di congruenza si semplificheranno in:

MAB¢E41) + MBA¢E42) =0
MABY, + MPASR, = MPCoR) + MOP o), (20.106)
MO, OV, 2Py 1 4

Il coefficiente ¢E41)é la rotazione in A calcolata sullo schema (1), ossia sul
telaio isostatico caricato da una coppia M4 unitaria in A. Sarad quindi:

e H

416 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 20. LE EQUAZIONI DI CONGRUENZA

H
A
7777777777 -IT-
| L l L |
I 1 I
Figura 20.34: Un telaio tre volte iperstatico
F
M Mcs Mcp
31 [ o) 0 E
Mea - ¥ f\@)[v
C
H
Mag
¥ ;\; A

Figura 20.35: Un possibile S.I.E. per il telaio di Figura 20.34
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Il coefficiente (bf)é la rotazione in A calcolata sullo schema (2), ossia sul
telaio isostatico caricato da una coppia M B4 unitaria in B. Sara quindi:

e H

= 20.1
A GEI (20.108)

Analogamente si ha, operando sempre su schemi di travi appoggiate e cari-
cate da una coppia all’estremo:

o__H
BA 6ET
@ __H
BA 3EI
2 _ L
BC —
351 (20.109)
)
BC ™ 6ET
y L
CB T 6EI
@ _ L
Pop = 3EI

. (3 0) . .
I due coefficienti (C]):, e gi)(cz), invece, devono essere calcolati sullo sche-

ma di trave appoggiata a sinistra e con bipendolo a destra. Una banalissima
applicazione dei corollari di Mohr permette di scrivere:

@ _ L
CD — T
o ?; (20.110)
CD = TORT
In definitiva, le equazioni si scrivono:
H H
T yAB L L aBA
3EI t6EI 0
H H L L
——_MAB - \BA = \BC OB 20.111
6ET 3EI 3EI 6ET ( )
L BC L CB __ L CD FL2
6EIM + 3EIM o EIM 2FET
ed utilizzando le (20.103):
H 125 H  po
3EIM 6EIM =0
H H L L
—— _MAB 4 B¢ = = B¢ _—_ OB 20.112
6EI Yol 3EI 6EI ( )
L BC L CB __ L CB FL2
6EIM + 3EIM - EIM 2FET
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con soluzione:

AAB FI?
~ 2(4H +5L)
2
MEC — % (20.113)
yoB —  FLBH +4L)
© 2(4H +5L)

e nel caso L = H, cui d’ora in poi ci si limitera:

ap _ FL
T
MBC — E
9 (20.114)
MeB = T pp
18
yBa_ _TL
9

Il calcolo delle reazioni, dei tagli e degli sforzi normali

Il quadro completo delle forze agenti sulla struttura e riportato in Figura 20.36,
e da essa deve essere possibile estrarre le informazioni necessarie, utilizzando
considerazioni di equilibrio.

F

NBAT TBC M Tcp

Tga (‘43c B Nc Rph

-
Mga wf-  Nec 4 T Neo e #rD
B
MaB
RN

—> Ran

Rav
Figura 20.36: Le forze agenti sulla struttura
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L’equazione di equilibrio del tratto AB alla rotazione intorno al polo B
fornisce la reazione orizzontale:
E — E = —E (20.115)
18 9 6

e 'equazione di equilibrio alla traslazione orizzontale dello stesso tratto fornisce
il taglio T4 in testa al piedritto:

RapL+ M*P — MPA =0 — Ruy = —

TPA L+ Rap =0 — T84 = % (20.116)
L’equilibrio del nodo in B alla traslazione orizzontale garantisce che:
TBA _NBC = — NBC = % (20.117)
e gli altri equilibri alla traslazione orizzontale portano a scrivere:
_NBC _ NCB _( _, NCB _
NYB NP =0 — NP = (20.118)

—NCD+RDh:0—>RDh:

> oy o

L’equilibrio alla rotazione del secondo tratto, con polo in B, fornisce:

MBC  MCB F 7 F
—TPL—-MP¢+ MP =0 — TP = - + =-—-——_F=-%=
L L 2
(20.119)
ed anche, per I'equilibrio del secondo tratto alla traslazione verticale:
F
~TBC 41798 =0 — T8 = -5 (20.120)
L’equilibrio del nodo in B alla traslazione verticale garantisce che:
F
—NBA_TBC g NBA = 3 (20.121)
e quindi la reazione verticale dell’incastro:
F
~NBA L Ruy=0— Ryp = 5 (20.122)
Infine, dall’equilibrio del terzo tratto si trae:
—TP+F=0—T=F
7 11
M,p —FL—-MP =0 — M,p =FL+ M°P =FL- o FL=FL
(20.123)

e quindi 'equilibrio del concio in C' permette di calcolare la reazione dell’appog-
gio:

3
~TB + Re + TP =0 — Ro = TP - TP = -5F (20.124)
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Il tracciamento dei diagrammi

In base ai valori delle reazioni, appena calcolati, & possibile tracciare i diagrammi
di sforzo normale, taglio e momento flettente, come riportato in Figura 20.37.
Basta infatti realizzare che gli sforzi normali ed i tagli sono costanti a tratti,
laddove il momento varia con legge lineare, e la sua pendenza e fornita dal
diagramma del taglio.

20.10 Una diversa scelta di incognite iperstati-
che

Si vuole ora affrontare lo stesso esempio precedente assumendo un diverso si-
stema isostatico equivalente, ed utilizzando il metodo della composizione degli
spostamenti. A tal fine si sceglie la struttura a mensola di Figura 20.38, e su di
essa si impongono le tre condizioni di congruenza:

U2 = 0
usp =0 (20.125)
¢p =0

Utilizzando il principio di sovrapposizione degli effetti si scrivera allora:

Ugc = uéocz + Xluélcz + XQU%?« + Xgug?g =0
usp = uly + X1ul) + Xoul) + Xguld =0 (20.126)

ép = 9 + X160 + X202 + X369 =0

Il calcolo dei coefficienti

Lo schema 1 e riportato in Figura 20.39, e su di esso si calcolano i coefficienti

uglg, uélD) e S). Si ha immediatamente:
) H L3 HIL*> I3
=1L—L+1 =
tac Er- T '3E1 - EI T 3EI
H2
ull) = 1L (20.127)
) H L2
= _1L— —1—
b EI " 2EI

Il secondo schema prevede una forza orizzontale unitaria in D, che causa il

momento riportato in Figura 20.40. Su di esso si calcolano i coefficienti ué@,

2 2 . s s . . .
ug [)) e (bsj), anch’ essi deducibili immediatamente da una semplice composizione
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A
| L | L ]
1 1 1
F
B C D
AN T
X~
L
A
l L l L l
| | I
F
B C D
L
A
7777777777 1T
L L

—
—
—

Figura 20.37: I diagrammi di sforzo normale, sforzo di tagli e momento flettente
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B D j X2
X1 X3
H
A
T7TT777T77 +
L L

-~
-
-

Figura 20.38: Un altro possibile sistema isostatico equivalente

di spostamenti:

2 2
@ H H2L
Y2 = 5T T 2ET
H3
2
uglg — 1E (20.128)
@ _ H’
D 2FET

Il terzo schema prevede una coppia unitaria in D, che causa il momento

riportato in Figura 20.41. Su di esso si calcolano i coefficienti uégc),,ug e qbg):

2
3) H L
— 1L -1
Hac El 2Bl
2
@ _ H
ufh =15 (20.129)
@ L H L
— 1y 12—
oD EI + EI

Infine, lo schema zero prevede la presenza delle forze applicate, ossia — in
questo caso — della forza F' in D. Il diagramma del momento & riportato in
Figura 20.42, ed i relativi coefficienti si ottengono come:
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LB C D
X1=1
H
A
] . ] - ]
T T T
Figura 20.39: Lo schema S
B c p *X2=1
H
H oA
7777777777 1
| - | - |
1 T 1
Figura 20.40: Lo schema So
B C D 7
’ X3=1
1 H

<+

Figura 20.41: Lo schema S3
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2FL
B C D
H
A
77777777 - 1T
L L

—
—
—

Figura 20.42: Lo schema Sy

© H FLL?> 1FL 2 FI?H 5FL3
—OFL L4+ -—= 4+ - 212 =9
Yac BT EI 2 ToEIS EI  GEI
H2
uld) = 2F Lo (20.130)
©  opr H (L) _FLH 2FL”
b= 2FLEI F 2ET EI EI

Si e utilizzato il metodo di Mohr per ottenere lo spostamento trasversale in
mezzeria per una mensola caricata in un estremo.

La soluzione delle equazioni di congruenza

Sostituendo i valori dei coefficienti nelle (20.126) si giunge al sistema:

U2C22

FL2H . 5FL3 Ly HI? . L3 Ly HL
EI 6E1 ! 2

EI ' 3EI 2FT
HL L2
X3 (EI + 2EI> 0
H? LH? H3 H?2
—9FL X X - X _ 20.131
Usb 5B T opr T e3pr ~ Xeopr 70 ( )
oy — ,FLH OF 2 v (LA, 12 H? .
b= EI EI Y\WEr T 2EI 2oF1
H 2L
X3 (E] + EI) =0
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con soluzione:

F(11H + 16L)
SH + 10L

B 3FL2

-~ 8H2 +10HL

_ FL(5H +6L)

57 T8H+10L

X =

X, (20.132)

e nel caso in cui H = L:

s
I
\

(20.133)

11FL
18

confermando i valori ottenuti nell’ esercizio precedente.
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Capitolo 21

Il principio dei lavori
virtuali per le strutture
iperstatiche

Un secondo utilizzo del principio dei lavori virtuali, accanto al calcolo di sposta-
menti nelle strutture isostatiche, é nella scrittura delle equazioni di congruenza
per i sistemi iperstatici.

21.1 Un portale semplicemente iperstatico

Si consideri il portale di Figura 21.1, semplicemente iperstatico. Si vuole ap-
plicare il principio dei lavori virtuali per il calcolo dell’incognita iperstatica,
tenendo conto del contributo di taglio e sforzo normale

Si sceglie—come incognita iperstatica—Ila reazione orizzontale della cerniera
in A, riducendosi quindi al sistema isostatico equivalente di Figura 21.2.

Leggendo, come usuale, gli spostamenti sul sistema reale, e le forze sul siste-
ma virtuale di Figura 21.3, si potra scrivere il principio delle forze virtuali come
segue:

M T N
/SMlﬁds—FK: STlads—l—/leﬂds:O (21.1)

Le caratteristiche M7, T7 ed N; sono da calcolare sullo schema di Figura
21.3, e rappresentano il contributo del sistema di forze virtuali, mentre le ca-
ratteristiche M, T' ed N sono da calcolare sul sistema effettivo di Figura 21.1,
0 piu appropriatamente sul sistema isostatico equivalente. Sara allora, per il
principio di sovrapposizione degli effetti:

M = My + M1 X,
T=To+1T1X, (21.2)
N = Ny + N1 X4
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Y Y Y VY VY VY VY

A

:E;E:: L1 N

Figura 21.1: Un portale semplicemente iperstatico

dove le caratteristiche My, Ty ed Ng vanno calcolate sullo schema Sy, caricato
dai soli carichi esterni.

Utilizzando le (21.2), il principio dei lavori virtuali (p.l.v.) si scrive:

/Ml—dern/Tl—der/]\ﬁEA
i 17 NE ) =
X1(/Ed+ﬁ/GAds+/sEAds) 0

da cui puo ottenersi I'incognita iperstatica Xj.

(21.3)

11 calcolo di fs fs L ds f E1 ds

Il diagramma del momento M; e riportato in Figura 21.4, e 'integrale non
presenta particolari difficolta:

M? 1 H, = 2 \° H3  H?L,
4= — 2dy 4 2L 1-2) de= L 21.4
BT T EI /0 “t g / n,) ¥~ 3mrtaer Y
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A

X1

&<

L1

Figura 21.2: Il sistema isostatico equivalente

Figura 21.3: 1l sistema S di forze virtuali
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-

Hy

Figura 21.4: 1l diagramma del momento sul sistema S}

I diagrammi del taglio e dello sforzo normale possono tracciarsi partendo
dalla conoscenza delle reazioni:

H,
Rppr = ——
Avl Ll
Rep = —1 (21.5)
H,
Rev1 = —
Cvl Ll
Sul ritto AB, si avra quindi:
TAB = 1
NAB _ H, (21.6)
AB - _ 1
Ly

TBC — E
! Ly (21.7)
NBC =1
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TBcl_/!BC ‘fTBi NBc‘tTﬁC Reh
r Nsc Nsc
TaB TBC l

I Nag Rcv

Tag _{ NaB

Figura 21.5: I diagrammi delle forze per il calcolo di sforzi normali e tagli

1 H1
+—t L
+—+
H1
Ll _1 ——
B C B C
Hy

Lq

——

——
——
-

Figura 21.6: I diagrammi del taglio e dello sforzo normale sul sistema S;

Esercizi di Scienza delle Costruzioni 431



21.1. UN PORTALE SEMPLICEMENTE IPERSTATICO

come illustrato in Figura 21.5. Si ricorda che la convenzione sui segni degli
sforzi normali prevede che essi siano positivi se di trazione, mentre i tagli sono
positivi se fanno ruotare il concio in senso orario. Si giunge quindi ai diagrammi
di Figura 21.6.

Data la costanza dei diagrammi in questione, gli integrali sono banali:

7 Hy H?
ey 1.
/ ds=Ga " LA (21.8)
Nl H1 Ll
Hy+ — 21.
/ A= garzh T 5a (21.9)
Il calcolo di [, *& M0M1 TOTl s, [, Mo N0N1 ds

Il diagramma del momento MO, da calcolare sullo schema Sy di Figura 21.7, e
diverso da zero solo sul traverso, mentre risulta nullo lungo il piedritto, ed il suo
andamento e quello da trave semplicemente appoggiata. Sara quindi:

Hy

&R
] L1
1 1

Figura 21.7: Il diagramma del momento sul sistema Sy

MoM, qH, /Ll z qH\ L}
ds = —2—2 Li—2)(1-2)de=— 21.10
B =g ), =) o) ¥~ ~umr (L0

S

I diagrammi di taglio Ty e di sforzo normale Ny sono riportati in Figura 21.8,
per cui diviene possibile il calcolo dei due integrali seguenti:

T0T1 o qH1 L. Ll _
e ds = 5L.CA 5 %2 dz=0 (21.11)
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NoN; qH\L; (™ qH?
ds = — dz = — 21.12
L BA T TopEA), T T2EA (21.12)
_qlg
2
L +—+
2 C 4
B B C
Hy
A A A
L1 Lq

l
T

—_—
-+
-+

Figura 21.8: Il diagramma del taglio e dello sforzo normale sul sistema Sy

Il calcolo dell’incognita iperstatica

Dalla (21.3) si ha subito:

/Ml—ds—&—n/TlG ds—l—/Nl—ds

X, = = (21.13)
71 —1 -1
/ ds +n/ ds + EA L ds
ossia:
qgH\L}  qH?

N = e H L (2L.14)

7 111 LIRS S < U

3EI 3EI (GA LlGA> EAL2 FA

Se si vogliono trascurare le deformazioni taglianti, occorre eliminare da que-
sta formula i termini in cui compare la rigidezza tagliante G A, che si suppone
infinita. Ne segue:

qH\L} | qH}
24EI | 2EA
X, — 21.15
"TUHD  H2IL, H3 . I, ( )
3EI ' 3EI ' EAL? " EA
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Se si vuole trascurare anche la deformazione da sforzo assiale, occorre elimi-
nare i termini in cui compare la rigidezza assiale F A, che si suppone infinita:

qH, L3
24EI q L3
X, = — _ 4 21.16
A7 HTL, ST (T L) (21.16)
3EI " 3EI

21.2 Portale con cedimento anelastico

Lo stesso telaio dell’esempio precedente subisce anche un cedimento anelasti-
co orizzontale della cerniera di sinistra, che si sposta della quantita § (Figura
21.9). Si vuole studiare la struttura con l'ausilio del principio dei lavori virtuali,
trascurando gli effetti delle deformazioni taglianti ed assiali.

YYYYVYVYVYVYYVYVYVYY :[Cl

Hy

Figura 21.9: La presenza di un vincolo imperfetto

In questo caso, il lavoro esterno compiuto dalla forza virtuale unitaria in A
non ¢ nullo, e quindi il p.l.v. si scrive, limitandosi ai soli effetti flessionali:

My ME
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e quindi, utilizzando i valori degli integrali gia dedotti:

3
I1x6— | M —d ¢ Ly
X ( ) / ' S) 0= 24EI  —24FIé+ qH,L}
1= /M1 ds - H} N HZL, 8H? (Hy — Ly)
SEI SEI
(21.18)

21.3 Un portale sospeso

Si consideri ora il portale sospeso di Figura 21.10, costituito da tre tratti di
diversa sezione retta, con momento di inerzia I; (tratto AB), I (tratto BC) ed
I5 (tratto C'D), soggetto ad una forza orizzontale concentrata ad altezza Hs.

A
—_— —_— D
H1
H3 Ha
B C

Ly

Figura 21.10: Un portale sospeso

La struttura e una volta iperstatica, e come struttura isostatica equivalente
si scegliera il sistema di Figura 21.11.

Sullo schema S; le reazioni possono calcolarsi a partire dalle tre equazioni
di equilibrio:

Rypo = —F
Hy, — H.
Rpyo = F —~ -3 (21.19)
L,
RA’UO = _RD’U

ed il relativo diagramma M, del momento si presenta come in Figura 21.12.
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H1

L1

Figura 21.11: Un S.I.E. per il portale sospeso

Sullo schema .S; le equazioni di equilibrio forniscono:

Rap1 = —1
H, — H.
Rpp1 = % (21.20)
1
RA'Ul == _RDUl

Ne segue che il momento assume l'aspetto di Figura 21.13, variando li-
nearmente lungo il traverso dal valore 1 x H; a sinistra, al valore 1 x Hs a
destra.

Il principio dei lavori virtuali, limitandosi agli effetti flessionali, si scrivera:

/M1 ds + X3 /—1d (21.21)

ed occorrera esplicitare gli integrali, basandosi sui diagrammi precedenti.

11 calcolo di f MOMl ds
Si divide l'integrale in piu tratti, scrivendo:
H3 Ll

He My M, M,
/ Hs EL 0 EL 0 El,

Si noti che il ritto di destra non compare, in quanto su di esso il momento

My e nullo, e che si e diviso in due il ritto di sinistra. Le espressioni analitiche
sono molto semplici:
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F (H1-H3)
—— A
—— — D
Hy
H3 Hy

m

o Frre Tz

L

| 1 |
I 1

Figura 21.12: 1l diagramma M per il portale sospeso

A
—— X]_:l D
Hy
H3 )

Lq c

——
——

Figura 21.13: Il diagramma M, per il portale sospeso
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e per il primo tratto, da A all’ascissa della forza F', si sceglie I'origine in A,
ottenendo:

MO =Fz
(21.23)
M1 =z

e per il secondo tratto, dall’ascissa della forza F', al punto B, si sceglie
I’origine in B, ottenendo:

Mo = F (Hy = Hs) (21.24)
M1 :Hl -z .

e per il terzo tratto, dal punto B al punto C, si sceglie 'origine in B,
ottenendo:

My = F (H, — Hy) (1—;)

z
M1:H1—(H1—H2)L—1

(21.25)

e quindi il richiesto integrale puo dedursi come

FooHs F(H, — Hs) [

H2 H,L, Hsl,
F(H, - H3) | H H; — =2 F(H, - H
F(Hl—H3)3 (Hi 3)( 143 2>+ (Hi 3)( 3 + 6

3EIL ElL El
(21.26)

11 calcolo di [, 22 ds

Alle leggi di variazione di M, gia dedotte, deve aggiungersi la legge di variazione
lungo il ritto di destra. Scegliendo 'origine del riferimento in D si ottiene:

M, =z (21.27)

e quindi subito:

M2 H 1 b 2
/ —ds _ﬁ/ ZdS—‘—Eib/ <H1+(H2—H1)L1) d$+

) ) (21.28)
H3 HS EH%L1+§H1H2L1+§H22L1
EI3 22ds =

- 3EL * 3EIs El,
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Il calcolo dell’incognita iperstatica

Si ha immediatamente, dalla (21.21):

I3 (I (2H} — 3H\H3 + H3) + I (2Hy + Hy) (Hy — H3) L)
20, (IsH} + I1H3) + 21115 (H? + HiHo + H3) Ly

X, =—
(21.29)

21.4 Un telaio semplicemente iperstatico

Si vuole ora studiare il telaio di Figura 21.14, tenendo conto dei soli effetti della
deformabilita flessionale.

<L L

D

Hp

H1

A <4
= Iy

d
1

——

Figura 21.14: Un telaio semplicemente iperstatico

Si utilizza il sistema isostatico equivalente di Figura 21.15, dove & anche
evidenziata l'incognita iperstatica Xj.
Il principio dei lavori virtuali, limitandosi agli effetti flessionali, si scrivera:

M, M2
M =245+ X, [ Zlds =0 21.30
/s T 1/5131 s (21.30)

dove i diagrammi M, ed M7 devono essere calcolati sullo schema Sy, in presen-
za del solo carico applicato ¢, ed Sp, in presenza di una incognita iperstatica
unitaria X; = 1.
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D
Hy
q]: YYYYYYYYYYVYVYVY)
B C
Hy
X
—1>§5A 4
J§ Ll l

Figura 21.15: Un S.I.LE. per il telaio semplicemente iperstatico di Figura 21.14

Le reazioni vincolari per lo schema Sy sono ricavabili dalle tre equazioni di
equilibrio:

Rphro =0
Ravo+ Rpwo +qL1 =0 (21.31)
qL3
T + RA’UOLl =0
da cui subito:
Rpho =
qLy
Ravo = Ty (21.32)
L
Rpwo = _q71

Il diagramma dei momenti ¢ quindi limitato al traverso, dove assume 1’a-
spetto quadratico, (Figura 21.16), ed ha equazione (origine in B):

Mo = q3 (L — 2) (21.33)

Sullo schema S7, le equazioni di equilibrio si scrivono, scegliendo il polo in D:
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A <+
S

L1

]
T

-

Figura 21.16: 11 diagramma M,

Rpni+1=0
Ravi + Rpy1 =0 (21.34)
Ravili+1(H1+ H) =0

da cui subito:

Rppi = —1
R, it H
Avl = I, (21.35)
Hi + Hy
Rpy1 = ——
Dol Ll

ed il diagramma dei momenti e riportato in Figura 21.17

11 calcolo di fs % ds

L’integrale sara diverso da zero solo lungo il traverso, dove puo scriversi (origine

in B):

M, L
[andpas— ot [T e w-a (80— ) ) s -
s 0 1 (21.36)

qL}
2UET

(Hy — Ha)

Si noti subito che, se i ritti hanno uguale lunghezza, tale integrale si annulla,
in quanto prodotto di una funzione simmetrica per una antisimmetrica.
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+—t Hy

Ly

Figura 21.17: 1l diagramma M;

11 calcolo di [, 22 ds

L’integrale potra essere suddiviso in tre tratti:

M? 1 M 1 [k 2\?

s = — dz + — Hy — (Hy + Hy) =) d

JEL EI/O : ”EI/O IR ) e (21.37)
1/H2 2 g, H}  H} +(H12—H1H2+H22)L1 '
Bl ), = ©° T 3EI T 3EI 3E1

L’incognita iperstatica, quindi, sara fornita da:

X 7qL‘13 Hl—HQ
'8 HY+ HY + (H? — HiHy + H3) Ly

(21.38)

L’influenza dello sforzo normale

Nei casi in cui H; ed Hy assumono valori molto prossimi, se non addirittura
coincidenti, il valore dell’incognita iperstatica X; diviene molto piccolo, ed &
opportuno indagare se I'influenza dello sforzo normale non possa essere rilevante.
A cio fare occorre calcolare il diagramma Ny sullo schema Sy ed il diagramma
N; sullo schema S7. Nel primo caso, le reazioni (21.32) garantiscono 1’assenza
di sforzi normali sul traverso, mentre i due ritti vedranno uno sforzo normale
costante, e pari alla meta della risultante del carico applicato:

L
N§'P = Rawo = —(]271

2 (21.39)
N§P = —Rpyo = q271
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Come ovvio, il ritto di sinistra risulta compresso, quello di destra & teso.
Nel secondo caso, invece, le reazioni (21.35) implicano uno sforzo normale
nel traverso pari a —1, mentre per i ritti si ha, analogamente al caso precedente:

H H
Ty
1
(21.40)
H H.
Nch:_RDvl:_ L+
Ly

e si noti che ora ambedue i ritti risultano compressi. Cio basta a calcolare gli
integrali richiesti per il principio dei lavori virtuali:

Ny )
/leﬂd 2EA (Hf — H3) (21.41)
N2 Hy + H Ly
/ L ds (1;2) (Hy+ Ha) + (21.42)
1

e quindi I'incognita iperstatica diviene ora:

fM1E0d5+f N2 ds

X=- (21.43)

I E} ds + J, E1 ds

ossia:
L} (H, - Hy) H} - H3

_ 24ET TomA
H}+ H3 + (Hf — HiHy + H3) L 1 (Hi+H L
1 5+ (Hi 1113 3) Ly L fHu+ s (H1+H2)+—1
3EI EA Ly EFA
(21.44)

21.5 Una trave tre volte iperstatica

Si vuol calcolare le incognite iperstatiche per la struttura di Figura 21.18. Essa
e tre volte iperstatica, e come struttura isostatica equivalente si sceglie la trave
di Figura 21.19.

Tale scelta, come noto, risulta particolarmente conveniente, in quanto sud-
divide la trave originaria in due distinte travi semplicemente appoggiate. Sul-
lo schema Sy, ad esempio, il diagramma del momento e limitato alla seconda
campata, e coincide con quello di trave semplicemente appoggiata in B e C.

Si potra scrivere, simbolicamente:

SI.E. = 5)+ X151 + X255 + X383 (2145)
ed i sistemi Sp, S7, S2 ed S3 sono presentati nella Figure 21.20-21.23, insieme ai

relativi diagrammi dei momenti. Per il principio di sovrapposizione degli effetti,
il momento sulla struttura effettiva sara pari a:
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Y YYYYYYYYYVYVYVVYVYY Iq

ANNNNN
777777

L1 Ly

-
b
——

Figura 21.18: Una trave tre volte iperstatica

YYYYYVYYYYYVYVYVYYVVYYVYYY q

AANS /8 \% s
AR \

L1 L

-
——
-

Figura 21.19: Un S.I.LE. per la trave di Figura 21.18

M = My + Xy My + X5 M, + X3Ms (21.46)

Si scriva ora il principio dei lavori virtuali, assumendo come insieme di forze
(virtuali) quelle agenti sul sistema Sp, e come insieme di spostamenti quelli
effettivi, calcolabili sul S.I.LE.. Limitandosi ai soli effetti flessionali, si ha:

M

Analogamente, possono scriversi altre due equazioni, scegliendo come insiemi
di forze quelli agenti sul sistema S5 e rispettivamente sul sistema S3, e come
spostamenti quelli effettivi:

M
/SM2 F7ds=0 (21.48)

M
/SM?)EI ds=0 (2149)
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[ T @

A B C
()
% aL3

L1 Ly

-
-
-

Figura 21.20: Il diagramma del momento per il sistema S

X1=1
A B C
1I
Ly

Ly

-

e i
T T

Figura 21.21: Il diagramma del momento per il sistema Sp

L1 Ly

AN
VA

7
7

-
-

l
T

Figura 21.22: Il diagramma del momento per il sistema S,

A B X3=1 C
Il
L1 Ly

d d d
T T T

Figura 21.23: Il diagramma del momento per il sistema S5
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Utilizzando la (21.46) si giunge quindi ad un sistema di tre equazioni nelle
tre incognite iperstatiche:

M}
X1 dS+X2/M1 dS+X3/M17dS /Ml—ds

et 2 34 20
XILMjEIdS+X21M3EIdS+X3/SEI /Mg ds

i cui coeflicienti possono agevolmente dedursi a partire dalle leggi di variazione
dei momenti:

L4 2 L
M2ds:/ (1—Z> dz = 2L
/s ! 0 Ly 3
Ly
z z L4
MMds:/ <1>ds—
/ v 0 Li) Ly 6

/MlMgdS—O
Ly 2 Lo 2
z z Ll L2
M3 ds = — d 1—— ds = — + —
/25 / (Ll) T ( L2> T3
Lo
z z Lo
MyMsds = l1—— ) —dz=—" 21.51
/ 2 Msds = /O ( L2>L2 2= (21.51)

L 2
2 z L2

M = 1 - — = —=
/ 3ds / ( L2> dz 3

/M1M0d5:0
Lo 3
q < qLs
MyMyds = 2 1- 2 ) 2(Ly—2)de = L2
/S 2 My ds 2/0 ( Lz)z( 9 —2)dz 4
Lo 3
q < qLs
MaMods =4 [ Z2(Ly—2) do = L2
/33052/0 I, (L m2)de =4

Il sistema (21.50) si scrive allora come:

Ly Ly

—X —X5=0

g 1T

L, L, L, Lo ng

x4 (L2 ) Xy 2x, = L2 .

6 1+ <3+3) 2+6 8= "% (21.52)
L2 L2 qL3

Xt g X =51
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con soluzione:

qL3
Xy=— 12
YT 24 (L + Ly)
qL3
Xp=— 2 21.53
27 U 12(Ly + L) (21.53)
L3 (3qLy +2qLy)
Xy =—
24 (L1 + Lo)

21.6 Una struttura spingente iperstatica

Si consideri la struttura di Figura 21.24, una volta iperstatica, e si voglia utilizza-
re il principio dei lavori virtuali al fine di ottenere I’incognita iperstatica. Attesa
la geometria della struttura, si vuole tener conto degli effetti da deformazione
assiale delle due aste.

Figura 21.24: Una struttura spingente semplicemente iperstatica

F

Ly

-
-

Figura 21.25: Un S.I.E. per la struttura di Figura 21.24

Si scelga, quale sistema isostatico equivalente, la struttura di Figura 21.25,
ottenuta posizionando una cerniera in mezzeria.
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L’esame del sistema 5

Sulla struttura Sy, caricata dalla forza F, il diagramma del momento risulta
identicamente nullo, mentre gli sforzi assiali nelle due aste possono calcolarsi
dalle equazioni di equilibrio della cerniera in B, come illustrato in Figura 21.26:

— Ng*P cos(a) + NBC cos(a) = 0
o i (21.54)
N§Zsin(a) + Ny © sin(a) + F =0
. My Os w2
e quindi: i \
o8
AB BC F
NGB = NBC = ~5enia) (21.55)
sin(av) Figura 21.26: L’equilibrio del-
. la cerniera in sommita per il
L’esame del sistema S, sistema Sp

Il sistema S7 e riportato in Figura 21.27, insieme al diagramma del momento.
Su ciascuna delle aste il momento decresce linearmente da 1, in corrispondenza
della cerniera B, a zero in corrispondenza delle cerniere al suolo.

Hy

Ly

-+
-+

Figura 21.27: Il diagramma del momento sul sistema Sy

Per il calcolo dello sforzo normale, si osservi che le equazioni di equilibrio
dell’intera struttura si scrivono:
Rap1 + Ropn =0
Ravi+ Rcv1 =0 (21.56)
Rav1Li =0
avendo scelto il polo in C. Ne segue che le componenti verticali delle reazioni

sono nulle, mentre le componenti orizzontali sono uguali e contrarie. Inoltre,
I’equazione di equilibrio dell’asta AB, scegliendo come polo il punto B, fornisce:

~TAPL+1=0 (21.57)
e quindi:
1  sin(w)
TAB = — = 21.58
7= ="5 (21.58)
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Figura 21.28: L’equilibrio della cerniera in A per il sistema S

Infine, ’equilibrio della cerniera in A fornisce, come illustrato in Figura 21.28:

qul,)ﬂ + NlAB cos(a) + TIAB sin(a) =0
— N{*Bsin(a) + TP cos(a) = 0

da cui:

yan _ eos(a)
1 Hl
1
RAh -
1 H1

La scrittura del p.l.v.

Dovra scriversi, per il principio dei lavori virtuali:

/Ml—ds-l—/Nl—dS—O

e tramite il principio di sovrapposizione degli effetti:

M = My + X1 M,
N=Ny+ X1 N

da cui I'equazione:

(/ 1d+ dS) /M1—ds /Nlids_o

Sara poi possibile calcolare gli integrali nel seguente modo:

/Ml—ds—O
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%%d 2 L(Z>2dz: 2L

VEBEI T EL), \L 3EI
Ny F  cos(a) L F L
Ni—ds=-2—"— T — 21.65
/s o) 2sin(a) Hy, EA  H tan(a) EA (21.65)
2 2
/ﬁds _geosi(a) L
o H? FEA

e quindi 'incognita iperstatica si scrive:

_3F HyAI
~ 2tan(a) AH? + 31 cos?(a)

X, (21.66)

21.7 Una maglia triangolare chiusa

La maglia triangolare chiusa di Figura 21.29 ¢ soggetta ad una stesa di ca-
rico uniformemente distribuita di intensita ¢ lungo ’asta orizzontale. Essa &
isostatica per vincoli esterni, e tre volte internamente iperstatica.

Lq

——
——

Figura 21.29: Una maglia triangolare chiusa, tre volte iperstatica

Come sistema isostatico equivalente si sceglie la struttura di Figura 21.30,
in cui sono state introdotte tre cerniere nei tre vertici della maglia, insieme alle
corrispondenti incognite iperstatiche.

Come usuale, si scriveranno tre espressioni del principio dei lavori virtua-
li, utilizzando sempre il sistema di spostamenti effettivo come sistema di spo-
stamenti geometricamente ammissibile, mentre i tre sistemi virtuali di forze
assumeranno X7 = 1, Xo = 1 ed X3 = 1, rispettivamente.
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OO il s

L1
d 4
| |

Figura 21.30: Il sistema isostatico equivalente alla maglia chiusa di Figura 21.29

Con le usuali terminologie, si ha:

/M1 ds—|—/N1EAd3—O

/M2 ds+/N2EA (21.67)

dove si e tenuto conto anche dell’effetto delle deformazioni assiali. Per il princi-
pio di sovrapposizione degli effetti si ha:

M = My + X1 My + XoMs + X3 M;

(21.68)
N = Ng + X1N1 + XoNo + X3N3
e quindi le (21.67) si tramutano nel sistema di dimensione tre:
ai; X;+b; =0 1=1,2,3 (21.69)
con:
/M M s +/N»&ds (21.70)
'EA '

b—/M d+/N (21.71)

Occorre quindi studiare i sistemi Sp, Sy, So ed Ss, e per ciascuno di essi
tracciare il diagramma del momento e dello sforzo normale.
Lo studio del sistema 5

Il diagramma del momento sul sistema Sy & limitato all’asta orizzontale caricata,
dove assume andamento parabolico, come riportato in Figura 21.31. Lo sforzo
normale ¢ invece identicamente nullo
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IHHHHHHHHHHL

L1

I d
T T

Figura 21.31: Il diagramma del momento sul sistema Sy

Lo studio del sistema S,

Il diagramma del momento su sistema S; ¢ limitato alle due aste inclinate,
caricate da una coppia unitaria in un estremo. Nell’asta AB il momento decresce
linearmente da B, dove ha valore unitario, ad A, dove si annulla, ed analogo
diagramma puo tracciarsi per 'asta BC. Il relativo diagramma e illustrato in
Figura 21.32.

Ly

—-—
-

Figura 21.32: Il diagramma del momento sul sistema S

Per dedurre il valore degli sforzi normali, si consideri 'asta AB, e si scriva
l’equazione di equilibrio intorno al punto B (analogo ragionamento pud farsi per
lasta BC'):

~TABL41=0 (21.72)

e quindi si conosce il taglio in AB:

1

TAE = 7 (21.73)

Cio e anche deducibile dal diagramma del momento, e dalla sua pendenza.
Conosciuto il taglio AB, I’equilibrio della cerniera in A fornisce gli sforzi normali
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nelle aste AB ed AC, in quanto le reazioni esterne sono identicamente nulle,
cosi come nullo € il taglio in AC. Dalla Figura 21.33 si trae:

TP sin(a) + N{B cos(a) + N{*¢ =0

21.74
TB cos(a) — N{*B sin(a) = 0 ( )
Si ha quindi:
NAB _ P L
! tan(a)  2LH; (21.75)
AC 7sin(a) Ly
N{™ = 7 5L, cos(w)

Figura 21.33: Le forze agenti sull’asta AB e sulla cerniera in A

Ma:
Lsin(a) = Hy
L cos(a) = Ly (21.76)
2
e quindi infine:
NAC = _bml(/a) - 211:;11 cos(a) = _Hil (21.77)

Lo studio del sistema S,

Il diagramma del momento per il sistema S5, riportato in Figura 21.34, ¢ analogo
al precedente, con le aste AB ed AC interessate da un momento linearmente
variabile tra uno e zero, e con ’asta BC scarica.

L’equilibrio alla rotazione delle due aste AB ed AC, o piu semplicemente
lo studio della pendenza del diagramma del momento portano a conoscere i
rispettivi tagli:

T3P = %
1 (21.78)
TAC _ _ *
2 Ll
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-+

Figura 21.34: 1l diagramma del momento sul sistema S

mentre 1’equilibrio della cerniera in A porta a scrivere:

N#B cos(a) + TE sin(a) + N3'€ =0
—N3'Bsin(a) + T3P cos(a) + T5'¢ =0

ossia:
NAB:lcos(a) 3 1 _ L L
2 Lsin(a) Lysin(e) 2H:L L1H;
1 cos(«) cos(a) cos(w) 1.
NAC _ _ 1 _ 1 _
2 L sin(a) + Lisin(a) L sin(a)

1 cos(a) 1 1 1

T Tsin(@) | Iisin(a) | H | 2H,  2m

L’equilibrio della cerniera in C' fornisce:

— NBC cos(a) + TE sin(a) — Ni¢ =0

— NP%sin(a) — TPC cos(a) — T5'C =0

e quindi:

. Ly H,y
NEBC = — N cos(a) — T5'C sin(a) = o I

Lo studio del sistema S3

——

(21.79)

(21.80)

(21.81)

(21.82)

Il diagramma del momento per il sistema S3, riportato in Figura 21.35, ¢ analogo
al precedente, con le aste AB ed AC interessate da un momento linearmente

variabile tra uno e zero, e con l'asta BC scarica.

L’equilibrio alla rotazione delle due aste BC' ed AC, o piu semplicemente
lo studio della pendenza del diagramma del momento portano a conoscere i
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B
H1
A X3=1 i C
L1
d d
T T
Figura 21.35: 1l diagramma del momento sul sistema S
rispettivi tagli:
1
TBC - _
3 L
1
TAC _
3 Ll
mentre 'equilibrio della cerniera in C porta a scrivere:
— NPCcos(a) + TP sin(a) — N§*¢ =0
— NECsin(a) — TEC cos(a) — T£C =0
ossia:
NEC _ leos(a) 1 1 _ L L
3 Lsin(a) Lysin(a) 2LH, H\L,
Ly L 1 1
NAC — _ _ Q] e
3 (2LH1 L ) cos(a) 7 sin(a) o,
L’equilibrio della cerniera in A fornisce:
N#B cos(a) 4+ T5B sin(a) + N4'9 =0
—N3*B sin(a) + T3P cos(a) + T4'¢ =0
e quindi:
N{B = —NZC cos(a) + T4 sin(a) = 1 cos(a) + € sin(a) = Ly
8 8 3 2H,; Ly ALH,
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Il calcolo dei coefficienti

Gli integrali che compaiono nelle tre equazioni di congruenza possono calcolarsi
agevolmente. Si ha infatti, per i momenti:

MiMyds =
stMods—g/oLl (1—;>2(L1—z)dz_q;f
S]\/—"?J\/[()CLSZ(21/0L1 (;>Z(L1—z)dz:qz[f
L
Juzas=2 ["(3) a:=%
[ = [(5) () 0= 5 s
(nanas=- [*(3) (1-3) ==
/8M§d5/0L<1 )de+/OLl<1Lzl>2dzg+L31

mentre per gli sforzi normali, costanti nelle aste, gli integrali sono immediati:

/NlNodS:/NgNodS:/NgNodS:O
Mas—o( B\ py (LY g 2 @l L)
A Y7 o) ' T orm?

Ly Ly L 1 1
/s 1Nz ds (2LH1> (2H1L L1H1> +(H1> (2H1> i

(21.89)

L, L Hi\, _ —4L%+4H +4LL, + 313

oLH, ) \4LH, ' LL;) "~ SLI?

Ly L, H 1 1
NN ds = re (Y (L),
/s 1s as (2LH1> (4LH1 + LL1> + (H1> (2H1> it

L, Li L\, _ —AL’+4H}+4LL +3L3

°LH, ) \2LH, H.L, SLH?
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L L \? 1\? L, H, \?
N2ds = — L+(—) L — | L=
/s 28 <2H1L LlHl) - (2H1> ot (4LH1 I

16L* + 16H} — 16L°L3 + 8HL3 + 4LL} + 5L}

16LH2L?
Ly L 14 H; 1 1
NoNyds = . L+ (— ) (— )L
/s 23 s (2H1L L1H1> <4LH1+LL1> +<2H1> <2H1> !
L3
(L E( Lo LY, 1[4 8L, PRAhit
ALH, " LL, ) \2LH, HiL,)~  a|L 12 H?

/N2 iy _ 16L +16H] — 16L2L} + SHPL3 + 4LL} + 5L
- 16LH7L?
La soluzione del sistema

La matrice A dei coefficienti del sistema di equazioni (21.70) e (21.71) puo
riempirsi come segue:

2L Ly (2L+ L)

BT T T 2ALE?
L —4L? 4+ 4H? + ALL, + 3L2
a2 = —— + 3
61 SALH?
L  —4L?+4H2 +4ALL, + 312
a13 = —— + 3
61 SALH?
o L Ly 16LY4 16H] — 161213 1 8HFLR + 4LL] 4 5L (21.90)
273131 16ALH2L?
2
L, 1 (4 g+—2L+L1+%
=6 Taa\L T 12 2
L Ly 16L*+16H} — 16L2L? + 8H?L? + ALL3 + 5L
a33 = o7 + o+
31 31 16ALHZL?
mentre il vettore b contiene i tre termini noti:
by =0
b, — 9L
YY) (21.91)
gL}
by = — 1
ST ur

La soluzione del sistema puo ottenersi come:
(AHZqLS (4H? (31 — AL?) + 31 (—AL? 4+ 4LL, + 3L2)))
/D1
— (AH2qL} (AAH2ZL? + 3ILy (2L + Ly)))
Dy

(21.92)
Xo= X5 =
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con:
Dy =6 <8A2HfL2L§ (L+2Ly) + 3Ly (4H? — AL + L3)° + 2AH?I
(16H{L + 16L° — 32L°LY + 24L*L3 + 31LLY + 6L — 32H{ (L* — LL3)))
Dy = (8A2H;*L2L§ (L+2Ly) + 312Ly (4H2 — 4L% + L2)° +
2AHI (16H{L + 16L° — 32L°L3 + 24L° L3 + 31LLY + 6L3—

3283 (L~ LL2)))
(21.93)

Per trascurare gli effetti della deformazione assiale, si calcola il limite per A
che tende ad infinito, ottenendo:

LS
X1=- 12(2 +1 2s)
S
13 (21.94)
qLq
Xo=Xg=—+—"7"—"—
2T T 6L+ 29)
Un esempio numerico
Si ipotizzi ora di voler esaminare una struttura di luce L; = 14 metri, ed

altezza H; = 7 metri, soggetta al carico ¢ pari a 3tm~!. Inoltre, la struttura

sia metallica con sezione caratterizzata da un’area A = 198 ¢m? ed un momento
di inerzia I = 57680 c¢m? (corrispondente ad un profilato HE 400 B). Sara

ovviamente:
L=+72+72=990m (21.95)

e quindi i momenti incogniti sono pari a:

X;=-1795
(21.96)
Xy =X3=-36.13
Ponendo invece A — oo si hanno i valori:
X7 = —18.10
! (21.97)

Xy = X3 = —36.20

21.8 Una trave doppia con pendolo di collega-
mento

La trave doppia collegata da un pendolo di Figura 21.36 & gia stata studiata
attraverso il cosiddetto metodo misto. In questa sede, invece, si vuol utilizzare
il p.l.v. per la scrittura delle due equazioni di congruenza sul sistema isostatico
equivalente di Figura 21.37.

Si sono quindi scelte come incognite lo sforzo normale nel pendolo DFE
(positivo se di trazione), e la reazione del carrello in C.
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H
G E
g L1
l L l L l L l
I 1 1 f

Figura 21.36: Una trave doppia collegata da un pendolo

F
P
A B C b o 4
& |
X2 X1
H
Xlt
46 +
3 E O
—t—+— Lt —+ L+ Ya

Figura 21.37: 1l sistema isostatico equivalente alla struttura di Figura 21.36

Siano ora M i momenti flettenti effettivi, M7 i momenti flettenti generati da
uno sforzo normale unitario X; = 1, ed M5 i momenti generati da una reazione
Xo = 1. Utilizzando il sistema di spostamenti effettivo, ed il sistema di forze
virtuali in cui X; = 1, si puo scrivere il principio dei lavori virtuali come:

M X1 H

Il segno negativo dipende dall’aver scelto lo sforzo normale positivo se di
trazione, e quindi la forza unitaria con cui & caricata la struttura compie lavoro
negativo per effetto dell’allungamento del pendolo. Utilizzando invece il sistema
di spostamenti effettivo, ed il sistema di forze virtuali in cui X5 = 1, si puo
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scrivere il principio dei lavori virtuali come:
/Mg— ds =10 (21.99)

Per il principio di sovrapposizione degli effetti, il momento M puo esprimersi
come somma dei momenti generati dalla forza F', dalla X; e dalla X5 :

M = My+ X1 M; + XoM, (21.100)

e quindi le due equazioni di congruenza divengono:

Ml MQ X]_H
M—d X, [ M ds+ X, [ M2 ds = —1
/ ! s+ 1/3 tpr T 2/8 VEr ¢ EA
M, M,
M— X, [ Myt ds+ Xy | My=22 ds =
/ 2 ds + 1/3 QEIdS-i- z/s QEIdS 0

Si tratta quindi di calcolare i coefficienti di un sistema di equazioni nelle
due incognite X; ed Xs5. A tal fine, nelle Figure 21.38-21.40, si riportano i
diagrammi dei momenti My, M7 ed Ms, su cui € immediato calcolare gli integrali
richiesti.

(21.101)

Sara quindi possibile esprimere analiticamente i tre diagrammi del momento,
e scrivere:

/Ml—ds— OL4Fz2dz+/02L2FL(1—2)2L(1—Z) 4o =4 FE
L

El
L 2 (
Mg—ds— (2Fz)ﬁdz+ i 2FL(1 7)o dz =37
2 2L 2L
M— or (1= 2= 1- =
/ 1 ¥ /0( )Eldz+/0 ( L)EI( 2L>dz“L
2L 3
z\ 2L z 20L
/0 2L (1= 57 ) 7 (1 57) 2= 557
L 3
2\ (L —2) 3L
M— 922) 2 or (1- = _
/ T /O(Z)Efdz+/0 ( 2L> BT T 3E]

L 2 3
(L—2) 2L
/Mg ds = / z dz+/ ol dz = Yol

(21.102)
Le equazioni divengono quindi:
200 H ) 3L° FL?
— + X1+ —Xo=—-4——
( 3EI  FEA 2FT EI (21.103)
3L3X n 2L3X B _3FL3
2E1" " T 3EIT? T 2EI

460 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 21. IL PLV PER LE STRUTTURE IPERSTATICHE

AR T@V
G
] E
1 L % L l L I\

4

-
-
-

Figura 21.39: Il sistema S; ed il relativo diagramma dei momenti M;

1
1
L
A ! D
B~ER~
1
jG
a E
l L l L l L L

Figura 21.40: II sistema Sy ed il relativo diagramma dei momenti M,
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con soluzione:

o 15EAFL?

YT TY9FAL3 £ 24ETH (21.104)
¥ 18 (SEAFL? + 3EIFH) '

2 — —

T9EAL® +24EIH

Per riottenere i risultati del metodo misto, non resta che trascurare la
deformabilita assiale del pendolo, e far tendere EF A all’infinito. Si ottiene:

1
X, = -Dp
79 (21.105)
X, — - Mp
T 9

Il caso del carico distribuito

Un vantaggio dell’utilizzo del principio dei lavori virtuali risiede nel poter stu-
diare facilmente diverse condizioni di carico, calcolando volta a volta il solo
diagramma M, dovuto ai carichi. Se ad esempio la struttura precedente fosse
caricata da una stesa di carico uniformemente distribuita di intensita ¢ su tutta
la trave superiore, bisognerebbe utilizzare ’espressione:

1
My = —§qz(3L + 2) (21.106)

nella prima campata, e:

1
Mo = —5q(=2L + 2)? (21.107)

nella seconda, sicche risulta:

/leds—A (—;qz(3L+z)) %dﬁ—

[ (Fpecome2) B (- 57) 0= -
/Mg—ds / (—;qz(?)L—l—z))EZIdz—i—

/0 ( % (- 2L+z)2) (LE_IZ’) dz=—§gf

Gli altri termini restano inalterati, sicche le equazioni di congruenza si
scrivono:

(21.108)

(20L3 L )X1 N 3L3 L8 13L4q

BT EA) BT T A 21.100)
_ ALYy
sEI Y3512 T T3Er
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con soluzione:

B 6EAL%q

 T9EAL3 +24ETH

L (289EAL?q+ 96 EI1Hq)
2(T9EAL3 4 24ETH)

X3

(21.110)

9 =

Per riottenere i risultati del metodo misto, non resta che trascurare la
deformabilita assiale del pendolo, e far tendere E'A all’infinito. Si ottiene:

6
X1 = qu
79 (21.111)
x, — 289
27 1581

21.9 Un telaio doppiamente iperstatico

Si consideri il telaio di Figura 21.41, costituito da un traverso, incastrato al
piede, di altezza H, e da un ritto di luce 3L, poggiante su due carrelli.

YYYVYYYYYYY YYYVYYY

Y

E
7777777777 +
1 L ] L ] L l
T T T T

Figura 21.41: Un telaio doppiamente iperstatico

La struttura ¢ manifestamente doppiamemte iperstatica, e puo essere risolta
col metodo misto, introducendo tre cerniere in B, C ed E , oppure utilizzando
il metodo della composizione degli spostamenti per la scrittura diretta di due
equazioni di congruenza. In questo Esempio, si vuole utilizzare il principio dei
lavori virtuali al fine di calcolare le incognite iperstatiche di Figura 21.42.

Siano ora M i momenti flettenti effettivi, M; i momenti flettenti generati
da una reazione unitaria X; = 1, ed M i momenti generati da una reazione
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11

YYVYYVYY YYYYYYVYYYYY

——
—r—
——

Figura 21.42: Un sistema isostatico equivalente per il telaio di Figura 21.41

unitaria Xo = 1. Utilizzando il sistema di spostamenti effettivo, ed il sistema di
forze virtuali in cui X; = 1, si puo scrivere il principio dei lavori virtuali come:

M
Mi—ds=0 21.112
/s 1EI s ( )

Utilizzando invece il sistema di spostamenti effettivo, ed il sistema di forze
virtuali in cui X5 = 1, si puo scrivere il principio dei lavori virtuali come:

M
/SM2ﬁ ds =0 (21.113)

Per il principio di sovrapposizione degli effetti, il momento M puo esprimersi
come somma dei momenti generati dal carico ¢, dalla X; e dalla X5 :

M = My+ X1 M; + XoM, (21.114)

e quindi le equazioni di congruenza divengono:

My M, My
/SMlﬁds+X1LMlﬁd8+X21Mlﬁds70

(21.115)
MO M1 M2 B
/SMQEdS+X1/SMQEdS+X2AM2ﬁdS—0

Il calcolo degli integrali

Il tracciamento dei diagrammi del momento non presenta alcuna difficolta: in
Figura 21.43 ¢ riportato il diagramma My, calcolato sullo schema isostatico
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2qL2

——
—
—
—

Figura 21.43: 1l diagramma M per il telaio di Figura 21.41

D
A B C
H
E
l L l L l L |
1 I T 1

Figura 21.45: 1l diagramma M, per il telaio di Figura 21.41
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caricato dalle forze esterne: ’espressione analitica e facilmente deducibile:

2

z
L? 22
3
Mg® = =Zql?

Il diagramma M, riportato in Figura 21.44, & ancora piu semplice, in quanto
costituito da tratti lineari:

M{© == (21.117)
MEF = 2, )

ed analogamente per il diagramma Ms, riportato in Figura 21.45:
MPe == (21.118)
MSE = — )

Sara quindi:

2L L 4
1 5\ =2 3 L qL
/M1 dsf/ < 2qz)EIdz /0 < qL)2EId = 5

2L L 4

B 1 L\ (- L) 3 ,\ L . 53qL
/M231d5 /L ( 2‘”) Bl /0 < L) BT T En
(21.119)

Si noti che per il calcolo del secondo integrale sul tratto BC' si ¢ riportata
l’origine del sistema di riferimento di Ms nel punto A, traslando di —L, e quindi
Pespressione analitica di Mgé e divenuta (z — L).

2L L 3

z L 20 L

M—d — Za L2 ds = =
/ VEI P T /0 “EI Z+/0 EIY T 3 FEI

/M—d / —d +/ L—d —4L—3 (21.120)
2 s = z z z Vol .

17 L3

In definitiva, si hanno le due equazioni di congruenza:

2013 X, n 17L3 X,

=5L%
3 6 ) (21.121)
17L3X1 + 4L3X2 - 53L q
6 3 24
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con soluzione:

59

= 2L
1247
20

31

(21.122)

&
|
|
2
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Capitolo 22

Il metodo misto per le
strutture iperstatiche

E’ talvolta conveniente operare una scelta di incognite iperstatiche che rende la
struttura labile, e non isostatica. Su tale struttura labile, € poi possibile scrivere
le equazioni di congruenza, insieme ad una, o piu, condizioni di equilibrio. Di
qui il nome del metodo, detto “metodo misto”. In questo Capitolo si forniscono
alcuni esempi, rinviando a A. Carpinteri, G. Lacidogna, C. Surace, Calcolo dei
telai piani, Pitagora Editrice (2002) per una trattazione pitt approfondita.

22.1 Un telaio zoppo

Si calcolino le reazioni e si disegni il diagramma delle c.s.i. per il telaio in
Figura 22.1:

\J

Figura 22.1: Un telaio zoppo
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La scelta delle incognite iperstatiche

Il telaio & una volta iperstatico, ed una ovvia scelta della relativa incognita
potrebbe essere la reazione verticale dell’appoggio. La conseguente equazione
di congruenza:

use = ulh + XyulP = 0 (22.1)
si risolve facilmente col metodo della composizione degli spostamenti:
a2 H L’
F—L+Xi|L—=L+-—)=0 22.2
Yo 1(EI +3EI> (222)
da cui: 72
3
X1=-F—~—— 22.
! 2L(3H + L) (22:3)

Si immagini ora di voler ricondurre la struttura ad una coppia di travi ap-
poggiate, introducendo all’'uopo due cerniere in A ed in B, insieme alle due
incognite X; ed Xa. Si giunge allo schema labile di Figura 22.2, ed un possibile
cinematismo ¢ indicato in Figura 22.3.

B X2 F
4 O }
. ~X&~<
2
C
H
X1
F I\ a
_'_7777997777

Figura 22.2: Un possibile sistema labile equivalente

Si noti quindi che si & introdotta una terza incognita, la coordinata lagrangia-
na ¢, e che quindi accanto alle due equazioni di congruenza, intese ad annullare
la rotazione in A, ed a ripristinare la continuita delle rotazioni in B, occorre
scrivere una condizione di equilibrio (principio di Lagrange):

H H
d’A_O_)‘(l?)zTJ_‘(Q@J”b_O
B H H B L (22.4)
¢pa = dpc — X16EI +X23EI +¢= Xz—?)EI

X190+ Xop—FHp =0
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con soluzione:

_ FH(3H +2L)

X1 = 2(3H + L) (22:5)
3FH?
Xy= o 22.
2= SBH+ L) (22.6)
FH?(3H + 4L)
¢=- 12EI(3H + L) (22.7)
B X2 F
o' ; >
NP &<
X2 C
o]
X1
¥ I\ a
77775;7777

Figura 22.3: Il cinematismo del sistema labile equivalente

Le caratteristiche della sollecitazione interna

Il diagramma del momento ¢ costituito da tratti lineari con valori noti agli
estremi, ed e illustrato in Figura 22.4.
L’equilibrio alla rotazione del ritto permette il calcolo del taglio:
X1+ Xy
Typ=—+—=F 22.8

an=20F (228
come del resto ovvio, in base all’equazione di equilibrio alla traslazione orizzon-
tale della struttura. Sul traverso si ha invece, ancora piu semplicemente:

—TpcL—X3;=0 (22.9)
e quindi :
X5 3FH?

Tge=—-"2=——" " .
Be L 2L(3H + L) (22.10)

da cui la reazione dell” appoggio in C, gia calcolata con altro metodo.
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Figura 22.4: 1l diagramma del momento

Infine, I’equilibrio del nodo in B permette di affermare :
_ 3FH?

o 2L(3H+ L)
Npc=Tpa=F (22.12)

Npa = -Tge (22.11)

22.2 Una trave doppia

Si calcolino le reazioni e si disegni il diagramma delle c.s.i. per il telaio in
Figura 22.5.

La scelta delle incognite iperstatiche

Il telaio e due volte iperstatico, e seguendo il metodo misto, ossia introducendo
cerniere nei nodi B, C' e G si giunge ad una struttura labile. Di qui la necessita
di identificare il corrispondente meccanismo, e su di esso imporre 1’equilibrio
con il metodo di Lagrange. La struttura labile equivalente & quindi riportata in
Figura 22.6, ed un suo possibile cinematismo e riprodotto in Figura 22.7.

Si devono scrivere le tre equazioni di congruenza:

L L L
Bop =0 opc = 0pa — Xigpg = ~Xigpr — Xogpr
L L L
_ _ X, 22.13
Adc =0 — ¢cB ¢CD—>X16EI+X23EI X23EI+¢ ( )
oL &
06 =0 ~Xagpp T 5 =0

Inoltre, la struttura ammette il cinematismo di Figura 22.7, e su di es-
so occorre scrivere la condizione di equilibrio dettata dal principio dei lavori
virtuali:
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F
A B C
AN 1@? 1@? D
H
46 E
|
1 L 1 L l L 1
T T 1 T
Figura 22.5: Una trave doppia
F
X1 X2
A /8 £ Y .
S o N4 D
H
X3

# 4

l
T

B
——
B

Figura 22.6: La struttura labile equivalente del sistema di Figura 22.5

Figura 22.7: Un possibile cinematismo del sistema labile equivalente
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—ngﬁ—FL(;S—ng =0 (22.14)
Queste quattro equazioni forniscono:
F
A B C L
B &< D]
H
I .
3 O
l L l L 1 L )|
T T | T
Figura 22.8: Il diagramma dei momenti
16F'L
X1 =—— 22.1
Y9 (22.15)
64F L
Xg=——7— 22.16
= (22.16)
30FL
X3=——— 22.17
5= -2 (22.17)
40FL?
o =— Yol (22.18)

Le caratteristiche della sollecitazione interna

Il diagramma del momento ¢ immediato, in quanto costituito da tratti lineari
con valori noti agli estremi, ed & riprodotto in Figura 22.8.

I diagrammi di taglio e sforzo normale vengono lasciati come esercizio. Lo
sforzo normale nel pendolo sara pari a:

15
Ngp = —-F 22.1
B =10 (22.19)

Lo stesso esercizio ¢ studiato anche, nel corrispondente capitolo, attraverso
il principio dei lavori virtuali.
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Capitolo 23

Vincoli imperfetti e
variazionli termiche

In questo capitolo si studiano le travi con vincoli cedevoli, elasticamente ed
anelasticamente, e si introducono le variazioni termiche, assiale e flessionali.

Si ricorda, a tal proposito, che ci si limita alle variazioni termiche alla Volter-
ra, in cui si conserva 'ipotesi di planeita delle sezioni rette, e quindi una trave
potra essere soggetta ad una variazione termica uniforme At, oppure ad una
variazione termica alla Navier AT. Nel primo caso si genera uno spostamen-
to assiale relativo tra i punti della trave, e sorge quindi una distorsione assiale
pari a:

A = —aAt (23.1)

dove « &1l coefficiente di dilatazione termica lineare, esprimibile in 1/Celsius, e
caratteristico del materiale. Esso rappresenta 'allungamento di un elemento di
lunghezza unitaria per un incremento di un grado di temperatura. In Tabella
23.1 si riporta il valore di « per i pitt comuni materiali ingegneristici. Si noti
che l'acciaio ed il calcestruzzo hanno lo stesso coefficiente di dilatazione termica
lineare, rendendo possibile la tecnologia del cemento armato.

Nel caso di variazione termica alla Navier, invece, si ha una differenza di
temperatura AT tra l'estradosso e I'intradosso, che produce tra le due sezioni a
distanza unitaria una rotazione relativa pari a:

d¢ Tei T'zi T‘;*ni AT
s —ahs —ahi ahs s = o= (23.2)

dove AT = T, — T; ¢ la differenza di temperatura tra il bordo superiore ed
il bordo superiore della sezione retta, alta h (Figura 23.1). Sorge quindi la
distorsione flessionale:

AT
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Acciaio | 0.000012

Calcestruzzo | 0.000012
Alluminio | 0.000024

Mattoni | 0.000006

Piombo | 0.000029

Porcellana | 0.000004

Legno secondo le fibre | 0.000004
Legno trasversalmente alle fibre | 0.000058
Ferro | 0.000012

Ghisa | 0.000010

Grafite | 0.000003

Tabella 23.1: Valori del coefficiente « per i materiali piu comuni

che rappresenta una curvatura flessionale aggiuntiva, siccheé la relazione tra il
momento flettente e la curvatura si scrivera:

dp M

= = — 23.4
Sl el A (23.4)
e per le travi di Eulero—Bernoulli:
d2
M=-EI“ 22 L Elp (23.5)
dzs
"
T
hs
X1
hi
_l’_
Ti
y X2

Figura 23.1: La distorsione termica flessionale (alla Navier)
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23.1 Trave con cedimento anelastico

Si consideri la trave su tre appoggi di Figura 23.2, il cui appoggio di de-
stra subisca un cedimento anelastico verticale pari a §, e si vogliano conosce-
re gli spostamenti e le caratteristiche della sollecitazione interna generate dal
cedimento.

wéA&v Té? TQF_%VvIé

i 1 i
T T T

Ly Ly

Figura 23.2: Una trave su tre appoggi soggetta a cedimento anelastico di uno
dei tre appoggi

A cio fare, si potranno scrivere le due equazioni differenziali della linea
elastica:

d*uB
=0 23.6
dri (23.6)
in AB, e
d*uBc
=0 23.7
dri (23.7)
in BC. Si hanno quindi le soluzioni generali:

ufg“B (x3) =co+cros + 621’% + C3x§ (23.8)
uQBC (.’L‘g,) =dy+dix3 + dgl‘g + dgfL‘g '

e le otto costanti di integrazione possono calcolarsi imponendo le condizioni ai
limiti:

ufP (3 =0
0

)=0
mAB (253 =0)=0
U?B (35‘3 = Ll) =0
uP (x5 =0)=0 (23.9)
1P (23 = L1) = 6" (23 = 0)
mAB (x4 = L) = mBC (x5 = 0)
UQBC({E:;:LQ):(S
mBC (1'3 = L2) =0
Lo spostamento sara allora fornito da:
uf? (o) = 28 )
2L1Ly (L1 + Lo) (23.10)
) .
—x5+ (3xz3+2L1) L
uch(xg):xS( @3 + (323 1) L2)

213 (L1 + Lo)
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23.1. TRAVE CON CEDIMENTO ANELASTICO

e quindi, in cascata, si possono ottenere rotazioni, momenti e tagli:

L? — 322
¢AB (173) — 1 3
2L1Lo (L1 + Lo)
322 —2(3zs+ L) L
(bBC (1‘3) — 3 2( 3 1) 2
203 (L1 + L)
EI
mAB (1}3) _ 3 I3
L1L2 (Ll + L2) (23 11)
mBC ((E3) _ 3ET ((L‘g — LQ)
L% (L1 + Lo)
3ET
tAB o
(z3) LiLy (L1 + Lo)
3ET
4BC _
(333) L% (Ll + L2)
Y Tx3)
! ! 3EIS
i i L% (L1 + L)) X3
i ~ 3EIS
E LyLp (L1 +L2)
~ 3EI &
Ly (L1 +L3)
X3
Y M(x3)

Figura 23.3: Momenti e tagli per la trave di Figura 23.2

I relativi diagrammi sono presentati in Figura 23.3, per le caratteristiche
taglio e momento, ed in Figura 23.4 per le rotazioni e gli abbassamenti
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L’esempio appena trattato schematizza la colonna di cui parla Galileo nei
Discorsi e dimostrazioni matematiche, intorno a due nuove scienze attenenti
alla meccanica e i movimenti locali:

“Era una grossissima Colonna di marmo distesa, e posata, presso
alle sue estremita, sopra due pezzi di trave; cadde in pensiero dopo
un certo tempo ad un Mecanico che fusse bene, per maggiormente
assicurarsi che gravata dal proprio peso non si rompesse nel mezzo,
supporgli anco in questa parte un terzo simile sostegno: parve il
consiglio generalmente molto oportuno, ma ’esito lo dimostro essere
stato tutto I'opposito, atteso che non passarono molti mesi che la
colonna si trovo fessa e rotta, giusto sopra il nuovo appoggio di mezzo
[...] Deposti in piana terra i due pezzi della Colonna, si vedde che
I'uno de i travi, sul quale appoggiava una delle testate, si era, per
la lunghezza del tempo, infracidato ed avvallato, e, restando quel di
mezzo durissimo e forte, fu causa che la meta della Colonna restasse
in aria, abbandonata dall’estremo sostegno”.

Sull’argomento, vedi anche E. Benvenuto, La Scienza delle Costruzioni ed il
suo sviluppo storico, Sansoni, Firenze, pag.107-108

23.2 La matrice di rigidezza di una trave di Eulero—
Bernoulli

Si vuole ora introdurre il concetto di matrice di rigidezza di un elemento strut-
turale, prendendo a riferimento una trave di luce L in regime flesso—tagliante.
A tal fine, si definiscano il vettore d dei possibili spostamenti degli estremi della
trave:

U2A

d—| 4 (23.12)
Uz

¢B
dove A e B indicano gli estremi iniziali e finali della trave, ed il vettore F delle
forze agenti agli estremi:

Fy
_| Ma
F=| [ (23.13)
Mp
Potra scriversi la relazione lineare
Fu ki1 k2 ks ki Uz A
My ko1 koo koz  kog A
= 23.14
Fp k31 ksa k33 ksa u2B ( )
Mp kyr kax kaz  kaa B

che lega ciascuna forza ai quattro possibili spostamenti. La matrice k ¢ la
richiesta matrice di rigidezza, e per esplicitarla occorre eseguire i seguenti passi:
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480

b 6 (x3)
2
] tie
S 2030 (Ly+L2)
X3
(2L +3L3) o
2Ly (L1 +Lp)

uz (x3)

Y
Figura 23.4: Spostamenti e rotazioni per la trave di Figura 23.2

ricavare la linea elastica di una trave soggetta ai cedimenti anelastici agli
estremi:

u2 ((Eg = O) = U224

uy (13 =0) = —Pa

23.15
uz (z3 = L) = uzp ( )
uy(z3 =L) = —¢p
. dedurre la distribuzione di momenti e tagli:
M = —FEluj
(z2) vz (73) (23.16)
T (z3) = —EIuj (x3)
. dedurre le forze nodali:
Fa=-T(0)
My=-M(0
4 © (23.17)
Fg=T(L)
Mp = M(L)
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Passo 1 e 2: deduzione della linea elastica

In assenza di forze distribuite, la deformata della trave sara esprimibile come

una equazione cubicas:

2 3
us (x3) = ¢o + 123 + coxs + 323

(23.18)

e le quattro costanti di integrazione si determinano soddisfacendo le condizioni

(23.15). Si avra infine:

ug (x3) = N1 (23) va + Na (x3) ¢4 + N3 (23) v + Na (z3) ¢B

avendo definito le quattro funzioni di forma:

Nl(xg)zl_g%iﬂ%%
N2(x3)——$3+2%§_%%
N3 (z3) = %‘2’5_ %%
N4(Jc3):%§_%§;

I momenti ed i tagli sono allora forniti da:

(23.19)

(23.20)

M (z3) = —EI (NY (x3)va + Ny (z3) pa + Ny (x3) vp + Nj (23) )
T (x3) = —EI(Ny" (x3)va + Ny’ (23) ¢a + N3" (x3) vp + Ni' (x3) ¢B)

Passo 3: deduzione della matrice di rigidezza

In base alle (23.17) si ottiene:

Fy = EI(N{"(0)va + N3"(0)¢4 + N3"(0)vp + Ny (0)¢5)
M = EI(N{(0)va + N (0)pa + N5 (0)vp + N;(0)¢5)

Fp = —EI(N{"(L)va + N3 (L)¢pa + N3"(L)vg + N3 (L)¢5)
Mp = —EI (N (L)va + N5 (L)pa + N§ (L)vg + N{(L)¢p)

e quindi la matrice di rigidezza si scrivera, in base alla (23.14):

NP(©O)  NZ(O)  N(O)  NY(0)
N(O) - NY(O)  NY(O)  N{(0)
-NP(L) ~NP(D) -NY(L) -NP(L)
~N{(L) -N{(L) -N{(L) -N{(L)

k=FEI
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oppure, esplicitando:

12 6 12 6
3 2 I3 12
6 4 6 2
B 2 L 12 L
k=EI 6 0 . (23.24)
3 2 I3 12
6 2 6 4
2 L L2 L

Si noti la simmetria della matrice, dovuta ai teoremi di reciprocita

23.3 1 corollari di Mohr e le distorsioni

Si consideri la trave di Figura 23.5, soggetta ad una variazione termica AT alla

Navier lungo la campata di destra. Si vogliono lo spostamento e la rotazione
relativa tra le due facce della cerniera in B.

AT>0
7

AN
A

C

Qw

NANNNNN
} {
L1 Ly

—— NN

Figura 23.5: Una trave isostatica soggetta a variazione termica

Si osservi, preliminarmente, che per applicare i corollari di Mohr in presen-

za della distorsione p occorre utilizzare ’espressione (23.5), e quindi sfruttare
I’analogia tra le due formule:

d®>M

- = 23.25
e q (23.25)

dQUQ M
- 23.26
az  Er (23.26)

Il carico fittizio diviene quindi:
. M M «aAT

TTEITMTEIT Th (23.27)

ossia, nella fattispecie, si riduce ad una stesa di carico uniforme sulla campata

di destra, di intensita pari a —pu. Si ha cosi la trave ausiliaria di Figura 23.6,
soggetta al carico fittizio uniforme.
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B C
~x ~
] 1l 1l

! L1 ! Ly !

Figura 23.6: La trave ausiliaria per la trave di Figura 23.5

Su di essa & immediato calcolare la reazione dell’appoggio in B, ed il mo-
mento corrispondente:

L2 OéAT

Ry=—q¢=2=-""01
B= 17 oh (23.28)
Mg =0
da cui:
aAT
Adp = —
o5 2n 2 (23.29)
U2 = 0

23.4 La linea elastica in presenza di distorsioni

Si voglia risolvere lo stesso esempio di Figura 23.5 con il metodo della linea
elastica. A tal fine, si premette che in presenza di distorsioni u di tipo flessionale
si avra:

M = —EIu) + Elp (23.30)

e quindi, derivando due volte, ed utilizzando la legge:
M’ =—p (23.31)
si giunge all’equazione differenziale del quarto ordine in presenza di distorsioni yu:

Bl — P
> FEI
Infine, continuando a valere la legge di equilibrio che impone al taglio di
essere pari alla derivata del momento, potra scriversi:

+ (23.32)

T=—-EIuy + EIJ (23.33)
Cio premesso, per la trave di Figura 23.5 si ha una distorsione p costante, e
quindi potra scriversi:

AB 2 3
uy” (x3) = co + 13 + cows + c3xy

23.34
ugBC (x3) = do + dyv3 + dox3 + d32 ( )
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rispettivamente per la prima e la seconda campata. Le otto condizioni ai limiti,
che permettono il calcolo delle otto costanti di integrazione, sono:

uiB(0)=0
¢"P(0)=0
ug® (L1) = ug(0)
mAB (L) =0
BO" (23.35)
—Eluy” (0)+EIp=0
tAB (Ll) _ tBC(O)
ug® (Lg) =0
—EIuF" (L) + EIpn =0
e risolvendo:
C():Cl:CQ:Cg:OZd():O
CYATL2
b=
o _aAT (23.36)
T 2n
d3 =0

La prima linea elastica ¢ quindi identicamente nulla, la seconda si scrive:

aAT Lo aAT

BC
- - 23.
uz " (23) o 8 o T3 (23.37)
da cui subito:
BC () = 0AT12 | oOT
07 (a5) = — 252 + Ty
7 AT AT
mPC (x3) = —EIuEC" + Bl = EIaT _ EIaT —0 (23.38)
75BC’ (1‘3) -0

confermando i risultati dell’esercizio precedente.

23.5 La trave continua in presenza di variazioni
termiche

Si consideri la trave continua a quattro luci uguali di Figura 23.7, e si supponga
che la seconda e quarta luce siano soggette ad una variazione termica flessionale:

T
w= —aAT (23.39)
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AT>0 AT>0
. b

F- 1 F

Figura 23.7: Una trave continua soggetta a variazione termica su due campate

Si vogliano dedurre i diagrammi di spostamenti, rotazioni, momenti e tagli.

Poiche la struttura & (tre volte) iperstatica, ed & richiesto lo studio completo
del suo comportamento statico-cinematico, conviene affrontare la struttura con
il metodo della scrittura di opportune linee elastiche. Sara quindi necessario
risolvere le quattro equazioni differenziali del quarto ordine:

E'Iu?B”” _ O
EIUQBC“” _ ‘LL//

1 (2340)
EIuSP™ =0

DE"" o 7
Eluy =u

valide da A a B,da B a C,da C a D, eda D ad E, rispettivamente. Poiche si
assume che la variazione termica sia costante, si hanno le soluzioni cubiche:

2 3
a1 + asx3z + azrs + asxs

b1 + boxs + b3x§ + b4x§

T3

(23.41)
c1 + coxs + 03x§ + C4x§

dy + dox3 + d3$§ + d4l‘§

27 (w3)
ug® ()
CD (.’L’g)
DE( )

€T3

Le sedici costanti di integrazione si calcolano imponendo le condizioni ai
limiti:
e nell’appoggio in A si annulleranno spostamenti e momenti:

(15) (O) =

0) g (23.42)

e nell’appoggio intermedio B la congruenza impone che lo spostamento sia
nullo, sia per la prima che per la seconda linea elastica, e che le rotazioni
siano continue. Per l'equilibrio i momenti dovranno essere continui, e
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quindi:
up? (L) =0
uz € (0) =0
uy® (L) = ug® (0)
up " = —ug"(0) + p

u§P(L) =0

uP?(0) =0

u§P' (L) = ud*¥ (0)
—u§P"(L) = —ulP"(0) +

e ed infine nell’appoggio F, all’estrema destra:
up' (L) =0
—uf (L) + =0

Il sistema di sedici equazioni si scrive allora:

ar =0

2a3 =0

a; + Las + L?as + L3as =0

by =0

as +2Las + 3L%ay — by = 0

O‘ATT — (2a3 + 6Lay) + 2b3 =0

by + Lby + L?b3 4+ L3bs = 0

c1=0

by 4+ 2Lbs + 3L%by — co = 0
aAT

7T — (2[)3 + 6Lb4) + 203 =0

c1+ Lea + L203 + L3, =0
di =0

(23.43)

(23.44)

(23.45)

(23.46)

(23.47)
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¢+ 2Lcs + 3L204 —dy =0
AT
Lh — (2¢5 + 6Lcy) + 2d3 = 0
di + Lds + L%ds + L3dy = 0

AT
—aT — (2d3 + 6Ldy) = 0

e, semplificando ed ordinando si ottiene il sistema di undici equazioni in undici
incognite, caratterizzato da una matrice dei coefficienti a banda molto stretta:

1 L? 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 3L2 -1 0 0 0 0 0 0 0 0
0O 6L 0 -2 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 L IL?* 0 0 0 0 0 0
0 0 1 2L 3L2 -1 0 0 0 0 0
A= 0 0 0 2 6L 0 =2 0 0 0 0 (23.48)
0 0 0 0 0 1 L L? 0 0 0
0 0 0 0 0 1 20 3L -1 0 O
0 0 0 0 0 0 2 6L 0 -2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 L I?
0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 6L
La soluzione ¢ facilmente ottenibile come:
a; = 0
_ 3LaAT
927 T osh
az = 0
_ 3aAT
4“7 98KE
bl =0
by — 3LaAT
7 T 14h
by = ~_5aAT (23.49)
28h
), _ AT
T T 28KL
Cc1 = 0
_ LaAT
2T Ty
_ 3aAT
ST
AT
“7 98nL
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d1 = 0
dy = 2LaAT
7h
5aAT
ds ===,
B 3aAT
4T T 8KL

e quindi infine gli spostamenti sono ottenibili come (Figura 23.8):

3 x5 (22— L?) AT
f® (ag) = 223 1)

28 L T
z3 (6L% —5Lxs — x2) AT
ug (w3) = ( 28L d T
(23.50)
cD T3 (—7L2 + 6Lx3 + x%) AT
ug ™ (ws) = 281 T
23 (8L% — 5Lxs — 322) AT
% (o) = 2L 28L : “n

X3

V%

uz (x3)

Figura 23.8: Il diagramma degli spostamenti per la trave continua
Le rotazioni si ottengono immediatamente, tramite derivazione (Figura 23.9):

3 (3z3— L% AT

AB _ 2\ ) =
O (@) =g,
65 () = — (6L* — 10Lx3 — 323) ozg
28L h
23.51
5P () — - (~7L” +12La; + 325) AT (23.51)
3 281 h
OPE (1) = — (8L2 — 10Lzs — 923) aﬂ
3 281 h

mentre per ottenere i momenti flettenti occorre utilizzare la (23.30) nella
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\ X3

Y

Figura 23.9: 1l diagramma delle rotazioni per la trave continua

seconda e quarta campata, ottenendo (Figura 23.10):

9EI z3 AT
m*® (@0) = ;T
mPC (x3) = EILL;;SJ:SQ% — Ela%
(23.52)

b (6L + 3xz3) AT
m wg) = =Bl r—a=-

pe, o (BL+9z5) AT AT
m (xg)—EfiML a— Ela W

X3

M(x3)

Figura 23.10: 11 diagramma dei momenti per la trave continua

I tagli, infine, sono costanti su ciascuna luce, e valgono (Figura 23.11):

EI AT
8 (@) = a5
1 (23.53)
tBC (23) = —3Elag
T LT h
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3EI AT
tCD — T,
(@3) = =379, (23.54)
DB 9EI AT '
0 (ws) = e
T(x3)
| | X3

Figura 23.11: 1l diagramma dei tagli per la trave continua

23.6 Il principio dei lavori virtuali in presenza
di variazioni termiche

Si consideri la trave di Figura 23.12, soggetta ad una variazione termica al-
la Navier lungo il tratto terminale di destra. Essa ¢ manifestamente una volta
iperstatica, si sceglie la mensola quale struttura isostatica equivalente, e si appli-
ca il principio dei lavori virtuali al fine di esplicitare la condizione di congruenza:

AT>0
+—+

AN\

L1 L
Figura 23.12: Una trave iperstatica soggetta a variazione termica

Uye =0 (23.55)
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A tal fine, si ricorda che in presenza di distorsioni flessionali y, il p.l.v. si
scrive (limitandosi ai soli effetti flessionali):

M
/SMlﬁ ds—/SMl,udSZO (23.56)

leggendo, come usuale, gli spostamenti sul sistema reale (o meglio, sul siste-
ma isostatico equivalente di Figura 23.13), e le forze sul sistema virtuale di
Figura 23.14.

AT>0

ANNNN,

Lq Ly

Figura 23.13: Il S.ILE. per la trave di Figura 23.12: su di esso si calcola il
momento M
1 1

ANNNNN

——
—
—

L1 Ly

Figura 23.14: 1l sistema di forze virtuali per la trave di Figura 23.12: su di esso
si calcola il momento M;

Il calcolo del momento M sul sistema isostatico equivalente ¢ immediato,
in quanto la variazione termica non provoca caratteristiche, e quindi M risulta
dovuto alla sola incognita X:

M (183) = (Ll + L2 - 3?3) X (2357)
mentre il momento M7, in modo del tutto analogo, ¢ fornito da:

M (z3) = (L1 + L — 23) (23.58)
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La (23.56) si scrivera allora:

X Li+Lo aAT Li+Lo

= (Ly + Ly — x3)* dag + —— (Ly + Ly — x3) dzg =0
Bl 0 1 2 3 3 h L 1 2 3 3( )
23.59
da cui subito:
3EI aAT L2
X=-2-2 2 (23.60)

2 h (Ly +L2)3

Se la variazione termica si estende sulla mezzeria della trave, si avra L, =
L2 = L/27 e:
3EIaAT

X =
8hL

(23.61)

23.7 Un telaio a tre cerniere con pendolo interno

Si consideri il telaio di Figura 23.15, costituito da due tratti incernierati al suolo
e collegati tra loro da una cerniera. Esiste inoltre un pendolo che collega i due
tratti nel modo illustrato. Si vuol conoscere lo sforzo normale nel pendolo,
causato da una variazione termica agente sulla semiluce di destra del traverso.

AT>0
Al|7 Ih
<
D
Ha
Hi| B o
E 1
1A
i .
} f }
Ly Ly

Figura 23.15: Un telaio a tre cerniere con pendolo interno

La struttura e una volta iperstatica, e quale incognita iperstatica X conviene
assumere proprio la reazione nel pendolo. Il sistema isostatico equivalente &
quindi quello di Figura 23.16, ed & assunto come sistema su cui calcolare gli
spostamenti.
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AT>0
+—+
AV Ih
C
+ o
«—|D
X Hy
| o
E
A X

Figura 23.16: 11 S.I.LE. al telaio di Figura 23.15

Il sistema di forze virtuali, invece, sara invece quello di Figura 23.17, ossia e

costituito da due forze unitarie, uguali e contrarie, agenti in B e D secondo la
retta del pendolo soppresso.

C
—+ O

Figura 23.17: 1l sistema di forze virtuali per I'esercizio di Figura 23.15

Cio permette di scrivere il principio dei lavori virtuali come:

M . Xipp

Il primo membro di questa uguaglianza rappresenta il lavoro interno, M)
¢ il diagramma dei momenti flettenti calcolato sul sistema virtuale, mentre M
¢ il diagramma del momento calcolato sul sistema isostatico equivalente. Per il
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principio di sovrapposizione degli effetti si puo scrivere:
M = My + XM, (23.63)

ed My risulta identicamente nullo, in quanto la variazione termica non induce
caratteristiche sulla struttura isostatica.

Il secondo membro della (23.62) ¢ il lavoro delle due forze virtuali (unitarie)
per effetto dello spostamento relativo effettivo tra i punti B e D della struttura
isostatica equivalente. Se [gp denota la lunghezza del pendolo, ed Agp € 'area
del pendolo, tale spostamento relativo ¢ pari a:

Algp = (23.64)

Tale spostamento ¢ positivo se di allontanamento, mentre le forze virtuali
di Figura 23.17 tendono a far avvicinare i due punti B e D, e quindi il lavoro
risulta negativo.

La (23.62) puo quindi scriversi:

1 2 ZBD - aAT
X(EI/SMl dHEABD) - /SMlds (23.65)

da cui ¢ possibile ricavare 'incognita X, non appena dedotto il momento Mj.
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Capitolo 24

La linea elastica e le
strutture a telaio isostatiche

In questo Capitolo si illustra la generalizzazione del metodo della doppia integra-
zione al caso dei telai piani isostatici. Secondo questo approccio, in una prima
fase si calcolano i diagrammi dello sforzo normale, del taglio e del momento
flettente, utilizzando le note equazioni di equilibrio:

aN _

= —t 24.1
s (24.1)
dT

— 24.2
dos = P (24.2)
dM
— =T 24.3
s (24.3)

A tal fine, si suddivide il telaio in ¢ tratti, dove per “tratto” si intende un
elemento strutturale in cui non vi siano discontinuita nelle caratteristiche e nelle
loro derivate. Poi, per ciascun tratto I.J, si fissa un sistema di riferimento con
origine in I, asse X3 diretto da I verso J, ed asse X5 che forma un angolo di
7/2 per sovrapporsi ad X3. Ciod fatto, si definiscono le caratteristiche n/*) (x3),
tU9) (z3) ed mUI7) (x3), in base alla distribuzione dei carichi assiali ¢ (z3) e dei
carichi trasversali p (z3): se — ad esempio — i carichi sono distribuiti con legge
costante, allora si porra:

nd) (x3) = co + toxs

¢ (z3) = c1 — poxs (24.4)
(1.J) 3
m (x3) = co + 123 —Poy
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Poiche il telaio ¢ isostatico, si potranno scrivere 3t equazioni di equilibrio,
che saranno sufficienti a ricavare le 3t costanti di integrazione, e quindi a definire
univocamente le caratteristiche.

In una seconda fase, si utilizzano le relazioni di congruenza e le leggi costi-
tutive. In assenza di distorsioni distribuite si avra:

dus _ N
d173 o EA
do M
— == 24.5
d$3 EI ( )
dUQ
s~ °
giungendo a definire le linee elastiche:
(17)
(17) n
U (x3) = / ——dxs + dy
8 17 EA
(1)
m
¢(IJ) 3) :/ dzs + dy (24.6)

up I (23) = —/ o dxs + Dyas + ds
1J

Le 3t costanti di integrazione andranno ora determinate a partire dalle 3t
condizioni di congruenza che potranno scriversi agli estremi dei tratti.
E’ spesso possibile ipotizzare I'indeformabilita assiale del telaio, equivalente
all’assumere: J
us
— =0 24.7
dzs (24.7)

e quindi la prima delle (24.6) si semplifica in:
ul" (z5) = do (24.8)

Alternativamente, si puo svolgere il calcolo in ipotesi di deformabilita assiale,
e poi far tendere la rigidezza assiale FA ad infinito. In ambedue i casi la
deformata del telaio sara dovuta ai soli effetti flessionali.

24.1 Un telaio zoppo

Si consideri il semplice telaio di Figura 24.1, costituito da un traverso di luce
2L, interrotto da una cerniera in mezzeria, ed un ritto di altezza H. A sinistra
il telaio ¢ vincolato con un bipendolo, al piede si ha una cerniera, sicche la
struttura risulta manifestamente isostatica. Il carico ¢ definito da una coppia
di valore M agente nel nodo di destra C, e da una variazione termica assiale di
valore AT agente sul ritto.

Si utilizza il metodo della doppia integrazione: in un primo momento si de-
terminano le caratteristiche della sollecitazione interna, ossia momenti, tagli e
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A B "/ ¢

o NI

AT H

D
L L Tél*
1

—r—
——

Figura 24.1: Un semplice telaio zoppo

sforzi normali, applicando le equazioni differenziali di equilibrio. In un secondo
momento si deducono gli spostamenti assiali e trasversali, attraverso la soluzio-
ne delle equazioni di congruenza e costitutive. Si ricorda che la possibilita di
suddividere in tal modo il calcolo & dovuta all’isostaticita della struttura.

Prima fase: il calcolo delle caratteristiche

Si identificano tre sistemi di riferimento, con origine in A, B e C, e col sistema di
assi locali definito in Figura 24.2. In assenza di carichi distribuiti sara possibile
scrivere:

(1) (2)

(
A X3 B X3 X2 C
] : :.: - —
1 2 3
y xs” Xz()I x>y
H
D —
L L L
| | 1
f 1 \f

Figura 24.2: 1 tre sistemi di riferimento per i tre tratti AB, BC' e CD
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mAB) (z3) = axs + b

mB) (z3) = caz +d (24.9)
m P (23) = exs + f

nAB) (z3) = n,

n B (15) = ny (24.10)

n(CP) (z3) = ns

Le condizioni (di equilibrio) che permettono il calcolo delle costanti di inte-
grazione sono:

— nel bipendolo a piano di scorrimento orizzontale, in A, si dovra annullare
lo sforzo normale:

nAB) (23 =0) =0 (24.11)

— in corrispondenza della cerniera in B il momento dovra annullarsi, sia
per il primo che il secondo tratto, mentre sforzi normali e tagli devono essere
continui:

mAB) (z3 = L) =0
m B (x5 =0) =0 A
A8 (23 = L) = t1P9 (23 = 0) (24:12)

n4B) (23 = L) = n P (23 = 0)

— nel nodo in C| caricato da una coppia concentrata M, I'equilibrio alla
traslazione ed alla rotazione fornisce tre equazioni:

—mB) (23 = L) + mP) (23 = 0) + M =0
—nBO) (25 = L) = TP) (23 =0) =0 (24.13)
—tB (g5 = L) + 0P (23 = 0) = 0
— infine, nell’appoggio in D, si annullera il momento flettente:
m ) (z3 = H) =0 (24.14)

Utilizzando le (24.9) e le (24.10) si trasformano le nove condizioni ai limiti
in nove equazioni algebriche lineari nelle nove costanti di integrazione:

alL+b=0

a=c

d=0

—(cL+d)+f4+M=0

eH+f=0 (24.15)
n1 =20

ny = no

no+e=20

—c+n3 =0
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La soluzione si puo facilmente ottenere come:

a C n M
= =Nn3 = —
L

b= M (24.16)
d:e:f:nlanZO

e quindi i momenti flettenti possono scriversi come:
T
mAB) (z3) = — M (1 — f’)

mBO) (34) = g (24.17)

L
m D) (z3) =0

I tagli si ottengono, a partire dai momenti, con una semplice derivazione:

tAB) (z3) = tBO) (z3) = M

L (24.18)
t(CD) (1‘3) =0

mentre gli sforzi normali sono pari a:

nB) (z3) = nB (23) =0
M (24.19)

n©P) (w5) = —

Il tracciamento grafico del diagramma del momento

Una veloce conferma dei risultati ottenuti si puo ottenere deducendo grafica-
mente le direzioni delle reazioni, e tracciando il relativo diagramma del momen-
to. Scrivendo le equazioni simboliche di equilibrio dei due tratti, e I’equilibrio
globale dell’intera struttura, si ha:

a+b=0
b+ M+d=0 (24.20)
a+M+d=0

La prima equazione detta che le reazioni a del bipendolo e b della cerniera
devono avere la stessa retta d’azione: poiche la reazione del bipendolo deve esse-
re verticale, mentre la retta d’azione della cerniera deve passare per la cerniera
stessa, tale retta d’azione non puo che essere la verticale per B. La terza equa-
zione, di equilibrio globale, implica che a e d devono formare una coppia (oraria)
in grado di equilibrare la coppia applicata: quindi anche d sara verticale.

Per tracciare il diagramma del momento si consideri anzitutto che il ritto
CD non subira momento, in quanto la reazione d ha braccio nullo. Si puo
quindi partire assegnando un valore arbitrario (la cosiddetta scala) al momento
nel punto C, e riportando dalla parte delle fibre tese, e si completa il diagramma
tracciando una retta da C' ad A, passante per la cerniera in B. Si giunge quindi
al diagramma di Figura 24.3.
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0

A B\\ 7%/

Figura 24.3: Il momento per il telaio zoppo di Figura 24.1

Seconda fase: il calcolo degli spostamenti

Le equazioni da utilizzare sono ora quelle che legano gli spostamenti alle ca-
ratteristiche, o piti precisamente, le curvature, ai momenti e gli allungamenti
percentuali agli sforzi normali:

M
17 _
) =g (24.21)
, N N
Sara quindi, nei tre tratti AB, BC e CD:
11(AB) M _*3
Uy (w3) = EI( L)
BC M s 24.22
Ulz/( ) (z3) = “EIL ( )
’I,LH(CD) (./L' ) _ 0
g™ (25) = 0
C
uy P (23) =0 (24.23)
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ed integrando opportunamente:

ugAB) (3) = % (a;% - ﬁ) +ars+b

uéBC) (x3) = —%g—i +crs+d

uS™?) (w5) = ews + f (24.24)
éAB) (953) =51

uch) (23) = 82

u:(,,CD) (x3) = E/Zle?’ + aATzs + s3

Questa volta le condizioni ai limiti dovranno imporre la congruenza degli spo-
stamenti. In corrispondenza del punto A, il bipendolo a scorrimento orizzontale
proibisce gli spostamenti trasversali e le rotazioni:

uéAB) (z3=0)=0

S0P (50— 0) 0 (24.25)

mentre la cerniera in B garantisce la continuita degli spostamenti assiali e
trasversali:

(24.26)

Nel nodo C' lo spostamento trasversale del traverso deve essere uguale allo
spostamento assiale del ritto, mentre — considerando la scelta degli assi — lo
spostamento assiale del traverso dovra essere uguale e contrario allo spostamento
trasversale del ritto. Le rotazioni dovranno essere uguali, giungendo a scrivere
le tre condizioni:

uSP) (25 = L) = ulT") (25 = 0)

Infine, 'appoggio in D proibisce ambedue gli spostamenti, e quindi impone
le due condizioni:

uS™?) (w5 = H) =

0
(24.28)
uéCD) (x3=H)=0
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Utilizzando le espressioni (24.24) delle linee elastiche, le nove condizioni
precedenti conducono al sistema di nove equazioni nelle costanti di integrazione:

b=0

a=0
M
——L*+al+b=
3EI +alL+b=d

S1 = 82

M L3
——— + cL + d= S3 (2429)

EI6L
82:—f
ML
L _c=—¢
El2
eH+ f=0
M

con soluzione:
a=b=0
ML MH H
EI6 FEAL?2 L
M,
_3EIL
_ MoL MHH
°TTEI3  EBALZ I2“ (24.30)
M?2HL MH? H?
I=F1 3 tTEat AT
M2HL MHE H?

aAT

d

si=%2= " ~parz 1A
MH
Le linee elastiche flessionali sono quindi:
2 3
@By y_ M (15 23
ur(@3) = 7 ( 2 6L)
3
(BC) M z3 M M 5 MH+ EAHLaAT
— 2 12—
up(w8) =3I T T eEI Y™ Y 3EI EAL? v
(cD) ( B (2EAL3M +3EIH (M + EALaAT)) (H — z3)
Y2 3/ = 3EAEIL?
(24.31)
mentre le linee elastiche assiali sono date da:
H (2EAL3M +3EIH (M + EALaAT))
(AB) _
ug (r3) = SEAEIL? (24.32)
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H (2EAL*M + 3EIH (M + EALaAT))

3EAEIL?
(M + EALaAT) (H — x3)

FAL

Appare in evidenza I'influenza dei vari termini flessionali ed assiali. Se si vuol
trascurare, come usuale, la deformabilita assiale delle aste, basta far crescere la
rigidezza E' A all’infinito, ottenendo le formule semplificate:

2 3
w0 =57 (5 - 52

ug™ (wg) = —

uf™? (23) = —

S EI\2 6L
uéBC) (x3) = —%g—i - %%.133 + %LQ — %O&ATJZ?,
uSP) (25) = (1/5\/11'2; + IzaAT> (H — x3) (24.33)
uéAB) (x3) = —%% - HTQaAT
u:(,)BC) (x3) = —%% — HTQaAT

Una possibile deformata — in assenza di variazioni termiche — e riportata
in Figura 24.4, insieme ai valori dello spostamento orizzontale del traverso AC,
e dell’abbassamento della cerniera in B.

2 77eHL
3EI
+—+

A

W I %LZ
3EI

plov]
s

~&~

Figura 24.4: La deformata per il telaio zoppo di Figura 24.1

La rotazione relativa tra le due facce della cerniera puo agevolmente calco-
larsi a partire dalla definizione:

2ML

A¢B = ¢des - ¢sin = ﬁ

(24.34)
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24.2 Una maglia chiusa a tre cerniere

Si consideri ora il telaio di Figura 24.5, costituito da una maglia quadrata chiusa
a tre cerniere, vincolata con un appoggio a sinistra ed un carrello a destra,
sollecitata da una forza P sul tratto inferiore. La struttura e quindi palesemente
isostatica, come puo essere confermato da un veloce computo dei tratti di cui ¢
composta (¢t = 3) e del numero di incognite statiche presenti (s = 9).

Prima fase: il calcolo delle caratteristiche

Si inizia con lo scegliere i sistemi di riferimento, ossia i versi di percorrenza delle
aste, che permettono di scrivere, in assenza di carichi distribuiti:

504

1 Le L7

1 T 1

H I L

Ha
GO p -+
H1
A B D E Fol
NANANNN C = T@V
! L Q2 3 La l Ls ]
T T T T T T
Figura 24.5: Una maglia chiusa a tre cerniere

mAB) (23) = tizg +my
m(BS) (z3) = tas + mo
m(CD) (z3) = tszs 4+ ms
mPE) (z3) = taws + my
m(FF) (x3) = tsxz +ms (24.35)
m(GB) (x3) = tews + mg '
mHE) (23) = trzs + my
m(HI) (333) = t8$3 + msg
mUL) (z3) = toxs + my
mEE) (23) = tioas + mio
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nB) (z5) = ny
n(BC) (z3) = ng
n(CD) (z3) = ng
nPE) (23) = ny
n(EF) (x3) = ns
n(GB) (z3) = ng
nHE) (24) = ng
nHD (15) = ng
) (z3) = ng
nEE) (z3) = nyg

(24.36)

Le condizioni (di equilibrio) che permettono il calcolo delle costanti di inte-

grazione sono:
— in corrispondenza dell’appoggio in A si annulla il momento:

mAB) (23 =0) =0
— in corrispondenza del nodo triplo B:
—nAB) (23 = L) + P (25 = H)) +nP (23 =0) =0
—tAB) (g5 = L)) — n(%P) (25 = Hy) + tP) (23 = 0) = 0
_m(AB) (z3=L1) — m(GB) (v = Hy) + m(BC) (r3 =0) =
— in corrispondenza della forza P:
—n B (25 = Ly) + n'P) (23 =0) =0
—tBO) (g3 = Ly) +t€P) (23 =0)+ P =0
—m PO (x5 = Ly) + mP) (23 =0) =0

— in corrispondenza della cerniera D:

0
0

—nP) (25 = Lg) + nPP) (x4
—t(CD) (.’Eg = L3) + t(DE) (1’3
m(EP) (23 = L3

m(PE) (xz3=0

0
0
0
0

)
)
)
)

— in corrispondenza del nodo triplo E:

—nPE) (25 = Ly) + tFF) (23 = Hy + Hy) +n'FF) (253 =0) =0
_4(DE) (23 = Lq) — nLE) (x5 = Hy + Hy) + t(EF) (x3=0)=0
_m(PB) (23 = Ly) — m(LE) (x3 = Hy + Ho) + m(EF) (z3=0)=0

Esercizi di Scienza delle Costruzioni

(24.37)

(24.38)

(24.39)

(24.40)

(24.41)

505



24.2. UNA MAGLIA CHIUSA A TRE CERNIERE

— in corrispondenza del carrello in F':

mEF) (x5 = Ly) =

0
D) (2 = L) = 0 (24.42)
— in corrispondenza della cerniera in G:
—n"D (25 = Hy) +n(9P) (23 = 0) =
9 (@ = H) = €95 (o0 = 0) = (24.43)

— in corrispondenza del nodo H:

—tHD (25 = 0) + nD (253 =0) =0
nH (25 =0) +tHD) (23 =0) =0 (24.44)
mT) (25 =0) + mHD (23 =0) =0

— in corrispondenza della cerniera in I:

—n D (g3 = Lg) + nTE) (23 =0
—t(HI) (1'3 = L6) + t(IL) ($3 =0

0

0 (24.45)
mHD (x3=1Lg) =0
0

— in corrispondenza del nodo L:

D) (g5 = L7) — tFF) (25 =0) =0
—tID) (25 = L7) +nFP) (25 =0) =0 (24.46)
—m") (23 = L7) + mEF) (23 =0) =0

Utilizzando le (24.35-24.36) si giunge ad un sistema di trenta equazioni,
che puo essere agevolmente risolto con l'ausilio di un qualsiasi programma di
calcolo simbolico. Per semplicita di scrittura, da ora in poi si ipotizzano le
seguenti relazioni geometriche:

Ly =Ly=Ls=H,=2L
Ly=Ls=L;=H, =1L (24.47)
L = 3L
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in modo da poter esprimere la soluzione in funzione del solo parametro L. Si
hanno quindi i momenti:

A (a5) = 2008
mBO) (1) = % 115136333
m{P) (z5) = ;—ZP (L — x3)
mem%):44ﬁ?3 (24.48)
mEF) (1) = % B 32&?3
O (g) = — 2
mHE) (z4) = g B 9]13553
mD (14) = _g n 3]37363
mID) (z5) 3P7 3 (24.49)
m LB (z) — % n 9113;3
e gli sforzi assiali :
n(4P) (z3) = n(EF) (z3) =0
nPO (a3) = 0P (a) = n PP (a) = 2
nO) (zg) = nH) () = -5 (24.50)
n®) (5) = °F
nHD (z3) = nUD) (z3) = —%

Il diagramma dei momenti é riportato in Figura 24.6, e puo essere facilmente
controllato utilizzando la via grafica.

Il tracciamento grafico del diagramma del momento

Si inizi col dedurre le rette d’azione delle reazioni, imponendo ’equilibrio dei
tre tratti, nonche I'equilibrio globale. Simbolicamente si scrivera:

a+g+P+d=0

+i=0
g (24.51)
i+d+f=0
a+P+f=0
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N .
\‘/"D %@«

Figura 24.6: 11 diagramma dei momenti per la maglia chiusa di Figura 24.5

La seconda equazione permette di dedurre la direzione delle due reazioni
nelle cerniere GG ed I, in quanto la condizione di equilibrio impone che esse siano
uguali e contrarie. Ne segue che esse sono dirette secondo la retta che congiunge
G ed I. A questo punto la terza equazione permette di dedurre la direzione della
reazione in D: ed infatti essa deve passare per D e per l'intersezione K tra GI1
e la verticale per il carrello.

Infine, 'equazione di equilibrio globale implica che la reazione dell’appoggio
in A deve essere verticale, come la forza e come la reazione del carrello.

La prima equazione di equilibrio permette il tracciamento dell’ausiliaria a +
g = P+d: atal fine basta congiungere l'intersezione tra g ed a con l'intersezione
tra P e d, ottenendo la retta M N Si ottiene quindi la situazione di Figura 24.7.

A questo punto si & pronti a tracciare il diagramma del momento. Si par-
te, ad esempio, tracciando un segmento arbitrario al disotto della forza P, e
cosl stabilendo la scala del diagramma. Procedendo verso destra, si annulla
il diagramma in D e si prosegue fino al nodo triplo in E. Per completare il
diagramma lungo E'F, si consideri che esso dovra annullarsi in F', e che quindi
occorre un altro valore noto. Per ottenerlo, si consideri che il momento lungo
EF ¢ dovuto alla reazione d ed alla reazione i, e che nel punto R, laddove la
reazione i interseca il tratto EF (o meglio, il suo prolungamento ideale), il mo-
mento sara dovuto alla sola reazione d, in quanto i ha braccio nullo. Quindi,
il valore RR; ¢ il valore richiesto, ed il tracciamento del momento lungo E'F' si
conclude congiungendo R; con F'.

Equilibrando il nodo in F si ottiene subito il valore del momento in F lungo
il ritto. Ed infatti esso dovra essere pari in valore alla somma dei due momenti
sul traverso, e dovra essere orario, tendendo le fibre a sinistra del ritto. Lungo il
ritto il momento sara dovuto alla sola reazione i, e quindi si annullera laddove i
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Figura 24.7: Le reazioni per la maglia chiusa di Figura 24.5

interseca il ritto (o meglio, il suo prolungamento). Si giunge cosi in L, si equilibra
il nodo, e si prosegue sul traverso superiore, annullando in I, e proseguendo fino
ad H. Anche in H l’equilibrio del nodo ¢ immediato, e puo proseguirsi fino in
B, annullando il diagramma in corrispondenza della cerniera G.

Per studiare il nodo triplo in B, si consideri che il diagramma nel tratto BC
¢ immediatamente tracciabile congiungendo il valore del momento in C con il
punto M, in cui ausiliaria g+a = P+d interseca l'orizzontale. Ed infatti lungo
BC' il momento & causato da a e da g, oppure da P e d. 1l nodo triplo, poi, puo
essere facilmente equilibrato, ottenendo il valore del momento in B lungo AB.
Si ha quindi il diagramma di Figura 24.8

Seconda fase: il calcolo degli spostamenti

Le equazioni da utilizzare sono ora quelle che legano gli spostamenti alle ca-
ratteristiche, o piu precisamente, le curvature ai momenti e gli allungamenti
percentuali agli sforzi normali. In assenza di distorsioni si ha:

uy (z3) = i (24.52)
N

Sara quindi necessario, per ottenere gli spostamenti trasversali, operare due

Esercizi di Scienza delle Costruzioni 509



24.2. UNA MAGLIA CHIUSA A TRE CERNIERE

. X

é

Figura 24.8: 1l tracciamento grafico per la maglia chiusa di Figura 24.5

integrazioni successive, ottenendo:

AP (g) =

ust™™ (a3) =

uS) (25) =

510

5Px3
RE] +coxrs + 1
17PL , 11Px} N N
56ET"3 " 336EI | 2T
45 P 2 3
56 B1 (Lf - 63) T ears e
15Pa3
== _7112EI + CgI3 + Cyr
3PL , 3Pz} N N
= ——Tq — CoX C
SEI"® 48 2T
3Px3
TRE] + c1073 + c11
9PL , 3Pzl N N
= —Tq — ——— C12% C
4EI? 141 "3
9PL , Pl
TTapr Tt gpr Teuts tas
Px3
T1E] + c16x3 + Cc17
3PL , 3P N N
—X —_— C18+ C
4B 3 " o8pr T T

(24.54)
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mentre per gli spostamenti assiali una singola integrazione fornisce:

UéAB) (w3) = do

uf™ (x3) = Tapass dy

uz(,,CD) (w3) = %363 +d (24.55)
") (wy) = %% +ds

“:(),EF) (z3) = da

s (w3) = —%xg +ds
ué & (x3) 7%933 + dg

u™ (25) %l‘s + d7 (24.56)
uf™ (a5) = - 13514363 + ds

" () = %xs +dy

Le condizioni ai limiti dovranno imporre la congruenza degli spostamenti, e
condurranno alla deduzione delle costanti di integrazione:

— in corrispondenza dell’appoggio in A si annullano ambedue gli sposta-
menti:

(24.57)

— in corrispondenza del nodo triplo B occorrera imporre che gli spostamenti e
le rotazioni dei due tratti orizzontali siano uguali:

us™ (23 = Ly) = uf
u:(gAB) (1‘3 = Ll) = uéBc) (Qj3 = O) (2458)
o) (23 = L1) = ¢

che lo spostamento trasversale del traverso sia pari allo spostamento assiale del
ritto, mentre lo spostamento assiale del traverso ¢ uguale e contrario allo spo-
stamento trasversale del ritto. Infine, il ritto deve ruotare della stessa quantita
del traverso:

uf (g = Ly) = uf™ (2 = Hy)
u§) (g = L1) = —us™ (25 = Hy) (24.59)
¢AB) (33 = Ly) = ¢(CB) (23 = Hy)
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— in corrispondenza della forza in C gli spostamenti e le rotazioni non dovranno
presentare discontinuita:

uSP (23 = Lo) = u{™") (23 = 0) (24.60)
(

— in corrispondenza della cerniera in D gli spostamenti non dovranno presentare
discontinuita:
(CD) (DE)
U r3 = L3) =u xz3 =0
) (@ = La) = u§” (a2 = 0) .

— in corrispondenza del nodo triplo in F, a somiglianza di quanto gia visto in
B:

u$”? (5 = La) = uf®" (25 = 0)

WP (g = Ly) = ul® (25 = Hy + Hy)

u:(;DE) (3 =L4) = U:(;EF) (3 = 0) (24.62)
WP (5 = Ly) = —ul"® (25 = Hy + Hy)

¢ (23 = La) = 9P (23 = 0)

¢ PP) (x5 = Ly) = 9P (w3 = Hy + Hs)

— in corrispondenza del carrello in F' si annulla il solo spostamento trasversale:
u$") (25 = Ls) =0 (24.63)

— in corrispondenza della cerniera in G occorre garantire la continuita degli
spostamenti:
HG BG
ul"? (25 = Hy) = uf®? (23 = 0)

(24.64)
uS?D (5 = Hy) = u$’D (23 = 0)

— in corrispondenza del nodo H lo spostamento trasversale del ritto — positivo
se verso sinistra — dovra essere uguale e contrario allo spostamento assiale del
traverso, positivo se verso destra. Viceversa, lo spostamento assiale del ritto
e uguale allo spostamento trasversale del traverso, in quanto ambedue verso il
basso. Le rotazioni dovranno essere uguali:
HG HI
uy" ¥ (25 = 0) = —uy™") (23 = 0)
oD (25 = 0) = 9HD (23 = 0)
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— in corrispondenza della cerniera in I, come usuale, si impone la continuita
degli spostamenti:

u™ (25 = Lg) = ul™ (23 = 0)

24.66

ugHI) (x3 = Lg) = ugIL) (x3=0) ( )
— in corrispondenza del nodo in L lo spostamento trasversale del traverso e
uguale allo spostamento assiale del ritto (ambedue verso il basso), mentre lo
spostamento assiale del traverso — positivo se verso destra — & uguale e con-
trario allo spostamento trasversale del ritto, positivo verso sinistra. Le rotazioni
dovranno essere uguali:

us™ (x5 = Lr) = u§" (23 = 0)

uéIL) (33‘3 = O) = —ugLE) (gjs = O) (2467)
¢(1L) (xd — 0) _ ¢(LE) (x3 _ 0)
Risolvendo il sistema di trenta equazioni, e portando la rigidezza assiale EA

ad infinito, in modo da annullare le deformabilita assiali, si ottengono le linee
elastiche:

(48 () _ P (12527L° — 24543

2 23521

(BC) P (23094L% 4 9587L%x3 — T14La§ — T723)
up  (w3) = 23521

(D) P (31890L? + 7928 L2ws — 945La3 + 31513)
up’  (ws) = 23521

3 2 3

WPE) (3 = P (39188L — 11729L%x3 + 31513) (24.68)

2 2352F 1

(EF) P (2L — x3) (9125L% + 588Lx3 — 14723)
up  (v3) = 23521

(@B) P (—9083L3 — 8831L2x3 + 25213
up” (v3) = 23521

(HG) P (5703L% — 5377L%x3 — 1512Lx3 + 252x3)
up " (ws) = 2352F1

(D) 4y = ¥ (23094L° — 5377L%x3 + 1512La3 — 16823)

o )= 2352E1
(ry, P (16035L% + 2383L%x3 — 16823)

Uy (ws) = 2352E1

W) () = P (5703L% + 1879L%x3 — 504La — 252x3)
2 23521

per gli spostamenti trasversali, e:
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2 L
J

Figura 24.9: Il diagramma degli spostamenti per la maglia chiusa di Figura 24.5,
in ipotesi di FA = oo

uS™ (23) = 0" (23) = u{7P) (23) = u{PP) (23) = ul (w3) = 0

3
) (a) = 1) (ay) = PP
(HI) (IL) 1901PL3 (24.69)
ug (@s) =us (v) = —Zp
3 3 T 176ET

per gli spostamenti assiali. Si noti che — coerentemente con ’assunzione sulla
indeformabilita assiale — gli spostamenti assiali sono nulli, oppure costanti. Ne
segue la deformata di Figura 24.9.

24.3 Un telaio zoppo con pendolo

Si consideri il telaio zoppo di Figura 24.10, appoggiato agli estremi e con doppio
bipendolo ad interrompere il traverso. Un pendolo collega i due ritti.

La struttura ¢ isostatica, in quanto costituita da due tratti (¢ = 2) con sei
incognite statiche (le due reazioni dei due appoggi, la coppia del doppio bipen-
dolo, lo sforzo normale nel pendolo BG). Si identificano i sistemi di riferimento,
in modo da poter scrivere le linee elastiche:
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Figura 24.10: Un telaio zoppo con pendolo
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Si noti che per il pendolo si ¢ definito il solo sforzo assiale, in quanto momento
e taglio sono identicamente nulli. Le condizioni di equilibrio che permettono il
calcolo delle ventidue costanti di integrazione sono:

— in corrispondenza dell” appoggio in A il momento dovra annullarsi:

mBA (23 = H)) =0 (24.72)

— in corrispondenza del nodo B gli sforzi di taglio nel ritto e la componente
verticale dello sforzo normale nel pendolo dovranno farsi equilibrio, mentre gli
sforzi normali nel ritto e la componente orizzontale dello sforzo normale nel
pendolo dovranno farsi equilibrio. Infine, il momento non dovra presentare
discontinuita nel nodo. In base alla scelta dei sistemi di riferimento adottati si
avra:

—tBA (25 = 0) + t(B) (23 = Hy) + n'PD cos(a) =0
nBY (25 = 0) — nlP) (25 = H)) — nBD sin(a) =0 (24.73)
m(BA) (xgzO)—m(CB) (x3=H3) =0

— in corrispondenza del nodo C' lo sforzo di taglio nel ritto e lo sforzo normale
nel traverso dovranno farsi equilibrio, cosi come lo sforzo normale nel ritto e
lo sforzo di taglio nel traverso. Infine, I’equilibrio alla rotazione impone che la
somma dei momenti sia nulla:

—t(CB) (1'3 = O) + n(CD) ($3 = 0) =0
n(CB) (253 = 0) +t(“P) (23 =0) =0 (24.74)

— in corrispondenza della forza P sforzi normali e momenti flettenti sono
continui, mentre il taglio subisce una discontinuita pari alla forza applicata:

—n(CD) (x5 =L1) + n(DE) (x5 =0)=0
—tOP) (23 = L) +tPE) (23 =0) + P =0 (24.75)
—m D) (23 = L) + mPE) (23 =0) =0
— in corrispondenza del doppio bipendolo in E occorrera annullare sia lo sfor-

zo normale che lo sforzo di taglio, mentre i momenti dovranno conservare la
continuita:

(PE) (25 = Ly) = 0
nFF) (23 =0) =0
tPE) (23 = Ly) =0 (24.76)
(EF) (23 =0) =0
(PE) (g3 = Ly) = mED) (25 = 0)
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— in corrispondenza del nodo F' si hanno condizioni analoghe a quelle gia scritte
nel nodo C'. Si faccia solo attenzione ai segni dei momenti:

_(EF) (z3 = L3) + nFG) (x5 =0)=0
—nBF) (25 = L) — tF9) (23 =0) =0 (24.77)
m P (5 = Lg) + mF) (23 = 0) = 0

— in corrispondenza del nodo G si hanno tre condizioni analoghe a quelle scritte
in B:
tFD (24 = Hg) — {1 (253 = 0) — nPD cos(a) = 0
—nFD (23 = Hz) + n') (25 = 0) + nBD sin(a) = 0 (24.78)
—mTE) (23 = H3) + mH) (23 = 0) =0

— in corrispondenza dell’ appoggio in H si annulla il momento flettente:
m (GH) (23 = Hy)) =0 (24.79)

Svolgendo i calcoli, e risolvendo il sistema di equazioni si ha il quadro
flessionale:

PLy (Ly —
m(BA)(x?)): 1(Ly — x3)

H, —H,
m(EP) (z4) = Pas — £H1%4
(PP (1) = 151 H4%4 (24.80)
mPF) (1) = £H4[§4
G (ay) = T2 ZHE2)
ed il quadro di sforzi assiali:
n(CB) (z3) = —P
nlP) (x3) = NP (3) = NFF) (23) = NFD (23) = 0 (24.81)
O ) = T
(P9 () = - LA
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Si noti che il caso particolare H; = Hy corrisponde a denominatori nulli, e
quindi a caratteristiche infinite. In realta, come si vedra tra breve, in questo
caso particolare le reazioni negli appoggi sono uguali e contrarie, e 1’equilibrio
alla rotazione non ¢ soddisfatto.

Si assume, d’ora in poi:

Ly=Ly=H =Hs;=1L (24.82)
Ls=Hy=2L (24.83)
Hy =3L (24.84)

(24.85)

ottenendo il diagramma di Figura 24.11.

E
D F
C v
[~
d 6
° Té&?
A

e

Figura 24.11: 1l diagramma dei momenti per il telaio di Figura 24.10.

La verifica grafica

Una verifica grafica dei risultati ottenuti puo condursi ricercando le reazioni dei
vincoli, scrivendo le equazioni simboliche di equilibrio, per i due tratti rigidi,
nonché 'equazione globale di equilibrio:
a+p+P+M.=0
Mo+p+h=0 (24.86)
a+P+h=0
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La seconda equazione permette di affermare che la reazione del pendolo e la
reazione dell’appoggio in H devono equilibrare la coppia del doppio bipendolo:
quindi devono a loro volta formare una coppia, e la reazione in H deve essere
parallela alla retta d’azione del pendolo.

Cio permette di utilizzare la terza equazione, al fine di ottenere la retta
d’azione dell’appoggio in A, che dovra necessariamente passare per l'intersezione
tra la retta d’azione della forza P e la retta d’azione della reazione in H. Il caso
particolare in cui H; = H, conduce ad una reazione h passante per l'appoggio
in A, e quindi non & possibile equilibrare il telaio alla rotazione.

Eliminato questo caso particolare, un triangolo di equilibrio permette di
conoscere anche il verso delle reazioni.

1
|
1 I
1 I
| i G
1 I
1 I
| |
1 I
1 I
| |
1 I
1 a+p 1
|
1 I
| Bj | H
| _-- | Bz
1 .- I h/,,ﬁéw
1 - 1 -
- -
1 _-" | -
- 1 -
™= I -~
== -
—_——— -
[ % | -7
== -

1 a -
1 -7

|

1

Figura 24.12: La ricerca grafica delle reazioni per il telaio di Figura 24.10.

Iniziando a tracciare il diagramma a partire da H, si assegna una inclinazione
arbitraria al diagramma stesso, giungendo in GG, e facendo attenzione a riportare
il momento dalla parte delle fibre tese. Per proseguire lungo GF, si consideri
che il momento ¢ dovuto alla sola coppia reattiva del doppio bipendolo, e quindi
¢ costante, cosi come costante restera fino al punto D, sotto la forza.

Per proseguire, si consideri che in C'D il momento dovuto alla risultante di
p ed a. Dalla prima equazione si trae che questa risultante deve formare una
coppia con il carico P, al fine di equilibrare la coppia reattiva del bipendolo.
Quindi la risultante di p ed a deve essere verticale, e deve passare per 'interse-
zione di p ed a. In questo modo si ottiene il punto di nullo per il momento sul
tratto C'D. Tutto cio e illustrato in Figura 24.12.

Infine, lungo BC' il momento & ancora dovuto alla risultante di p ed a, e
quindi risulta costante, per poi annullarsi in A.
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Seconda fase: il calcolo degli spostamenti

In questa seconda fase del metodo della doppia integrazione si ottengono le
componenti di spostamento, sia assiale che trasversale, partendo dalle equazioni
costitutive (24.53). Per ottenere gli spostamenti trasversali, sard quindi neces-
sario integrare due volte le espressioni (24.80) dei momenti flettenti. Poiche
il pendolo & a priori non soggetto a momenti flettenti, si assume che la linea

elastica ugBG) sia fornita da una funzione lineare. Si ha infine:
pay, __Pa Pox
up () = EI 6 Tl st
uéCB) (x3) = EL 5 + cox3 + C3
i [ (24.87)
©py . __ Pai P a3
(r3) E1 6 Bl + cqx3 + ¢
ugDE) (z3) = EILI?’ + cgx3 + C7
P
uéEF) (x3) = ~57 — L2 + cgx3 + ¢
(FG)
T3 —La3 4 ciom3 + c11
ST (24.88)
GH P J? P
ug ) (z3) = o 63 EIng + c1273 + €13

uéGH) (x3) = craz3 + c15

mentre per gli spostamenti assiali occorre integrare una volta 1’espressione (24.81)
degli sforzi assiali:

P
P (25) = “agAT T
—-P
(CB) (23) = ﬂx?’ +d,
D) (23) = do
(DE) (13) = d3 (24.89)
PE) (23) = da
(GH) (w3) = ~5p A s + dg
5P
u:(aBG) (x3) = 2\;/1 x3 +dy

Le costanti di integrazione potranno ora essere determinate a partire dal-
I'imposizione delle condizioni di congruenza al contorno:
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— in corrispondenza dell’appoggio in A si annullano le componenti assiale e
trasversale degli spostamenti:

)
)

— in corrispondenza del nodo B si impone che gli spostamenti assiale e trasver-
sale del ritto siano continui, cosi come la rotazione:

)(x;),:

w! ) =0 (24.90)
uéBA) (2133 =H)=0 '

ugBA) (r3=10)= ugCB) (z3 = H>)
ug? (s = 0) = ug™ (w5 = H) (24.91)
¢(BA) (23 =0) = ¢(CB) (3 = Hy)

Inoltre, la componente orizzontale dello spostamento del pendolo) — positiva se
verso destra — deve essere uguale e contraria allo spostamento trasversale del
traverso, positiva se verso sinistra. Similmente, la componente verticale dello
spostamento del pendolo) — positiva se verso 'alto — deve essere uguale e
contraria allo spostamento assiale del traverso, positiva se verso il basso:

) (x3 =0) cos(ar) — uéBG) (x3 = 0) sin(«)

24.92
) (x3 = 0)sin(«) + ugBG) (x3 = 0) cos(a) ( )

(BG
—u§
(BG
= —ul
— in corrispondenza del nodo C lo spostamento trasversale del ritto — positivo
se verso sinistra — dovra essere uguale e contrario allo spostamento assiale del
traverso, positivo se verso destra. Viceversa, lo spostamento assiale del ritto
¢ uguale allo spostamento trasversale del traverso, in quanto ambedue verso il
basso. Le rotazioni dovranno essere uguali:

uS”H (25 = 0) = —uf™ (23 = 0)

ugCB) (x3 = O) = uéCD) (gjs = O) (2493)

— in corrispondenza della forza in D gli spostamenti e le rotazioni non dovranno
subire variazioni:

ul? (w3 = L1) = " (a3 = 0)
uéCD) (;173 = Ll) = ugDE) (1;3 = 0) (2494)

¢ P) (x5 = 0) = ¢PF) (23 = 0)

— in corrispondenza del doppio bipendolo in E 'unica condizione di congruenza
riguarda le rotazioni:

¢PE) (15 = Ly) = ¢FF) (23 = 0) (24.95)
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— in corrispondenza del nodo in F' si hanno condizioni analoghe a quelle gia
illustrate nel nodo C"

uy) (a3 = Ly) = uy"? (a3 = 0)
™ (g = Lg) = —uf™ (w3 = 0) (24.96)

¢ (3 = L3) = ¢F'Y (x5 = 0)

— in corrispondenza del nodo G si ha, analogamente a quanto ottenuto in B:

u 4 (x5 = Hy) = ul™ (23 = 0)

u(QFG) (x3 = Hs) = fuéBG) (x3 = Lp) cos(a) — uéBG) (x3 = Ly) sin(a)

uy™ (s = Hy) = u® (a3 = 0) (24.97)
ugFG) (zs = H3) = —u:(gBG) (23 = Lp) sin(a) + uéBG) (x3 = Lp) cos(a)

D (w3 = Hy) = ¢'“M) (23 = 0)

dove L,, & la lunghezza del pendolo:

Li+ L+ L
Ly = (Lt Ly £ L) 3)7 (24.98)
cos(a)

— in corrispondenza dell’appoggio in H, infine, si annullano le due componenti

di spostamento:
(GH)
U x3=Hy) =0
‘ (w3 = Ha) (24.99)
Usg (LL'S = H4) =0

Risolvendo il sistema di ventidue equazioni, e portando la rigidezza assia-
le EA ad infinito, si ottengono le linee elastiche:

BA) () P (170L? — 168L%x3 — 3La3 + x3)
xr3) =

s

6EI
sy, _ PL (—647L? + 150Lx3 + 323)
(@) = 6ET
LOD) (23) = _ Py (—150L?% 4 3Lx3 + x3)
i GET (24.100)
(DE) PL (146L2 + 141LIE3 — 61‘%)
Uy (w3) = 3ET
WP (1) = _PL (78L* — 43Lx3 + 2x3)
2 3) — El
WP () = _ PL(269L% — 105La + 6a3)
2 3 3EI
L (GH) (z5) = P (=170L3 + 93L%x5 — 6L} + 23)
2 6ET

(BG) (CL‘ ) 85PL3 sin(a)
3) = T -1
6ET
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7

~~

Figura 24.13: Il diagramma degli spostamenti per il telaio di Figura 24.10, in
ipotesi FA =

per gli spostamenti trasversali, e:

u$®Y (23) = ul™ (23) = 0

(cD) _ (DE) _ 647PL3
uy " (w3) =y (w3) = ol

(BF) . _ 269PL° 24.101
u3 <x3) - 6EI ( ' )
uy"® (ws) = us® (25) = 0
U(BG) (25) = 38v/5PL3

3 3 3Bl

per gli spostamenti assiali. Ne segue la deformata di Figura 24.13.

Da essa, a partire dalle (24.100-24.101), & immediato calcolare ’abbassamen-
to in corrispondenza della forza, i due spostamenti relativi in corrispondenza del
doppio bipendolo, I’allungamento del pendolo, etc.
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24.4 Un telaio zoppo con sbalzo

Un ulteriore esempio ¢ illustrato in Figura 24.14, in cui un telaio zoppo presenta
uno sbalzo di luce Ly caricato da una forza all’estremo. Trattandosi di un telaio
a tre cerniere, ’isostaticita e ovvia.

p

+ ¢ 2 E

B
H2
Hq F
A
l l l l
T T T T
Lq Ly L3
Figura 24.14: Un telaio zoppo con sbalzo
La solita scelta dei sistemi di riferimento porta a scrivere:

mP) (z3) = tys +my (24.102)
m(C4) (23) = tyws +my (24.103)
m(“P) (z3) = tazs + ms (24.104)
m(DE) (;vd) =423 + My (24105)
m ) (x3) = tsxs +ms (24.106)
B (z5) = ny (24.107)
n(C4) (z3) = ny (24.108)
n(€P) (z3) = ng (24.109)
nPE) (z3) = ny (24.110)
n B (z3) = ns (24.111)

Le costanti di integrazione si possono determinare imponendo quindici con-
dizioni di equilibrio, cosi come segue:
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— in corrispondenza dell’appoggio in A bisognera annullare il momento:
m A (x5 = H) =0 (24.112)

— in corrispondenza dell’estremo libero B soggetto alla forza P, lo sforzo nor-
male ed il momento flettente dovranno essere nulli, mentre il taglio &€ uguale e
contrario alla forza applicata:

tBD (23 =0)+ P =0
nB9 (23 =0)=0 (24.113)
mB (25 =0) =0
— in corrispondenza del nodo C lo studio del concio porta a scrivere le tre
equazioni:
_n(BC) (LL'g — Ll) + TL(CD) (1’3 = 0) _ t(CA) (xs = 0) =0
—tBO) (25 = L) + tP) (5 = 0) + nl“Y (253 = 0) = (24.114)
—m(BO) (z3 = L1) + m(CD) (3 =0) + m(CA) (x3=0)=0

— in corrispondenza della cerniera in D gli sforzi normali ed i tagli dovranno
rispettare la continuita, mentre il momento si annullera:

—n(CD) (1‘3 = Lg) + ’I”L(DE) (1‘3 = O)
—t(CD) (1'3 = LQ) + t(DE) (333 = O)

m(CD) (1‘3 = LQ) =
)

0
0 (24.115)
0
mPE) (25 =0) =0

— in corrispondenza del nodo E lo studio del concio porta a scrivere le tre
equazioni:
—tPE) (25 = Lz) + nEF) (23 = 0) = 0
—nPE) (25 = L3) — tFF) (25 =0) =0 (24.116)
—mPE) (5 = L) + nFF) (23 =0) = 0

— in corrispondenza dell’appoggio in F' si imporra ’annullarsi del momento
flettente:

mFF) (x5 = H) — Hy) =0 (24.117)
Si assume, d’ora in poi:

Ly =Ly =Hy=2L

(24.118)
Ly = H, = 4L
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Svolgendo i calcoli, e risolvendo il sistema di equazioni si ha il quadro
flessionale:

mPE) (z3) = —Pag

@ (g5) = - S0 4 2208

m @) (z5) = —% + % (24.119)
mPE) (z3) %

mEF) (z4) = % B 2P5x3

che porta al diagramma di Figura 24.15, ed il quadro di sforzi assiali:

nB (23) =0

6P
() (a5) = -
2P (24.120)
nP) (ag) = (PP (g) = =
P
n(EF) — .
P
D E
B C -
F
A

~&~

Figura 24.15: 1l diagramma dei momenti per il telaio di Figura 24.14

Si verifichi graficamente il diagramma di Figura 24.15, ricercando prima le
reazioni.
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Seconda fase: il calcolo degli spostamenti

Le equazioni da utilizzare sono ancora le (24.53), e quindi sara, per gli sposta-
menti trasversali:

w7 (a) = L5 4 oy +
éCA) (23) = 4];L95§ - % + o3 +c3
uS?) (2g) = % 53— PTO‘"’ + caz3 + c5 (24.121)
u$”") (25) = _P?%B + cex3 + 7
e (z3) = —%ﬁ + Pli; + cgx3 + cg
e per gli spostamenti assiali:
ul? (3) = do
U () = s+ d
ug™? (ws) = 52;4% +da (24.122)
uf”® (23) = 52EPACU3 +ds
") (25) = 5EiAx3 +dy

Questa volta le condizioni ai limiti dovranno imporre la congruenza degli
spostamenti:

— in corrispondenza dell’ appoggio in A le componenti di spostamento
saranno nulle:

uéCA) (

x3 = Hp) =

0
(24.123)
u™ (25 = H) =0

— in corrispondenza del nodo C gli spostamenti orizzontali e verticali, e le
rotazioni del traverso saranno continui:

u(QBC) (x3 =1Ly1) = uéCD) (x3=0)

ulP (25 = Ly) = ulT") (23 = 0) (24.124)
¢ P (x5 = L1) = ¢!“P) (23 = 0)
Inoltre, lo spostamento trasversale del ritto — positivo se verso sinistra —

dovra essere uguale e contrario allo spostamento assiale del traverso, positivo se
verso destra, mentre lo spostamento assiale del ritto & uguale allo spostamento
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trasversale del traverso, in quanto ambedue verso il basso. Le rotazioni dovranno
essere uguali:

us? (@3 = L) = uf™ (3 = 0)
WP (0 = L) =~ (a3 = 0 (21.125)
¢)(BC) (xg = Ll) = ¢(CA) (xg = 0)

— in corrispondenza della cerniera in D le due componenti di spostamento

saranno continue:
us™) (3 = Ly) = u$”? (23 = 0) (24.126)
us™?) (w3 = Ly) = u{”? (23 = 0)

— in corrispondenza del nodo in E : lo spostamento trasversale del traverso
sara uguale allo sposamento assiale del traverso, mentre lo spostamento assiale
del traverso sara uguale e contrario al corrispondente spostamento trasversale
del traverso. Le rotazioni, come sempre, saranno uguali:

uéDE) (373 = Lg) = uéEF) (373 = 0)
uéDE) (23 = Ly) = _ugEF) (33 = 0) (24.127)
PP (25 = L3) = ¢'FF) (23 = 0)

— in corrispondenza dell’appoggio in F' si annullano le componenti di sposta-

mento:
u”" (e = Hy — Hy) =0 (24.128)
Ui()’EF) (.’Eg = H1 - HQ) =0

Risolvendo il sistema di quindici equazioni, e portando la rigidezza assiale
FE'A ad infinito, si ottengono le linee elastiche flessionali:

(BC) P (22417 — 132173 + 523)
Uy (@) = 30ET

(CA) (q; ) . P(4L — (Eg) (4L2 — 8L$3 +.’E§)

us = 15E1
©py, \_  Pus (720 — 6La; +3) (24.129)
uy - (w3) =~ 30ET .
b P (—4L + x3)* (8L + x3)
us” () = — 30ET
(EF) _ P (16L° — 6Laf + a3)
uy (23) = 15E1

Gli spostamenti assiali dei ritti sono identicamente nulli, mentre il traverso
ha uno spostamento unico:

ul™ (25) = u (23) = 0
16PL3 (24130)

uf™ (w3) = uf™ (22) = ) (@3) =~
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per gli spostamenti assiali. Ne segue la deformata di Figura 24.16.

A

e

Figura 24.16: Il diagramma degli spostamenti per il telaio di Figura 24.14, in
ipotesi FA =

Anche in questo caso, lo studio della deformata puo essere completato deter-
minando ’abbassamento del punto di applicazione della forza, la rotazione rela-
tiva nella cerniera, etc.. Ad esempio, I’abbassamento del punto di applicazione
della forza & fornito da:

224 PL3
B
= —— 24.131
"2 T30 BT (24.131)
mentre I'innalzamento della cerniera sara pari a:
ud = _oarL (24.132)
2 15 EI '

24.5 Una maglia chiusa

Un ulteriore esempio e illustrato in Figura 24.17, in cui una maglia chiusa colle-
gata al suolo tramite un appoggio ed un bipendolo e sollecitata da una coppia.
Poiche la continuita della maglia e interrotta da due cerniere e da un pendolo
(ad asse verticale), la struttura risulta isostatica.

La solita scelta dei sistemi di riferimento porta a scrivere i momenti flettenti
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X
)

oo

T

i

t

A B CE] D E%

NNNNANN

d
T

-
-
-
-

Figura 24.17: Una maglia chiusa

nella forma:
(z3)
(z3)
(z3)
(z3)

mB) (23) = tsms + ms (24.133)
(x3)
(z3)
(x3)
(z3)

ed gli sforzi normali come:

5 (24.134)
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Le costanti di integrazione si possono determinare imponendo ventisette
condizioni di equilibrio, cosi come segue:
— in corrispondenza dell” appoggio in A il momento si annulla:

mAB) (23 =0) =0 (24.135)

— in corrispondenza del nodo in B lo studio del concio permette di scrivere le
tre equazioni:

—nB) (25 = L) + 0B (23 = 0) + tFP) (23 = 2H) = 0
—tAB) (25 = L) + tBO) (253 = 0) —nFP) (23 = 2H) = 0 (24.136)
mAP) (25 = L) + mB) (25 = 0) —mTP) (x5 = 2H) =0

— in corrispondenza del pendolo verticale in C gli sforzi normali ed i momenti
flettenti si annulleranno, mentre il taglio non subira discontinuita:

nB) (23 = L) =0

n'P) (23 =0) =0

—tP) (25 = L) + 4P (23 = 0) = 0
mB) (z3 = L) =0
)=0

3
m(C’D) (1,3

= (24.137)
=0
— in corrispondenza del nodo in D il solito studio del concio porta alle tre
equagzioni:
—n€D) (x3=L)+ n(PE) (z3 =0) + ¢tUD) (x3 = H)
—tOP) (3 = L) + tPB) (253 = 0) — nUP) (23 = H)
_m(CD) (x3 = L)+ m(PE) (23 =0) — m{D) (z3=H) =

0
0 (24.138)
0

— in corrispondenza del bipendolo in E lo sforzo di taglio e lo sforzo normale
saranno legate dalla relazione geometrica:

tPE) (g4 = L) = —nPE) (4 = 0) tan(e) (24.139)

dove « e 'angolo di inclinazione del bipendolo rispetto all’orizzontale. — in
corrispondenza del nodo in F":

nFB) (23 = 0) +tFD (253 =0) =0
—tFB) (5 = 0) + nFD) (23 =0) =0 (24.140)
m(FB) (23 =0) + mF6) (23 =0)+ M =0

— in corrispondenza dela cerniera in G:

—nFD (23 = L) + 0@ (23 =0) =0
_(F@) (z3 = L) + ¢(GH) ( =0)=0 a414)

mFD (x5 =L)=0

m G (£3 =0) =0
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— in corrispondenza del nodo in H:

—n(C) (g3 = L) — tHD (23 =0) =0
_(GH) (x3=1L1)+ nHD (x3=0)=0 (24.142)
m ) (25 = L) + mHD (23 = 0) = 0

— in corrispondenza della cerniera in I:

_n(HI)( H)—i—n(m)( =0)=0
~t0 (o = H) 672 (g = 0) = 0 24.143
(H,)< D (24.143)

Svolgendo i calcoli, e risolvendo il sistema di equazioni si ha il quadro
flessionale:
(AB) (35) = — Mz tan(a)
2H — 2L tan(a)
M (H cos(a) + Lsin(a)) (L — x3)

m B (z3) = — 3L (—H cos(a) + Lsin(a))

(CD) (1) = Maz3(H + Ltan(a))
" = 2L(—H + Ltan(«))

(DE) (1) = ~ M (2H + Ltan(a)) + 23 tan(c)
" = 2L (H — Ltan(«))

(FB) M (—H +2Ltan(a) + x3)
" (@s) = 2H — 2L tan(«)

_ MH (L — z3)
mD (@s) = 51 tanza)) (24.144)
m(GH) (z3) = MH e
* T 2HL —2L%tan(a) "

mUD) (1) = — Mz

2H — 2L tan(«)

ed il quadro di sforzi assiali:

M
2H — 2L tan(a)
nB9 (z3) =0

n(CP) (z3) =0

nAP) (23) =

(24.145)
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M
(DE) - =
" (x3) 2H — 2L tan(«)
MH
(FB) - _
" (x3) 2HL — 2L? tan(a)
M
(FG) - =
" (x3) 2H — 2L tan(«)
2D (zy) a

T 2H —2L tan(a)

MH
(HI) — pUD) =
n (z3) =n (z3) 2HL — 212 tan(a)

Nel caso particolare in cui H = %L ed a = 7, cui per semplicita ci si limitera

nella seconda fase, il diagramma assume 'aspetto di Figura 24.18.

E G
O
O1
A B c D E
AR RN -b]\

Figura 24.18: Il diagramma dei momenti per il telaio di Figura 24.17

La verifica grafica

Una verifica grafica dei risultati ottenuti puo condursi ricercando le reazioni dei
vincoli, come in Figura 24.19. Le tre equazioni simboliche di equilibrio, per i
tre tratti rigidi, possono scriversi:
atct+tM+g=0
g+i=0 (24.146)
c+i+e=0
dove la reazione a dell’appoggio dovra passare per A, la reazione ¢ del pendolo
dovra essere verticale, e passare per C, e la reazione e del bipendolo in E sara in-
clinata dell’angolo « rispetto all’orizzontale. Dalla seconda delle (24.146) si trae

che le rette d’azione delle due reazioni ¢ e g devono coincidere, identificandosi
quindi con la retta passante per le cerniere in G ed I. Conosciuta la reazione 1%
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si puo identificare la sua intersezione con la reazione ¢, ossia il punto G. Per G
dovra allora passare — come puo dedursi dalla terza delle (24.146) — anche la
reazione del bipendolo, che quindi sara nota. Infine, dalla prima equazione potra
tracciarsi la risultante a +c¢ = M + g, semplicemente identificando l'intersezione
L tra a e ¢, e da essa tracciando la parallela a g. Conosciute le reazioni si puo

|
|
|
|
|
N1
N A+C=+g
Kl N .
N a,
! N z
1 N ! s
I N M7
1 N | e
| L‘ 7
71\ 4
I , ~N .7
1 s N
% | 7
I AN | 7/ ~
E! <G 7
’ \é/ N H
~N
// //[ S \\
7 // 1 \\ N
1 N N
// /// 1 \\\ \\
s
L7 / i \()\I i-g \\
L7 1 C SO ~
, I S
s
7 N
A B CE] D Qg\ Ne N
/

)A\\\\
7

Figura 24.19: La ricerca per via grafica delle reazioni per il telaio di Figura 24.17

tracciare il diagramma del momento, iniziando — ad esempio — dall’appoggio
in A, dove il momento sara senz’altro nullo, e riportando un primo segmento,
inclinato di un angolo arbitrario, fino al nodo triplo B. Per proseguire lungo
BC, occorre conoscere il momento in due punti: in C' si ha ovviamente un punto
di nullo. Per conoscere un altro valore, si osservi che il momento lungo AB &
dovuto all’azione di a, mentre lungo BC' & dovuto all’azione di a, di g e di M.
Laddove, quindi, la retta M+ g interseca (in modo virtuale) il traverso inferiore,
il valore del momento saa dovuto solo ad a, e quindi si ottiene semplicemente
prolungando il diagramma appena tracciato lungo AB. In N, quindi, si ha il
secondo valore, e puo tracciarsi il diagramma lungo BC'.

L’equilibrio del nodo in B permette di conoscere il valore del momento sul
ritto in B, mentre il momento sara nullo in K, dove la retta M 4+ g interseca il
ritto stesso. Cio permette il tracciamento del diagramma su F'B, in F si ruota
il diagramma e si sottrae il valore della coppia M (equilibrio del nodo). Poi
si prosegue lungo il traverso superiore annullando il diagramma in G, in H si
ribalta e si prosegue annullando in I, e quindi si ha il valore del momento in
D, sul ritto. L’equilibrio del nodo in D permette di conoscere il momento in
D lungo il tratto DF, ed infine si completa il diagramma considerando che il
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punto di nullo, relativo a DE si ha in corrispondenza dell’intersezione di e con

il traverso inferiore.

Seconda fase: il calcolo degli spostamenti

Le equazioni da utilizzare sono le (24.53), e quindi sard, per gli spostamenti

trasversali:
Maz3
UEAB) (w3) = _4EIE + cox3 + 1
(BC) _ 5./\/[%% _ 5MJU§
up(w8) = —rpr ~ gL Tt
5Ma3
UgCD) (w3) = — 12E12 + cax3 +c5
(DE) _ _7M$§ o Mzg
uy”(ws) = ——pr ~qprp Tt
2 3
ugFB) (x3) = /\2’? + igfz +cgx3 + cg (24.147)
Mz Mas
UéFG) (r3) = — 2E13 + 6E12 + c10®3 + c11
Mad
uéGH) (w3) = 6Elz + c1223 + c13
Mz Mas
ug"" (w5) = 5ET ~ aBIL T Tt en
Mad
“(21D) (13) = 74Elz + c1623 + c17
e per gli spostamenti assiali:
3Mzx
uf™? (23) = 72EAL3 +do
(BC)
Us (333) =d;
o) (24.148)
Uz (-733) =dp
(0B (23) = 3Mzxs
3 7 opAL T ™?
FB Mzs
u"™? (as) = a7 +da
FG 3Mzxs
us"? (@s) = =37 + s
(GH) ~ 3Mas
us @) = —opay T
(HT) _ Mag d
uy " (x3) = EAL+ 7
(ID) ~ Mag
wy " (vs) = =y T
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Questa volta le condizioni ai limiti dovranno imporre la congruenza degli
spostamenti:

— in corrispondenza dell” appoggio in A dovranno essere nulli gli spostamenti
assiali e trasversali

uéAB) (x3=0)=0

(24.149)
uéAB) (x3=0)=0

— in corrispondenza del nodo B dovra essere garantita la continuita degli
spostamenti e delle rotazioni:

(24.150)

— in corrispondenza del pendolo ad asse verticale, in C, andra garantita la
continuita degli spostamenti verticali:

— in corrispondenza del nodo D dovra essere garantita la continuita degli
spostamenti e delle rotazioni:

P (20 = 1) =P (20 =)

WP (25 = L) = PP (25 = 0)

#CD) (g5 = L) = $PB) (g3 = 0) (24.152)
uéCD) (w5 = L) = ugzD) (3 =H)

ugCD) (25 = ) uéID) (x3 = H)

#CD) (25 = L) = ¢UD) (x5 = H)

— in corrispondenza del bipendolo in E, inclinato dell’angolo «a, bisognera an-
nullare la rotazione, ed imporre che lo spostamento avvenga lungo la retta
ortogonale all’asse dei pendoli:

¢ PE) (23 =L)=0

ugDE) (

v = L) cos(a) = us”® (x5 = L)sin(a) (24.153)
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— in corrispondenza del nodo F' dovra essere garantita la continuita degli
spostamenti e delle rotazioni:

FB) (

|
S
w
—~
K
w
(e
=

ug x3=0)=—
u:()’FB) (25 = 0) = uéFG) (z3 = 0) (24.154)
PP (25 =0) = 9D (23 = 0)

— in corrispondenza della cerniera in G dovra essere garantita la continuita dei
soli spostamenti:

(24.155)

— in corrispondenza del nodo H dovra essere garantita la continuita degli
spostamenti e delle rotazioni:

WG (5 = L) = —ulD (23 = 0) (24.156)

¢ (25 = L) = o) (25 = 0)

— infine, in corrispondenza della cerniera in I dovra essere garantita la conti-
nuita dei soli spostamenti:

uéHI) (xz3=H)=wus ' (z3=0)

(24.157)
uf™ (25 = H) = uf™ (23 = 0)

Risolvendo il risultante sistema, si ottengono le costanti di integrazione.
Portando la rigidezza assiale EA ad infinito, si ottengono le linee elastiche:

Mz (1151 L2 + 922
U () = 2478 d

36E1L
(BC) M (1160L° + 1178 L%x3 — 45La3 + 1523)
Uy (@) = - 36E1L
oD M (2308L% — 198L%x3 + 1523
uS?) (w5) = — ( S6ETL ) (24.158)
(DE) M (212513 — 153L2%x3 4 63La3 + 923)
up (ws) = - 36E1L
(FB) M (5032L% — 3966L%x5 + 108La3 + 27x3)
Uy (@s) = 108E1L
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M (580L3 + 661L%x5 + 9La3 — 3x3)
18EIL
M (—2494L3 + 363L%x5 + 623)
36EIL
M (5032L3 + 1143L%x3 + 54La3 — 27x3)
108EIL
M (5810L3 + 495 L% x5 — 273)
108EIL

uy" (ws) = —

g™ (23) =

ug™ (23) =

ID
uy ) (a3) =
per gli spostamenti trasversali, e:

u™ (23) = u{®? (23) = 0

511IML?
uf™ () = uf” (03) =~

s 9ET
200 M L2
uf™ (23) = “ 9Bl (24.159)
(FG) G 1258 ML2
(1) () — QD) () 212BML

per gli spostamenti assiali. Ne segue la deformata di Figura 24.20.

—_—

G
)
7

A CE Q%
<X z D

Figura 24.20: Il diagramma degli spostamenti per il telaio di Figura 24.18, in
ipotesi H =2/3L, a =7/4, EA =0

Anche in questo caso, lo studio della deformata puo essere completato de-
terminando alcuni valori notevoli. La rotazione del nodo F, in corrispondenza
della coppia, puo esplicitarsi come:

661 ML

b = D= TF (24.160)
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mentre l'innalzamento della cerniera in G sara pari a:

1247 ML?
G

= 24.161

Yz 18 EI ( )
e la sua rotazione relativa sara :

1703 ML

Abg = —
9c 36 EI

(24.162)

Il pendolo in C' vedra uno spostamento relativo in senzo orizzontale pari a:

511 ML?

Ovviamente, infine, il bipendolo subira uno spostamento lungo la diagonale
inclinata di «, con componenti uguali (in quanto si ¢ assunto o = 7/4):

511.ML?
9 FEI

U2E = U3E = — (24.164)
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Capitolo 25

La linea elastica e le
strutture a telaio
iperstatiche

In questo Capitolo si estende il metodo della linea elastica alle strutture a telaio
iperstatiche, in cui non e possibile applicare il metodo della doppia integrazione,
risolvendo in via preventiva le equazioni di equilibrio. La procedura evolve
secondo i seguenti passi:

1. si esamina la struttura, e si identificano tutti i punti (d’ora in poi nodi)
in cui si abbia una discontinuita nello spostamento (assiale o trasversale),
nellla rotazione o nelle caratteristiche della sollecitazione interna.

2. Per ciascun tratto compreso tra due nodi (d’ora in poi elemento) si fissa
un sistema di riferimento con origine in uno dei due nodi, I’asse X3 diretto
secondo l’asse dell’elemento, ’asse X5 tale che la rotazione che porta Xs
in X3 sia antioraria e pari a 7/2.

3. Per il generico elemento ¢-mo, che connette il nodo iniziale I al nodo
finale J, si scrive I'’equazione differenziale del quarto ordine nello sposta-

1J . . . .
mento trasversale ug ) e I'equazione differenziale del second’ordine nello

spostamento assiale u:(f‘])

4. si scrivono le opportune condizioni ai limiti. In particolare, in ciascun
estremo si dovranno scrivere tre condizioni, in ciascun nodo interno che
connette due elementi (nodo semplice) si scrivono sei condizioni, in cia-
scun nodo che connette &k elementi (nodo di grado k) si scrivono 3(k+1)
condizioni

5. risolvendo le condizioni ai limiti, si ottengono gli spostamenti assiali e
trasversali di ciascun tratto, e quindi per derivazione si ottengono le ca-
ratteristiche
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6. ¢ spesso opportuno esaminare 'influenza delle deformazioni da sforzo as-
siale, ed a cio fare si puo facilmente ottenere il caso limite di strutture
assialmente rigide, portando la rigidezza assiale ad infinito. Cio permette
di semplificare le formule, e di stimare numericamente 'influenza degli
sforzi assiali. Ai telai a priori assialmente rigidi ¢ dedicato il prossima
capitolo.

Si avverte esplicitamente che i sistemi di equazioni algebriche cui si giunge ne-
gli esercizi di questa sezione hanno dimensioni tali da escludere una agevole
risoluzione manuale. D’altro canto, la capillare diffusione di software di alge-
bra simbolica ha ampliato enormemente le possibilita operative, ed ¢ quindi
sembrato opportuno inserire anche alcuni esempi piu complessi.

25.1 Un semplice telaio zoppo

Si consideri il semplice telaio di Figura 25.1, costituito da un traverso di luce L
soggetto ad un carico g uniformemente distribuito, ed un ritto di altezza H. A
sinistra il telaio e vincolato con un incastro, al piede si ha una cerniera.

C
| : |
1 1

Figura 25.1: Un semplice telaio zoppo

Si identificano subito tre nodi, e due elementi, sicche si definiscono le li-

nee elastiche ugAB) (z3) e uéAB) (z3), relativamente al traverso, e u(QBC) (

uéBC) (x3) relativamente al ritto, scegliendo le origini in A ed in B, rispettiva-
mente, e col sistema di assi locali definito in Figura 25.2.

x3) €
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Si potra scrivere, ipotizzando che le sezioni del ritto e del traverso siano
costanti:

EIS™" (25) = ¢
EAuD" (25) = 0 (25.1)
ETu$?)" (25) =0 |
EAuéBC)” (z3) =0
e quindi si ha:
uéAB) (z3) = ag + a173 + a2x3 + azzh + QCngf
ugAB) (z3) = by + byzs (25.2)

3

BC :
ué ) (x3) =co+cres + Q:pg + ez

U:(aBC) (3) = do + dyx3

——

Figura 25.2: T due sistemi di riferimento locale per il traverso ed il ritto

Si sono quindi introdotte 12 costanti di integrazione, che dovranno essere de-
finite attraverso 'imposizione di opportune condizioni ai limiti. Nella fattispecie,
si avra:

— in A lincastro detta I'annullarsi di spostamento assiale, spostamento
trasversale, e rotazione, ossia le tre equazioni di congruenza:

AB
us?(0) =

0
w1 0) =0 (25.3)
o7 (0) =0
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— in B si deve imporre la congruenza degli spostamenti, e ’equilibrio del
nodo. Per la congruenza, si potranno imporre le tre condizioni:

u$*(L) = —u$(0)
u$*P (L) = u$P9(0) (25.4)
pAB) (L) = ¢(P(0)

La prima impone che lo spostamento assiale del traverso sia uguale e con-
trario allo spostamento trasversale del ritto, mentre la seconda impone che lo
spostamento trasversale del traverso sia pari allo spostamento assiale del ritto.
L’ultima condizione impone l'uguaglianza delle rotazioni

Le condizioni di equilibrio possono leggersi dal diagramma delle forze di
Figura 25.3:

N Ths
_p(AB) _ (BC) _ A8
—tAB) L n(BE) —  (25.5)
Mag
—mAB) L y(BO) — Tac
— in C la cerniera detta 1’annul- MH—/
larsi di spostamento assiale e sposta- Nac

mento trasversale, mentre la rotazio-
ne ¢ libera, e quindi si annulla il mo-  Figura 25.3: 1l concio in B e le forze su

mento: di esso agenti
uPO(H) =0
WP (H) = 0 (25.6)
m P (H) =0

La soluzione del sistema di equazioni

Le dodici equazioni precedenti, utilizzando le soluzioni (25.2), divengono un
sistema algebrico lineare nelle dodici costanti di integrazione:

by =0

ag =0

a1 =0

bo +b1L = —co (25.7)
gL’

ap + a1 L + asL? + azL® + 54FT — do

ay + 2asL + 3asL? + % =C
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—FEAby +6FEIcg =0

6EIa3+qL+EAd1 =0
L2
a2+3a3L+L—62:0

4FE1
do+diH=0
co+crH+coH? +csH> =0
262 +663H =0

con soluzione:
apg = a1 = bo =0
qL? 72(EI)2HL + (EA)2H2L3(2H + L)+ 6FAEI (4H4 +8H3L + L4)

a9 =

8EI D
gL <3EAL3 (3EIL + EAH?(H + L)) 2)
AR TYol D N
qL* H (—24EIH + EAL®)
=Ty D
—qL? (EAH?® + 3EIL) (—24EIH + EAL?)
4T DET D
qL® EAH? (—24EIH + EAL?)
=SBl D
—qL® EAH (—24EIH + EAL?)
Yol D
- qL? H (AEIH — EAL?)
4 D
43H (3EIL+ EAH?*(H + L))
do = qL
2D
g = _qL43 (3EIL+ E2;17H2(H + L))

(25.8)
avendo posto:
D =36(EI)’HL+(EA)?H?L*(A4H+3L)+12EAET (H* + 3H?L + L") (25.9)

Ne segue, utilizzando le (25.2) lespressione degli spostamenti trasversali ed
assiali. Le caratteristiche della sollecitazione interna si ottengono invece tramite
derivazione successiva.

Se si vogliono trascurare le deformazioni assiali, occorre far tendere la rigi-
dezza assiale EA ad infinito, ottenendo:

LA (25) = q(L —x3)23 (3L(2H + L) — (4H 