Complementi 6 - Richiami di analisi

vettoriale

[Ultima revisione: 16 gennaio 2009]

Sia B un insieme aperto di R*. Una funzione ¢ che assegna ad ogni punto x € B uno scalare ¢(x) si dira' un
campo scalare su B. Analogamente, una funzione ¢ che assegna ad ogni punto x € B un vettore ¢(x) oppure un
tensore ¢(x) si dira' un campo vettoriale, o un campo tensoriale su B, rispettivamente. In questo notebook si
forniscono le definzioni di gradiente, divergenza, rotore e laplaciano per un campo vettoriale e per un campo
tensoriale. Si introduce poi l'operatore di incompatibilita’, che permette di esprimere le equazioni di compatibili-

ta' di de Saint-Venant in forma compatta.

Alcune definizioni

W I campi vettoriali

Sia w un campo vettoriale su B, e si supponga che u sia differenziabile nel punto x € B. Si definiscono le seg-

uenti quantita’:

a) il gradiente di u nel punto x e' pari a:

Oui
Vu (x) )i+ = X) = Ui, (X 1
(Vu (%)) 15 5%, (x) i,5 (%) (1)
0, esplicitamente:
ouy ouy ouy
Ox1 Ox, Ox3
_ Ouy, ou, Ouy,
Vau = ox1 Oxy Ox3 (2)
Ous Ous Ous

Ox1 0%, Ox3

b) la divergenza di u nel punto x €' uno scalare, fornito da:

divu (x) = tr Vu (x) (3)

ossia, indicialmente:

. _ _ 6u1 6112 6113
divu = uy,; = 9%, + 3%, + 5xs (4)

¢) il rotore di un campo vettoriale u nel punto x e' un ulteriore vettore, denotato curl u, e' definito come il doppio

del vettore assiale corrispondente alla parte antisimmetrica di Vu(x), ossia e' I'unico vettore per cui:

(Vu (x) -Vu (x)T) a= (curlu (x)) xa (5)
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per ogni vettore a.

Indicialmente si ha:

[curlu (x)]; = €14k Ux, 5§ (X) (6)

0, per esteso:

[curlu (x)]; = usz,2 (x) —uz,3 (X) (7)
[curlu (x)], = u,3 (x) —usz,1 (X) (8)
[curlu (x)]5 = uz,1 (xX) —u,2 (%) (9)
0 ancora:
Ous _ Ou,
Oxy Ox3
curlu = 32; - Sij (10)
Oup, _  Ou
Ox1 Ox,

m I campi tensoriali

Sia S un campo tensoriale su B, e si supponga che esso sia differenziabile in x € B, assieme al suo trasposto 7.
1.) La divergenza di S nel punto x, div S(x), e' definito come 1'unico vettore per cui:

[div S (x)] -a = div[sT (x) a] (11)

per ogni vettore a. Indicialmente si ha:

[div S (x)]; = Siy,§ (%) (12)

0, per esteso:

6511 + 6512 + 6813

[div s (x)]; = %, %, % (13)
. _ 6521 6522 6523
[div s (x)], = ox, + 5%, + 5% (14)
. _ 6531 6532 6833
[div S (%) ]5 = o + 5% + 5%t (15)
3s s as
Tt o T ons
aivs = | S B2 g (16)
3s s as
6);311 + 6x322 + @x333
2.) I rotore di S nel punto X, curl S(x), e'definito come 1'unico tensore per cui si abbia:
[rot S (x)] -a = rot[sT (x) a] (17)

per ogni vettore a. Indicialmente si ha:

[rot S (%) ]i5 = €ipk Sqk,p (X) (18)
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0, per esteso:

rotsS = € =€ + € - _
( )11 Lrk 9xp 123 "5%, 132 "5x, 0%, 0x5
oS oS oS o5s oS
(FOLS) 1z = €1p go= = €123 o+ €12 Fo = S - s (19)
P
rotsS = € —=" = —=2° 4 e - _
( )13 Lrk I9xp 123 "5%, 132 "5x, 0x, 05
rotsS = € =€ + € - _
( )21 2pk I9xp 213 "5x%, 231 "5x%, Ox5 o0x,
oS oS oS oS oS
(rotS),; = €2px aXZk = €213 6x213 + €231 6x231 = @;31 - @x213 (20)
P
rotsS = € —=" = —=2> 4 e - _
( )23 Zpk 0%y 213 Ox1 231 Ox3 Ox3 Ox1
rotsS = € =€ + € = -
( )31 3Pk Ixp 312 "5%, 321 5%, 0x, 0x,
(rotS)s3, = €3px 3% - €312 5%, + €321 5%, - ox.  ox (21)
P
rotsS = € — =€ —_ + € = -
( )33 3pk 5%y 312 3%y 321 5%, a%1 3%,
Matricialmente, €' quindi:
OSi1s _ O0S12  OSps _ OSzp  O9S33 _ OS3p
Oxo Ox3 00Xy Ox3 OXy Ox3
) ) ) ) ) )
rots = asxl; - ailf an231 - asxzf asle - an313 (22)
981, _ 0811 0S; _ 0S;  O9Ss,  9Ss
Ox1 0%, Ox1 Oxo Ox1 OXy

D1 = Table[O, {i, 1, 3}, {J, 1, 3}];

Do[
D1[[i, j]] = Sum[Signature[{i, p, k}] ulj, k, pl, {p, 1, 3}, {k, 1, 3}1,
{i+, 1, 3}, {3, 1, 3}]

D1

{{-ull, 2, 3] +ull, 3, 2],

-ul2, 2, 3] +ul2, 3, 2], -ul[3, 2, 3] +ul[3, 3, 2]},

{uf1, 1, 3] -u(1, 3, 11, ul2, 1, 3] -ul2, 3, 1], u[3, 1, 3] -u[3, 3, 1]},
{-ul1, 1, 2] +ul1, 2, 1],

-ul2, 1, 2] +ul2, 2, 1], -u(3, 1, 2] +ul[3, 2, 1]}}

m Il Laplaciano

Sia ¢ un campo scalare, e si supponga che il suo gradiente V¢(x) sia differenziabile nel punto x. II Laplaciano di

¢ in x si definisce come:

AP (x) = div Ve (x) (23)
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ossia, indicialmente:

2 2 2
Ap (%) = ¢4; (x) = 20, 00 00

24
ax? Ox3  0x3 (24)
Analogamente, il Laplaciano di un campo vettoriale u e' definito come un ulteriore vettore:
Au (x) = divVu (x) (25)
ed indicialmente:
[Au (%) ] = vy, 55 (%) (26)
€ per esteso:
d%u d%u d%u
[Au (x)], = - -+ = (27)
0 X7 0 X3 0 X3
8%u 8%u 8%u
[Au (x)], = S 2+ = (28)
oxg 0x5 ox3
8%u 8%u 8%u
[Au (x)]5 = o =+ - (29)
oxg 0x5 ox3
Infine, il laplaciano di un tensore S e' definito come I'unico tensore con la proprieta’:
[AS (x) ] a= A[S (x) a] (30)
per ogni vettore a. Indicialmente si ha:
[AS (%) 145 = Sij,xx (%) (31)
Alcuni risultati notevoli
= 1.div(curl $)" =0
Assegnato il rotore di S:
OS13 _ 081, 0S;3 _ 0S;;  OS33 _ OS3yp
0%, Ox3 Ox, Ox3 0%, Ox3
curl S = C?3511 _ %513 C?3521 _ %523 %531 _ C?3533 (32)
X3 X1 %3 X1 X3 X1
89S, _ 0881,  0S, _ 08S;  0Sy, _ OSiy
Ox1 Ox; Ox1 Ox, Ox1 Ox,
e' immediato dimostrare che la trasposta di questa matrice ha divergenza nulla: div (curl S)” = 0:
Sia infatti T = curl S, e si calcolino le tre componenti della divergenza di 77 :
o] X1 o] X2 o] X3 ( 33 )

6X1 OXZ 6X1 6X3 " 6X2 6X3 N 6X2 6X1 * 6X3 6X1 - 6X3 6X2 =0
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6T12 6T22 6T32

Dz = @Xl " @Xz " (3X3 B (34)
0S5 OS2 N 0Sx1 O0Szs 0Sz2 0S8z 0
@Xl (3X2 @Xl (3X3 @Xz @X3 @Xz @Xl @X3 @Xl @X3 @Xz
0Tz OTos 0T3s3
D3 = + =
@Xl @Xz @X3 (35)
@Xl GXZ @Xl (3X3 @Xz @X3 @Xz @Xl @X3 @Xl @X3 @Xz -
m 2.divcurl S = curldivS”
Assegnato il rotore di S:
0S13 _ 051 OSzs _ OSz;  0Ss3 _ OSsp
0%, Ox3 Ox, Ox3 0%, Ox3
as as as as as as
curl S = ox T oxi ox T on one T o (36)
881, _ OS11 8S,; _ O8Sa; 8Ss; _ OSs
Ox1 00Xy Ox1 Oxy Ox1 0%,
se ne calcoli la divergenza:
D. = OT11 OT12o N O0Ti3
7 8%, 0xy oxs (37)
0S13 OS2 0S;3 OS2 0S33  OSs3
Oxq1 00X, Oxq O0x3 Ox, 00Xy Ox, 0X3 Ox3 00X, Ox3 OX3
D, = 0T . 0Ty . OT;3
2- @Xl @Xz (3X3 - (38)
@Xl (3X3 @Xl GX]_ @Xz @X3 @Xz @Xl @X3 @X3 @X3 @Xl
@Xl @Xz @X3 (39)
@Xl (3X1 @Xl GXZ @Xz @Xl @Xz @Xz @X3 @Xl @X3 @Xz
D'altro canto, si calcoli la divergenza di S T ottenendo il vettore d = div S :
B 0S11 0S5q 0S31
dl - Oxl * OXZ * 6X3 (40)
_ (3512 (3522 6532
dz = 0x1 " 0%y " Ox3 (41)
_ 6513 6523 6533
ds = @Xl i @Xz i (3X3 (42)
Il rotore di d e' ora ottenibile come:
_ 0ds od,
(rOt d)l N 6X2 6X3 B (43)
08513 . 08523 . 0S33  09S12  0Sz;x  OSz
@Xl GXZ @Xz GXZ @X3 @Xz @Xl @X3 @Xz @X3 @X3 @X3
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_ 0d Ods
(rOt d>2 B @X3 - @Xl - (44)
0811 N 0S21 0Ss;1 9813 09Spx3  OSs3
Ox1 03 Oxy O0x3 Ox3 0x3 Ox1 0%, O0x, 0%, Ox3 0%,
(rot d)s = 8d, dds _
@Xl @Xz (45)
6X1 Oxl 6X2 Oxl 6X3 6X1 6X1 6X2 OXZ 6X2 6X3 6X2
ottenendo 1'uguaglianza:
divcurls = curldivs’ (46)

m 3. (curlcurl $)T = curl curl ST

Si vuol dimostrare ora che il rotore del rotore di S, ed il rotore del rotore di S” sono una la trasposta dell'altra. A

tal fine si calcoli il rotore del rotore di S, in base alla formula:

92 Sup
Ajy =curlcurl S = €iny €4pg m
ottenendo:
A - O%8;p 0’8, 0’83 6% S33
e @X3 @X3 @X3 @Xz @Xz @X3 @Xz @Xz
02851 02 S,3 02831 02533
A12 = - + + —
@X3 @X3 @X3 @Xl @Xz @X3 @Xz @Xl
A - 028, 8% S,, 023851 9% 385,
3= @X3 @Xz @X3 @Xl @Xz @Xz @Xz @Xl
02815 02813 0283, 02533
Apr = - + + -
@X3 @X3 @X3 @Xz @Xl @X3 @XZ @Xl
A= 80?811 0°S13 9”83 0% 3833
22 - @X3 @X3 @X3 @Xl @Xl @X3 @Xl @Xl
8511 8°S1, 8%S31 8% S3,
Agz = - + + -
@X3 @Xz @X3 @Xl @Xl @Xz @Xl @Xl
Ao 0?81, 0%°S13 %Sy 02355
3L @Xz @X3 @Xz @Xz @Xl @X3 @Xl @Xz
8511 8%5S13 8%Sm 02523
Mgz = - + + -
6X3 6X2 OXZ 6X1 Oxl 6X3 6X1 Oxl
o 0?s11 0%°S1, %Sy 0235,
337 6X2 6X2 6X2 6X1 6X1 6X2 6X1 6X1

ed analogamente, si calcoli il rotore del rotore della trasposta di S:

Biy = curl curl sT =

(47)

(54)

(55)

(56)

(57)
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Si ottiene quindi:

(curl curl 8)T = curl curl sT? (58)

Funzioni Mathematica

m Il rotore di un vettore

Il rotore di un vettore u si scrive:

[curlu (x)]; = €i4x Uk,5 (X) (59)

Il tensore di Ricci, in Mathematica, assume il ruolo di Signature[i,j,k], e, per semplicita', si indica con u[i,j] la
derivata di u; rispetto ad x;, sicche' la formula per il calcolo del rotore di un vettore puo' scriversi come:

Curlu = Table[0, {i, 1, 3}];

Do|[
Curlu[[i]] = Sum[Signature[{i, j, k}]u[k, 3], {3, 1, 3}, {k, 1, 3}],
{i, 1, 3}1]

Curlu // MatrixForm

-ul2, 3] +ul3, 2]
ul[l, 3] —u[3, 1]
-uf[l, 2] +ul2, 1]

m Il rotore di un tensore

11 rotore di un tensore S si scrive:

[rot S (x)]i5 = €ipk Sik,p (X) (60)

Per semplicita’, si indica con S[i,j,k] la derivata di Sj; rispetto ad x;, sicche' la formula per il calcolo del rotore di

un tensore puo' scriversi come:

CurlS:Table[O, {1, 1, 3}1 {Jl 11 3}];

Do|[

Curls[[i, j]] =
Sum[Signature[{i, p, k}] S[], k, r]l, {P, 1, 3}, {k, 1, 3}1,
{1, 1, 3}, {3, 1, 3}]

CurlS // MatrixForm

-s[1, 2, 3] +S[1, 3, 2] -S[2, 2, 3] +S[2, 3, 2] -S[3, 2, 3] +S[3, 3, 2]
s[i, 1, 3] -s[1, 3, 1] sS[2, 1, 3] -S[2, 3, 1] S[3, 1, 3] -S[3, 3, 1]
-s[1, 1, 2] +S[1, 2, 1] -S[2, 1, 2] +S[2, 2, 1] -S[3, 1, 2] +S[3, 2, 1]
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m Il rotore del rotore di un tensore

11 rotore del rotore di un tensore S si scrive:

97 Smp
Ajj=curlcurl S = E€im Ejpq B)

Xn OXg (61)

Per semplicita’, si indica con S[i,j,k,1] la derivata seconda di Sj; rispetto ad x; ed x;, sicche' la formula per il
calcolo del rotore di un tensore puo' scriversi come:

A = Table[O0, {i, 1, 3}, {]j, 1, 3}];

Do|[
A[[i, j]] = Sum[Signature[{i, m, n}] Signature[{], p, q}] S[m, p, n, q],
{m, 1, 3}, {n, 1, 3}, {p, 1, 3}, {q, 1, 3}1,
{1, 1, 3}, {3, 1, 3}1;

A

{{sl2, 2, 3, 31-5s[2, 3, 3, 2] -s[3, 2, 2, 3] +S[3, 3, 2, 2],
-s(2, 1, 3, 3] +s[2, 3, 3, 1] +S[3, 1, 2, 3] -S[3, 3, 2, 1],
s{2, 1, 3, 2] -s(2, 2, 3, 1] -s[3, 1, 2, 2] +S[3, 2, 2, 1]},
{-s(1, 2, 3, 3] +s[1, 3, 3, 2] +S[3, 2, 1, 3] -S[3, 3, 1, 2]
sfi, 1, 3, 3] -s[1, 3, 3, 1] -s[(3, 1, 1, 3] +s[3, 3,1, 1],
-s(1, 1, 3, 2] +s[1, 2, 3, 1] +s[3, 1,1, 2] -S[3, 2, 1, 1]},
{s(1, 2, 2, 3] -s[1, 3, 2, 2] -S[2, 2, 1, 3] +s[2, 3, 1, 2],
-s(1, 1, 2, 3] +98[1, 3, 2, 1] +s[2, 1, 1, 3]-S[2, 3, 1, 1],
sfi, 1, 2, 2] -s[1, 2, 2, 1] -s(2, 1,1, 2] +s[2, 2, 1, 1]}}

4

m Il rotore del rotore della trasposta di S

Il rotore del rotore della trasposta di S si scrive:

3% Spm

B;s = curl curl st = € €= -
1] imn Jpa @Xn @Xq

e quindi Mathematica fornisce subito:

B = Table[O0, {i, 1, 3}, {]j, 1, 3}];

Do|[
B[[i, j]] = Sum[Signature[{i, m, n}] Signature[{], p, q}] S[p, m, n, q],
{m, 1, 3}, {n, 1, 3}, {p, 1, 3}, {a, 1, 3}],
{1, 1, 3}, {3, 1, 3}]

m Verifica: (curl curl )T = curl curl ST

Deve essere:
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Simplify[Transpose[A] - B]

{{sl2, 3, 2, 31-5s[2, 3, 3, 2] -s[3, 2, 2, 3] +S[3, 2, 3, 2],

+S[21 31 ll 2} —5[2, 31 21 l}}r

+s([3, 2,1, 3]1-S[3, 2, 3, 1] -
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sf{i, 3,1, 3]-sI[1, 3, 3, 1] -s[3, 1,1, 3] +S[3, 1, 3, 1],

+S[3r ll ll 2} _5[31 ll 21 l}l

+s[2, 2,1, 3]1-8[2, 2, 3, 1] -
s(1, 2, 1, 2] -s(1, 2, 2, 1] -s[2, 1, 1, 2] +S[2, 1, 2, 1]}}
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S[i,j,1k], si ha AT

e poiche', per il teorema di Schwartz, S[i,j,k,1]



