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In  questo  notebook  si  richiamano  brevemente  alcune  definizioni  ed  alcune  proprieta'  di  algebra  tensoriale,

limitatamente ai sistemi di riferimento cartesiani. 

In generale, un tensore di ordine n e' definito da 3n  numeri, e descrive un fenomeno fisico restando invariante al

variare del sistema di riferimento. Tuttavia, si dedichera' particolare attenzione ai tensori di ordine zero (scalari),

uno (vettori), due, tre e quattro, in quanto piu' frequenti in analisi strutturale, e si forniscono alcune regole per la

loro manipolazione.

Scalari e vettori

Una  quantita'  scalare  non  e'  ovviamente  influenzata  da  un  cambio  di  riferimento,  e  quindi  gli  scalari  hanno

proprieta' tensoriali. Essi sono tensori di ordine zero, e sono definiti da 30  = 1 quantita'. Un esempio ovvio e' la

densita' di massa di un corpo B.

Si consideri ora un vettore x, che nel sistema di riferimento H0, X1, X2, X3L  abbia componenti:
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Un nuovo sistema di riferimento  H0, X1
' , X2

' , X3
' L  e' definito dai coseni direttori dei nuovi assi rispetto ai vecchi

assi, ossia dalla matrice:
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ed il vettore x, nel nuovo sistema di riferimento, ha componenti x' = Lx. Indicialmente si ha:

(3)xi
' = lij xj i, j = 1, 2, 3

Per  definizione,  tre  quantita'  che  si  trasformano  secondo questa  legge costituiscono  un  vettore,  o  un tensore  di

ordine uno.

Si notino le seguenti:

Prop.1  -  La  moltiplicazione  di  un  tensore  di  ordine  uno  per  un  tensore  di  ordine  zero  fornisce  un  tensore  di

ordine uno.

Prop.2 - La somma di due tensori di ordine uno e' un tensore di ordine uno.



Dim. - Se infatti x ed y sono due vettori, la somma x+y si trasforma secondo òa (3):

(4)xi
' + yi

' = lij xj + lij yj = lij Hxi + yiL i, j = 1, 2, 3

Tensori di ordine due e matrici

Def.1 - Nove quantita' wkm  , riferite ad un sistema di riferimento  H0, X1, X2, X3L , che si trasformano secondo le

leggi:

(5)wij
' = lik ljm wkm i, j, k, m = 1, 2, 3

quando riferite al nuovo sistema di riferimento  H0, X1
' , X2

' , X3
' L , costituiscono un tensore di ordine due.

Un esempio  immediato  di  tensore  di  ordine  due  si  ottiene  immediatamente  considerando il  prodotto  esterno  di

due tensori di ordine uno, ossia di due vettori x ed y. Per definizione si ha:

(6)Hx ⊗ yLij = wij = xi yj

e poiche' in un nuovo sistema di riferimento:

(7)Hx' ⊗ y'Lij = xi
' yj

' = lik ljm xk ym = lik ljm Hx ⊗ yLkm

si puo' concludere che il prodotto esterno di due tensori di ordine uno fornisce un tensore di ordine due.

L'importanza dei tensori di ordine due in scienza delle costruzioni e' evidente: il tensore delle tensioni, il tensore

delle deformazioni, il tensore dei momenti di inerzia, sono solo alcuni tra gli esempi piu' usuali.

à Tensori e matrici

Una matrice quadrata di ordine tre e' una tabella ordinata in righe e colonne, in cui trovano posto nove quantita'

scalari.  Un tensore di ordine due puo' essere rappresentato  da una simile  tabella,  ma le sue componenti devono

anche obbedire alla legge (5) di trasformazione. Quindi, non ogni matrice quadrata e' la rappresentazione matri-

ciale di un tensore. 

à Il d di Kroneker

Si considerino le nove quantita' cosi' definite:

(8)δij = 1

se i = j, e

(9)δij = 0

se i ∫ j.

Per  dimostrare  che  esse  costituiscono  un  tensore,  si  consideri  che  nel  nuovo  sistema  di  riferimento  le  nove

quantita'  trasformate  dij
'  dovranno  essere  comunque  pari  ad  uno  se  gli  indici  sono  uguali,  e  a  zero  altrimenti.

D'altro canto si ha:
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(10)δij
' = lik ljm δkm = lik ljk

e poiche' la matrice L e' ortogonale, si ha:

(11)δij
' = δij

Le nove quantita' dij  costituiscono quindi un tensore del secondo ordine, detto tensore di Kroneker, o tensore di

sostituzione.

à Gli invarianti tensoriali

Assegnato un tensore T di ordine due, si puo' dimostrare che esistono tre quantita' che non variano al variare del

sistema di riferimento, e che pertanto vengono denotati invarianti tensoriali. Si ha allora:

(12)TH1L = Tii = Tii
'

(13)TH2L = Tij Tji = Tij
'  Tji

'

(14)TH3L = Tij Tjk Tki = Tij
'  Tjk

'  Tki
'

La (12) puo' dimostrarsi a partire dalla legge di trasformazione tensoriale:

(15)Tij
' = lik ljm Tkm i, j, k, m = 1, 2, 3

ponendo i = j,e quindi forzando la somma su i: 

(16)Tii
' = lik lim Tkm

Ora, per l'ortogonalita' della matrice L dei coseni direttori si ha lik lim= dkm , e quindi:

(17)Tii
' = δkm Tkm = Tkk

Analogamente, la (13) puo' dimostrarsi come segue:

(18)
Tij
'  Tji

' = Hlik ljl TklL Hljm lin TmnL =

lik ljl ljm lin Tkl Tmn = δkn δlm Tkl Tmn = Tnm Tmn

e la (14):

(19)
Tij
'  Tjk

'  Tki = Hlim ljn TmnL Hljr lks TrsL Hlkt lip TtpL =

lim ljn ljr lks lkt lip Tmn Trs Ttp = δmp δnr δst Tmn Trs Ttp = Tmn Tns Tsm

Nota - Qualsiasi combinazione dei tre invarianti appena definiti e' ancora invariante. Ad esempio, in analisi della

tensione  si  incontrano  gli  invarianti  lineari,  quadratici  e  cubici,  correlati  agli  invarianti  tensoriali  attraverso  le

relazioni: 

(20)

TH1L = σii = I1 σ

TH2L = σij σji = I1 σ
2 − 2 I2 σ

TH3L = σij σjk σki = I1 σ
3 − 3 I1 σ I2 σ + 3 I3 σ
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Tensori di ordine tre e quattro

Def.  - Un insieme di 33 = 27 quantita' wrst  ,  riferite ad un sistema di riferimento  H0, X1, X2, X3L ,  che si trasfor-

mano secondo le leggi:

(21)wijk
' = lir ljs lkt wrst i, j, k, r, s, t = 1, 2, 3

quando riferite al nuovo sistema di riferimento  H0, X1
' , X2

' , X3
' L , costituiscono un tensore di ordine tre.

A somiglianza di quanto detto per i tensori di ordine due, il prodotto esterno di tre vettori fornisce un tensore di

ordine tre

à Il tensore di Ricci

Si considerino ora le 27 quantita' eijk  definite da:

(22)εijk = 0

quando due o tre indici sono uguali,

(23)εijk = 1

quando i tre indici sono diversi tra loro, e si susseguono in ordine ciclico i Ø j Ø k Ø i,

(24)εijk = −1

quando i tre indici sono diversi tra loro, e non si susseguono in ordine ciclico. Il determinante di una matrice A

puo' scriversi, usando tali quantita', come eijk a1 i a2 j a3 k .

Per dimostrare il carattere di tensorialita' di queste ventisette quantita' occorre provare che:

(25)εijk
' = lir ljs lkt εrst i, j, k, r, s, t = 1, 2, 3

Svolgendo i prodotti si puo' controllare che eijk
' = eijk , ossia che anche il tensore di Ricci resta invariante al variare

del sistema di riferimento.

Def. - Un insieme di 34 = 81 quantita' Cmnpq  , riferite ad un sistema di riferimento  H0, X1, X2, X3L , che si trasfor-

mano secondo le leggi:

(26)Cijkl
' = lim ljn lkp llq Cmnpq i, j, k, l, m, n, p, q = 1, 2, 3

quando riferite al nuovo sistema di riferimento  H0, X1
' , X2

' , X3
' L , costituiscono un tensore di ordine quattro.

A somiglianza di quanto detto per i tensori di ordine due, il prodotto esterno di quattro vettori fornisce un tensore

di ordine quattro, ed anche il prodotto esterno di due tensori di ordine due porta ad untensore di ordine quattro.

Siano infatti aij  e bij  due tensori di ordine due, e si definisca il prodotto esterno come:

(27)Cijhk = HA ⊗ BLijhk = aij bhk

A seguito di un cambio del sistema di riferimento, 
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(28)Cijhk
' = aij

'  bhk
' = lim ljn amn lhr lks brs = lim ljn lhr lks Cmnrs

dimostrando la tensorialita' delle 81 quantita' (18).

Un esempio classico di  tensore di ordine quattro in scienza delle  costruzioni e' costituito  dalle 81 costanti elas-

tiche di Hooke. 

Operazioni sui tensori: contrazioni e regole del quoziente

L'operazione  di  contrazione  consiste  nel  porre,  in  una  formula,   due  indici  uguali  l'uno  all'altro,  cosi'  forzando

implicitamente la somma su di essi. In tal modo l'ordine del tensore si abbassa di due. Ad esempio, considerando

un tensore di ordine due, Tij , contrarre i due indici significa porre i = j, ottenenendo lo scalare Tii . 

Considerando invece il tensore di ordine tre Aij vk , prodotto di un tensore di ordine due per un vettore, si possono

contrare  gli  indici  i  e  j,  ottenendo  Aii vk ,  ossia  il  prodotto  tra  uno  scalare  ed  il  vettore  v,  oppure  si  possono

contrarre  j  e  k,  ottenendo  Aij v j ,  che  non  e'  altro  che  l'usuale  prodotto  matriciale  tra  A  e  v.  Infine,  si  possono

contrarre gli indici i e k, giungendo al vettore Aij vi , che puo' identificarsi con il prodotto tra AT  e v. 

Considerando,  come  ultimo  esempio,  il  tensore  di  ordine  quattro  Aij Bhk ,  prodotto  di  due  tensori  di  ordine

quattro,  e'  facile  verificare  che  possono  ottenersi,  tramite  contrazione,  i  seguenti  tensori  di  ordine  due:  Aij Bki ,

Aij Bik , Aij Bkj ed infine Aij B jk , e che queste quattro operazioni sono equavalenti ai prodotti matriciali BA, AT  B ,

ABT  ed AB.

Si consideri ora di dover verificare se un insieme di nove quantita' aij abbiano, o meno, carattere di tensorialita'.

A  tal  fine,  la  regola  del  quoziente  stabilisce  che  occorre  considerare  un  arbitrario  vettore  xi ,  e  verificare  se  il

prodotto aij x j  e' o meno un vettore. Se la risposta e' affermativa, allora le aij  hanno carattere di tensorialita'.

Per dimostrare la validita' di tale regola, si consideri una rotazione del sistema di riferimento, per cui:

(29)aij
'  xj

' = ξi
' = lik ξk = lik akm xm

Ma xm = lnm  xn
'  e quindi:

(30)aij
'  xj

' = lik lnm akm xn
'

da cui:

(31)Hain
' − lik lnm akmL xn

' = 0

e data l'arbitrarieta' del vettore x, si ottiene che A deve variare secondo la legge dei tensori del secondo ordine.

La regola del quoziente non e' ovviamente limitata a questo caso di oridne due. Ad esempio, e' possibile dimos-

trare la tensorialita' delle 81 costanti elastiche partendo dalla legge di Hooke:

(32)σij = Cijhk ehk

ed osservare che sia le deformazioni sono esprimibili come tensori di ordine due. 
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