6 - Il principio del lavori virtuali ed
Il procedimento di Lagrange

[A.a. 2013 - 2014 : ultima revisione 20 ottobre 2013]

In questa applicazione si utilizza il principio davori virtuali per il calcolo di una singola réaze su una
struttura isostatica. Il metodo, noto come procedito di Lagrange, si articola nelle seguente fasi:

1) Sia S una struttura isostatica, soggetta a m@iati carichi, e sigR; una generica reazione vincolare,
corrispondente ad un vincolg. Si elimini il vincoloV;, rendendo quindi la struttura una volta labile

2) si traccia la deformata della struttura lab#esi scrive il lavoro (virtuale) delle forze e @delleazione
causato da questo cinematismo

3) si impone la condizione di equilibrio, annulland lavoro calcolato al passo 2), e quindi ricadaril
valore della reazione incognita.

Del tutto analogo €' il procedimento per il calcaliouna caratteristica della sollecitazione inteimaina
sezionex della struttura:

1) Sia S una struttura isostatica, soggetta a méateti carichi, e si& una generica sezione in cui si voglia
conoscere una caratteristica della sollecitazioterma. Si operi una sconnessionejrsecondo il seguente
schema:

1a) se si ricerca il momento flettente, si intragluca sconnessione di rotazione relativa, la seziativiene
una cerniera, soggetta al momento flettente M initog

1b) se si ricerca lo sforzo normale, si introduna sconnessione di scorrimento assiale relativeedamnex
diviene un bipendolo ad asse ortogonale all'asé tave, soggetto allo sforzo normale N

1c) se si ricerca lo sforzo di taglio, si introdugea sconnessione di scorrimento trasversale valala
sezioneX diviene un bipendolo ad asse parallelo all'asfia ttave, soggetto allo sforzo di taglio T

2) si traccia la deformata della struttura labdesi scrive il lavoro (virtuale) delle forze e @detlaratteristica,
causato da questo cinematismo

3) si impone la condizione di equilibrio, annullanid lavoro calcolato al passo 2), e quindi ricadaril
valore della caratteristica incognita

E' evidente che il procedimento di Lagrange e'agit’' conveniente quanto piu' e' semplice traeciar
relativo cinematismo.

Il procedimento di Lagrange per il calcolo di unareazione

Si inizia con un esempio banale, su una trave adsala campata ad asse rettilineo:

Esempio 1

Si consideri la trave a mensola, di luce L, soggatt una forza in mezzeria, ad una forza nelliestiéero,
e ad una coppia concentrata nell'estremo liberovdgjlia conoscere il valore della coppia reattiva
dell'incastro.
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Figura 1 - Una trave a mensola

Rimuovendo il vincolo rotazionale in A, l'incastso riduce ad un appoggio, caricato dalla coppidtivea
7, 1l cui valore dovra' essere calcolato attravéasscrittura del principio dei lavori virtuali. Ac fare, si
osservi che la struttura e' divenuta una voltddaled e' possibile tracciarne un cinematismo:

F1 F2

Figura 2 - Lo schema per il calcolo della coppgttiea dell'incastro

Il principio dei lavori virtuali esprime la condaie di equilibrio della struttura, imponendo che sillla la
parte del primo ordine del lavoro svolto da forzeazioni:

Ly = Zpnp+ Fovi+ Fovo+r 220 =0 (1)
Si devono ora esprimere le quantita' cinematichéunzione di una singola coordinata lagrangiana, ad
esempio I'angol@. Dovra' allora essere:

L
Vi = — _
L= 5 (2)
V2:—¢L

dove il segno negativo si giustifica in quanto #&zmni positive (antiorarie) corrispondono spostatn
negativi (verso l'alto). Si noti che il principieidlavori virtuali impone la scrittura delle (2)I, @osto delle
corrispondenti relazioni trigonometriche:

A" *lan Cb —
1 ()

(3)
v, = -Tan (¢) L
in quanto si deve annullare solo la parte del prordine dello spostamento (atto di moto). La (Miatie

allora:

L
Lv:%rA¢—F1§¢—F2L¢+%¢:O (4)
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ed attesa I' arbitrarieta’ dj si potra’ dedurre il valore della coppia reattiva

L
%rA:F]_?*’FZL*%:O (5)

m Esempio?2

Si consideri ora la trave a tre luci di Figura 8yiamente isostatica, e si voglia calcolare la i@z dell'ap-
poggio in B. Rimuovendo I'appoggio stesso, e sasiidolo con la reazione incognRg, la struttura diviene
una volta labile, il centr€; del primo tratto e' situato in corrispondenza'dpfioggio in A, il centro relativo
Cy, €' situato nella cerniera, ed infine il centroohs® C, del secondo tratto si situa nell'appoggio in D.

IHHHHHHHHHHIQ

A B C. D

L, L, Ls
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——
<

Figura 3 - Una trave a tre appoggi e cerniera

E' allora possibile tracciare una deformata, suceltolare il lavoro virtuale del carico distribwie della
reazioneRg. Si ha:

IHHHHHHHHHHIq
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Figura 4 - Lo schema per il calcolo della reazide#appoggio in B

Ly+Lo+L3
Ly = ReVg+ qJ vdxz =0 (6)
0

Nel caso in esame, e' possibile ricavare dallargigu

vg=-L1¢
7
Ve = - (L1 +L2) ¢ (7)
1+Lo+Lg 1 ) 1
f Vvdxg =- — (Li+L2)°¢ - — (Li+L2) L3¢ (8)
0 2 2
e quindi :
1 5 1
RBL1+qE(L1+L2> +E(L1+L2>L3:O (9)
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dacui:

1 (Li+Ly?% 1 L3
Re=- - — "~ (L1+Lp) = (10)
2q L 2(1+ 2) L

m Verifica

Utilizzando le equazioni cardinali della staticaychnno scriversi le quattro condizioni di equildor

RA+RB+ Tc+ q (L1+L2) =0

(Ly +Lp)?2
-RelL;-Tc (L1 +L2) - —— =0
2 (11)
*TC+ RD+qL3 = O
qL3
7Tc|_3+ :0

dalla quarta puo' ricavarsi il taglio in C, chet#ago nella seconda fornisce la (10).

m Esempio3

Si vuole ora calcolare la reazione del pendolo EFasco di Figura 5. Si tratta di un arco paraboldi luce
L e freccia f, incernierato alle imposte e divigdtie tratti dalla presenza di due cerniere postestanzal ,
edL, + L, dalla cerniera di sinistra. Il pendolo EF insisté secondo tratto, ed €' inclinato di una angolo
rispetto all'orizzontale. La struttura e' soggeitaun carico verticale uniformemente distribuitotstia la
luce, di intensita’ g. La curva dell'arco e' quiddscritta dalla funzione parabolica:

f
g(z):4L—22(L72) (12)

Lyyvyyvvyvvyvvyvvvvvyy| E
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Figura 5 - Un arco a 4 cerniere e pendolo esterno

La struttura €' isostatica, in quanto possono ecsivnove equazioni di equilibrio nelle nove incibgn
(cinque reazioni esterne, due tagli e due sforzmadi nelle due cerniere interne), sicche' la reaeidel
pendolo puo' calcolarsi applicando il procedimatitbagrange: si rimuove il pendolo, sostituendceaso la
reazione incognitdr, si traccia il cinematismo per la struttura labilesi' ottenuta, e si annulla il lavoro

virtuale del carico e della reazioRg.
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Il tracciamento della defor mata

La ricerca dei centri di rotazione non presentaralgroblema: il centro di rotazione assol@pdel primo
tratto eCs del terzo tratto sono situati nelle cerniere A eriBpettivamente, i due centri relati@, e Cy;
sono individuati nelle due cerniere interne B en@ntre il centro di rotazione assoluis €' individuabile
intersecando la retta che congiur@ee Cy, con la retta che congiung®s e Cs.

¢2

Figura 6 - Le deformate per l'arco a 4 cerniere

La rettaa che passa peC; e C;, €' identificabile analiticamente come la retta @assa per i punti di
coordinate (0,0) ef.,, g(L1)) , € quindi avra' equazione:

g (L)
Ya (Z) = z (13)
L1
mentre la rettd che passa per i purihb; e C3 €' identificabile analiticamente come la retta passa per i

punti di coordinatél; + Lo, g(L; + L)) ed(L,0) , e quindi avra' equazione:

g (L1 +L2)
Yo (Z) = ——— (L-2) (14)
L3
Infine, le coordinate del centro di rotazione agtnC, si ottengono intersecando le redte b, e quindi puo’

scriversi:

((Lg (Ly+Lp) -L1-Ly)
ZQ:L]_ (15)
Lsg (L1) +L1g (L1 +L2)

y 9('—1)Z g (L) ((Lg (Ly+L2) -L1-Ly) (16)
= = 1
“ L1 < Lzg (L1) +L1g (L1 +Lp)

Nota - Si ricorda che la retta passante per i puntbdrdinate(z, y;) € (2, Y») €' esprimibile come:

Y2-Y1 ZY1-21Y2
Z+ (17)
Zy -1 Z -7

y (z) =
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mentre |' intersezione | tra le due rette di eqpraz

Ya (Z) = My Z +Ng (18)
Yb (Z) = MhZ + Ny
ha coordinate
Np — Na
Z| =
m - My
fp - Mg (19)
Yi = My + Ng
m - M

Si traccia ora il diagramma delle componenti veitidi spostamento, partendo dalla cerniera dssiaj ed
assegnando al primo tratto una rotazione arbitrdiriampiezzag, positiva se antioraria. Lo spostamento
verticale della cerniera in B sara’ quindi pari¢al-;, € la conoscenza di tale spostamento permetiacitia-
mento della deformata del secondo tratto, in quaitoonosce il punto di nullo, sulla verticale p&y.
L'angolog, di cui ruota il secondo tratto e' pari allora a:

L
¢1 = *Cbil (20)
ZCQ—L]_

Lo spostamento verticale della cerniera in C e€atabile come:

L1 +L, Ly L1 +Lo
Vc= - ¢1 =09 (21)
Zc, Zc, - Ly Zc,
e quindi I' angola, di cui ruota il terzo tratto e' pari a:

Ve Li+Ly L1 L1 +Lo
$r= — = - ¢ - —— % (22)
L3 Ls Zc, L3 (Z(_‘,Z - L1) Zc,

Il diagramma delle componenti orizzontali di spasato puo' tracciarsi analogamente: il primo tratiota
dell'angolog, provocando uno spostamento orizzontale versetsiniella cerniera B pari a:

W= -¢g (L1) (23)
Il diagramma relativo al secondo tratto puo' trargiidalla conoscenza di questo valore, e dall@asmenza
dell'ordinata del centri€,, dove 0o spostamento si annulla. Si otterra'retta inclinata dell'angolg,, che

permettera’ anche di leggere lo spostamento otalodella cerniera in C. Si puo' quindi traccianehe la
deformata relativa al terzo tratto, congiungende talore con il punto di nullo in D, ed ottenenda retta
inclinata dell'angol@s.

m Lascritturadel lavoro virtuale

Sewg e Vg indicano gli spostamenti orizzontali e verticadl gunto di applicazione del pendolo, si avra':

L
L\,:qu(z)dlz+prvE+szwE:O (24)
0

dove:
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Ry = Ry Sin (a)
Roz = Ry Cos (a)

Dalla Figura 6 si evince:

fv (z) dz =
0

(26)
1 1 1 1
§L1VB+ E (Zoszl) VB + E (L2+L17202) Vg + E L3 vc
ossia, in funzione dell' angolo arbitratio
fv (z) dz =
0
(27)

1, 1 1 Ly Ly +L2
- —Li¢- = (z¢g,-L1) L1+ — (L-2¢) ¢ — ——
2 2 2 Ls (zc, -L1) zg

Per quanto concerne invece le componenti di spestindel punto di applicazione del pendolo, sigotr
scrivere:

L1

1
©

VE= -¢1 (Zg, - ZE) (Zc, - Zg) (28)

Zoszl

L1
¢

We = -¢1 (Y, - YE) (Y, - YE) (29)

Zc, - Ly
Ne segue, dalla (24) :

L 1 L2 1 Lo 1 L L, Ly +Lo
= - — - — (Z¢, - + — -Z _— | +
v={( 2 2(9 1) L1 2( G) Ls (26 -L) 20,
(30)
L]_ Ll
Roy (Zc, - Zg) + Ry (Yo, -Ye) =0
ZCA —Ll Zq —I—l
ossia ancora :
1 1 1 L Ly +L
q|- —Li- = (zg,-L1) L1+ — (L-2¢) i e
2 2 2 Ls (z¢ -L1) zg
L L (31)
1 1
Rpz; Tan (a) (Zc, - Zg) +Roz (Yo, -Ye) =0
Zc, - L1 Zc, - L1
da cui subito la componente orizzontale della ezt
q Zc, - L1
Re =
2 (Tan (a) (zc, -Zg) + (Yg, - YE))
(32)
L L1 +Lo
Zc, - ( 7ZC2)
Lj (ZCQ —Ll) Zc,
ed infine :

Ro = Ry + Rz (%)
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= Un esempio numerico

Si consideri ora un arco con luce di 20 metri edi@ 5 metri, ipotizzando che le cerniere interraesiano
situate a 6 metri ed a 12 metri dall'imposta dissia. || pendolo agisca invece all'imposta di i@, e sia
inclinato di un angole = /5.

f=6,|_=20, |_1=6; L2=6; L3=8;ZE=7;G=71'/5;q=1;

f
g[z_]:=4 —2z (L-2)
LZ

(LglLs+L2]-Ly-L>)
Zc = N[Ll ]
LaglL:i] +L1 gLy +L5]
8. 26923
gLl
Yc = Zc
Ly
6. 94615
q Zc-L4 Ly +Ls
Roz = — Zc- (L-2¢) —88
2 (Tan[a] (Zc-2Ze) + (Yc-9[Ze])) Lz (zc-L1) zc
3. 45407

Ryy = Rpz Tan[a]
2.50953

Ro = VRSy*‘RrZJz

4.26946

m Esempion 4

Si considera ora lo stesso arco parabolico dettipgeprecedente, ma vincolato a sinistra con upetolo
a piano di scorrimento normale alla curva dell'agseltre, esso e' caricato da una forza F conatmnin
corrispondenza della seconda cerniera, e da urgscopncentrata M agente sul terzo tratto.
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Figura 7 - Arco parabolico con bipendolo, tre ceraie pendolo esterno

Eliminato il pendolo EF, la struttura diviene laie si deve tracciare il relativo cinematismojyrtiando i
centri e tracciando le relative deformate.

La presenza del bipendolo fissa il centro di ratagiC; nel punto improprio della retta tangente all'asse
A, ossia lungo la retta:

yi(2) =4 -2 (34)

mentre i centriCy,, Co3 € C3 sono immediatamente situabili in corrispondenziedrerniere in B, C e D. Ne
segue che il centro di rotazione assoldsodeve trovarsi sull'intersezione della redtparallela alla (34), e
passante per B, e la religpassante per C e D. La redtavra’ equazione:

4f 4f
Ya (Z) = yB+ (Z*ZB)TZQ(L1)+(Z*L1)T (395)

mentre la rettd avra' equazione fornita dalla (14):

g (L; +Ly)
yb (z) = 20 (L z) (36)
L3

Nota - Si ricorda che una retta, passante per un pdintmordinate(x;, y;) e parallela alla retta di
equazione y(xX) = m x + n, avra' equazione:

Yy -Y1= mM(X-Xy) (37)
L' intersezione fornisce le coordinate del ceiso

, _LPollirlo] v (CLglla] +4f L) Lo (38)
@ Lglly+Ly] +4f La

glli+Lz] (Lg[Li] +4f (L-Ly1))

_ 39
ye Lglly+Lp) +4f Lg (39)
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®2

Figura 8 - Il cinematismo per l'arco parabolico tgmendolo, tre cerniere e pendolo esterno

Si inizia ad imporre una componente verticale eabifi6 allo spostamento del bipendolo, assumendo quindi
6 come coordinata lagrangiana. Il punti del trat&ubiscono lo stesso abbassamento, sicche' iladraga
prosegue costante finoG,. Per tracciare la deformata del secondo trattstaly@oi connettere questo valore
con il punto di nullo in corrispondenza@j, e proseguendo fino@ys. Il tratto 1l ruota quindi di un angolo:

o
$pr= —— (40)
Zc, - L,
e quindi lo spostamento verticale della cerniel gari a :
(L1 +L2 - 2c,)
Ve= ¢1 (L1+Lo-2¢) = 6 ——— (41)
Zc, - L,y

Infine, il diagramma delle componenti verticali ghostamento lungo il terzo tratto non presentacditg’,
dovendosi semplicemente congiungere I'abbassanes; con il valore nullo in corrispondenza @s. Il
tratto Il quindi ruota di un angolo:

V¢ o (L1+L272(*4)
¢pp= —= — —— - = (42)
Lj Ls Zc, - Ly
Per tracciare i diagrammi delle componenti orizabriti spostamento, si parte dal tratto Ill, cheteudig,.

Ne segue che lo spostamento orizzontale dellagraril e’ pari a:

We= ¢29 (L1 +Lz) (43)
Da qui in poi, si puo' tracciare la retta che geirggzero in corrispondenza yhi,, fermo restando che tale
diagramma ha significato solo fino alla chiave 'deto. Infine, la parte di sinistra ruota dell'alogyg;,
permettendo il tracciamento del primo tratto digdéanma , dayc, ag[Li], per poi proseguire costante, in
qguanto il tratto | non ruota.

Lascritturadel lavoro virtuale

Sewe e Vg indicano gli spostamenti orizzontali e verticadl gunto di applicazione del pendolo, si avra':

Ly = Fvc+ %d)Z‘*'prVE"'RpZ\NE:O (44)
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dove:

Ry = Ro Sin (o)

45
Rez = Ry C0s (a) (45)
Dalla Figura 8 si evince:
o
VE= -¢1 (Zg, - Zg) = (Zc, - Zg) (46)
Zc, -Lq
o
We = -¢1 (Y, - YE) = (Yc, - YE) (47)
Zc, -L1
e quindi, utilizzando le (41-42):
Li+Ly-2 6 (Li+Ly-2z
LV_F6(1+2LCZ>+ L_(1+2Lg)+
Zc - Zc, -
c L1 3 c L1 (48)
o o
Roy (Zc, - Zg) + Ry (Yo, -Ye) =0
Zc, -Lq (o -Lq

ossia ancora:

/A
Ly = F(Li+Ly, -2 + — (L1+Ly -2 +
v (L1 +L2-2¢,) L3(1 2 - Zg,) (49)

Rpz Tan (a) (zc, -Zg) +Roz (Yo, -YE) =0
da cui subito la componente orizzontale della ezt

" (L1 +L2 -2g)
sz—[F+ —_—

LsJ (Tan (a) (zg, -Ze) + (Y, ~YE))

(50)

ed infine :

Ro = erJy + erJz
= Un esempio numerico

= Calcolo

Esempion .5

Si consideri il portale zoppo di Figura 9, incerate a sinistra e con carrello a destra, soggettona forza
verticale F agente a distankzadalla cerniera a sinistra, e ad una forza orizzemt; agente in sommita’ del
ritto di sinistra. Si voglia la reazione del caloali destra.
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H,
Hy
i; C ——
—— A
_\~
l Ly i L2 i
t t t

Figura 9 - Un portale zoppo

La struttura e' manifestamente isostatica, ed eéindo il carrello in C essa si trasforma in unatstra
labile, il cui cinematismo puo' essere disegnatae Figura 10.

$H F oH
L . l 1
H  \¢1
of ™ c
l Re
- A
O~
. L . Lo .
t + *

Figura 10 - Il cinematismo per il portale zoppd-@jura 9

La scrittura del lavoro virtuale risulta immediata:

L= -FolLi-Rc¢ (L1+L2) -FroH =0 (52)
da cui subito la reazione del carrello :

L1 Hy

Re= -F 1
L1+L2 L1+L2

(53)
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Il procedimento di Lagrange per il calcolo di unac.s.i.

Si illustrano ora alcuni esempi di applicazione dwltodo di Lagrange per il calcolo di una caradtera
della sollecitazione interna.

m Esempion. 6

Come primo, immediato esempio, si consideri ladrdvFigura 11, incastrata a sinistra, appoggiataestra,
e con cerniera intermedia a distatizadall'incastro. Si voglia calcolare il momento tigtte nella generica
sezione S appartenente alla semiluce di sinistta tlave, ossia posta a distanza z dall'incastnz < L;.

F
SA s
\ | I
g 1 ~
S
z |
1
| L |
1 1

Figura 11 - Una semplice trave con incastro ed ggioo e cerniera intermedia

Secondo la procedura sopra illustrata, si inserist® cerniera in S, insieme al momento flettdvitgz)
incognito, e si traccia un possibile cinematismiedésultante struttura labile:

=L (s '
S N

e

Figura 12 - Il cinematismo della trave di Figura 11

La scrittura del principio dei lavori virtuali ehmediata :

Lv:—M¢—F¢(L1—Z>:O (54)

da cui:

M(z) = - F (L1-2) (55)
Si noti che quando la sezione S coincide con l&osezdi incastro, si ottiene M(0) =F L;, mentre in
corrispondenza della forza si ritrova un momenttbon®i puo' quindi tracciare il diagramma del monee
per l'intera semiluce di sinistra.

Esercizio - Determinare il taglio nella stessa sezione S
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Esercizio - Verificare che il momento sulla semiluce di das’ identicamente nullo

Esempion. 7 -

Si voglia ora conoscere il diagramma del taglio lpeirave appoggiata con sbalzo di Figura 13, stagel
un carico uniformemente distribuito su tutta lagud far cio’, si scelga una sezione all'ascisseeiea z <
L1, e siintroduca in z un bipendolo ad asse vegjdakieme alla forza di taglio T(z)

Ly vy v v v v v v v v vy vy Jd

A S B

—— ——
—
[u

——
——

Figura 13 - Una trave appoggiata con sbalzo

La risultante struttura presenta una labilita’, usd suo possibile cinematismo €' disegnato in Fiduta
assegnata una rotazione di ampiezza arbitgaghprimo tratto, la faccia di sinistra del bipefalsi alzera'
della quantitag z. Il secondo tratto sara' anch'esso ruotato défisso angolg, e quindi la faccia di destra
del bipendolo si abbasseraydiL; — 2).

Ly vy v v v v v vvov vy oy |d

A ||O|$T(z) B

el
/K} /\/‘
| Ly | L2 |
! ! !
| z |
1 I

Figura 14 - Il cinematismo della trave di Figura 13

La scrittura del principio dei lavori virtuali ngresenta difficolta’ :
Lv=-T(z)¢z -T(z)¢ (L1-2)+
4 Ly Ly+Ls (56)
qu(z)dlz+qu(z)d12+J qv (z)dz =0
0 z L,

e semplificando :
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LV:

z 1 1+la
—T(Z)¢L1+QJV(§)d1§+QJLV(Q’)Cﬂ§’+qr vV (£)dg=0
0 z Ly

Lv=-T(z)oL1 -9¢ —+d¢p ———-0q¢ — =0
2 2
da cui:
B
L, Ly L,
Esercizio - Completare I'esercizio individuando una seziSmsillo sbalzo, ossia per 4.3.

q[22 (L1 -2)?2 L%]

Figure
Calcolo

(57)

(58)

(59)



