3 - Analisi statica delle strutture

Metodc analitico

[A.a. 2011 - 2012 : ultima revisione 23 settembre 2011]

Si consideri una struttura piana S, costituitat diatti rigidi, e si immagini di rimuovere tuttivincoli, sia
interni che esterni, sostituendo ad essi le opperteazioni incognite. Ci si €' ricondotti ad usiéme dit
tratti rigidi, sconnessi, soggetti ai carichi estenoti, ed alle reazioni incognite, e sdl numero di tali
reazioni.

Per ciascun tratto si possono scrivere tre equadiogquilibrio, due di traslazione lungo i due iassordi-
nati z ed y, ed una di rotazione intorno ad un assgonale al piano (z,y) e passante per un pauitidrario
del piano, detto polo. Simbolicamente si possorindicrivere le 3t equazioni di equilibrio:

DUFf =0 SURM <0 ) MR <0 k =1, ..t 1)

Alternativamente, la prima equazioni di equilibritb traslazione puo' essere sostituita da una second
equazione di equilibrio di rotazione intorno ads@tondo pol®, che non sia allineato verticalmente con il
primo poloO;, oppure la seconda equazione di equilibrio didrasne puo' essere sostituita da una seconda
equazione di equilibrio di rotazione intorno adsatondo polo che non sia allineato orizzontalmeateil
primo polo. Ancora, ambedue le equazioni di trasta possono sostituirsi con due equazioni di foteg,
scegliendo un secondo e terzo polo in modo taldactexna dei polD; , O, , O3 sia non allineata.

Comunqgue sia, e' possibile scrivere solo tre eguazidipendenti di equilibrio per ciascun tratogquindi si
giunge infine a Bequazioni nelles incognite reattive. Matricialmente si ha:

Ax = b 2
La matriceA si dicematrice di equilibrig e' rettangolare, cort 3ighe eds colonne, e dipende solo dalla
geometria della struttura S. Viceversa, il vettbeg 3 termini notib dipende dai carichi applicati, ed e' nullo
se la struttura non e' caricata, nel qual casajlmzoni di equilibrio risultano omogenee. Il ve#tx con-
tiene le s incognite reattive.

Siar il rango della matrice di equilibrig, e siar* il rango della sua orlata, ossia della matriag p], e si
ipotizzi, in questa fase, che il rangsia massimo, rimandando alla successive lezioc&sib in cui cio' non
avvenga. Possono verificarsi tre casi:

Casol: s>0

Esistono piu' equazioni che non incognite, la #iratsi dicdabile, edl = 3-se' il corrispondentgrado di
labilita’. Il rangor della matrice di equilibrio e' pari a&l ed in genere non e' garantito I'equilibrio, e la
struttura ammette cinematismi rigidi che possonsems tracciati coi metodi gia' descritti nelle tewi
precedenti

Se tuttavia le forze applicate sono disposte inantade che il rango* dell'orlata sia anch'esso pari gd
allora si ha possibilita’ di equilibrio, la stuth S €' in realta’ equilibrata per particolaridiaioni di carico.

Casoll: 3s=0

Il numero delle equazioni e' pari al numero detleognite, la matrice di equilibrio €' quadrata,oéche’ si €'
ipotizzato che il rango della matrice sia massimaa’ sicuramente possibile risolvere le equazitni
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equilibrio, a fornire l'unica soluzione equilibra@ questo il caso delle struttusmstatiche in cui il prob-
lema statico puo' essere risolto attraverso latsaidelle sole equazioni di equilibrio:

x = Alb 3)
Caso lll: 3-s<0

Esistono piu' incognite che equazioni di equilibilorango della matrice e' pari 4, 3a struttura e' sicura-
mente equilibrata, e la soluzione delle (2) e'rdiefia meno di i =-3t parametri, che possono essére
reazioni arbitariamente scelte. E' questo il caslte dstrutture iperstatiche, éd= s-3t e' il relativo grado di
iperstaticita’. In questo caso, i valori delle ieaz non possono essere calcolati con l'ausilidedsble
equazioni di equilibrio, ed occorrera' affiancadeease altre equazioni (di congruenza).

Schematicamente, e nell' ipotesi ¢habbia rango massimo, si ha:

* * * * * * * *
Struttura S labile — A= % x x * * x x *

* x K*x x * *x K %

Struttura S isostatica— A =

Struttura S iperstatica— A =

Esercizion .1

La struttura di Figura 1 €' gia' stata studiataidgunto di vista cinematico, giungendo alla cosicloe che
essa era cinematicamente determinata.

Z
H
—— A
~~
L |
T
Yy

Figura 1 - Un portale zoppo
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Si sostituisca al carrello in A la sua reazionetigale incognitaRa, , ed all'appoggio in B la reazione
verticale orizzontaleRg,, € la reazione verticalBg,. Poiche' la struttura e' costituita da un soldtifra'
possibile scrivere tre equazioni di equilibrioaestruttura risulta isostatica.

5 R

—— O —

"

Vv

——

Figura 2 - Il diagramma delle reazioni per I'esesmghiFigura 1

Le tre equazioni di equilibrio possono essere ame® le due equazioni di equilibrio alla traslawo
orizzontale e verticale, e I'equazione di equititalila rotazione intorno al polo O:

Rew=0
RAV + RBV =0 (4)
-RayL =0
che matricialmente si scrivono :
01 0 Rav 0
10 1 Rew|= |0 (5)
00 -L Rev 0

Il rango della matrice di equilibrio e' pari a 3unica soluzione delle equazioni e' quella ban@lenoti che
la matrice di equilibrio A e' la trasposta dellatrita cinematica ottenuta nella (10) dell’Applicaz 1. Cio'
esprime la cosiddetta dualita' statico-cinematéthe' conseguenza dell'aver utilizzato lo stes$o Poper
ambedue le analisi.

Esercizion .2

La stessa struttura dell'esercizio precedentersisaggetta ad una stesa di carico uniformemestahdliito
lungo l'asta orizzontale, di intensita' Poiche' I'asta su cui agisce il carico e' rigiflazarico stesso puo'
essere sostituito da una corrispondente forza otrate, di intensita’ pari all'integrale del caried agente
nel baricentro del carico.



42 Applicazioni 3 - Analisi statica delle strutture.nb

YYYYYYVYYVYVYYVYYYYYYYY Iq
—-4— O > B
Z
H
—— A
~
L L
1
Yy

Figura 3 - Il telaio zoppo di Figura 1, caricatd saverso da un carico g uniformemente distribuito

Nel caso in esame,

F = JBqdz = gL (6)
o

ed il baricentro del rettangolo e' ovviamente sdua L/2. Ai fini della scrittura delle equaziodi equilib-
rio, si puo' sempre sostituire il carico distrilouéton la corrispondente forza concentrata:

L
4 2 |
T
F=qL
B
—— (@) >
Z
H
A
~X <
L |
T
Yy

Figura 4 - Lo stesso telaio della Figura 3, conliapfa la risultante F del carico

Le equazioni di equilibrio si scrivono quindi:

RBV\:O
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Rav +Rgy + gL = 0
L
- Rgy L _qLEZO

che matricialmente si scrivono :

01 0 (Ra OL
10 1 RBW] =@ 8)
00 -L) \Rey L
con soluzione:
RBW =0
qL 9)
RAV = RBV = T
2
Il carico verticale si distribuisce equamente trdue vincoli in A e B, dando luogo a due reaziomettie
verso l'alto.
Esercizion .3

Si voglia adesso eseguire I'analisi statica pe&ldio di Figura 5, costituito da due tratti rigicthllegati tra
loro da una cerniera, e vincolati al suolo tranditee appoggi. Poiche' per ogni tratto possono gSsiiee
equazioni di equilibrio, si possono scrivere, impbesso, sei equazioni di equilibrio.

YYYYYYVYYYY E
—— F» O ——
B
H,
cC -
Hy SIS
—— A
N~
. L1 L Lo |
T T |

Figura 5 - Un arco a tre cerniere

Corrispondentemente, eliminando i vincoli, sia estehe interni, e sostituendo ad essi le rispetteazioni,
si giunge allo schema di Figura 6, in cui sono eniate le sei incognite statiche, ossia le reazidnzon-
tali e verticali dei due appoggi, lo sforzo normal sforzo di taglio nella cerniera.

Si ha cosi' una uguaglianza tra il numero di inéegad il numero di equazioni di equilibrio, 3t-8,=e la
struttura e' potenzialmente isostatica.
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EXTTITI112MC

F B| N Ns A
Y |
Ts Ts H,
Rew
Cl—>»
H1 l
Rev

RAv 1 L

| 1
T

L,

——

—.—
—.—

Figura 6 - Il diagramma delle forze per la strutdr Figura 5

Scegliendo come poli per la scrittura delle equaizib equilibrio alla rotazione il punto A ed il pto C,
rispettivamente per il primo ed il secondo tragiggotranno scrivere le equazioni:

RAW+F+NB:O

RAV+TB:O
“FH, -NgH; -TglL; =0
-Ng + Row=0 (10)
-Tg+dL, +Rey = 0
L2
Ng Hp - Tg Ly + =2 g
0, matricialmente :
101 0 00 Raw -F
010 1 00| |Ra gH
0OO0H L 00 N | | 7% (11)
00 -1 0 10| | Te]|" OL
00 0 -1 01]|Rew —q22
00 H, -L, 00/ |Rey By’

2
Il rango della matrice di equilibrio €' massimom@puo' evidenziarsi calcolando il suo determingodei a
A =—(H; Ly + Hz L), banalmente diverso da zero sed le dimensioni giarhe non si annullano. Ne segue

che la struttura €' isostatica, e che e' possilaileolare le reazioni dovute alle forze applicaigglvendo il
sistema (10). Sara' quindi:

L1 <2FH2—QL%)

Raw =
AW 2
H (2FH -qL3)
RAv:—
2 A

Lo (2FH +qlylLy)
2 A

[/ 1N\
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H, (2FH27C]L%>

Tr =
® 24
Lo (2FH +qL;Ly)
FeCw:
2 A
H, (2FH27C]L%>
Rey = *ql-2+

21
Un' utile verifica puo' essere il controllo delfjuglibrio globale della struttura. Dovra' essere:

Raw+ Rew+F =0
RAV+RCV+qL2 = O

L (13)
P - Row (H —Ho) Ly Ly — | - Rey (L +La) =0
ed inserendo i valori delle reazioni gia' calcotatha :
Li (2FH2-qL3) L, (2FHy+qL;Ly)
+ +F=0
2A 2A
Hy (2FH2—qL§) H, (2FH2—qL§)
- 5 -qLy+ 5 +qQL,=0
A A
L, (2FHy +gL;iLy) (14)
2 1+QqLilo
-FH - N (Hh -H) -

H (2FH,-ql3)
21

1]
o

Lo
C]Lz [L1+?J7(L1+L2) 7QL2+

m Calcoli

Esercizion .4

La struttura di Figura 7 €' gia' stata studiatdangtima Applicazione, e la scrittura della matr@eematica
aveva condotto a concludere che essa fosse cirvametinte determinata. Poiche' per essa si ha 39-8 =
0, se ne deduce subito che essa e’ isostatica.

La struttura e' caricata da una forza orizzontalssammita' del primo tratto, e da una forza veldida
corrispondenza della cerniera in D. Sostituendwiagoli le reazioni incognite e le caratteristictiella
sollecitazione interna, si giunge al diagramma idiufa 8, dove banali considerazioni di equilibrielld
cerniera in D portano a scrivere:

Tosin = Tpdes + Fv (15)
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—_— ——
H

A D 1

~<\<
H
C E 1
SSNSSS ~&k~
Figura 7 - Un telaio zoppo a due campate
l:0 NB T
— ——— | -
Ts
TDdes
A_Raw D ->ND<-T
‘L RAv Dsin
d_Zow z
YRey YRe,

Figura 8 - Il diagramma delle forze per il taleid=jura 7

Le equazioni di equilibrio si possono ora scrivémgponendo l'equilibrio dei tre tratti di Figura 8,
scegliendo come poli i punti A,C ed E, rispettivaree

RAW+ NB+F0 = 0

RAV+TB:0

“NgH-FoH-TgL =0

~-Ng+Np+Rcy=0

-Tg+ Tosin +Rev =0 (16)
2NgH-TgL-NoH-Tpsn L =0

“Np=0

~Tbdes + Rey = 0

NDH*TDdes L=0
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ed introducendo la (15) si giunge alla relaziongritiale :

101 0000 0O Raw -Fo
01 0 1 000 00O Rav 0
00 -H-LOOO 0O Ng Fo H
00 -1 0101 00O Ts 0
00 0 -101 0 1 0 Rew [ =] O (17)
002H -LOO -H-LO Rev 0
00 0 0 00 -1 0 No 0
00 0 0 0O O -1 1] |Tosn Fv
00 0 0 0O H -LO Rev FvL

La matrice di equilibrio risulta essere la traspod¢lla matrice cinematica dedotta nell'applicaziprece-

dente, in quanto si sono scelti i medesimi polddterminante e' quindi pari-88 HL?, sicuramente diverso
da zero. Risolvendo le (17) si ha:

~2HF, +LFy
- T" R
. 2HF, -LF,
AV = —3L
-HFR, -LF,
Ng= —————
3H
. ~2HF, +LFy
TR (18)
~HFR - LFy
YT 3H
2 (HR-2LF,)
RCv:—
3L
Np =0
TDsin:—Fv
REv:O

Le equazioni globali di equilibrio si scrivono :

Raw+ Roew+ Fo =0
Rav + Ry + Rey +Fy = 0 (19)
“FoH-3F,L +ReyH- 2ReyL-4Rg, L =0

avendo scelto come polo il punto A.

m Calcoli

Esercizion .5

Si consideri ora il telaio di Figura 9, ripreso¥aFranciosi, "Problemi di Scienza delle Costruzipkol.1,
pag.179-185. Esso puo' riguardarsi come un teleitamgolare a quattro cerniere, con un pendolo che
collega il primo ed il terzo tratto. Le incogniteattive sono rappresentate dalle reazioni oriztioateerti-

cali nei due appoggi, nei tagli e negli sforzi natimelle due cerniere interne, e nello sforzo redenNyk

nel pendolo. In totale si ha quindi s = 9, e poithstruttura e' costituita da tre tratti rigigi,ha 3-s=0
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C
3a
5a
—— H
3a
1 A D
I 6a | 10a | 6a I
I ? ? lf

Figura 9 - Un telaio a quattro cerniere e pendaterno

Lo sforzo normale nel pendolo e' considerato pasise esso tende ad allungare il pendolo stessz¢sti
trazione). Ne segue che lo stesso sforzo normgémta sulla struttura, tende a far avvicinare itipdne K
di estremita’ del pendolo. La struttura libera\decoli e' allora riportata in Figura 10.

| lF J,r'hy—

Tec K
B , Ng Nhk (—
Tg
Y /NHK
Al Raw Dl Row
— —
+ RAv RDv

Figura 10 - Il diagramma dele forze per il telaid-gyura 9

Per il primo tratto si potra' scrivere :

Raw+ Tg + Nk Cos (a) =
Rav - Ng - Ny Sin - (o) =
-8aTg-3aNyCos (a) =0
avendo scelto come polo il punto A, ed avendo defifinclinazione del pendolo attraverso I'angalo=
Arctan(5/22). Per il secondo tratto, invece:

(20)

“Te+Ne=0
Ng+F+Tc=0 (21)
_6aF - 16aTc -3aNc=-0

avendo scelto come polo il punto B, ed infine:



Applicazioni 3 - Analisi statica delle strutture.nb

49

-Nc + Rpw- N4k Cos (a) =0
~Tc+Roy + Nk Sin (a) =0

1l1aN¢g-6aTc+ 8aNyk Cos (a) =0

avendo utilizzato D come polo del terzo tratto.

Si puo' quindi scrivere, matricialmente :

1 0 Cos (a) 0 1 0 0
01 -Sin («) -1 O 0 0
0 0 3aCos () 0O 8a O 0
00 0 O -1 1 0
00 0 1 0 0 1
00 0 0O 0O 3a 16a
0 0 -Cos (a) 0O 0 -1 0
00 Sin () 0O O 0 -1
0 08aCos (o) O O 11a -6a

Il determinante della matrice di equiibrio A e'ipar

det (A) = 442 a° Cos (a)

O O oo

-6 aF

(23)

(24)

e quindi la sruttura e' isostatica. Per la pardiomlcondizione di carico proposta in Figura 9 lazieni

valgono:
Rave — FRa = - —F
AT 01 AT
g 90 3 .
w = *E ’ Dv = — ———
Ne 128 .+ =
T o221 % o;
" 54 _ 93
o1 0 YT Toa;
72 /509
Ngk= -—— F ~ -0.6682 F
2431

e quindi il pendolo risulta compresso.

m Calcoli

Esercizion .6

(25)

La struttura di Figura 11 e' anch'essa ripresa draaviciosi, Problemi di Scienza delle Costruziwail.1,
dove e' risolta graficamente. Essa e' costituitainia trave appoggiata, con cerniera intermediaglare
sbalzo, su cui poggia una coppia di aste connesse pendolo. | tratti rigidi sono due, e quinti=36, le
incognite reattive sono le due reazioni nell'appogiag reazione varticale del carrello, lo sforarmale ed
il taglio nella cerniera, lo sforzo normale nel geto. Quindis =6, et3s=0
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-4

-

Hy

L1 Lo L3

&R

L4

-4

Iy d
T T

-

-4

Figura 11 - Una trave appoggiata, con cernierarimdia, carrello e sbalzo, su cui poggia una cogpéste

connesse da un pendolo

Rimuovendo i vincoli, si giunge allo schema di Fegd 2, su cui possono scriversi le equazioni dilixjio.
Scegliendo i poli nei punti A - per il primo tratt® C per il secondo tratto, si giunge a scrivere:

<« K

Nk

Hy—
Nk
Ts
A B — <—T
— Ng
l Raw
RAv

e

Figura 12 - Il diagramma delle forze per l'esentghifigura 11

RAw+ NB+N-|K: O

RAV+TB:O

~NykHi -Tg (L1 +L2) =0
-Ng - Nk =0
-Tg+Rey+F =0

-ReyLs-F (L3 +Ls) +NukHL =0
ossia, matricialmente :

101 0 0 1 Raw
010 1 0 O Rav
00O L1+L2 0 H]_ N3
001 0 0 1 Te
00O 1 -1 0 Rey
00O 0 -Ls Hi Nk

Mmoo O O o

F (L3 +La)

(26)

(27)

(28)

Il determinante della matrice di equilibrio ' padH;(L; + L, + L3), € quindi la struttura risulta isostatica.

Le reazioni sono fornite da:
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L Ly +Lo+Lg+L
Raw=0; Ray= F— — Rg=-F— - 2 ™
Ly +Ly + L3 Ly +Ly + L3
[\b:_F (L1+L2)L4 ;TB:_ L4
Hy (L; +Ly +L3) L +Ly + L3
(L1 +L2) Ly

Nk = F

H; (L +Ly+L3g)

E' ovviamente nulla l'unica componente reattivazzmntale, mentre puo' facilmente verificarsi dRg+

Rey+F =0. 1l pendolo HK risulta teso.

= Calcoli

Esercizion .7

La struttura seguente e' un telaio, costituitalde tratti rigidi connessi tra loro con un biperawiterno, e
vincolati al suolo con un appoggio ed un altro higi@o. Per esso si potranno scrivere quindi seagigni
di equilibrio, mentre le incognite reattive sarat@aue reazioni orizzontali e verticali del'appiogm C, la
reazione verticale e la coppia reattiva in A, lorgd normale ed il momento in B. Quindi, ancora uoka,

3t-s=0
L3
l {
T T
Bm ——
Q
Fw
—— — H]_
H
—— A C ——
feReN e
L]_ L2
l l l
T T T

Figura 13 - Un telaio con cerniera e due bipendoli

Per scrivere le equazioni di equilibrio, si conside schema di Figura 14, e si scelgano come ipdlie
punti A e C, rispettivamente per il primo ed il sado tratto. Si ha:
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Ls
I .
* *
Fy My
g Ng
B> — - — -4
Fw
4 H
H
Al 7 C
—— > ——
\l) Row
RAv I—l L2 RCv
I . .
* * *
Figura 14 - Il diagramma delle forze per l'esentghifigura 13
Fu+Ng =0
RAV + FV = O
n+Mg-NgH, -FwH -Fy L3 =0 (30)
Rew-Ng =0
Rey = 0
-Ms+NsH; =0
e matricialmente :
00 1 0 0O Rav -Fuw
10 0 0 00O AN -Fy
01 -Hb 1 00 Ne | |Fub+Fy L3 (31)
00 -1 010 Ms | 0
00 O O 01 Rew 0
00 H -100 Rev 0
La struttura e' sicuramente non labile, in quahtbeterminante di A e' pari a -1. La soluzione el€B0) €'
immediata:
Rav = -Fv; % =FyHy +Fy L3

No = ~Fu; Mg = - Fu
Rew= -Fws Rey =0

(32)

Si noti infine che spesso, e quasi sempre nelkaqmiw grafico, si preferisce utilizzare il teorerdal

trasporto, pensare che il bipendolo reagisca cenfoirza ortogonale al
stesso, e passante per un punto dettato dallezionidili equilibrio.

m Calcoli

piano di scorrimento del bgmo
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Esercizion .8

Il portale di Figura 15 e' formato da tre tratjidi, ed e' vincolato al suolo con un appoggiorassia ed un
incastro a destra. Le nove incognite reattive possmalcolarsi in base alla scrittura di nove equizdi
equilibrio.

YYYYYYYYYYYYYYYYYYY Iq

BO C

o @)

H
A D
BN NN -
~ <
I—l I—Z
{ { {
T T T

Figura 15 - Un altro semplice telaio soggetto éccadistribuito sul traverso

A tal fine, si sostituiscono ai vincoli le rispet reazioni, giungendo al diagramma di Figurasi6oti che
la cerniera in C e' posta all'incrocio del traveesbritto di destra, e che per I'equilibrio dehc® lo sforzo
normale nel traverso sara' uguale al taglio néd,rimentre il taglio nel traverso sara’' uguale aflorzo
normale nel ritto. Le equazioni di equilibrio posscscriversi, utilizzando i punti A, B e D come jpol

Y YYYYYYYYYOYTYY HHHIQ
e M 7 Ne
ST
'\43 C

RAu> Row | D 1

lRAV L L Rov 70

Figura 16 - Il diagramma delle forze per il teldid=igura 15
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Raw+Ng = 0
Ray +qL; =0

L
M- NoHy - - -0

~-Ng+Nc =0
Tc+qL, =0
c 2 g (34)
5
-Ms-Tclz-q — =0
2
*NC+RDW:0
~Tc+Rpy =0 (35)
77{D+ NcH]_:O
ossia, matricialmente :
0
10 1 0O O 0 00O Raw -qL,
01 O 0O O 0 00O Rav L2
00 -H, 1 0 0O 00O Ng a7
00 -1 0 1 0O 00O Ms 0
00 0 0 0 1 000 Ne | = | -qL, (36)
00 0 -1 0 -Lp, OOO Tc qﬁ
00 O 0O -1 0 100 Row 2
00 0 0 0 -1010]|]|Roy 0
00 0 0 H, 0 00 1) \mm 8

Il determinante di A e' pari ad; e quindi la struttura e' sicuramente non labilex P carico in Figura, le
reazioni valgono:

L%—L% 1 s o
Raw=-Row=14 ; Rav=-0dL;; Rpy=-qly; 70 = — ¢ (L *L2>
2 H;, 2
(37)
No L27L%_ M qL%_ N L%fL%_T L
=q T B= — c=1q T c=-0qL;

m Calcoli

Figure



