28 - Le travi di Timoshenko

m [A.a. 2012 - 2013 : ultimarevisione 7 maggio 2013]

La teoria di Eulero-Bernoulli, fin qui utilizzataepl'analisi delle travi, e delle strutture a selrl, e' caratter-
izzata dalla relazione di congruenza:

duz (x3)
¢ (X3) = - ———— @)
dX3
che esprime la rotazione della generica seziona irefunzione della derivata prima dell'abbassameella
stessa sezione retta. Cio' equivale a presuppail@ la deformazione tagliant;, e questa assunzione e’

giustificata nel caso di travi snelle e poco defalit a taglio.

Se invece la trave si presenta tozza, oppure satidriale di cui €' coistituita e' caratterizzato uh basso
valore del modulo G di resistenza a taglio, e'aspmo rinunciare all'ipotesi (1), ed adottare darta di
Timoshenko. Secondo tale teoria, la (1) va sosditton la relazione:

duz (X3)
¢ (X3) = - ———+ ¥ (X3) 2)
dX3
dovey(xz) €' una rotazione aggiuntiva dovuta al taglio, gprasenta lo scorrimento angolarg. Utiliz-

zando la (2), le caratteristiche momento e taglgcsveranno come:

do
M= EI —
dX3 (3)
duz (X3)
T=GA |¢p+ —
dX3

dove A =k A €' larea resistente a taglio. Utilizzando le ben note relazioni di equilibria tcarico applicato,
taglio e momento flettente:

dT
d \
dM 4)
=T
dX3

si ottengono subito le due equazioni differenzaatioppiate nelle due incogniteedus,:
GA (¢ +up ) =-q

El¢ =GA (¢+uy)
dove - come usuale - l'operazione di derivaziosgetto ads e' stata indicata con l'apice.

Il metodo della funzione ausiliaria

La soluzione delle (5), insieme alle opportune ézindi ai limiti, non presenta usualmente diffi@)tcome
peraltro si e' visto negli esempi contenuti nelkzibni. Tuttavia, €' talvolta conveniente ricondwag un
problema ai limiti simile al problema del quartadiore di Eulero-Bernoulli: a tal fine basta introcula
funzione ausiliarigy(x3) tale da poter scrivere:



542 28 - Le travi di Timoshenko.nb

El .
Uz (X3) = 1~ an
¢ (X3) = -n

e quindi le caratteristiche si esprimeranno come:

M= -El
T= -El n°
Utilizzando le (6) si soddisfa identicamente las&ta equazione differenziale, mentre la prima divie

()

Eln" =g C)
Le condizioni ai limiti devono essere convenientetaeespresse in termini della funzione ausiliari&iFha
quindi, ad esempio:

- incastro:
El 0
n- ——n =
GA 9)
n =0
- appoggio:
n=0
77" = O (10)
- bipendolo:
=0
: . (11)
- estremo libero:
=0
Esempion .1

Come primo esempio, si riconsideri la trave a miendoFigura 1, gia' risolta nella Lezione 37 atilando
un altro approccio. La funziongsi esprime come:

J A B

)

L

Figura 1 - Trave a mensola di Timoshenko

n (X3) :ao+a1x3+a2x§+a3x§ (13)
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e le quattro condizioni ai limiti divengono :

0 o 0 0
U()*afi (0) =

n (0) =0
n (L)=0
-El n° (L) =F

ossia :

2 . 0
ap — — ay =
0 G& 2
a; =0
2a,+6az3L=0
_6Elaz-=F

e risolvendo il sistema di quattro equazioni si ha

a; =0
ag=- ——
6 El
FL
a» = —
27 2E
FL
an = ——
0 GA
La funzione ausiliaria si scrive quindi :
FL FL F
N (Xs) = ——+ 5- —x3

X3
GA 2El 6 El

e da essa possono ricavarsi spostamenti, rotamamenti e tagli :

F FL 5 F 3
Uz (X3) = astrZEl X3*ax3

FL Fo
¢(X3)=——X3+2E| X3

M (x3) = -FL + Fx3

T (x3) =F

confermando i risultati della Lezione 37.

Esempion .2

Si consideri la trave doppiamente incastrata duf@gR, soggetta ad un carico concentrato in mez.z&ii
vuol conoscere l'effetto delle deformazioni daitaglllo spostamento in corrispondenza della forza.

(14)

(15)

(16)

17)

(18)

(19)

(20)

(21)
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Figura 2 - Trave doppiamente incastrata di Timokben

Introducendo le due funzioni ausiliatye eds,, a valori nella prima e nella seconda camptagtis@mente,
si potra’ scrivere:

N1 (X3) = @g +ag X3 +az X3 + ag X3 22)
N2 (X3) :bo+b1X3+b2X§+b3Xg

e le otto costanti di integrazione si calcolanoamgndo le condizioni ai limiti :

m (0) - BLZm" (0) =0
n (0) =0
n (L1) - BLPm" (L) =n2 (0) - BL? 2" (0)
nm (L1) =n2 (0)
n (L) =n2 (0)
-Eln," (Ly) +Eln,” (0) +F
n2 (Lz) - BLZnz" (Lz) =0
n2 (Lz) =0
Si noti che - al fine di semplificare le formulsi-e' introdotto il coefficiente adimensionale :

(23)

1l
o

El
T (24)

e che pep = 0 si ritrova il problema ai limiti di Eulero-Beoulli.

Il risultante sistema di otto equazioni si risofaeilmente, a fornire :

FL3 3 . FL F
ag = ‘a,-0a,= — @3=-——
°7 4g 2T 8Em ' 12E

1 FLS3 L 68 b1-0b FL ) F (25)
- (1+6B);by;=0by= -~ ;bg= —
°= um )b 27 "gEl % 12E

e quindi le due funzioni ausiliarie si scrivono:

FL33 FLx3 Fx3

N _
4 El 8El  12El
FL3(1+63) FLx3 Fx3

X = - +
n2 (Xs) 24 EI 8EI 12 El

e da esse possono ricavarsi gli abbassamenti :

N1 (X3) =
(26)
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F X3 FL?
Uz (X3) = >4 El (3L -2x3) e (L-3x3) B
Vo (X3) = Fl-x9® (L+2X3) + FL? (2L -3x3) B
24 E|

Ne segue che in mezzeria si ha I' abbassamento :

FL® FL3p
I
24 El El
ed e' chiaramente individuabile la componente agiyia dovuta al taglio. Si noti anche che le ratagii
momenti ed i tagli non sono influenzati dalla defabilita’ tagliante.

(28)

U2 max =

Esempion. 3

Si prende ora in esame la trave di Figura 2, ti@iata con il principio dei lavori virtuali in unarecedente
esercitazione. Si vuole ora utilizzare la teorialTdhoshenko per ricavare la distribuzione di spostati,
rotazioni, momenti e tagli.

\AAAAAAAAAAAAAAAAAA) Iq

Figura 3 - Una trave di Timoshenko a due campate

Introducendo le due funzioni ausiliarje edr,, a valori in AB e BC, rispettivamente, si potrexigere:

M1 (X3) = @g +ag X3 +az X3 + az X3
qx4§ (29)
X3) = bo + by X3 + by x2 + by x5 +
N2 (X3) 0 +D1 X3 + D2 X3 3324EI
Le condizioni ai limiti in A, B e C si scriveranno:
m (0) - BL2n1" (0) =0
n (0) =0
m (L) - BLZny" (L) =0
— 2 ! =
n2 (0) - gL n, (0) =0 (30)

n (L) =n2 (0)
nm (L) =n2  (0)
n2 (L) - BLZny" (L) =0
n2 (L) =0
e quindi si ha il sistema :
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ag — 2L25a2:0

a; =0

ap+aiL+axl?+a3L®- gL (2a,+6aszl) =0
bo - 2L2/3b2:0

a;+2a,L+3azL?=b;

2a,+6azL=2h,

qL* qlL2?
b0+b1L+b2L2+b3L3+24E —BLz 2b2+6b3L+2E =0
L3
b1+2b2L+3b3L2+q =0
6 El
Risolvendo e semplificando si ha:
qL* B (65-1)
ag =
48 EI 1+38
a]_:O
qL2 1-6 8
a = - ——
9 El 1+38
qL 1
az = ———
9 El 1+35
qL* (32)
bo= ——
24 El
qL® 1+12 B
b, =
9 El 1+38
L2
b, - L%
48 EI
qL 7+243
"~ 96El 1:38

e quindi le due funzioni ausiliarie si scrivono:

qL* B (65-1) qL2x3 (1-68) qLx3 1

N1 (X3) = - +
48El (1+3p) 96 El 1+38 96 El (1+3p)
N2 (X3) = (33)
qL* 5 qL3x3 1+12 8 qL?x3 qLx§ 7 +24 38 ax}
+ + - +
24 El 96 El 1+3p 48 EI 96 El 1+3p 24 El
Lo spostamento e' quindi fornito da:
qL X3 (Xg-L) (x3+6LB3)
N1 (X3) =
96 El 1+3 58
q 1 (34)
X3) = —— X3 (L-X
N2 (X3) 9% El 1+353( 3)

(-4x3 (1+3B) +3Lxg (1+4 B) +L* (1+183 (3+8pB)))

mentre rotazioni, momenti e tagli si ottengonoirtdo opportunamente le due funzioni ausiliarie:
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" qL (L (1 -6p) X3
0] (X3) = X3 -
16 El |3 (1+38) 2 (1+38)
¢ (x3) =
qL® 1+12 3 qlL2 qL 7+248 , q
X X3

— — X3+ 3 -
96El 1+38 24 El 32El 1+35 6 El

L X L(1-6
MY (xg) _at s L B)
16 1+33 3 (1+3R3)
L2 L7 +24 B qx3
M2 () = - =y Xg -~
24 16 1+3p3 2
L
T () = -
16 (1+3p5)
L 7+24p
T(2> (X3) :_qX3+ q_+7
16 1+37

Si noti che in questo caso I' influenza delle defarioni taglianti si risente anche sulle carattietie.

In Figura 4 e 5 €' riportato I'andamento dell'abbatento e del momento per quattro diversi valoti de
parametrgs, compreso il valore nullo, che corrisponde allaigedi Eulero-Bernoulli.

y Uz (X3) 5-0.1

Figura 4 - L'influenza delle deformazioni da taglid diagramma degli abbassamenti
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Uz (X3)

Figura 5 - L'influenza delle deformazioni da taglid diagramma dei momenti

Esempion. 4 - Lamatricedi rigidezza

Si vuole ora dedurre lmatrice di rigidezza di un elemento strutturale secondo la teoria did&henko. A
somiglianza di quanto fatto nell'esercitazione di8qefiniscono il vettoral dei possibili spostamenti degli
estremi della trave:

Uz a

oA
d=
Usg (36)

¢B
ed il vettoreF delle forze agenti agli estremi:

Fa

Fe | e (37)

4
Potra’ scriversi la relazione lineare

Fa ki1 ki kiz Kig Usa
M K21 K22 K2z Kog da

= 38
Fg ka1 Kz» kazz Kas Uz (38)
4! Ka1 Kaz Kaz Kag ®B

che lega ciascuna forza ai quattro possibili spostdi. Si calcola la funzione ausilianj@xs) per una trave
soggetta ai cedimenti anelastici agli estremi:
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Uz (X3 =0) = Uza
¢ (X3 =0) = ¢a
39
Uz (X3 =L) = uzg (39)
¢ (X3 =L) =¢8
si deduce la distribuzione di momenti e tagli:
M (X3) = -El 77"' (X3) (40)
T (Xx3) =-Eln  (X3)
ed infine si deducono le forze nodali :
Fa=-T (0)
% = -M(0)
Fe=T (L) (41)
7z = M (L)

da cui e' immediato riempire la matrice di rigidezz

m Passo 1 e 2 - Deduzione di momenti etagli
In assenza di forze distribuite, la funzione aas#in(xs) della trave sara' esprimibile come una equazione
cubica:
N (X3) = Co+Cq X3 +Cz X3 +C3 X3 (42)
e le quattro costanti di integrazione si determinseddisfacendo le condizioni:
n(0) - BL%n" (0) = Uza
n (0) = -¢a (43)
n(L)-BL%n (L) = Uzg
n (L) =-¢8
Si ha quindi :
1+6 4ol +12 R2L
Co= —————Upp + ————— da +
1+12 3 1+12 1
6 3 2BL -12p3°%L
— g + —mmm——— ¢B
1+12 3 1+12 1
Ci1= -da
3
C2 = - ——— Uga +
L2 (1+12 ) (44)
2 +6p8 ! 3 1-65 5
At U+ ———— ¥B
L (1+12p) L2 (1+12pB) L (1+12B)
2 1
C3 = Ugp - ———————— da-
L3 (1+12p) L2 (1+12p)
2 1
- U - ——— ¢B
L3 (1+12p) L2 (1+12p)

e quindi i momenti e

i tagli sono esprimibili come
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6X3 (2Upa-2Uz-L (da+dB))

+

M (x3) = —El
L3 (1+12p)
2 (-3Uupa+3Uzg+L (2¢0a+6B8da+ds-6050dp))
L2 (1+12p)
6El (2Uusa-2Uzg-L (¢a+dB))
T (x3) = - (46)
L3 (1+12 RB)

m Passo 3 - Deduzione delle for ze nodali e della matrice di rigidezza

In base alle (41) si ottiene :

6El (2Uusa-2Uzg-L (¢a+dB))

Fa =
L3 (1+12 RB)
w - 2(3U2A+3U28+|—(2¢A+6/3<15A+<15BGBCDB))]
N =
L2 (1+12 ) 47
E 6El (2uxa-2uzp-L (da+d8))
B = -
L3 (1+12p)
w 2 El (3U2A3U23L((16/3)¢A+2(1+3/3)¢B))]
B = —
L2 (1+12p)
e quindi la matrice di rigidezza si scrivera':
12 6 12 6
3 2
El 6 4(1488) 6 2 (1-6p)
_ L2 L L2 L
k_1+125 _2 s 12 s (48)
L3 L2 L3 L2
6 2 (1-6B) 6 4 (1+38)
) L Lz L

Figure



