26 - La linea elastica e le strutture a
telalo

[A.a. 2012 - 2013 : ultimarevisione 7 maggio 2013]

In questa Esercitazione si estende il metodo dieka elastica alle strutture a telaio, in cui ogl@mento €'
soggetto a momento flettente, taglio e sforzo ntemaa procedura evolve secondo i seguenti passi:

1. si esamina la struttura, e si identificano tuiunti (d'ora in poinodi) in cui si abbia una discontinuita’'
nello spostamento (assiale o trasversale), nellizione o nelle caratteristiche della sollecitagimterna.

2. Per ciascun tratto compreso tra due nodi (dlonaoi elemento) si fissa un sistema di riferimento con
origine in uno dei due nodi, l'asge diretto secondo l'asse dell'elemento, I'agstale che la rotazione che
portax, in X3 Sia antioraria e di/2.

3. Per il generico elemento i-mo, si scrive I'edqoae differenziale del quarto ordine nello spostatoe
trasversale; e I'equazione differenziale del second'ordineongtiostamento assialg

4. si scrivono le opportune condizioni ai limith particolare, in ciascun estremo si dovranno sceitre
condizioni, in ciascun nodo interno che connette diementi (nodsemplice) si scrivono sei condizioni, in
ciascun nodo che connekelementi (nodo di gradk) si scrivono 3+1) condizioni

5. risolvendo le condizioni ai limiti, si ottengorgh spostamenti assiali e trasversali di ciasaattd, e
quindi per derivazione si ottengono le carattefisi

6. e' spesso opportuno esaminare l'influenza didfermazioni da sforzo assiale, ed a cio' fare ug' p
facilmente ottenere il caso limite di struttureialssente rigide, portando la rigidezza assialerdidito. Cio'
permette di semplificare le formule, e di stimauenericamente l'influenza degli sforzi assiali

Si avverte esplicitamente che i sistemi di equazidgebriche cui si giunge negli esercizi di quesgaione
hanno dimensioni tali da escludere una agevolmésaizione manule. D'altro canto, la capillarefudifone

di software di algebra simbolica ha ampliato enonmete le possibilita’ operative, ed e' quindi sexttor
opportuno inserire anche alcuni esempi piu' consples

Il lettore interessato agli aspetti piu' computaaid puo' leggere la seconda parte delle Eseroitazche
sara' interamente dedicato all'utilizzoMiathematica in Scienza delle Costruzioni.

Esempion .1

Si consideri il semplice telaio di Figura 1, castb da un traverso di luce L soggetto ad un cagiemiforme
mente distribuito, ed un ritto di altezza H. A sina il telaio e’ vincolato con un incastro, ald@esi ha una
cerniera.

Si identificano subito tre nodi, e due elementgcke' si definiscono le linee elastichigxs) e wy(x3),
relativamente al traversovg(xz) e w»(x3) relativamente al ritto, scegliendo le origini ineél in B, rispettiva
mente, e col sistema di assi locali definito inuf&g2.
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Figura 1 - Un semplice telaio zoppo

Si potra' scrivere, ipotizzando che le sezioniritel e del traverso siano costanti:

Elvy (X3) =

EA\{'\‘{[ (x3) =0 1)
Elv , (x3) = 0
EAW (x3) =0
e quindi si ha :
Vi (X3) = Qg +aj X3 +a X% +ag xS @S
= + + + +
1 (X3 0+ A1 X3+ A2 X3 A3 X3+ o
W (X3) = bg + by X3 (2
Vo (X3) = Co+01X3+C2X%+03X§
Wo (X3) = do +dg X3
1A X3 X2 B
X2 x3Y
H
C —
N
l l
L

Figura 2 - | due sistemi di riferimento locale geraverso ed il ritto

Si sono quindi introdotte 12 costanti di integrampche dovranno essere definite attraverso l'imnjpoe di
opportune condizioni ai limiti. Nella fattispect,avra”:

- in A lincastro detta I'annullarsi di spostameassiale, spostamento trasversale, e rotazions, lessre
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equazioni di congruenza:

Wy (0) =0
vy (0) =0 (3)
vy (0) =0

- in B si deve imporre la congruenza degli spostgmes I'equilibrio del nodo. Per la congruenza, si
potranno imporre le tre condizioni:

w (L) = -v2 (0)
Vi (L) =we (0) ()
vi (L) =v; (0)

La prima impone che lo spostamento assiale dektsavsia pari allo spostamento trasversale de, ritt
mentre la seconda impone che lo spostamento tsadeetlel traverso sia pari allo spostamento asdille
ritto. L'ultima condizione impone l'uguaglianzaldeitazioni

Le condizioni di equilibrio possono leggersi dagtiamma delle forze di Figura 3:

Tga

Tec

Nac

Figura 3 - Il concio in B e le forze su di essorage

-Nga-Tac =0
-Tea+Nsc=0 ®)
-Msa + Mac = 0

ossia, in termini di spostamenti e successive degiv

-EAW (L) +Elv, (0)=0

Elv; (L) +EAw (0) =0 (6)

Elv, (L) - Elv, (0) =0
- in C la cerniera detta l'annullarsi di spostaroemdsiale e spostamento trasversale, mentre lzionée’
libera, e quindi si annulla il momento:

W (H) =0
va (H) =0 (7)
-Elv, (H) =0
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m Lasoluzionedel sistema di equazioni

Le dodici equazioni (3), (4), (6) e (7) si scrivomtilizzando le soluzioni (2):

bo =0
ap=0
a; =0
bo+b1L:—Co
4
ao+a1L+a2L2+a3L3+ qL :do
24 El
) 3
a1+2a2L+3a3L + £l =Cq (8)
~EAb, +6Elc3=0
6Elaz+qlL + EAdy =0
L2
a, +3azlL+ -Cc, =0
d0+d1H:0
Co+CiH+co B +c3H =0
2C,+6Cc3H=0
ossia, matricialmente :
0
0O 0 10 O O L O0 O a, qLé
L2 L 00 0 0O 0 -10 as - 24El
2L 3L20-10 0 0 0 0 |]|co 7g
0O O 0O 0O O B6EI -EA 0 O C1 0
0O 6EIO O 0O O O 0 EA C2|= | _qgL 9)
1 3L0O0O -1 0 O 0 O Cs qL2
0O 0 00 O O 0 1 H by =N
0 0 1 HHW H 0 00 do 0
0O 0 00 2 6H 0 0 O dy 8

con soluzione :

ap =0
a; =0
as =
qL2 T2EI2ZHL+EA H L3 (2H+L) +6EAEl (4H +8H3 L +L4)
8El 36EIZHL+EARH L3 (4H+3L) +12EAEl (H +3H L+ L)

qL
az = ——
12 El

3EAL® (3EIL +EAH (H+L))
36EIZHL+EAH L3 (4H+3L) + 12EAEl (H +3H L+ L*)

2
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qL*
4
H (-24EIH +EAL3)

36EI°HL+EAR H L3 (4H+3L) +12EAEI (H4+3H3L+L4)

_qL3
1= —

12 El
(EAH +3EIL) (-24EIH +EALS)

36EI°HL+EAR H L3 (4H+3L) +12EAEI (H4+3H3L+L4)

Co =
qL3
8EI
EAH (-24EIH +EALS)

36EIHL+EAR H L3 (4H+3L) + 12EAEl (H +3H L +L*)

_qL3
3= ————

24 El
EAH (-24EIH + EAL3)

36EIZHL+EMRH L3 (4H+3L) + 12EAEl (H +3H L +L4)
bg = 0
qL3

by = ——
YTy

H (24EIH -EAL3)
(36 EIZHL+EAR H L3 (4H+3L) + 12EAEl (H +3H L +L4))

do =
qL*

3H (3EIL +EAH (H+L))
T2EIZHL+2EA H L3 (4H+3L) +24EAEl (H +3H L +L*)

d; =
,qL4

3 (3EIL +EAH (H+L))
T2EIZHL+2EA H L3 (4H+3L) +24EAEl (H +3H L +L*)

Ne segue I' espressione degli spostamenti tradveus&raverso:

Vi (X3) =
qx3

oug |12EAEIH®-36EIZHL 36EAEIHS L 4ERH LY

12EAEIL+3ER H LY) / (12EAEIH*
36EIH (El + EAR) L+4EA? H L3+ 3EA (4Bl +EAKR) L4) +
ax3

24 El

(-48EAEIHYL-144ElI *HL? - 144 EAEIH3 L? -

10EA*H L* -30EAEIL°-6EA*H L°) / (12EAEIH* +

(11)
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36EIH (El +EAH) L+4EA?H L3+ 3EA (4El +EAH) L) +

2
ax3

24 El

(72EAEIH* L? +72EIH (3El +2EAH) L%+

6 EA° H L°> +3EA (6 El +EAH) L®) / (12EAEIH" +
36EIH (EI +EAH)L+4EA*H L®+3EA (4El +EAH) L)

e sul ritto :
qL3
V2 (X3) = -
24 El
((H-x3) (EAH(2H-x3) x3-6EIL) (-24EIH +EAL®)) / (12)

(12EAEIH* + 36 EIH (EI +EAH) L+
4ERH L3+ 3EA (4El +EAH) LY

Gli spostamenti assiali sono invece forniti da :

qL®
Wi (X3) = —
) (13
(Hxs (24EIH -EAL®)) / (12EAEIH*+36EIH (El +EAH) L+
4EN H L®+3EA (4El +EAH) LY)
W, (Xg) =qL* (3 (H-x3) (EAH + (3El +EAH) L))/ (24EAEIH"+ 14

72EIH (El +EAH) L+8EA H L®+6EA (4El +EAH) L*)

Le caratteristiche della sollecitazione internatiéngono invece tramite derivazione successiva :

qL?
N (X3) = —
) (15)
(EAH (24EIH -EAL®)) / (12EAEIH*+36EIH (El +EAH) L+
4EN H L®+3EA (4El +EAH) LY)
N; (x3) = -qL* (3EA (EAH + (3ElI +EAH) L))/ (24EAEIH" + 16
72EIH (El +EAH) L+8EAN H L®+6EA (4El +EAH) LY) (19
M (X3) =
ax§
—T(24EAEIH4+72EI2HL+72EAEIH3L+8EA2H3L3+
24EAEIL*+6EA H L*) / (12EAEIH" +
36EIH (EI +EAH)L+4EA*H L3+3EA (4El +EAH) L) -
X
P (-48EAEIHYL-144EI HL? - 144 EAEIH3 L% -
4 (7)

10 EA? H L* - 30 EAEILS -6 EA H L) / (12 EAEIH* +
36EIH (El +EAH) L+4EA?H L3+ 3EA (4El +EAH) L) -

(24 EAEIH* L2 + 72EI 2 H L3 + 48 EAEIH3 L3 +

I

2EANH L° +EA (6 El +EAH) L®) / (12EAEIH" +
36EIH (EI +EAH)L+4EAH L®+3EA (4El +EAH) L?)
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L3
M (x3) = 7qT (EAH(H-x3) (-24EIH +EAL®))/ (12EAEIH*+

36EIH (EI +EAH)L+4EAH L3+3EA (4El +EAH) L)

Ty (X3) =
qXxs (-24EAEIH*-72EI?HL-72EAEIH’L-8EA*H L® -
24EAEIL*-6EA H L*) / (24 EAEIH* +
72EIH (El +EAH) L+8EA H L®+6EA (4El +EAH) L) +
q (24EAEIH*L+72EIH (El +EAH) L2+ 5EA H LY+
3EA (5ElI +EAH) L) / (24 EAEIH" +
72EIH (El +EAH) L+8EAH L®+6EA (4El +EAH) LY)

T, (x3) =q (EAH ] (-24EIH +EAL®)) /
(4 (12EAEIH*+36EIH (El +EAH) L+
4ENH L®+3EA (4El +EAH) LY))

Se si vogliono trascurare le deformazioni assiadicorre far tendere la rigidezza assiale EA achiiafj

ottenendo:
q (L-x3) X3 (3L (2H+L) - (4H+3L) Xx3)
Vi (X3) =
24El (4H+3L)
qL® (H-x3) (2H-X3) X3
V2 (X3) = -
24EIH (4H+3L)
q (L2 (2H+L) -2L (5H+3L) x3+ (8H+6L) x3)
M (X3) = -
4 (4H+3L)
qL® (H-xz)
M (Xx3) = -—————
4H (4H+3L)
q (L (5H+3L) -2 (4H+3L) x3)
Ty (X3) =
8H+6L
qL3
Tz (X3) = ——————
16 H2 + 12 HL

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

In Figura 4 €' riportato il diagramma degli sposath trasversali, mentre il diagramma dei momenhti e

consegnato in Figura 5.

m | valori notevoli

Il massimo valore assoluto del momento si raggiing®rrispondenza dell' incastro, e vale:

W:
qL2 72EI2HL+EAR H L3 (2H+L) +6 EAEI (4H4+8H3L+L4)

4 36EI°HL+EAH L3 (4H+3L)+12EAEI (H4+3H3L+L4)

0, al limite per EA che va ad infinito :

(27)
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gLZ (2H+L)
My= - — — (28)
4 (4H+3L)
J A B
H
C
BN NN
! i
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L
Figura 4 - Gli spostamenti per il telaio di Figdra
JA Bl | T
H
C —
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L
Figura 5 - | momenti flettenti per il telaio di Figa 1
E' anche interessante il valore del momento nebrid
M =
EAH (—24EIH +EAL3) qL3 (29)

4 (36EI 2HL+EARH L2 (4H+3L) + 12 EAEI (H4+3H3L+L4))
che trascurando le deformazioni assiali diviene:
qLs

Mp=m (30)
4 (AH+3L)
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Esempion .2

Si considera ora un telaio costituito da una trsweli luce 2L, supportato in mezzeria da un riftaltezza
H. L'estremo sinistro del ritto e' vincolato coraurerniera, mentre I'estremo di destra €' liberargato da

una forza F. Infine, si suppone che il ritto sieastrato al piede.

! L ! L !
T T 1
F
A B C
H
D
TITIIT +

Figura 6 - Un telaio costituito da tre elementi

Si possono identificare tre elementi, e quindicsivera':

Vi (X3) = @g +aj X3 +az X3 + az X3

Wy (X3) = do +dg X3

Va (X3) = bg+by x3+byx3+bsx3 31)
W, (X3) = €p+€1X3

V3 (X3) = Co+CqpX3+Cp X3 +Ca X5

W (X3) = fo+fyqXs

Il pedice 1 si riferisce al tratto AB, con origireA, il pedice 2 si riferisce al tratto BC, conigine in B, il
pedice 3 descrive il tratto BD, con origine in Bcddrre imporre 18 condizioni ai limiti, 9 in compisndenza

dei tre estremi, ed altre 9 in corrispondenza debrtriplo. Negli estremi si ha, banalmente:

inA:
Vi (0) =0
w, (0) =0 (32)
vy (0) =0

inC:
W, (L) =0
v, (L) =0 (33)
-Elv, (L) =F

inD:
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V3 (H) =0
ws (H) =0
vz (H) =0

Nel nodo triplo la congruenza degli spostamentiediet sei condizioni:

vi (L) =vz (0) =ws (0)

wi (L) =w (0) = -v3 (0) (35)

vi (L) =v3 (0) =v3 (0)
mentre I' equilibrio del nodo triplo in B permettié scrivere le restanti tre equazioni di equilibralla
Figura 7 si trae:

-Nsa+Nac-Tep=0
*TBAJF TBC* NBD = 0 (36)
-Msa+ Msc+ Mep =0

ossia, in termini di spostamenti e derivate sugeess

-EAw (L) +EAw (0) +Elv, (0) =0
Elv; (L)-Elv, (0)+ EAw (0) =0 (37)
Elv; (L)-Elv, (0)-Elvy (0) =0

Tea
Nea Nec
Tec
Mea Mec
TeD
-
Mep
Nec

Figura 7 - Il nodo triplo ed il suo equilibrio

La soluzione puo' essere ottenuta come:

ag=0
ai =
FHL (-EARH L®+36EI2L (4H+L) + 12EAEl (H+H L-L*%))

2El (36EIZHL+ER H L2 (3H+4L) +12EAEl (H +3HL3 +L4))

a, =0
az =

(38)

FH(-12EI2L+ERH L2 4EAEl (H-3L3))

2El (36EI2ZHL+ER H L2 (3H+4L) +12EAEI (H+3HL3+L4))

2FHL2 (6EIL (BH+L) +EAH (3H+2L))
bo

36EIZHL+ER HL? (3H+4L) + 12EAEl (H +3HL3 +L4)
by =
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FHL(EAH +12EIL ) (6EIH +EAL®)
El (36EIHL+ERH L2 (3H+4L) + 12EAEl (H +3HL3+L%))

L FL
Y=

F
by = - —

6 El

6 FH L2 (6EIH +EALS)

Co = -

36EI2HL+ERH L2 (3H+4L) + 12EAEl (H +3HL3 +L4)
C1 =

FHL(EAH +12EIL ) (6EIH +EAL®)

El (36EIZHL+ER H L2 (3H+4L) +12EAEl (H +3HL3+L%))
Cy = (40)
2FL (EAH +3EIL) (6EIH +EAL?)
El (36EIZHL+ERH L2 (3H+4L) +12EAEl (H +3HL3+L%))

C3 =

EAFHL (6EIH +EALS)
El (36EI?HL+EMRH L2 (3H+4L) + 12EAEl (H+3HL3+L4))

6FH L2 (6EIH +EALS)

do = 36EI?HL+EAR H L2 (3H+4L) +12EAEl (H +3HL®+L*%) o~
6FH L (6EIH + EALS)
d = 36EI2HL+ERH L2 (3H+4L) +12EAEl (H +3HL®+L4)
6FH L2 (6EIH +EAL®)
fo - 36EI2HL+ER H L2 (3H+4L) + 12EAEI (H +3HL® +L*) (42)
e; =0
2FHL? (6EIL (6H+L) +EAH (3H+2L))
fo= 36EI2HL+ER H L2 (3H+4L) +12EAEl (H +3HL®+L*%) )
2FL2 (6EIL (6H+L) +EAH (3H+2L))
fu= 36EIZHL+ERH L2 (3H+4L) + 12EAEI (H* +3HL +L*)
Gli spostamenti trasversali lungo i tre tratti s@tlora forniti da :
Vi (X3) =
FHxs (12EI?L (12HL+3L?-x3) +EAH L? (-L?+x3) +4EA ”

El (BH'L-3L°+3L3x5+H (3L*-x3)))/ (2E!
(36EI*HL+EA H L? (3H+4L) +12EAElI (H'+3HL®+L%)))

1 12HL2 (6EIL (6H+L) +EAH (3H+2L))
s
6 |36EIZHL+EARH L2 (3H+4L) +12EAEl (H+3HL3+L*)
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(6HL (EAH +12EIL ) (6EIH +EAL) x3) /
(El (36EIZHL+EMRH L2 (3H+4L) +

3Lx% x3
12EAEl (H'+3HLE+L%))) + - —
El El
V3 (X3) =
FL(6EIH +EAL®) (H-x3)% (6EIL -EAH x3) (46)

El (36EI2HL+EAR H L2 (3H+4L) + 12EAEl (H +3HL3+L4))

mentre gli spostamenti assiali sono pari a :

Wy (X3) =
6H L (6EIH +EAL®) x3 a7)
F
36EIZHL+EAR H L2 (3H+4L) +12EAEl (H +3HL3+L*)
W (X3) =
6 H2L2 (6EIH +EAL?) (48)
F

36EI°HL+EAR H L2 (3H+4L) +12EAEI (H4+3HL3+L4)

W (X3) =
2L2 (6EIL (6H+L) +EAH (3H+2L)) (H-x3) (49)

36EIHL+EAR H L2 (3H+4L) + 12EAEl (H +3HL®+L*)

Ne segue che gli sforzi assiali sono pari a :

Ny (X3) =
6EA H L (6EIH + EALS) (50)
F
36EI2HL+EA H L2 (3H+4L) + 12 EAEI <H4+3HL3+L4)
N, (x3) =0 (51)
Ns (X3) =
2EA L2 (BEIL (6H+L) +EAH (3H+2L)) (52)
F

36EI?HL+EA H L2 (3H+4L) +12EAEI (H4+3HL3+L4)
mentre momenti e tagli possono scriversi come :
M (X3) =
3H(—12E|2L+EA2H3L2—4EAEI (H3—3L3))x3 (53)
36EI°HL+ERH L2 (3H+4L) +12EAEI (H4+3HL3+L4)

M (x3) =F (-L +X3) (54)
My (X3) =

2L (6EIH +EAL®) (6EIL +EAH (2H-3Xs)) (55)
F

36EIHL+EAR H L2 (3H+4L) + 12EAEl (H +3HL®+L*)
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Ty (X3) =
3 H(-12EI12L+ERH L2-4EAEI (H-3L%))
F
36EI2HL+EA H L2 (3H+4L) + 12 EAEI <H4+3HL3+L4)

T> (x3) = F

T3 (X3) =

6EA HL (6EIH +EALS)
F

36EI°HL+ER H L2 (3H+4L) +12EAEI (H4+3HL3+L4)

Trascurando le deformazioni da sforzo assiale givece (EA- ):

Vi (X3) =

V2 (X3)

V3 (X3) =

Ty (X3) =

T3 (X3)

FHxs (-L2+x3)
El (6H+8L)

Fxs (BHL2+3L (3H+4L) x3- (3H+4L) x3)

6 El

FL2 (H—X3)2X3
EIH (3H+4L)

3FHX3
C3H+4L
2FL2 (2H-3x3)
H(3H+4L)

3FH
C3H+4L

6F L2
3H +4HL

(3H+4L)

(56)

(57)

(58)

(59)

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)

(65)

Il diagramma degli spostamenti e' riportato in Fég8, notevolmente esagerato, mentre il diagrameha d
momento e' consegnato in Figura 9

m | valori notevoli

L' abbassamento in corrispondenza della forza pttehersi valutando la funziong(xs) perxs pari ad L.

Trascurando I'effetto dello sforzo assiale si ha:

V2 max =

FL3 6 H +4L

3ElIl 3 H+4 L
Nel nodo triplo si hanno invece i tre momenti :

3H

(66)

(67)

(68)
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Mg FL —4 . (69)
° T 3H.4L
l L It L |
T T T
A B C
H
D
TITITT -+
Figura 8 - Gli spostamenti per il telaio di Figéra
Si noti che nel nodo triplo €' rispettato I'equilibdei momenti
| L l L l
1 T T
il c
=B
H
D
777 -+

Figura 9 - | momenti flettenti per il telaio di ki 6

Esempion .3

Si riporta un esempio gia' risolto col metodo dissamento in V.Franciosi "Problemi di Scienzaledel
Costruzioni", Vol.ll, pagg.172-175. Si tratta dn telaio formato da quattro aste ortogonali trdodo,
concorrenti in un punto, e vincolate come in Figl@al carico agisce sulle due aste orizzontalgtaote e di
valore q.
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L 15 L
l | |
1 1 I
E j i
L
YYYYYYYYY YYYYYYYYYYYYYY qI
L 1
ISSSNY
A B C
L
D
TITITT -+
Figura 10 - Un telaio con un nodo quadruplo
Si possono identificare quattro elementi, e quéidicrivera'’:
Vi (X3) = Qg +a; Xz +ax X3 +ag x5+ 45
1 (X3) = @g +a1 Xz +az X3 +4asz
* " 24El
Wi (X3) = €p+€1 X3
qx3
Vo (X3) = b0+b1X3+b2X§+b3Xg+
24 El (70)
Wo (X3) = fo+f1xs
V3 (X3) = Cop+C1 X3+Co> X%Jng Xg
Wz (X3) = Qo+ 91 X3
Vs (X3) = dg +d1 X3 +d> X%erg Xg
Ws (X3) = ho +hyg X3

Il pedice 1 si riferisce al tratto AB, con origiireA, il pedice 2 si riferisce al tratto BC, conigine in B, il
pedice 3 descrive il tratto EB, con origine in Epeédice 4 infine e’ relativo al tratto BD, congirie in B.
Occorre imporre 24 condizioni ai limiti, 12 in cpondenza dei tre estremi, ed altre 12 in corridpoza
del nodo quadruplo. Negli estremi si ha, banalmente

in A si ha un incastro:

Vi (0) =0
w (0) =0 (71)
vy (0) =0

in C si ha un incastro assialmente scorrevole:
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-
1l
o

<
N
N W N W N w
—
I
o

(72)
Vo L| =0
in D si ha un incastro:
Vg (L) = 0
wg (L) =0 (73)
v, (L) =0
in E si ha un carrello:
Vg (L) =0
w, (L) =0 (74)
vy (L) =0

Nel nodo quadruplo la congruenza degli spostandtta le nove condizioni:

vy (L) =vz (0) =ws (L) =wy (O)

wp (L) =ws (0) = -vg (L) = -vyq (O) (75)

Vi (L) =v3 (0) =vg (L) =v4 (0) =0
mentre I' equilibrio del nodo quadruplo in B pertedati scrivere le restanti tre equazioni di equiibCome
puo' leggersi dalla Figura 11 si ha:

Nee
Mee
Tge
Tea
Nea Nec
Tec
Mea Mec
Tep
Mep

Ner

Figura 11 - Il nodo quadruplo ed il suo equilibrio

-Nsa+Nac-Tep+ Tege =0
-Tea+Tec+Nap-Nge = 0 (76)
-Msa+ Msc+ Mep- Mg = 0

ossia, in termini di spostamenti e derivate sugeess
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-EAw (L) +EAw (0) +Elv, (0)-Elvy (L) =0
Elv; (L)-Elv, (0)+ EAw (0) - EAw (L) =0
Elv; (L)-Elv, (0)-Elv, (0)+Elvy (L) =0

La soluzione del risultante sistema di equaziomigze le costanti di integrazione:

ao
a

az

az

bo

b1

Co

Ci1

C2

C3

do

d;

ds

€o

€1

fo
fq

=0

=0
71150EIL 2q+603EAL*q
261120El 2+ 17712 EAEIL 2

L (59440 El +1341EAL?) g
" 48El (5440 El +369 EAL?)

3765L%q
8 (5440 EI +369 EA L2)

2500 EIL 3q+45EALS q
87040 El 2 + 5904 EAEI L 2
~31280EIL 2q+2961EAL%q

96 El (5440 El +369 EA Lz)

7960EILqg +1077EAL3q
130 560 EI 2 + 8856 EAEI L?

-0

5L°% (S00El +9EAL?) q
' 32El (5440l +369 EAL?)
=0

5L (500El +9EAL?) q
32El (5440l +369EAL?)

-0
2500 EIL 3q+45EALS g
87040 El 2 + 5904 EA EI L 2

5L2 (500 El +9EAL?) g

" BEl (5440l +369 EAL?)

2500 EILq +45EALS g
87040 El 2 + 5904 EA EI L 2

1512 (500 El +9EAL?) g
" 16 EA (5440 El + 369 EAL?)

7500 EILq +135EAL3 q
87 040 EAEI + 5904 EA? L2

=0
=0

(78)

(79)

(80)

(81)

(82)

(83)
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3765L%q
Jo =
8 (5440 El +369 EAL?)
g1=0
H 3765L%q
0 =
8 (5440 El +369 EAL?)
(85)
H 3765L3q
1=-
8 (5440 El +369 EA LZ)
Gli spostamenti trasversali sono allora forniti:da
Vi (X3) = x3 (9EAL? (67L2-149L x5 +82x3) +10El
1 (Xe) = Zomr X8 | ( ° :) 86)
(7115L%-5944 L x 3 +1088x3)) / (5440 El +369 EAL?)
a 2 2
Va (X3) = ——— ((83L-2x3)° (BEAL®x3 (10L +123x3) +
96 El (87)
20El (251L%+418Lx3+272x3)))/ (5440El +369EAL?)
-q 5L (500El +9EAL?) x3 (L2 -x3)
Vs (X3) = (88)
32 El (5440 El +369 EAL?)
q 5L(500EI +9EAL2) (L -x3)? X3
Vg (X3) = (89)
16 El (5440 El +369 EAL?)
mentre gli spostamenti assiali sono ricavabili come
g 15L (500El +9EAL?) (L-x3)
W (X3) = - (90)
16 EA (5440 El +369 EAL?)
W (X3) = 0 (91)
gL4 3765
Ws (X3) = — 92
8 (5440 El +369EAL?) (92)
gL3 3765 (L - X3)
Wy (X3) = — (93)
8 (5440 El +369EAL?)
Ne seguono le caratteristiche della sollecitaziotexna :
15L (500 El +9EAL?)
N (X3) =q (94)
87040 EI +5904 EA L?
N (x3) = 0 (95)
Ns (x3) = O (96)
3765 EA LS
Ny (X3) = -q (97)

8 (5440 El +369 EA L2)
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M (x3) =-(q (9EAL? (67L2-447Lx3+492x3) +
10El (7115L2-17832Lx 3+6528x3))) /
(24 (5440 El +369EAL?))

M (x3) = (g (B0El (391L%+1194Lx 3-1632x3) -
OEAL? (32912 -1436L x5 +984x3))) / (99)
(48 (5440El +369EAL?))

15L (500 El +9 EAL?) qx3

My (X3) = - (100)
87 040 El +5904 EAL?2
5L (500EI +9EAL2) g (2L -3 x3)
M (X3) = (101)
8 (5440 El + 369 EA LZ)
q (80EI (743 L -544x3) + 9EALZ (149L —328x3))
T1 (X3) = (102)
8 (5440 El + 369 EA L2)
q (40EI (199 L -544x3) +3EALZ (359 L —492x3))
Ty (X3) = (103)
4 (5440 El + 369 EA L2)
15L (SOOEI +9EAL2) q
87 040 El +5904 EAL?2
15L (500EI +9EAL2) q
Ta (X3) = - (105)

8 (5440 EI +369 EAL?)

m Lasoluzionein assenza di deformazioni assiali

Come usuale, la soluzione si semplifica molto spatizza che la rigidezza assiale EA sia talerdacurare
le deformazioni assiali. In tal caso si ha subito:

qx3 (67L2-149L x 3 +82x3)

Vi (X3) = (106)
te 1968 El
q (3L-2x3)%x3 (10L +123x3)
Va (X3) = S : (107)
11 808 El
5Lqgxs (L?-x3)
Vi (X3) = - (108)
3 (Xa) 1312 El
5Lq (L-x3)2x3
Va (X2) = (109)
s Xs) 656 EI
mentre si annullano le quattro linee elasticheatisginalogamente si ha :
1
M (X3) = - ——q (67L%-447Lx3+492x3) (110)

984
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q (329L2-1436Lx 3 + 984 X3

M (X3) = - 1968 (1112)
M (X3) = *EQLX3 (112)
656
5
M (X3) = %qL (2L -3X3) (113)
Ty (X3) = ﬂ*qxs (114)
328
T (xe) = odb gy, (115)
492
T3 (X3) = - toat (116)
656
Ty (xa) - - ot (117)
328

Gli spostamenti sono riportati in Figura 12. Siirabte il nodo centrale ruota, ma non si spostanpéendo
l'implementazione dei metodi caratteristici deiiddsttitelai a nodi fissi.

Il diagramma dei momenti €' invece riportato inUfag13. Si noti la corrispondenza tra i punti ésfio del
diagramma degli spostamenti ed i punti di nullodiabramma dei momenti.

1 L 1 15 L 1
T T T
E j .
L
?‘ L i
7 A c
L
D
Vi -+

Figura 12 - Gli spostamenti per il telaio con negiadruplo
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L 15 L
l l |
1 1 1
E 1
L
j A [V B SR
L
o
777 T
Figura 13 - | momenti flettenti per il telaio condo quadruplo
m | valori notevoli
Limitandosi al caso di rigidezza assiale infinitda:
67
Ma= -——qL? (118)
984
Ms il L? (119)
AT T
Ms —329 L? (120)
©~ " 1oes
Ms —5 L2 (121)
=7 164 |
Ms n L? (122)
7 656
Vb —5 L2 (123)
T
M 389 L? (124)
" " 7oes |

confermando i risultati ottenuti nel libro citato precedenza.
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Esempion . 4

Si consideri ora il telaio a due piani di Figura intastrato al piede in corrispondenza dei tteinteriori, e
soggetto ai carichi di figura. | momenti di inerziai due ritti superiori GE ed HF sono pari ad lhhamenti
d'inerzia dei tre ritti inferiori DA, EB ed FC eap a 2l, mentre per i traversi DE, EF e GH sissuato un
momento di inerzia pari a 5. L'area di ciascummasto e' invece genericamente indicata con A, antpusi
vogliono evidenziare i risultati per rigidezze afisnfinite.

F, IHHHHHHHquI

 —
G H
qu YYVYYYYYVYY
 —
F, |D E F
A B C
T T TS
f t f
Ly Lo

Figura 14 - Un telaio a due piani

—

Hi

Si hanno quindi otto elementi, e si adottano oistemi di riferimento con origine nell'estremo dhistra -
per ciascun traverso - e nell'estremo superiogr e@scun ritto. Sara’ allora, per le deformatsdionali:

Vpa (X3) = @g + 83 X3 +ap X3 +az X3

Ve (X3) =

Vec (X3) =

Vpe (X3) =

VErF (X3) =

VGE (X3) =

Vhe (X3) =

VGH (X3) =

bo+b1X3+b2X§+b3X§

Co+C1X3+Cy x5 +Ca X3

4
X
2 3 3
d0+d1X3+d2X3+d3X3+ d1
120 ElI
2 3
€o + €1 X3 +€2 X3 +€3 X3
fo+f1X3+f2X§+f3X§
2 3
9o + 01 X3 + 02 X3 + 03 X3
4
X3

ho + hy X3 +hy X2 + ha x3 +
o + N1 X3 + N2 X3 + N3 X3 Q2120E|

(125)
(126)

(127)

(128)

(129)
(130)

(131)

(132)
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mentre per la deformate assiali :

Le 48 costanti di integrazione si ottengono scried8 condizioni ai limiti, tre per ogni incastregi in
ciascuno dei nodi D, G ed H, nove nel nodo tripld-j e 12 nel nodo quadruplo in E. Piu' in dettagdara’
quindi:

-in A:

-in B:

-in C:

-in D:

-in G:

Woa (X3) = My + M X3
Weg (X3) = No + N1 X3
Wec (X3) = Og + 01 X3
Wpe (X3) = Po +P1 X3
Wer (X3) = o + 01 X3
WeE (X3) = To+T1X3
WHF (X3) = So +S1 X3

to+tq1 X3

WeH (X3)

Vpa (H1) =0

Vpa (H1) =0

Woa (H1) =0

Veg (Hy) =0

Veg (Hh) =0

Weg (H1) =0

Vec (H1) =0

Vec (H) =0

Wee (Hy) =0

Vpa (0) = -wpe (0)
Woa (0) = vpe (0)
¢oa (0) = ¢pe (0)
-Tpa (0) +Npg (0) +F1 =0
Npa (0) +Tpe (0) =0
Mpa (0) + Mg (0) =0

Wee (0) = VeH (
dce (0) = dgh (

-Tee (0) + Ngy (0) +F
Nee (0) + Ten (0) =
Mge (0) + Mgy (0) =

Vee (0) = -wgh (0)
0 )
)

(133)
(134)
(135)
(136)
(137)
(138)
(139)

(140)

(141)

(142)

(143)

(144)

(145)

(146)

(147)
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-in H:

-inF:

-in E:

Ver (L2)
Ver (L2)
Wer (L2)
Wer (L2)
¢er (L2)
¢er (L2)
-Ner (L2
-Ter (L2
-Mer (L2
Vpe (L1)
Vpe (L1)
Vpe (L1)
Woe (L1)
Woe (L1)
Woe (L1)
¢pE (L1)
¢pE (L1)
¢pE (L1)

-Npe (L1) - Tes (0)
-Tpe (L1) - Ny (Hp)
-Mbe (L1) - Mgg (H2) + M

Tenendo conto che momenti saranno forniti da:

Mbe (X3)
Mer (X3)
MeH (X3)

-Elv ge (X3)
-El'V pyF (X3)

-2 ElV pa (X3)
-2Elv EB (Xg)
-2 ElV ¢ (X3)

-5 ElV pa (X3)
-5 ElV g (X3)
-5 ElV ¢ (X3)

) + Ner (0)
) +Nec (0)
0) + Mc (0)

(148)

(149)

(150)

(151)

(152)

(153)

(154)

(155)

(156)

si giunge ad un sistema di 48 equazioni in altnédtancognite, che puo' essere risolto con un @sls
programma di calcolo simbolico. Tuttavia, piuttostee riportare le relative formule, molto lunghg@aco
significative, si preferisce illustrare il comparanto del telaio in ipotesi di rigidezza assiafiita.

La deformata e' riportata in Figura 15, nelle igoteH; =H,=H, Li=L,=1.5H, ¢, =0, 0. =2q,

F, =F,=q H. Linfinita rigidezza assiale delle aste impedis¢enodi di subire spostamenti verticali, ed
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impone che gli spostamenti orizzontali dei nodi jpiedno livello, D,E,F, dovranno essere uguali, tosime
gli spostamenti orizzontali dei nodi G ed H dels®ip livello.

Y YY VY VY VY VY YY Iq
_F
G A
2q
Y YY Y Y Y VY VYY
F E F
A B C
777777 777777 777777
L L

Figura 15 - Gli spostamenti per il telaio a duenpi@i Figura 14
G H ?’
7777

e

A

77

Figura 16 - | momenti flettenti per il telaio a dpieni di Figura 14
Per la particolare geometria, e per i particolariahi, di Figura, si ha uno spostamento orizzenpeari a:

59187553  gH* qH*

= — T . 00396 — (157)
1494 152 064 El El
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per i nodi del primo piano, e :

35529301 qgH* qH*
MWy = — — ~ 0.0951 —
373538 016 EI El

per quelli del secondo piano.

Il diagramma dei momenti e’ riportato in Figura 16

(158)

Esempion .5

Si consideri il semplice telaio di Figura 17, gstidiato in precedenza attraverso la scritturattdiréelle

equazioni di congruenza.

Si definiscono le linee elastichvg(xs) e wy(x3), relativamente al ritto AB,vo(X3) € Wo(X3) relativamente al
tratto BC, e v3(X3) e ws(X3) relativamente al tratto CD scegliendo le origmiA, B e C, rispettivamente, e

col solito sistema di assi locali

B C
~
A
TITTII7TT7
L

g

——
——

Figura 17 - Un semplice telaio zoppo

——

Si potra' scrivere, ipotizzando che le sezioniril e del traverso siano costanti:

Elv; (x3) =0
EAW (x3) =0
Elv, (Xx3)=0
EAW (x3) =0
Elvy (x3) =0
EAW (x3) =0

e quindi si ha :

Vi (X3> = a0+a1x3+a2x§+a3x§
Wi (X3) = bo + by X3

(159)
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Vy (X3) = Co+CqXz+CpX3+Cax3
Wo (X3) = do +dg X3
V3 (X3) = €0 +€1 X3 +€ X3 + €3 x5
W (X3) = fo+fy1xs

Si sono quindi introdotte 18 costanti di integrampche dovranno essere definite attraverso l'imnjpoe di
opportune condizioni ai limiti. Nella fattispect,avra”:

- in A lincastro detta I'annullarsi di spostameassiale, spostamento trasversale, e rotazions, lessre
equazioni di congruenza:

Wy (H) =0
vi (H) =0 (161)
vy (H) =0

- in B si deve imporre la congruenza degli spostgmes I'equilibrio del nodo. Per la congruenza, si
potranno imporre le tre condizioni:

w (0) =vz (0)

vy (0) = -w, (0) (162)

vi (0) =v; (0)
La prima impone che lo spostamento assiale dektsavsia pari allo spostamento trasversale de, ritt
mentre la seconda impone che lo spostamento temeedel traverso sia pari allo spostamento asdille
ritto. L'ultima condizione impone l'uguaglianzaldebtazioni

Le condizioni di equilibrio del nodo in B dettano:

Tac
Nec
Msc
Tea
e
Msa
Nea

Figura 18 - Il concio in B e le forze su di essersg
Nea+ Tec =0
~Tea+Ngc=0 (163)
Mea + Msc = 0

ossia, in termini di spostamenti e successive degiv

EAw (L) -Elv, (0) =0
Elv, (L) +EAw (0) =0 (164)
~Elv; (L)-Elv, (0)=0

- in C la presenza dell'appoggio introduce unaatisnuita’ nel diagramma del taglio, mentre gli spmenti

0
0
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trasversali si annullano:

0) (165)

EAw (L) = EAw (O)
- in D, infine, il bipendolo impone che siano nulke rotazioni e gli spostamenti orizzontali, menitoe

spostamento trasversale e' libero. L'equilibrio aicio impone infine I'uguaglianza tra il taglideeforza
applicata:

Wz (L)

va (L)
-Elvy (L) =F

L) =0
L) =0 (166)

La soluzione del sistema di equazioni

Le diciotto equazioni ai limiti si scrivono, utiiando le (160):

ag+Ha +Ha,+H az =0
a1+2Ha2+3H2a3:0
bo+Hb; =0

bo:Co

ao:—do

a; =C

EAb, -6Elcs =0
6Elas+EAd; =0

_El (2a,) - 2Elc, =0
C0+C1L+C2L2+C3L3:0
€ =0

do+di L ="Fg
C1+2C2L+3C3L2:e1
2co,+6C3L=2e5

(167)

dy =1,

fo+fiL=0
e1+2e,L+3e3L2=0
-6Eles=F

con soluzione :

-6EIFL3+EAFL®

T T2EIZ.51EAEILZ +3ER LS
FL? (-144EI2 1 18EAEIL? + EA L4)
Y= (24E12 1 17EAEIL2 + EAR L4)
~36EI2FL+ERFLS
ap =

18El (24EI2+17EAEIL2 +ER L)
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EAL? (-6EIF +EAFL2)

2 36 (24E1% +17EAEIL? + ER L4)
FL3 (12El +EAL?)

0 T ABEI?.34EAEIL? . 2ER LA

FL? (~144E1 %+ 18EAEIL? + ER L4)

T 36 (24E1% +17EAEIL? + ER L4)
36EI2FL-EAFLS

" 430E1° . 306 EAEIZ L2+ 18 EA EI L 4
EAFL? (12El +EAL?)

C3 =

12 El (24E|2+17EAE|L2+EA2 L4>
eg=0
FL? (144E|2+45EAE|L2+2EA2 L4)

Py (24E12+ 17 EAEIL? + ER L4)
FL (72E12+108 EAEIL 2 + 7 EA? L4)
2" 36E (24E1% + 17 EAEIL? + ER L4)
F
® = -
FL3 (12El +EAL?)
P = BEIZ.B4EAEILZ2ER LA
FL2 (12El +EAL?)
O BEIZ 4EAEILZ.2ER LS
FL3 (6El -EAL?)
G0 EIZ 51EAEILZ.3ER LS
L? (-6EIF +EAFL2)
G = 6 (24EI 2+ 17 EAEIL? + ER L4
FL3 (-6El +EAL?)
fOZ_G(24EI2+17EAEIL2+EA2L4)
f L? (-6EIF +EAFL2)
L=

6 (24EI%+17EAEIL? + ER L*)

Ne segue I' espressione degli spostamenti tradiveusaitto:



516 26 - La linea elastica e le strutture a telaio.nb

~6EIFL3+EAFLS
 72EI2+51EAEIL? +3EA? L
FL? (-144EI 2+ 18EAEIL2 + EAR L)

Vi1 (X3)

3+
36 El (24EI2+17EAEIL2+EA2L4)
169
-36EI?FL+ERFL® 5 (169)
X5 -
18 El (24EI2+17EAEIL2+EA2L4)
EA L2 (—GEIF +EAFL2) 5
X
36 El (24EI2+17EAEIL2+EA2L4) °
e sul traverso :
FL® (12EI +EAL2)
V2 (X3) = - -
48ElI? +34EAEIL? +2EA? L*
FL? <7144EI2+18EAEIL2+EA2 L4)
+
36 El (24EI2+17EAEIL2+EA2L4)
(170)
36EI2FL-EARFLS 5
X3+
432ElI3+306 EAEI? L2 + 18EA?EIL*
EAFL? (12EI +EAL2) 5
X
12 El (24EI2+17EAEIL2+EA2L4) 3
FL? (144EI2+45EAEIL2+2EA2 L4)
V3 (X3) =
18 El (24EI2+17EAEIL2+EA2L4)
(171)
FL(72EI2+108EAEIL2+7EA2L4) ) Fo.
X5 - X
36 El (24EI2+17EAEIL2+EA2L4) 6El °
Gli spostamenti assiali sono invece forniti da :
W (X3) =
FL3 (12 El +EAL2) FL? (12 El +EAL2) (172)
- + X
48ElI? +34EAEIL? +2EA?L* 48EI?+34EAEIL?+2EA?L?
FL® <6EI 7EAL2)
W (X3) = +
72ElI2+51EAEIL?2+3EA?L*
(173)
L? (76EIF +EAFL2)
X3
6 (24EI2+17EAEIL2+EA2L4)
FL3 (76EI +EAL2)
Wy (X3) = - +
6 (24EI2+17EAEIL2+EA2L4)
(174)

L2 (-6EIF +EAFL?)
X
6 (24E12+ 1TEAEIL? (ER L%)

Le caratteristiche della sollecitazione internatiéngono invece tramite derivazione successiva :
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EAF L2 (12El +EAL?)
Ny (X3) = (175)
48EI2+34EAEIL?2+2EA?L?

EAL® (-6EIF +EAFL2)

N> (X3) =
) 6 (24E12+ 17 EAEIL2 + ER L*)
(176)
EAL? (-6EIF +EAF L)
Nz (X3) =

6 (24EI?+17EAEIL? + EA L4)

FL(-6ElI +EAL?) (12El +2EAL2-3EALX3)
M. (X3) = - (177)
18 (24EI%+17EAEIL2 + ER L*)

FL (-72EI2+2EA L4~ 9EAL (12El + EAL?) x3)
M (x3) =

18 (24E|2+17EAE|L2+EA2 L4)
(178)
1 72ElI2L +108EAEILS3 +7EA2LS
My (X3) = -—F -18x3
18 24E|l2+17EAEIL? + EA L4

EAL® (-6EIF +EAFL2)
T1 (X3) = (179)
6 (24EI2+17EAEIL? + EA L4)

EAFL? (12El +EAL?)

T2 (X3) = -
48EI2?+34EAEIL2+2EA LY (180)
Ts (x3) = F
Se si vogliono trascurare le deformazioni assiaicorre far tendere la rigidezza assiale EA acdhiiafj
ottenendo:
F (L—X3)2X3 (]_8]_)
Vi (Xg) = - ——
P 36 El
F X3 (—L2—2Lx3+3x§)
Vo (X3) =
2 (X3) 36 El
F x3 (4L2+7Lx3—6x§)
V3 (X3) =
2 36 El
F
Ny (X3) = — (182)
2
Ny (X3) i
X3) = —
6
N, F
(X3) = —
¥ 6
M FL Fxs (189)
(X3) = ——+
: 9 6
M ! F@2L-9
X = — -9Ox
(X3) 18 ( 3)
(184)
TFL
M (X3) = - +F X3

18
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F
T1 (X3) = — (185)
6
T F
2 (X3) = ) (186)
T3 (X3) = F

In Figura 19 €' riportato il diagramma degli sposati trasversali, mentre il diagramma dei momehti
identico a quello ottenuto in precedenza.

H
A
TITTITTTT7 -
| L | L l
T T 1
Figura 19 - Gli spostamenti per il telaio di Figla
m | valori notevoli
L'abbassamento al di sotto della forza vale:
FL® 216EI2-96EAEIL2+5EAL*
Vp = (187)
36 El 24 EI2 -17 EAEIl L2 + EA? L*
0, al limite per EA che va ad infinito :
5FL3
Vp= —— (188)
36 El
Esempion .6

Si consideri il semplice telaio di Figura 20, gittidiato in precedenza attraverso la scritturattdirdelle
equazioni di congruenza con il metodo midto

Si definiscono le linee elastiche(xs) e wy(X3), relativamente al ritto AB, &(X3) € Wx(X3) relativamente al
tratto BC, rispettivamente, e col solito sistemashi locali
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——
——

Figura 20 - Un semplice telaio zoppo

Si potra’' scrivere, ipotizzando che le sezioniritel e del traverso siano costanti:

Elv; (x3) =0

EAW (x3) =0
Elv, (x3) =0 (189)
EAW (x3) =0

e quindi si ha :

Vi (X3) = ao+a1x3+a2x§+a3x§

Wi (X3) = bo + b1 X3 (190)
— 2 3

Vo (X3) = Co+C1 X3 +C2X3+C3X3

Wy (X3) = do +d1 X3

Si sono quindi introdotte 12 costanti di integra®ipche dovranno essere definite attraverso l'iinjpoe di
opportune condizioni ai limiti. Nella fattispects,avra'”:

- in A lincastro detta I'annullarsi di spostameassiale, spostamento trasversale, e rotazions, lessre
equazioni di congruenza:

Wy (H) =0
vy (H) =0 (191)
vy (H) =0

- in B si deve imporre la congruenza degli spostgmes I'equilibrio del nodo. Per la congruenza, si
potranno imporre le tre condizioni:

w (0) =vz (0)

vy (0) = -w, (0) (192)

vi (0) = vy (0)
La prima impone che lo spostamento assiale dektsavsia pari allo spostamento trasversale de, ritt
mentre la seconda impone che lo spostamento temeedel traverso sia pari allo spostamento asdille
ritto. L'ultima condizione impone l'uguaglianzaldebtazioni

519
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Le condizioni di equilibrio del nodo in B dettano:

Tec
Nec
Msc
Tea
e
Msa
Nea

Figura 21 - Il concio in B e le forze su di esseratg
Nea+ Tec =0
~Tea+Ngc=0 (193)
Mea + Msc = 0

ossia, in termini di spostamenti e successive degiv

EAw (L) -Elv, (0) =0
Elv; (L) +EAw (0) =0 (194)
~Elv; (L)-Elv, (0)=0
- in C la presenza dell'appoggio impone che lo tgpmosnto trasversale sia nullo, di conseguenza rsaita'il
momento flettente, mentre lo sforzo normale dossakre pari alla forza applicata F:

vy, (L) =0
EAw (L) =F (195)
-Elv, (L) =0

m Lasoluzionedel sistema di equazioni

Le dodici equazioni ai limiti si scrivono, utilizado le (190):

ag+Ha +Ha,+H az =0
a;+2Ha +3H?* a3 =0

bo+Hb; =0
bo:Co
ap = -do
a; =C1

196
EAb, -6Elc3=0 (196)

6Elas+EAd, =0

_El (2ay) - 2Elc,=0
Co+CiL+col24+c3L3=0
EAD, = F
2co,+6Cc3L =0
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con soluzione :

FH (12EIH +EAL2 (3H+4L))

ag = —
12 El (3EIH+EAL2 (3H+L))
FI-|2(3EIH+EAL3)
a; =
2 El (3EIH+EAL2 (3H+L))
SEAFHL?
as =
4 El (3EIH+EAL2 (3H+L))
Az = - —
°" 6El
SFHL
Co = -
6EIH +2EAL? (3H+L)
FI-|2(3EIH+EAL3)
C1 =
2 El <3EIH+EAL2 (3H+L))
3SEAFHL? (197)
Cor = -
4 El (3EIH+EAL2 (3H+L))
EAFH L
C3 =
4 El <3EIH+EAL2 (3H+L))
SFHL
bg = -
6EIH +2EAL? (3H+L)
3FH?L
b, =
6EIH +2EAL? (3H+L)
FH3(12EIH +EAL? (3H+4L))
do =
12 El (3EIH+EAL2 (3H+L))
F
dp = —
EA
Ne segue I' espressione degli spostamenti tradiveubaitto:
FI—P(lZEIH +EAL? (3H+4L))
Vi (X3) = - +
12 El <3EIH +EAL? (3H+L))
FI—|2<3EIH +EAL3)
X3 + (198)

2El (3EIH +EAL? (3H+L))

SEAFHL? ) F

X3 -
4El (3EIH +EAL2 (3H+L)) 6 El

X3

e sul traverso :

V2 (X3) =
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3FHL FH (3EIH +EAL)
— + X3,
6EIH +2EAL? (3H+L)  2El (3EIH+EAL? (3H+L))
3EAFH L? )
X3+

4El (3EIH +EAL2 (3H+L))

EAFH L ,
X
4El (3EIH +EAL2 (3H+L))

Gli spostamenti assiali sono invece forniti da :

3FHL 3FHL
Wy (X3) = - + X3 (200)
6EIH +2EAL2 (3H+L) 6EIH +2EAL2 (3H+L)

FI—f3(12EIH+EAL2 (3H+4L)) F

W (X3)

+ — X3 (201)
12 El <3EIH+EAL2 (3H+L)) EA

Le caratteristiche della sollecitazione internatngono invece tramite derivazione successiva :

3EAFHL
Ny (X3) = (202)
6EIH +2EALZ (3H+L)
N2 (x3) = F (203)
3EAH L2
M (x3) =F |- + X3 (204)
6EIH +2EALZ (3H+L)
SBEAFHL (L-x3)
M (X3) = (205)
6EIH +2EAL2 (3H+L)
T]_ (X3) =F (206)
SEAFHL
To (X3) = (207)

B6EIH +2EALZ (3H+L)
Se si vogliono trascurare le deformazioni assiadicorre far tendere la rigidezza assiale EA acdhiiafj

ottenendo:
F(H-x3)2 (H(3H+4L) +2 (3H+L) x
vy xg) - - F(HoX0)® (H@H4L) <2 (3H:L) x3) (208)
12ElI (3H+L)
FH (L-X3) (2L -X3) X3
Vo (X3) =
4EIL (3H+L)
3FH? (209)
Ny (X3) = —————
GHL+2L2
N (X3) =F
F(-3H+2 (3H+L) xs) (210)
X =
3FH? (L-x3)
M (X3) = ————— -

2L (3H+L)
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1l
n

T1 (X3) (212)

3FH
Tz (Xg) = - ——— (213)
6HL+2L2

In Figura 22 e’ riportato il diagramma degli spogati trasversali, mentre il diagramma dei momehti
identico a quello ottenuto in precedenza, nelladiszione 18.

B C F

| EEc-N

——
——

Figura 22 - Gli spostamenti per il telaio di Fig@@

m | valori notevoli

Lo spostamento orizzontale del carrello e' pari a:

FL FH (12EIH +EAL? (3H+4L))

= — + (214)
EA 12El (3EIH +EAL? (3H+L))
0, al limite per EA che va ad infinito :
FH (3H+4L)
We = (215)
12El (3H+L)
eperH=L:
7 FL3
We= —— —— (216)
48 EI
Esempion .7

Sivuole ora studiare il telaio di Figura 23, chsto da due travi collegate da un pendolo.
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F
A B C
r) ——
~&d~ ~&d< D
L
G E
L L

——

——

Figura 23 - Trave doppia

——

——

Si potra’' scrivere, ipotizzando che le sezioniritel e del traverso siano costanti:

Elv ;

EAW (x3) =0

Elv ,
EAW
Elv 5
EAW,
Elv ,
EA W,
Elv 5
EA W,

e quindi si ha :

Vi
Wy
\¥
Wa
V3
W3
Vg
Wy
Vs
W5

X

X X X X X X X X

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(X

3)
3)
3)
3)
3)
3)
3)
3)
3)
3)

(x3) =0

(Xx3) = 0
(X3) =0

(X3) =0
(X3) =0
(X3) =
(X3) =0
(Xx3) = 0
(X3) =0

0

:a0+a1x3+a2x§+a3x§
:b0+b1X3
:C0+C1X3+C2X%+C3Xg
:d0+d1X3
:e0+e1x3+e2x§+e3x§
:f0+f1X3

2 3
= Qo +01 X3 +02 X3 +03 X3
:h0+h1X3

2 3
= NMp+ M X3 +Np X3 + M X3
= Ng + N1 X3

(217)

(218)

Si sono quindi introdotte 30 costanti di integramipche dovranno essere definite attraverso l'iinjpoe di
opportune condizioni ai limiti. Nella fattispects,avra'’:

- in A I'appoggio detta lI'annullarsi di spostameassiale e spostamento trasversale, mentre il ntonsana’

nullo:
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w, (0) =0
vy (0) =0 (219)
vy (0) =0

- in B il carrello impedisce lo spostamento velg¢canentre si avra' continuita’ di rotazioni e spogenti
assiali. Inoltre i tagli subiranno una variazioniscdntinua, mentre momenti e sforzi assiali dovoaassere

continui:
w (L) =w (0)
vy (L) =0
Vo (0) =0
vi (L) =v; (0) (220)
vi (L) =v3 (0)
W (L) =W (0)
- in C del tutto analogamente si ha
W (L) =ws (0)
Vv, (L) =0
V3 (0) =0
Vs (L) = V5 (0) (221)
vz (L) =vg (0)
W, (L) =ws (0)
-in D la congruenza impone che sia:
W (L) = -vq (0)
222
vz (L) =wy (0) (222)
mentre la presenza della cerniera impone:
NbC:O%V? (Ly =0 (223)
Me=0—vy (0) =0

Infine, le condizioni di equilibrio alla traslazierdel nodo impongono:

F
Toc
Noc
Mbc
Tpe
B —
Mbe
NoEe

Figura 24 - Il concio in D e le forze su di esserag
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~Noc-Tpe=0
~Toc+Npg+F =0
ossia, in termini di spostamenti e successive diiv

-EAw (L) +Elv, (0)=0
Elvy (L) +EAw (0) +F=0

- in E, analogamente:

(225)

w (L) =vs (2L)

Vg (L) = -ws (21L)

vy (L) =0

Vs (2L) =0 (226)
-EAw (2L) -Elv, (L) =0

Elve (2L)-EAw (L)

Mbe

1 S Tep

Mg

Tec

Figura 25 - Il concio in E e le forze su di esser#g I'equilibrio impone che siaNeg + Tep=0 €-Tgg- Nep=0

Infine, nell' incastro G :

ws (0) =0
vs (0) =0 (227)
vs (0) =0

Le trenta equazioni si risolvono a fornire:

ag=0
3EIFL2+8EAFL?
ai; =
72EI2+237EAEIL?
a, =0
3EIF +8EAFL?
az = -
72EI2+237EAEIL?
bg=b; =0
Co=0
6EIFL2+16 EAFL?
C1 =

72EI12:237EAEIL?
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3EIFL +8EAFL®

Cor = -
24El2+79EAEIL?
15EIF +40EAF L2
C3 =
72 El 2 +237EAEIL?
dog=d; =0
€ =0
21EIFL2+56EAFL*
€1 =
72 El2+237 EAEIL?
4FL (3El +8EAL?)
€ =
El (24El + 79 EAL?)
4F (3El +8EAL?)
€3 =

3El (24El +79EAL?)
fo=f1=0
9o=01=02=03=0
5FL3 (3El +8EAL?)

ho =
El (24EI +79 EALZ)
15FL?
hy = -
24 El + 7T9EA L2
m =0
m =0
15 EAF L3
n"t:
24El2 +79EAEIL?
5EAFL2
m = -
48 El 2 + 158 EAEIL 2
Ng=n; =0

Ne segue che gli spostamenti assiali sono divergiedo solo sul pendolo, laddove sono nulli glissamenti
trasversali. Le linee elastiche sono fornite da:

F (3El +8EAL?) x5 (L2 -X3)

Vi (X3) =
3El (24El +T9EAL?)
F (3El +8EAL?) x3 (2L2+3Lx3-5x3)
V2 (X3) = -
3El (24El +T9EAL?)
F (3El +8EAL?) x3 (7L2+12L x5 -4x3)
V3 (X3) = (229)
3El (24El +79EAL?)
5EAFL2 (6L -x3) X3
Vs (X3) =
2El (24El +T9EAL?)
5F L2 <3EIL +8EAL3—3EIX3)
Wy (X3) =

El (24El +79EAL?)

e le caratteristiche della sollecitazione intepe, successive derivazioni, sono :
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15 EAF L?
Ny (X3) = -
24 El +79 EA L2
2F (3El +8EAL?) xg
M (X3) =
24 El + 79 EA L2
2F (3EI +8EAL?)
Ty (X3) =
24 El +79 EA L2
2F (3El +8EAL?) (L-5x3)
M (x3) =
24 El +79 EA L2
10F (3El +8EAL?)
T2 (X3) = -
24 El + 79 EA L2
8F (3El +8EAL2) (L-Xa)
My (X3) = -
24 El + 79 EA L2
8F (3EI +8EAL?)
T3 (X3) =
24 El +79 EA L2
15EAFL2 (-2 +X3)
M (Xx3) =
24 El + 79 EA L2
15 EAF L2
Ts (X3) =

24 El +79 EAL?
Se si vuol trascurare la deformabilita’ assial®, msta che far tendere EA all' infinito, ottenendo

8 Fx3 (L2 -x3)

Vi) s o
8Fx3 (-2L2-3Lx3+5x3)
vz (X3) = 237 El
2 2
vo trg) - o2l LZ;;;LX?' 4x (231)
5F (6L -x3) X3
Vs (X3) = 158 El
40F L3
Wy (X3) = 29 El

per quanto riguarda le linee elastiche, e :

15F
Ns (X3) = —?

16 F x3
M (X3) = 75

16 F
Ty (X3) = T

X = — -oX
(X3) 79 ( 3)
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80F
Ty (X3) :—?
64
M (X3) = —EF (L -x3)
64
T3 (X3) = EF
15
M (X3) :_EF (2L -X3)
15F
Ts (X3) = W

Il diagramma degli spostamenti e' riportato in FigR6 :

F
A B C
'®) ——
~ K< ~ < D
L
G E
! L ) L l L l
T T T T

Figura 26 - Gli spostamenti per il telaio di Fig@#
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