25 - La linea elastica e le strutture a
telalo 1sostatiche

[A.a. 2012 - 2013 : ultimarevisione 4 maggio 2013]

Esempion .1

Si consideri il semplice telaio di Figura 1, castit da un traverso di luce 2L, interrotto da ueangera in
mezzeria, ed un ritto di altezza H. A sinistraedlato €' vincolato con un bipendolo, al piede siuma
cerniera, sicche' la struttura risulta manifestamésostatica. Il carico e' definito da una copgliaalore7#
agente nel nodo di destra C, e da una variaziognada assiale di valor&T agente sul ritto.

Si vuole affrontare la soluzione in due fasi susi&s in un primo momento si determinano le caristiehe
della sollecitazione interna, ossia momenti, taghkforzi normali, applicando le equazioni diffenafizdi
equilibrio. In un secondo momento si deducono tistamenti assiali e trasversali, attraverso lazsohe
delle equazioni di congruenza e costitutive. Sinda che la possibilita’ di suddividere in tal maldealcolo
e' dovuta all'isostaticita’ della struttura.

Primafase: il calcolo ddlec.s.i.

Si identificano tre sistemi di riferimento, congirie in A,B e C, e col sistema di assi locali dédiin Figura
2. In assenza di carichi distribuiti sara”:

A B "/ c
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Figura 1 - Un semplice telaio zoppo
MAB (x3) = axz+b
MBO (x3) = cx3+d (1)

M(CP (X3) = exz+f
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NP (x3) = ny
NEO (x3) = ng
NP (x3) = n3

)

Le condizioni (di equilibrio) che permettono il calo delle costanti di integrazione sono:

®3)

——
——

L

Figura 2 - | tre sistemi di riferimento per i tratti AB, BC e CD

Il sistema di nove equazioni:

aL+b=0

a==¢C

d=0
-(cL+d)+f+7=0
eH+f =0

ng =0

Ny =nN2

n,+e=0

-c+n3 =0

si puo' risolvere come :

'_|§§'_|§

(4)

(5)
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d=e=f =0
Ny =Ny =
/A
ng = —
L

X
MAB (x3) = - (175)

/A 6

MEC (xs) = = Xs 6
MCED (x3) = O
/4
T(AB> (X ) - —
¥

m 7

T(BC) (X3) = — ()
L
TP (x3) = 0
NAB (x3) = 0
NEBS (x3) = 0

w 8)
N (xa) = -

m Secondafase: il calcolo degli spostamenti

Le equazioni da utilizzare sono ora quelle chedeggli spostamenti alle caratteristiche, o piucfgamente,
le curvature ai momenti e gli allungamenti percatitagli sforzi normali:

. M
vV (X3) = - —
El
‘ N N ©)
W (X3) = — - A= — +aAT
EA EA
Sara' quindi, nei tre tratti AB, BC e CD:
" /A X3
vl BB (xg) = — (17—)
2 E L
. X 10
v'OBO (xg) - — 2 4o
El L
v (P (x3) =0
w A% (x3) = 0
; (BO -0
w (X3) (11)
, A
w (€D (x3) = + aaT
EAL

ed integrando opportunamente
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w (x3 X3
vAB (x3) = — =S +axz+b
El 2
3
m X3
vBO (x3) =- — — +cx3+d
ElI 6L
v (x3) = exg+f
WA (x3) = 51
wB9 (x3) = s,
/A
w(CD (X3) = —— X3+ aAT X3 +S3
EAL

viAB) (x5 =0) =0
¢"® (x3=0) =0
v (x3=L) =v®9 (x3=0)
WA (x3 = L) =wB9 (x3=0)
vBY (xg=L) =w (x3=0)
wB (xg=L) =-vP (x3=0)
B9 (x3=L) =¢P (x3=0)
viD (xg3=L)=0
w (xg=L) =0
ossia :
b=0
a=0
/4
—  lL%2+alL+b=d
3 El
S1 =92
7w L3
-— —+CcL +d=s3
El 6
32—7f
m L
- - _-e
El 2
eL+f =0
/4
— + arTL+s3=0
A
con soluzione :
b=0
a==0
d:—% 2
3 El
7 L /A
C=-— —-—— - aAT
El 6 EAL
m 2L /A
e=-— —-——-ah

(13)

(14)
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m 2L m
= — + —+ aATL
El 3 A
m 2L wm
S;=-— —— - — - aATL
El 3 EA
m 2L wm
Sg=-— — - — - aATL
El 3 EA

A
S3=-— - aATL
A

w (X2 X3
VA (xg) = | -2
El 2 6L
3
m X3 m L " "
VO (xg) = - — 2 T Ty, L2- —— x3- asT X3
EIl 6L EI 6 3 El EAL
m 2L /A
vieD (x3) = |- — — - —— - aaT| (x3-L)
El 3 EAL (16)
n 2L m
w(AB) (X3) =—- — —— - — — aATL
El 3 EA
n 212 m
W(BC) (X3) = - _— = O(ATL
El 3
X3
WD (x3) = anT (x 7L)——( ——)
® : EA L

Appare in evidenza l'influenza dei vari terminist#onali ed assiali. Se ad esempio si vuol traseucme
usuale, la deformabilita’ assiale delle aste, bastarescere la rigidezza EA all'infinito, ottederle formule

semplificate:
w (X2 x5
V(AB) (X3) - _3,_3
El 2 6L
3
m X w L A
v (BO (X3):*——3*__ 3+ szo(ATX;,»
El 6L EI 6 3 El
m 2L
(CD = |-— — — aAT -L
v (X3) [ o 3 a (X3 -L) (17)
m 212
WA (x3) = - — —— — aATL
El 3
m 212
W(BC) (X3) = - — — — oATL
El 3
W€ (x3) = aaT (x3-L)

ed in assenza di variazioni termiche :
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wm [x2 %3
v (AB) (X3) = — _3__3
El |2 6L
3
m X m L /4
VB9 (xg) = - T DT Xy
El 6L El 6 3 El
m 2L
VI (xg) = - — — (x3-L)
s B 3
m 212
W(AB> (X)I———
s El
m 212
WwBO (xay - o
(X3) 3

w€P (x3) = 0

Una possibile deformata e' riportata di seguito:

A B

D00

——
—

L

Figura 3 - La deformata per il telaio zoppo di Fay

Esempion .2

Si consideri ora il telaio di Figura 4, costituila una maglia triangolare chiusa a tre cerniergsolata con
un appoggio a sinistra ed un carrello a destrdeatidta da una forza P sul tratto inferiore. Liatstira €'
quindi palesemente isostatica, come puo' esserferagato da un veloce computo dei tratti di cui @ne

posta (t = 3) e del numero di incognite statichespnti (s = 9).
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Hp
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Hy

A D, E F 1

% it : =
L]_ L2 L3 L4 L5

Figura 4 - Una maglia chiusa a tre cerniere

m Primafase: il calcolodedlec.s..

Si identificano i dieci sistemi di riferimento didgtra 5, che permettono di scrivere, in assenzeadchi
distribuiti:

8 9
X2<7> X3<) X3<)X2<10>
7 “ L 10
X3<> X2<8) X2(9)i ]X3( )
x 4%
f
1 X432 2 3 4 5
Xé ) 3 Xé ) Xé ) Xé ) Xé )
A A
1 2 l 3 1 4 5
X5t X529 x3% xgY X5
Figura 5 - La scelta dei sistemi di riferimento f@emaglia chiusa di Figura 4
MAB (x3) = t1 Xz +m;
MBO (x3) = toaxz+m; MDD (x3) = tgxg+m
MPE (x3) = t4 X3+ my;
MEP (x3) = tsxg+m; M©B (x3) = tgxz+m (19)
MHO (x3) = t7 X3 +ny;
MHD (x3) = tgxg+mg; M) (x3) = tgxz+my
M) (x3) = t19 X3+ Mo
NAB (x3) = ny; N B9 (x3) = ny; NP (x3) = ng;
NPPE (x3) = ng; N EP (x3) = ng; (20)
N (x3) = ng; N M9 (x3) = ny; N ™MD (x3) = ng;
N (x3) = ngi N B (x3) = nyp;
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Le condizioni (di equilibrio) che permettono il calo delle costanti di integrazione sono:

in corrispondenza dell' appoggio in A :

MAB (x5 =0) =0 (21)
in corrispondenza del nodo triplo B:

N8 (x3=L1) + T8 (x3=H;) +NB9 (x3=0) =0
T8 (x3=Ly) -N©B (x3=H;) +TB9 (x3=0) =0 (22)
~MAB (xg =Ly) -MC®B (x3=H;) + MBO (x3-0) =0

in corrispondenza della forza P:

-NBO (x5 =Ly) + NP (x3=0) =0
~TBY (x3=L,) +TP (x3=0) +P=0 (23)
~-MBO (x5 =Ly) + M (x3=0) =0

in corrispondenza della cerniera D:

-NCD (x5 =L3) +NP® (x3=0) =0
“TED (x5 =L3) +TP® (x3=0) =0

24
M(EP (X3 =L3) =0 (24)
MPE (x5 =0) =0
in corrispondenza del nodo triplo E:
-NPB (x5 =L4) + THE (x3 =H +H) +NEP (x3=0) =0
—T(DE> (X3 = L4) - N(LE> (X3 = Hl + Hz) +T(EF> (X3 = 0) =0 (25)
~MPE (xz3 =Lg) -ME) (x5 =H +H) +MEPD (x3=0) =0
in corrispondenza del carrello in F:
(EF) - -
MEF (X3 =Ls) =0 (26)
N(EF) (X3:L5) =0
in corrispondenza della cerniera in G:
-NS (x5 = Hy) + N©B (x5 = 0) =
(HG - _T(GB = =
TS (X5 = Hy) -T(®® (x3-0) =0 27)
MFG (x3 = Hy) =0
M®B (x3=0) =0
in corrispondenza del nodo H:
~THG (x3=0) + N (x3=0) =0
NHG (x3=0) +TH) (x3=0) =0 (28)
MHG (x5 =0) + MH) (x3=0) =0
in corrispondenza della cerniera in I:
-NHY (x5 =Lg) + NY) (x3=0) =0
_T(HD) _ (L) -0 -
T (Xg =Lg) +T (x3=0) =0 (29)

MHD (X3 =Lg) =0
ML) (x3=0) =0

in corrispondenza del nodo L:
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_N(“- ) (Xg

L7) - THE (xg

0)-0

T (x3=L7) +NME (x3=0) =0

M) (x3 = L7) + ME) (x3=0) =0
Utilizzando le (19 - 20) si giunge ad un sistemarelinta equazioni, che puo' essere agevolmentiorison
l'ausilio di un qualsiasi programma di calcolo sititn. Per semplicita’ di scrittura, da ora in goipotiz-
zano le seguenti relazioni geometriche:

Ly =2L
L, =L
Ly =L
Ly=2L
Ls=2L
Le = 3L
L, =L
H = L
H - 2L

(1)

in modo da poter esprimere la soluzione in funzidelesolo parametro. Si hanno quindi i momenti

M4BT (x3)
MBS (x3)
MP (x3)
(X3)
(X3)
(X3)
(X3)
(X3)

MIE) (x3)

MEE) (x3)

e gli sforzi assiali :

NAB - (x3)

NEO (x3) =

NEP (x3)

5PX3.
8 1
17PL 11Pxs
+ ;
28 56
45P<L |
J— - X3);
56 s
45P x5
56
3PL 3Pxs
9PX3.
14 '
9PL 9Pxs
7 14
9PL 3Pxs3
- + ;
7 7
3P xj3
7
3PL 9Pxs
+
7 14
0;
9P
NCD (x3) = NPE (x3) = —;
14
0;
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3P
NGB (x3) = NG (xg) — —;
9P
N (x3) = NUE) (xg) = - —;
: : 14
3P
NEE (xg) = —
7

Il diagramma dei momenti e' riportato in Figura 6

Figura 6 - Il diagramma dei momenti per la maghasa di Figura 4

m Calcoli

|
-

m Secondafase: il calcolo degli spostamenti

Le equazioni da utilizzare sono ora quelle cherleggli spostamenti alle caratteristiche, o piucfga@mente,
le curvature ai momenti e gli allungamenti percalitagli sforzi normali:

Uy (X3) = -

v

El

N

Us (X3) = —
3 (X3) =

Sara' quindi, per gli spostamenti trasversali

5P x3
(AB) 3 .
u X = + Co X3 +Cq,
2 (X3) 18 El 0 X3 +C1
3
L (EC) B 17PL 11 P x3 .
2 (Xg) = X3 + +Co X3 +C3;,
56 El 336 El
45 P [ x3 x3
(CD) )
u (Xzg) = — — |L — - —| +C4 X3 +Cs;
2 56 El | 2 6| °
15 P x3
Uz(DE> (X3) = ° +Cg X3 +C7;

112 El

(34)
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3PL 3Px3

u (Xg) = X3 — + Co Xg +Co,
2 8EI ° 48
3P x5
UZ(GB) (X3) = - 28 El +C10 X3 +C11;
9PL 3P x3
UZ(HQ (X3) = x5 - +C12 X3 + C13;
14 El 14 El
) 9PL Px3
u, (X3):714EI X3+14EI +C14 X3 + C15;
oW Px3
u, (X3) = 14E] +C16 X3 + Cy7
3PL 3pxd
Uz(LE> (X3) = X3 ° +C1g X3 +C19

+
14 El 28 El
e per gli spostamenti assiali:

Uz (X3) = do;

u3(BC) (X3) = 1j IFE)A X3 +dq;
us? (x3) = 1j EA X3 +dz;
us® (xs) = 1j EA X3 + ds;

u$ (x3) = da;

ug® (xs) = —%Xsﬂjsi
ug"® (xs) = —%deﬁ;
ug(H” (X3) = 1j EA X3 +d7;
uit) (x3) = 1jEA X3 + dg
ui™® (xs) = %deg;

(36)

Questa volta le condizioni ai limiti dovranno impsta congruenza degli spostamenti, e sara’:

in corrispondenza dell' appoggio in A :

us®® (x3=0) =0
us®® (x3=0) =0

in corrispondenza del nodo triplo B:

us®® (x3 = L1) =us®9 (x3=0)
us"® (xg = L1) =u®® (x5 =H)
ud™® (xs = L1) =us?? (x3=0)

(37)

[ 29\
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ud™® (xs = L1) = -uy®® (x3 = H)

oM (x3=1L1) =¢®9 (x3=0)
oM (x3=L1) =0©® (x3=H)

in corrispondenza della forza in C

usP9 (x3 = Lz) = uy? (x3=0)
U?()BC) (X3 = Lz) = U?()CD) (X3 = O) (39)
B9 (x3=1Lp) =¢P (x3=0)

in corrispondenza della cerniera in D

CD DE)

;™ (x3 =Lg) = U™ (xg =0) (40)
us? (xs = La) =ug”® (x3=0)
in corrispondenza del nodo triplo in E
us"® (xs = La) = U™ (xs = 0)
us®® (X3 = La) = uf™™ (X3 = Hi+ Hyp)
us™® (X3 =La) =ug™ (x3=0) 41)
u$®® (x3 =La) = -uf"® (xg=H +Hp)
¢PF (x3=La) =0 (x3=0)
¢PF (x3=La) = 0"F (x3 = H +H)
in corrispondenza del carrello in F
usF (xg=Ls) =0 (42)
in corrispondenza della cerniera in G
uz"® (xs = Hy) = u”® (x5 =0) 43)
us™® (x3 = H) =uf’® (x3=0)
in corrispondenza del nodo H
u"® (x3 =0) = —u{™ (x3=0)
us"® (xg =0) =uz" (xg =0) (44)
¢M% (x3=0) =™ (x5 =0)
in corrispondenza della cerniera in |
u" (xs = Le) = Uz (x3=0) (45)
ug™ (xs =Le) =ug"’ (xs=0)
in corrispondenza del nodo in L
us" (xs =L7) =ug"® (xs = 0)
ui™) (x3=0) = -uf® (x3=0) (46)

o) (x3=0) =" (x3=0)
Risolvendo il sistema di trenta equazioni, e paltala rigidezza assiale EA ad infinito, si ottengda linee
elastiche:
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5Px3 (249112 - 49x3)

Uz (Xs) = 2352 El ;
oo P (2295013 + 9515 L2 x5 - 714 L x 3 - 77 x3)
ug™ (X3 = 2352 El ;
- P (31674 L3+ 7856 L2 x5 - 945 L x 3 + 315 x3)
U2 (Xa) = 2352 El ;
. P (389003 - 11657 L2 X5 + 315 x3)
ug™ (Xa) = 2352 El ;
- P (181063 -7877 L2 x5 -882Lx 3+ 147 x3)
Uz (Xs) = 2352 El ;
. P (9011 L3 - 8759 L2 x5 - 252 x3)
Uz (x3) = - 2352 El !
o P (5487 L3 - 523312 x5 - 1512 L x § + 252 X 3)
Uz (Xa) = 2352 El !
" P (22950 L% -5233L2x5+1512L x3 - 168 x3)
Uz (Xs) = 2352 El ;
. P (1632313 + 1951 L2 x5 - 168 x3)
uz-’ (xs) = 2352 El ;
- P (5487 L3+ 1951 L2 x5 - 504 L x § - 252 x 3
Uz () = 2352 El

per gli spostamenti trasversali, e :

ud® (x3) = usB9 (x3) = us? (x3) = usP® (x3) = usFY (x3) = 0;
3825 P L3
(GB) (HG .
u X = Uu X - -
3 ( 3) 3 ( 3) 392 EI
1829 P L3 (48)

(HI) (IL )
u X = Uu X = -
3 ( 3) 3 ( 3) 784 EI

9053 P L3
ug™ (x3) =

1176 El

per gli spostamenti assiali. Ne segue la deformiaffagura 7.
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Figura 7 - Il diagramma degli spostamenti per laylmachiusa di Figura 4, in ipotesi di EAss

m Calcoli

Esempion.3

Si consideri il telaio zoppo di Figura 8, appogdagiagli estremi e con doppio bipendolo ad interrompk
traverso. Un pendolo collega i due ritti.

P
F
4+ C D @ 4
Hs
G 4+
Hp
Hy
il B H 4
~<I N
Hy
A
~< Y
t t t t
L, Lo Ls

Figura 8 - Un telaio zoppo con pendolo

La struttura €' isostatica, in quanto costituitadda tratti (t = 2) con sei incognite statichedle reazioni dei
due appoggi, la coppia del doppio bipendolo, lazfaormale nel pendolo BG). Si identificano i asist di
riferimento di Figura 9, in modo da poter scrivere:
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MBA (x3) = tq X3+ m;

MEB (x3) = toxg+m; MCD (x3) = tgxz+m
MPE (x3) = taxs+m;

MEP (x3) = tsxg+m; MFO (x3) = tgxz+m
MCH (x3) = t7 X3 +nMy;

NGB (x3) = ni; N B (x3) = ny; N (P (x3) = ng;
NPE (x3) = ng; N ED (x3) = ns;

N (x3) = ne; N ©H (x3) = n7; N B9 = ng;

(49)

(50)

Si noti che per il pensolo si e' definito il soforzo assiale, in quanto momento e taglio sonotidamente
nulli. Le condizioni di equilibrio che permettoriccalcolo delle ventidue costanti di integrazioned

in corrispondenza dell' appoggio in A :

MBA (X3 =Hy) =0
in corrispondenza del nodo B:

~TBA (x3=0) +T®® (x5 =H,) + NB9 Cos[a] =0
NBA (x5 =0) -N©B (x3=H) -N®B9 Sin [a] =0
MBY (x3 = 0) ~M® (x3=H,) =0

in corrispondenza del nodo C:

~T® (x3=0) + NP (x3=0) =0
N©CB (x3=0) +TCP (x3=0) =0
0

MCB (x3 =0) + MCD (x3 =0) =

(51)

(52)

(53)
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in corrispondenza della forza P:

-NCD (x5 =L;) +NP® (x3=0) =0
TP (x3=L1) +TP® (x3=0) +P=0 (54)
~MCD (x5 = L) +MPE (x3=0) =0

in corrispondenza del doppio bipendolo in E :

DE)

2
m

F

=z

| (55)

—
o
m

(
(
(
T(EF)

in corrispondenza del nodo F:

~TER (x3=Lsg) +NFO (x3=0)
-NEP (x3 = Lg) -TF9 (x5 =0)
-MER) (x3 = Lz) + MFO (x3 = 0)

in corrispondenza del nodo G:

(56)

I
o O O

TS (x3=Hg) -T©CH (x3=0) -N®® Cos[a] =0
_N(FG (X3 = Hg) + N(GH (X3 = 0) + N®BS sin [a] =0 (57)
~MFE (x3 = Hg) + MM (x3=0) =0

in corrispondenza dell' appoggio in H :

MCH (x3=H;) =0 (58)
Svolgendo i calcoli, e risolvendo il sistema di @gjoni si ha il quadro flessionale:

PL PH L

MBA (xg) = - ——— X3+ ——

H - Hy H - Hy

PH L
M (x3) = =

Hi - Hy

PH L
M(CD) (X3) = PX37 !
H -Hy

PH L,

MPE (x3) = - " |—|4; (59)
| -

PH L
MEP) (xg) = - —

H -Hy

PH L
MFS (xg) =~

H -Hy

PL PH L
MCH (x3) = - X3 =

M- Hy My - Hy

ed il quadro di sforzi assiali :

NBA (xz3) = P|-1- ———|;

N® (x3) = -P;
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NCP (x3) = N®® (x3) = NP (x3) = NFO (x3) = 0;

PL; Tan[a
NCH (xg) =
Hi - Hy
N(EG :7PSec[a] Ll;
H - Hy

Si assume, d'ora in poi:

L1:L;L2:L;L3:2L;H1:L;H2:3L;H3:L;H4:2L
ottenendo il diagramma di Figura.

Figura 10 - Il diagramma dei momenti per il teldid=igura 8

m Calcoli

m Secondafase: il calcolo degli spostamenti

Le equazioni da utilizzare sono ora quelle chedeggli spostamenti alle caratteristiche, o piucfgamente,

le curvature ai momenti e gli allungamenti percatitagli sforzi normali:

M

CEl
N

EA
Sara' quindi, per gli spostamenti trasversali

Uz (X3) =

A P x3 P x}

us >(X3):7——+—L—+C0X3+C1;
El 6 El 2
P X3

uéc&

(X3) = EL ?+CZX3+03;;

(61)

(62)
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P X3
(D) .
u, (X3) = - — L — +C4 X3 +Cs;
El 2
usP® (x3z) = - — Lx3+Cg X3 +C7;
El
us (x3) = - — L x3 +Cg X3 + Co;
El
FG .
us”® (x3) = - — Lx3+C1o X3 +C11;
El
3
P X3 P
(GH 2 .
Uz (X3): ————LX3+C]_2X3+C13,
El 6 El

e per gli spostamenti assiali:

P
U?iBA> (X3) = *mx3+ do;
)
us® (xs) = andl;
ui? (xz) = dy;
us®® (x3) = ds;
ug™ (xs) = da;
usF® (xz) = -ds;
P
U?ie'-b (X3) = *ﬁ)ﬁ X3 + dg;
V5 P
uiB (xs) = S Ex X3 +dy;

(64)

Anche in questa fase, si e' assuatpriori identicamente nulla la linea elastiu@. Questa volta le con-

dizioni ai limiti dovranno imporre la congruenzagiespostamenti, e sara' :

in corrispondenza dell' appoggio in A :

in corrispondenza del nodo B:

usBA (x3=0) = uf? (x5 = Hy)
uB (x3=0) = -ulB® (x3=0) Cos[a]
Ui (x3=0) = uf® (x3 = Hy)
uéBA> (X3 = 0) = _uésq (X3 =0) Sin [a]
B®A (x5 = 0) = 6% (xq - Hp)

in corrispondenza del nodo in C:

U (co

(X3 =0) =-u3™" (x3=0)
ui (xs =0) =us” (x3=0)
?(©® (x3=0) = 9P (x3=0)

in corrispondenza della forza in D:

(65)

(66)

(67)
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=

us? (x3 =L1) =uPP (x3=0)
us®? (x3 =L1) =uPP (x3=0)
¢ (x3=0) =¢P" (x3=0)

in corrispondenza del doppio bipendolo in E

¢P5 (x3=Lz) =0 (x3=0) (69)
in corrispondenza del nodo in F

usFP (x3 = L3) = uf® (x5 =0)

uE (xg = Lg) = -usf® (x5 =0) (70)
¢ E (x3=L3) =99 (x3=0)

in corrispondenza del nodo G:

ust® (x3 = Hg) = uf® (x5 =0)

us™® (x3 = M) = -uf®® (x3 = Lp) Cos[a]

ug™® (xs = Hg) = ug® (x5 =0) (1)
us™ (xs = Hg) = -ui®® (x3 = Lp) Sin [a]

0F9 (x3 = H) = 0" (x5 =0)

dovel, €' la lunghezza del pendolo:

Ly +L L
Ly - (Ly +L2+ 3), (72)
Cos[a]

in corrispondenza dell'appoggio in H:

ust (x3=Hy) =0
(

(73)
us (x3 = H) =0
Si noti ora che le due equazioni
us (x3 = 0) = -ug®® (x3 =0) Sin [a]
(FG) (BG . (74)
Uz~ (Xz=Hg) =-uUz " (X3 =Lp) Sin [a]

sono automaticamente soddisfatte, e non vanno iqeomdiderate.

Risolvendo il sistema di ventidue equazioni, e gmib la rigidezza assiale EA ad infinito, si otmg le
linee elastiche:

P(L-x3) (152L2+2Lx3-x3)

us® (xs) = - :
2 s 6 El
2 a2
W ) PL (575L2-132L x5 3x3);
6 El
2 2
0 (xa) - - Pxs (-132L%+3Lx3 +x3);
6 El
o PL (64L2+66Lx3-3x3)
us”" (x3) = ;

3 El ’ (75)
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PL(36L2-20Lx3+x3)

u X3) = - ;

2 (X3) =

2 2
W ey - PL(121L2-48Lx3+3x3)
3 El
3 2 2 3
WO () - 7P(152L -84L x3+6Lx37x3)_
2 6 El ’
per gli spostamenti trasversali, e :
ug® (x3) = uf® (xg) =0
575P L3

(CD) (DE) )

u (X3) = U (X3) = ————

sl m T 6 El

121 P L3

(DB

u (X3) = ——— (76)

2 3El
us™® (x3) = ug® (xs) = 0;

3
uéBG) (Xg) - @
3 El

per gli spostamenti assiali. Ne segue la deformiiafégura 11.

N T ——

Figura 11 - Il diagramma degli spostamenti peeldib di Figura 8, in ipotesi EA &

Da essa, e dalle (74-75), e' immediato calcolalEbissamento in corrispondenza della forza, i gosta-
menti relativi in corrispondenza del doppio bipeieddallungamento del pendolo, etc.

= Calcoli
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Esempion.4

Un ultimo esempio e’ illustrato in Figura 12, in an telaio zoppo presenta uno sbalzo di lugearicato da
una forza all'estremo. Trattandosi di un telaiceacerniere, l'isostaticita’ ' ovvia.

P
C D E
—— U
B
H
Hy F
A
NN
t t t t
Ly Lo L3
Figura 12 - Un telaio zoppo con sbalzo
La solita scelta dei sistemi di riferimento portscaivere:
MBS (x3) = t1xg+m;
MCA (x3) = toxg+mp; M (x3) = tgxg+my (77)
MPE (x3) = t4xs+m; MED (x3) = tsxg+m;

NEBO (x3) = ny; N ©A (x3) = ny;

78
NP (x3) = n3; N P® (x3) = ng; N (x3) = ns; (78)

Le costanti di integrazione si possono determima@onendo quindici condizioni di equilibrio, cosbme
segue:

in corrispondenza dell' appoggio in A :

MCA (x5 =Hy) =0 (79)
in corrispondenza della forza in B:

TBO (x3=0)+P=0
NGBS (x3=0) =0 (80)
MBO (x3=0) =0

in corrispondenza del nodo C:

0
~TBO (x3=L1) +TED (x3=0) + NN (x3=0) =0 (81)
0
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in corrispondenza della cerniera in D:

-NCD (x3=L,) +NPB (x3=0) =0
~TECD (x3=Ly) +TPE (x3=0) =0
MED (x5 =L,p) =0
MPE (x3=0) =0
in corrispondenza del nodo E:
-TP® (x3=L3) +NEP (x3=0) =0
~-NPE (x5 =Lg) -TEP (x3=0) =0
~-MPE (x5 = L3) + MEP (x3=0) =0

in corrispondenza dell' appoggio in F:

MEP (x3=H -H) =0
Si assume, d'ora in poi:

Ly=2L:L,=2LLg=4LH;=4L Hy=2L;

(82)

(83)

(84)

(85)

Svolgendo i calcoli, e risolvendo il sistema di @gjoni si ha il quadro flessionale:

MBP (x3) = -Pxs;

8PL 2Px
MOA (x3) = ——— + =
5 5
2PL  Pxg
MED (xg) = - —— + —=
: 5 5
PX3
MPE (x3) = —;
: 5
APL 2Px
MEP) (xg) = —— - —
5 5

ed il quadro di sforzi assiali :

NEO (x3) = 0;
6P
N (x3) = - —;
5
2P
NP (x3) = —;
5
2P
NPE (x3) = —
5
N(EP _ E;

(86)

(87)
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Figura 13 - Il diagramma dei momenti per il teldid=igura 11

m Calcoli

m Secondafase: il calcolo degli spostamenti

Le equazioni da utilizzare sono ora quelle chedeggli spostamenti alle caratteristiche, o piucfgamente,
le curvature ai momenti e gli allungamenti percatitagli sforzi normali:

. Y
U (X3) = - —
El
| \ (91)
Uz (X3) = —
s EA
Sara' quindi, per gli spostamenti trasversali
P x3
ui®9 (xs) = = E+COX3+Cl;
4PL Px3
ui (xs) = R R RO
PL P x3
(CD) 2 .
u X3) = — X§ - C4 X3 +Cs;
2 (X3) 5330+43+5 (92)
Px3
us”® (x3) = - o " CoXa e
2PL P x3
uF (xg) = - = X3 + = +Cg X3 + Cog;
e per gli spostamenti assiali:
u® (xs) = do;
6P
us (xg) = - —— X3 +di;

5 EA
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2P
ud” (x3) = —— x3 +dy;
5EA
2P
ud®® (x3) = —— X3 +ds;
5EA
P
(EF) .
u X3) = —— X3 +0y;
3 (X3) SEA 3+ 04

Questa volta le condizioni ai limiti dovranno impsta congruenza degli spostamenti, e sara’:

in corrispondenza dell' appoggio in A :

uf (x5 = H) =0 04
(cA) (94)
ug™ (Xg=Hy) =0
in corrispondenza del nodo C:
ui® (xz = L1) = uf (xz = 0)
us”? (x3 =L1) =ug™ (xs = 0)
ui®® (xz = L1) = u{? (x5 =0) (95)
ug®? (x3 =L1) = -uf™ (x5 =0)
¢®B9 (xg=L1) =0 (x3=0)
¢®B9 (xz=L1) = 0P (x3=0)
in corrispondenza della cerniera in D:
us? (x3 =La) =u” (x3=0) 06
(CD — L, = ulP® -0 (96)
uz;”™" (Xs 2) =Uz ~ (X3 )
in corrispondenza del nodo in E
ui”® (x3 =Ls) =u (x3=0)

usP® (x3 = L3) = -ufF (x3=0) (97)

¢P® (x3=Lg) = ¢ (x3=0)
in corrispondenza dell'appoggio in F;

(EF)
Uy~ (X3 =Hi-H) =0
( (98)

ui™ (xzg=H -H) =0
Risolvendo il sistema di quindici equazioni, e pado la rigidezza assiale EA ad infinito, si ottemy le
linee elastiche:
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P (22413 -132L2x3+5x3)

(BC) .
u (X3) = ;
2 30El
2 2
A _P(4L—x3) (4L —8Lx3+x3)_
us (X3) = ;
15 El
Pxs (72L2-6L X3 +x2
us® (x3) = - | 3); (99)
30 El
2
UZ(DE> (Xs) = - P(-4L+x3)° (8L +X3) .
30 El
3 2 3
. P(16L3-6Lx3+x])
us (X3) = ;
15 El
per gli spostamenti trasversali, e :
U (x3) = U (x5) = u® (xa) = - or L
s : s 15 EI (100)
us (x3) = usFY (x3) = 0;

per gli spostamenti assiali. Ne segue la deformiafégura 14

Figura 14 - Il diagramma degli spostamenti peelaib di Figura 12, in ipotesi EA®

Anche in questo caso, lo studio della deformata’ pgeere completato determinando I'abbassamento del
punto di applicazione della forza, la rotazionaitigh nella cerniera, etc.

m Calcoli

Figure



