22 - Il principio del lavori virtuali

m [A.a. 2012 - 2013 : ultima revisione 15 aprile 2013

Esempion .1

Si consideri il portale di Figura 1, semplicemeipirstatico. Si vuole applicare il principio devdai virtuali
per il calcolo dell'incognita iperstatica, tenermmto del contributo di taglio e sforzo normale

|o
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Hy
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Figura 1 - Un portale semplicemente iperstatico

Si sceglie - come incognita iperstatica - la reagiorizzontale della cerniera in A, riducendosinguial
sistema isostatico equivalente di Figura 2.

Figura 2 - Il sistema isostatico equivalente
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Leggendo, come usuale, gli spostamenti sul sisteala, e le forze sul sistema virtuale di FiguraiFotra'
scrivere il principio delle forze virtuali come seg

\Y T N
JM(“ — ds +x JT“) — ds + JN(“ —ds =0 (1)
s El s GA s EA

Le caratteristichtl®, T® ed N® sono da calcolare sullo schema di Figura 3, eresgmtano il contrib-
uto del sistema di forze virtuali, mentre le camastiche M, T ed N sono da calcolare sul sisteffetero di
Figura 1, o piu' appropriatamente sul sistema adiost equivalente. Sara’ allora, per il principicsdvrappo-
sizione degli effetti:

Hi

Figura 3 - Il sistem&, di forze virtuali

M= MO ML) X
T - TO . TD X (2)
N = N© ¢ ND X

dove le caratteristichi©@, T© edN© vanno calcolate sullo scherg caricato dai soli carichi esterni.

Utilizzando le (2), il p.l.v. si scrive :

M©) TO) N(©)
JM(“ ——ds +x JT(“ ——ds + JN(“ ——ds +
s El s GA s EA

M) 2 T1) 2 N1 2
J ds +}<J ds + J ds
S EI S (36\ S EA

da cui puo' ottenersi I' incognita iperstatia

(3)

X1 =0

. (1) 2 (1) 2 (1) 2
m |l calcolo di J;MT ds, J;TT ds, J;NF ds

Il diagramma del momentd D e’ riportato in Figura 4, e l'integrale non preaguarticolari difficolta’:
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Hl ',1'
B cvy |
H
A Xi=1
| L |
[ [
Figura 4 - Il diagramma del momento sul sisteSna
M) 2 1 Ho b z )2 H  HL
J ds = — | z%2dz+ — (1——) dz = — 4+ 2 (4)
s El El Jo El Jo Ly 3 El 3 El
| diagrammi del taglio e dello sforzo normale pagstracciarsi partendo dalla conoscenza delle oeazi
H
-1 i
+—+ Ly
Hy
Ly 11
B C B C
I_
A X=1 A X=1
E— E—
~X~ ~X~
L]_ Ll
l l s s
T T T T

Figura 5 - | diagrammi del taglio e dello sforzamale sul sistem&;
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R =~

1

Ren = -1 (5)
Hy

L

Sul ritto AB, si avra' quindi :

Tae= -1

. (6)

mentre |' equilibrio del concio in B permette dddere:

Tee. B
L (7)
Nec = -1

come illustrato in Figura 6. Si ricorda che la cemzione sui segni degli sforzi normali prevede ebsi
siano positivi se di trazione, mentre i tagli sgsitivi se fanno ruotare il concio in senso orario

Nec ,TBC RCh
r&» - —H‘C
¥ Nag Rc,\/

_».
1
Y
Rav

Figura 6 - | diagrammi delle forze per il calcolostbrzi normali e tagli

Data la costanza dei diagrammi in questione, tgigrali sono banali :

(8)

ds
GA GA L;GA
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H? L
P T (9)

d
EA EALZ EA

(0) (1) (0) (0)
-Ilcalcolodlj%dl J’T ™® ds jN N¢

Il diagramma del momentd©, da calcolare sullo schentydi Figura 7, e' diverso da zero solo sul
traverso, mentre risulta nullo lungo il piedrited il suo andamento e' quello da trave semplicesnampog-

giata. Sara' quindi:
YYYYYYYYYYYYYYY Iq

B C
2
gL
8
Hy
A
~~
L1
| |
[ [
Figura 7 - Il diagramma del momento sul sistefna
MO ML) H z H L3
JidlS:—q 1JZ(L1—Z) (1——)d12:—q t 1 (10)
s El 2E Jo L, 24 El
| diagrammi di taglioT© e di sforzo normal&l® sono riportati in Figura 8
TO) T
J—dls: JL ——z z=0 (11)
s GA 2 L1 GA

N(© N H L H
J—dls -0 1f”dlz:_q ! (12)
s EA 211 EA Jo

T
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qL,
L 2
Aty +—+
2 C
B C
A A
~ X~ . ~X~
L 1
T

——

Figura 8 - Il diagramma del taglio e dello sforamale sul sistem&

m |l calcolo dell' incognita iperstatica
Dalla (3) si ha subito:

(o) (0) (0)
[ M) '\:'E—l ds +x [TM Ta ds + [N NH ds
X; = -
M) 2 Ti1)2
g as+x

-

L1

(L) 2
k[T lds+ |
ossia :

= +SEAdIS>

qH1L§+qH%
248 | 2EA
X1 =
H  HL H; H H
3 T3 " KNlat

L
+_1

L GA EAL? EA

Se si vogliono trascurare le deformazioni taglianticorre eliminare da questa formula i terminicin
compare la rigidezza tagliante GA, che si suppafiriia. Ne segue:

ar L} qH

1
2281 T 2EA
Xy =
oL L
3g T 3|

Se si vuole trascurare anche la deformazione dacsfissiale, occorre eliminare dalla (15) i terniincui
compare la rigidezza assiale EA, che si supporneitaaf

quL? 3
X 24 El q Ly
1: —_— = _— —
Ho KL 8 Hip (Hy+Lyp)
3E 3E

-

(13)

(14)

(15)

(16)
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Esempio n .2

Lo stesso telaio dell' esempio precedente subiscieeaun cedimento anelastico orizzontale dellaieerrdi
sinistra, che si sposta della quantita'Studiare la struttura con l'ausilio del princigei lavori virtuali,

trascurando gli effetti delle deformazioni taglieed assiali.

q
/ /
B C T
H
Al s
NISSAR L1

Figura 9 - La presenza di un vincolo imperfetto

In questo caso, il lavoro esterno compiuto daltzdovirtuale unitaria in A non €' nullo, e quindpil.v. si
scrive, limitandosi ai soli effetti flessionali:

MO M
JM(]') —— ds + X]_ J
s El s

e quindi, utilizzando i valori degli integrali gidédotti:

(1) 2

ds =1x6 (17)

s (ML M aH L3
« (1 6 [[MY 5 dls) 5 - g 24El s+qH L3
1 = = =
(M g S ML B (ML (18)
s El 3 El 3 El

Esempio n .3

Si consideri ora il portale sospeso di Figura I&tituito da tre tratti di diversa sezione rettan enomento
di inerzial, (tratto AB), |, (tratto BC) edl; (tratto CD), soggetto ad una forza orizzontaleceotrata ad

altezzaHs.
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Yy
—— A
Y IIYa
F ——
—o— E— D
Hy
Hs Ho
B C
| L1 |
T T

Figura 10 - Un portale sospeso

La struttura e' una volta iperstatica, e come tstraisostatica equivalente si scegliera’ il sistelinFigura 11.

I
—— A
-
F —_— ——
—— E— X1 D
Hy
Hs Ho
B C
| L |
T T

Figura 11 - Un S.L.E. per il portale sospeso

Sullo schem& le reazioni possono calcolarsi a partire dalleetyeazioni di equilibrio:

Ry = - F
H, —

Roy = F — A (19)
L1

RAv:—RDv

ed il relativo diagramm @ del momento si presenta come in Figura 12:
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F(H-Hg)
+—t
LYl
—o— A
“EG
F —o—
—— ' D
Hy
H Hy
B Jﬂmnﬁmﬁwwg
—— —o— ——
i L1 i
T T
Figura 12 - Il diagramm#© per il portale sospeso
Sullo schem&; le equazioni di equilibrio forniscono:
Rap = -1
 H-R (20)
= »
RAV = *RD/

Ne segue che il momento assume l'aspetto di FitjlBravariando linearmente lungo il traverso dal x@lo

1xH; a sinistra, al valorexIH, a destra.

LS
T A
S ono.
— ——
-1 X]_Zl D
Hy
Hs Hy
4 4 = 1
| L1 |
t 1

Figura 13 - Il diagramm®® per il portale sospeso

Il principio dei lavori virtuali, limitandosi agkffetti flessionali, si scrivera'”:
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M) M) 2
JM(“ ——ds+ X J ds =0 (21)
s El s El

ed occorrera’' esplicitare gli integrali, basandosidiagrammi precedenti.

0) ML)
MEM as

Il calcolo di L =

Si divide l'integrale in piu' tratti, scrivendo:

M) H, M Hs M©) Ly M®
JM(“ —ds :J ML) —dlz+J MY — gz + J MY ——dz  (22)
s El Hy = 0 El 0 El ,

Si noti che il ritto di destra non compare, in quesu di esso il momental @ e' nullo, e che si e' diviso in
due il ritto di sinistra. Le espressioni analitideno molto semplici:

per il primo tratto, da A all'ascissa della forzasisceglie I'origine in A, ottenendo:

MO = Fz
ML = 2 (23)
per il secondo tratto, dall'ascissa della forzalfpunto B, si sceglie l'origine in B, ottenendo:
(0) _ _
MO = F (b - o) (24)
ML = H -z
per il terzo tratto, dal punto B al punto C, sigleel'origine in B, ottenendo:
z
MO = F (Hy - Hy) (1— L—]
, (25)
MY = H - (H - Hy) —
1
e quindi il richiesto integrale puo' dedursi come
M©) F -H F (H -
JM(“—dls:— 22d12+(14H‘3)ﬁ(H1—2)d12+
s El El, Jo El ; )
F (H - Hg) Jil( ZJ( z
_— 1-— Hf(Hsz)—)dlz:
El, 0 L) Lt 0t L, (26)
F (- H)® F(H-He) (Hiks 2] F (g (Ml Pl
+ +
3 El 1 El 1 El 2

. (1) 2
Il calcolo di [ M= as
s El

Alle leggi di variazione dM® gia' dedotte, deve aggiungersi la legge di vasiazilungo il ritto di destra.
Scegliendo l'origine del riferimento in D si ottéen

ML = z (27)
e quindi subito :

M(l) 2
J ds -
s El
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1 Hy 1 Ly zZ \?2 1 H,
— | z%ds+ J (H1+(H2—H1) —) ds + J z?ds =
El1 Jo El o L El 3 Jo

2
LML+t H H L+ - HBL
Hi Hg 3 1+§ h Hp 1+§ 1
+ +
3E|1 3E|3 E|2

m |l calcolo dell' incognita iperstatica

Si ha immediatamente, dalla (21) :

- L HL
Fiyhy)e F T [ b L Flthor (25
3E, El El
_ 29
X 1 1 1 (29)
Hfi‘ H’;‘ 5H§L1+§H1HZL1+§I-EL1
3E, @ 3E, B,

ossia, semplificando:

I (I2 (2H -3H HB+H) + 11 (2H +Hp) (Hy - Hg) Ly)
Xy = -F (30)
21, (IaH +11H) +211 13 (B +H H+H) Ly

Esempio n. 4

Sivuole ora studiare il telaio di Figura 14, tetiewonto dei soli effetti della deformabilita’ fiésnale.

LLLL LS

D -

H
qI YYYYYYVYYVYVYYYVYY

B c |
Hy

A ——

L1

-

Iy
*t
Figura 14 - Un telaio semplicemente iperstatico

Si utilizza il sistema isostatico equivalente djdfia 15, dove e' anche evidenziata l'incognitesipéicaX; .

Il principio dei lavori virtuali, limitandosi agkffetti flessionali, si scrivera'”:
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El

dove i diagrammM© edM® devono essere calcolati sullo sche®yain presenza del solo carico applicato
g, edS,, in presenza di una incognita iperstatica unitXgm=l.

M) M) 2
JM(“ ——ds+ X J ds =0 (31)
s s El

LLL LS
D -
H
CII YYYYYYYYYVVYVYY
-
B C
Hy
X
—>1 A -

L1

-

-

Figura 15 - Un S.LE. per il telaio semplicememerstatico di Figura 14

Le reazioni vincolari per lo schen$a sono ricavabili dalle tre equazioni di equilibrio:

Ry =0

RAV+RDI+qL1 :O

qL2 (32)

! YRy Ly =0
da cui subito :

Ron =0
qL,

Ry, = — — =

M (33)
2

Il diagramma dei momenti e' quindi limitato al teaso, dove assume l'aspetto quadratico, ed ha iegeaz
(origine in B):

(L1 -2) (34)
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LLLLL L
D -
H
][]
B c T Tau
8
Hy
A 1
Bk ool

L1

Iy
T

-

Figura 16 - Il diagrammi ©

Sullo schem&,, le equazioni di equilibrio si scrivono, sceglieritipolo in D:

Ryn+1=0
Ray +Rpoy = 0 (35)
RAVL1+1<H1+H2) :0
da cui subito :
Hi + Ho Hy + Hy
Ron=-1; Ra =- ; Rov = (36)
L1 L1

LLLLLL
1H, D
+— 14
Ho
; m C
B 1
+—+ H
1H,
Ka=lyA 1
~ e~
1 Ll Py

Figura 17 -l diagrammi®
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0) ML)
MEM ds

Il calcolo di L =

L'integrale sara' diverso da zero solo lungo ilérao, dove puo' scriversi (origine in B):

M©)
JM(“ ——ds =
S

El
(37)

q . z qL3
z (Ly-2) [H1—<H1+Hz>— dz = L (M - Hp)

C2E Jo L, 24 E
Si noti subito che, se i ritti hanno uguale lungteeztale integrale si annulla, in quanto prodottaimh
funzione simmetrica per una antisimmetrica:

. (1) 2
Il calcolo di J; M? ds

L'integrale potra’ essere suddiviso in tre tratti:

M(1)2
J ds =

s El

1 , 1 Ll(H . 2)2 1J+e2 (39
— zcdz + — - + — | dz + — zcdz =

B Jo EIJO Lo (Pehe) B Jo

H B (H-HHH)L

+ +
3E  3E 3El

L' incognita iperstatica, quindi, sara' fornita:da

L3 H -
X, - ot i (39)
8 Hi+|—€+<H%—H1H2+H%)L1

L' influenza dello sforzo normale

Nei casi in cuiH; ed H, assumono valori molto prossimi, se non addirittacéncidenti, il valore dell’
incognita ipertstatic; diviene molto piccolo, ed e' opportuno indagardisBuenza dello sforzo normale
non possa essere rilevante. A cio' fare occoreotzak il diagramma© sullo schem&, ed il diagramma
N@ sullo schem&s,. Nel primo caso, le reazioni (33) garantiscoassénza di sforzi normali sul traverso,
mentre i due ritti vedranno uno sforzo normale aatgt, e pari alla meta' della risultante del caaigplicato:

Ak

N'&%) = R = (40)
2
L

NG - -Ro = (a1)

Come owvio, il ritto di sinistra risulta compressuiello di destra e' teso.

Nel secondo caso, invece, le reazioni (36) implicano sforzo normale nel traverso pari a -1, mepérei
ritti si ha, analogamente al caso precedente:

Hy + Hp
L1

Nig = Ra = (42)
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H1 + H2

Ly
e si noti che ora ambedue i ritti risultano comsieSio' basta a calcolare gli integrali richigsr il princi-
pio dei lavori virtuali:

NG = -Roy = - (43)

w N 9 e
ND —ds = —— - 44
[N as - (H - (44)
N(1) 2 1 (H+H)?2 L
J dlS:—( ! Hz) (H1+H2)+—1 (45)
s EA EA Ly EA
Esempio n .5

Si vuol calcolare le incognite iperstatiche pestiattura di Figura 18. Essa €' tre volte ipeicdate come
struttura isostatica equivalente si sceglie lagrdivFigura 19.

YYYYYYYYYYVYYYYYVYYYY Iq

L]_ L2

——
——
——

Figura 18 -Una trave tre volte iperstatica

Tale scelta, come noto, risulta particolarmenteveaiente, in quanto suddivide la trave originariadue
distinte travi semplicemente appoggiate. Sullo s&h&), ad esempio, il diagramma del momento €' limitato
alla seconda campata, e coincide con quello detsavnplicemente appoggiata in B e C.

YYYYYYYYYYYYYYYYYYY :E:I

e B % e
/) \|
| L | L2 |
T T T

Figura 19 -Un S.I.E. per la trave di Figura 18
Si potra’' scrivere, simbolicamente :

S I.E = Sp+X1S1+XS+X3S3 (46)

ed i sistemiSy, S, S ed S; sono presentati nella Figure 20-23, insieme aitikéldiagrammi dei momenti.
Per il principio di sovrapposizione degli effettimomento sulla struttura effettiva sara’ pari a:
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M= MO X ML 4 X, M2 4 X3 M® (47)
YYYYYYYVYYVYYYYYYVYVYY Iq

B C
(<} (] 5

~S Ml ﬂﬂW gL

8
% % %
Ll L2

Figura 20 -Il diagramma del momento per il sistega

X1=1
\ B C
TR
]I
L
| 1

|
I I I

Figura 21 -Il diagramma del momento per il siste$na

P

L]_ I—2

|
I

——
——

Figura 22 -Il diagramma del momento per il sisté¥na

X3=1
A /B\ 3 / C
1
Lo

L
| ! | |
! ! !

Figura 23 -Il diagramma del momento per il sistegna

Si scriva ora il principio dei lavori virtuali, asmendo come insieme di forze (virtuali) quelle @geal

sistemaS;, e come insieme di spostamenti quelli effettivdlcolabili sul S.I.E.. Limitandosi ai soli effetti
flessionali, si ha:

N
JM(“ o ds=0 (48)
S

Analogamente, possono scriversi altre due equazsmagliendo come insiemi di forze quelli agenti su
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sistemaS; e rispettivamente sul sisterSg e come spostamenti quelli effettivi:

M
JM<2> o ds =0 (49)
S

v
JM“) = ds =0 (50)
S

Utilizzando la (47) si giunge quindi ad un sistetinére equazioni nelle tre incognite iperstatiche:

ML 2 M2) M3)
X1 J ds + X, JM(“ —ds + X3 JM(“ —ds =
s El s El s

El
M)
_ JM(l) ds
s El
ML M2) 2 M3)
X1JM<2> —d13+x2J dls+X3JM(2> —ds =
s El s El s El
MO (51)
_ JM(Z) —_ds
s El
ML) M2) M3) 2
X1 JM(3> ——ds + X%, JM(3> ——ds + X3 J ds =
s El s El s El
M)
_ JM(3) — _ds
s El

i cui coefficienti possono agevolmente dedursidifgadalle leggi di variazione dei momenti:

1 z \? L
JM<1>2ds_f (17—) dz = — (52)
S 0 L1 3

Ly Z z Ly

JMM) M?2) ds = J ( _ _) —dz = — (53)
s ) L1/ Lg 6
JM(“ M3 ds = 0 (54)
S

ERY: L, zZ \2 L L
JM(zﬂdls:f (_) d12+J (1——) az = —+ — (55)
s 0 L1 0 L2 3 3

L, z z L

JM(2> M3) ds = J ( _ _) — dz = —2 (56)
s o Lo/ Ly 6

2 Z 2 L
JM(?}) 2 ds = JL (1 _ _) dz = _2 (57)
s o L, 3
JM(“ M® ds = 0 (58)
S

q L, 4 q Lg
JM(” M® ds = —J (1——)2 (Lp-z) dz = —= (59)
R 2 Jo Lo 24

q (t=z q Lg
JM(3> M©® ds = —J — 2z (Lp-2)dz = — (60)
R 2 J Ly 24
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Il sistema (51) si scrive allora come :

L, L,
?X1+EX2 =0
L L L L
_1x1+(_1+_2] -
6 3 6
L L L3
VA VR e
6 3 24
con soluzione :
qL3

Xf= ———M

24 (L1+L2)

qL3
Xo= - ——M—
12 (L +Ly)

x L2 (3qLy+2qLy)
ST 24 (Ly+Lo)

Esempio n .6

Xg= - —2

qL3

24 (61)

(62)

Si consideri la struttura di Figura 24, una vofiarstatica, e si voglia utilizzare il principio davori virtuali

al fine di ottenere l'incognita iperstatica. Attdaagyeometria della struttura, si vuole tener categli effetti
da deformazione assiale delle due aste.

Figura 24 -Una struttura spingente semplicemeraesiptica

Si scelga, quale sistema isostatico equivalentstriatura di Figura 25, ottenuta posizionando cemiera

in mezzeria.



22 - Il principio dei lavori virtuali.nb 423

Figura 25 -Un S.LE. per la struttura di Figura 24

m L' esame del sistemds,

Sulla strutturaS,, caricata dalla forza F, il diagramma del momaeigalta identicamente nullo, mentre gli
sforzi assiali nelle due aste possono calcolatte éguazioni di equilibrio della cerniera in B:

B 0
NAp’ O Neo’
4 \

Figura 26 -L'equilibrio della cerniera in sommipe il sistemes,

-N Cos (a) + N§ Cos (a) =0

63
NS Sin (o) + N Sin (a) +F=0 (63)
e quindi :
F
N©Q - NGO 64
AB BC 2Sin () ( )

m L' esame del sistem&;

Il sistemaS, e' riportato in Figura 27, insieme al diagrammbndemento. Su ciascuna delle aste il momento
decresce linearmente da 1, in corrispondenza dellaiera B, a zero in corrispondenza delle cernare
suolo.
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Hy

L1

——
——

Figura 27 -Il diagramma del momento sul sistSna

Per il calcolo dello sforzo normale, si osservi hequazioni di equilibrio dell'intera strutturisssrivono:

R +R$ =0
Re +RY - 0 (65)
Ry L =0

avendo scelto il polo in C. Ne segue che le compibwerticali delle reazioni sono nulle, mentrecempo-
nenti orizzontali sono uguali e contrarie. Inolftequazione di equilibrio dell'asta AB, scegliermome polo
il punto B, fornisce:

STEL+1=0 (66)
e quindi :
1 Sin (a)
TW - 2 _ 67
- m (67)

Infine, I' equilibrio della cerniera in A fornisce:

1
Nag’

AC) >

1
Tas'

Figura 28 -L'equilibrio della cerniera in A pesistemas,

Ri + N Cos (o) +T5 Sin (a) =0

68
-N§ Sin (a) +T\g Cos (a) =0 (68)

dacui:
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Cos (o)
N(l) _
‘AB H]_
1
R(l) -
Ah m

m La scrittura del p.l.v

Dovra' scriversi, per il principio dei lavori virili :
Y N
JMW — ds + JN(“ —ds =0
s El s EA
e tramite il principio di sovrapposizione degliesff :

M=M% +X; MY
N=N©® +X; NY

da cui I' equazione :

ML 2 N 2 M©) N(0)
J dls+J ds X1=—J|V|(1> —dls-JN(“ ——ds =0
s El s EA s El s EA

Sara' poi possibile calcolare gli integrale nelusgge modo :

M©)
JM(“ —ds =0
s El

M) 2 2 z,? 2L
J as - = | (=) az- —
s El El Jo

N(©) F Cos (a) L F L
JN(“—dls:f . — =~ —
s EA 2Sin (a) Hy EA H, Tan (a) EA
J~N“42 5 ) Cos? (a) L

s =2 —
s H EA

e quindi I'incognita iperstatica si scrive :

« 3F H Al
Y7 2Tan () AH +31 Cos? (a)
Esempio n .7

La maglia triangolare chiusa di Figura 29 e' saggatl una stesa di carico uniformemente distribdita
intensita’ g lungo l'asta orizzontale. Essa etédims per vincoli esterni, e tre volte internaneeipierstatica.

(69)

(70)

(71)

(72)

(73)

(74)

(75)

(76)

(77)
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Hi
A a C

L
| 1
1 1

LR
IlHHHHHHHHHIIq

Figura 29 -Una maglia triangolare chiusa, tre viglerstatica

Come sistema isostatico equivalente si sceglietrigttera di Figura 30, in cui sono state introdatite

cerniere nei tre vertici della maglia, insieme atlerrispondenti incognite iperstatiche. Come semnpre
possono scrivere tre espressioni del principiolaeri virtuali, utilizzando sempre il sistema giostamenti
effettivo come sistema di spostamenti geometricanammissibile, e le forze;=1, X, =1 ed X3 =1,

rispettivamente.

L1

——
——

Figura 30 -Il sistema isostatico equivalente alkgha chiusa di Figura 29

Con le usuali terminologie, si ha:

J My Y gs . j NG
s El s
JM@ M ds + JNQ)
s El s

M N
JM“) —ds + JN“) —ds =0
s El s EA

dove si e’ tenuto conto anche dell'effetto dellfoheazioni assiali. Per il principio di sovrappadsize degli
effetti si ha:

Q
(7]
I

o

Tz Rl =

ds =0 (78)

M= M + X MY 1+ X, M2) 1+ X3 M3
N=N©® X N 1+ X N2 1+ X3 N®

e quindi le (65) si tramutano nel sistema di din@mes tre:

(79)
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ainj+bi:O =12 3 (80)
con:
oMd) NG
ajj :JM('>—dls+ JN“)—dlS (81)
S EI S EA
MO N
b = JM(” —_ds + JN(” —ds (82)
S El S EA

Occorre quindi studiare i sistel®}, S;, S edS;, e per ciascuno di essi tracciare il diagrammanthento
e dello sforzo normale.

m Lo studio del sistemaS,

Il diagramma del momento sul sistei§ae' limitato all'asta orizzontale caricata, dovsuase andamento
parabolico. Lo sforzo normale e' invece identicammemllo

Figura 31 -Il diagramma del momento sul sisté&na

m Lo studio del sistemaS;

Il diagramma del momento su siste@ae’ limitato alle due aste inclinate, caricate da goppia unitaria in
un estremo. Nell'asta AB il momento decresce limeate da B, dove ha valore unitario, ad A, dove si
annulla, ed analogo diagramma puo' tracciarsi'astal BC:

X1=1

L
| ! |
1 !

Figura 32 -Il diagramma del momento sul sist&na
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Per dedurre il valore degli sforzi normali, si cioiesi I'asta AB, e si scriva I'equazione di equibbintorno
al punto B (analogo ragionamento puo' farsi pstd' 8C):

“TE L+1=0 (83)
e quindi si conosce il taglio in AB :
T == (84)

Cio' e' anche deducibile dal diagramma del momentiglla sua pendenza. Conosciuto il taglio ARyuikb-
rio della cerniera in A fornisce gli sforzi normalelle aste AB ed AC, in quanto le reazioni estesoeo
identicamente nulle, cosi' come nullo €' il taghdAC:

Tig Sin (a) + N Cos (a) + Nig/ =0

(85)
Tig Cos (a) -Nig Sin (a) =0
Si ha quindi :
T L
T (86)
Tan (a) 2LH
Sin (o) L1
N = - - Cos (a) 87
hc 1 2L h (87)
TAs'
1
NAg'
N ’
Tas'
1
Nag’
O
(1)
NAC
TAg'
Figura 33 - Le forze agenti sull'asta AB e sullm@a in A
Ma
LSin (a) = Hy
L 88
L Cos (a) = ?1 (88)

e quindi infine :
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Sin (o) Ly
Nag' = - — (a) =
#e L 2L Hy
Sin? (a) 2L , 1
- - (@) = -—
H 2L H Hy

m Lo studio del sistemaS,

Il diagramma del momento per il siste@ae’ analogo al precedente, con le aste AB ed A€drsate da un
momento linearmente variabile tra uno e zero, el'agta BC scarica.

——

——

Figura 34 -Il diagramma del momento sul sistéSna

L' equilibrio alla rotazione delle due aste AB e€,f0 piu' semplicemente lo studio della pendenZa de

diagramma del momento portano a conoscere i rigpigttli:

(2) _
TAC - 7L_
1

mentre |' equilibrio della cerniera in A porta aigere:

N2 Cos (a) +T& Sin (a) + N =0
“N@ Sin (o) + T Cos (o) + T2 =0

ossia :

) 1 Cos (a) 1 L1
Nig = — - = -
L Sin (o) L, Sin (o) 2H L L1 Hy
2 1 Cos (a) Cos () Cos (o)
Nic = - — . - —
L Sin (a) L; Sin (a)
1 Cos (a) 1 1

L' equilibrio della cerniera in C fornisce :

+ +
LSin (o) L1 Sin () Hy 2 Hy

(90)

(91)

(92)

(93)
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-N§Z Cos (a) + T2 Sin (a) - N =0
N2 Sin (a) - T Cos (a) -T2 =0

e quindi :

NZ = - N2 Cos (a) -T2 Sin (a) = + (95)

m Lo studio del sistemaSz

Il diagramma del momento per il siste@ae’ analogo al precedente, con le aste AB ed A€drsate da un
momento linearmente variabile tra uno e zero, el'agta BC scarica.

B
Hy
A X3=1
g
| L1 |
! ?

Figura 35 -Il diagramma del momento sul sistéSna

L' equilibrio alla rotazione delle due aste BC e@,/ piu' semplicemente lo studio della pendenda de
diagramma del momento portano a conoscere i rigpigttli:

@ -t
1 (96)
T - =
L1
mentre |' equilibrio della cerniera in C porta a\sere:
-N Cos (a) + T Sin () - N =0 (97)
N Sin () - T Cos (a) -T2 =0
ossia :
1 Cos (« 1 1 L L
N Qe e (98)
L Sin (a) Ly Sin (a) 2LH Hy Lq
5 Ly L 1 1
NS = - - Cos (o) - —Sin (a) = - —— (99)
2 L H]_ H]_ I—l L 2 Hl

L' equilibrio della cerniera in A fornisce :
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N Cos (a) + T2 Sin (a) + N =0

100
NG Sin (a) + T Cos (a) + T2 =0 (100)
e quindi :
NG = - N2 Cos (o) + T Sin (a) =
1 1 Ly Hy (101)
—— Cos (a) + — Sin (&) = +
2 H Ly 4LH Ll

m |l calcolo dei coefficienti

Gli integrali che compaiono nelle tre equazioncdingruenza possono calcolarsi agevolmente. Sifa#ijn
per i momenti;

%
=
=

°
Q
»
I

Ly z L3
JM(2> MO ds = EJ (17 _) z (Ly-2z)ds = _q : (102)
S 2 Jo L1 24
Ly L3
JM(C” M® as :EJ (—)z(Ll—z)dls:q—l
S 2 Jo L]_ 24

T
=
e

N

o
o

I
Ny
o )
N
N

oy
N

Il
Ny

w
-

Lz z L
JM(“ M2 ds ;J (_) (17_) dz = - — (103)
s o \L L 6
L,z V4 L
JM(“ M® ds - _J (_) (1- —) dz = -
s o \L L 6
z\2 1 zZ \2 L L
JMW?dls _f(l—) dz + f (1——] dz = —+ —
s ] L ] Ly 3 3
Lz z L
JM@) M3 ds J (_) [17 _] az - % (104)
s 0 L1 Ly 6
Z\2 102 \2 L L
foovan - e [ 54
s o \L o \Lp 3 3
mentre per gli sforzi normali, costanti nelle agiejintegrali sono immediati :
N NO gs =0
(105)

=z
©
=z
C
Q
n
I
o

i e B
P4
®
Z
G
Q
(7]
11
o
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L 2 1?2 Ly (2L+L
JN(“zdls :2( ! ) L+ [—] Ly = ek
s 2LH H 2LH

L1 L1 L 1 1
[ -] sl 2] (e
s 2LH 2Hi L LiH H, 2 H

( Ly )( Ly H )L ~4L2+4H +4L Ly +3L2
. _
41LH LL; 8L|‘€

L L H 1y (1
JN(“ N® ds :( ! ] ( L )L = Ly +
s 2LH ) \4lH LL H) 2+

( Ly )( L1 L ) SAL2A4H AL Ly +3L2
2LH ) (2LH HL, 8LH

JN(2> 2ds =
S
2

L, L \? 1 L, H,
( - ) L +|— L1+( + ] L =
2HiL LiH 2H 4LH LL,
16L4+16Hf—16L2L%+8H%L%+4LL§+5L‘11
16LH L2

JN(2>N(3>dIS:( b )( b Hl]L+
s 2L Lir/ l4LH LLy

1 L, Hy L, L
L e T L
2H ) (2 H 4LH LLy/) \2LH H Ly

2

2
1

4 8L _2L+L1+LT
L L2 H

JN(‘Q’)Zdls ) 16L4+16H -16L21L2+8H L2 4L L3 +5L4
s 16 L H L3

m La soluzione del sistema

La matrice A ed il vettore b delle equazioni (81B2) possono riempirsi come segue:

2L L]_ (2L+L1)

ajg = —— +

31 2ALH%

L —4L2+4H%+4LL1+3L%
Q12 = - — +

61 8ALH%

-L 74L2+4H%+4LL1+3L%
ajz = — +

6 I 8ALH§

L L 16L4+16H -16L212+8HL2+4LL3.5L%
Ay = — + — +
31 31 16 ALH L2

(107)
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Ly 1 (4 8L 72L+L1+%

a23=a A E_EJrT'
a33:L+L_1+16'-4+16H‘1‘—16L2L%+8I-|§L§+4|_|_§+5|_411
31 3 16 ALH L2
by = 0
qLi
VY
qLs
VY

e la soluzione del sistema puo' ottenersi come:

X - (AHE QL] (4H (33-AL?) =30 (-4L2-4LLy+31F))) /

( (8A2|-|‘1‘|_2|_2 (L+2Ly) +33%L (4H -4L%+13)° (109)
AHJ (16 HI L +161L°-321L3LF +24 1217 +
31LL+6L]-32H (L°-LLE)) )|
Xp=Xs = - (AH QL] (4AH L2430 L 2L+Ly)))/
(3 (BAPHILZLE (L+2Ly) +302L, (4H-412+13)° (110)

2AHJ (16 H L+16L5-321L% L% +24L%L5 +
31LLE+6LF-32H (L2-LLE)))|

Per trascurare gli effetti della deformazione dssti calcola il limite per A che tende ad infmibttenendo:

qL?
Xp= -t
12 (L+2s)
(111)
qL3
Xo = Xg = - —
6 (L+25)

m Un esempio humerico

Si ipotizzi ora di voler esaminare una strutturduttie L,= 14 metri, ed altezzbl; = 7 metri, soggetta al
caricoq pari a 3tm?. Inoltre, la struttura sia metallica con sezioneatterizzata da un'area A = 198%ceu
un momento di inerzia | = 57680 értorrispondente ad un profilato HE 400 B). Savaiamente:

L=+/72+7%2 = 9.90m (112)

e quindi i momenti incogniti sono pari a :

Xy = -17.95
Xo = X3 = -36.13 (113)
Ponendo invece A o si hanno i valori:
X; = -18.10
! (114)

Xp = X3 = -36. 20
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| calcoli

Esempion .8

La trave doppia collegata da un pendolo di Figuae3gia' stata studiata attraverso il cosiddetédono
misto. In questa sede, invece, si vuol utilizzagliv. per la scrittura delle due equazioni dhgouenza sul

sistema isostatico equivalente di Figura 37.

F
A B C
f) ——
~&d< ~&d< D
H
G E
% \) ——
l L l L L L l
T T T T

Figura 36 - Una trave doppia collegata da un pendol

Si sono quindi scelte come incognite lo sforzo rademnel pendolo DE (positivo se di trazione) , e la

reazione del carrello in C.

P

H
X1
4G TE O ——
|
i L i L . L i le
t t t t

Figura 37 - Il sistema isostatico equivalente stfattura di Figura 36

Siano ora M i momenti flettenti effettivivi™ i momenti flettenti generati da uno sforzo normatetario
X1=1, edM® i momenti generati da una reaziog=1. Utilizzando il sistema di spostamenti effettiea il
sistema di forze virtuali in cUX; = 1, si puo' scrivere il principio dei lavori virtuaome:
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Y X; H
JM(“ —ds =-1— (115)
s El EA

Il segno negativo dipende dall'aver scelto lo sfamermale positivo se di trazione, e quindi la founitaria
con cui e' caricata la struttura compie lavoro tigegger effetto dell'allungamento del pendolo.lidtiando
invece il sistema di spostamenti effettivo, edistesna di forze virtuali in cuX, =1, si puo' scrivere il
principio dei lavori virtuali come:

Y
JM@) -ds -0 (116)
S

Per il principio di sovrapposizione degli effeftimomento M puo' esprimersi come somma dei momenti
generati dalla forza F, dalk& e dallaX;:

M= MO 4 X; MY+ X, M3 (117)
e quindi le (115 - 116) divengono :
M) ML M2) X H
JM(“ ——ds+X% JM“) —— ds + X% JM“) —ds=-1—
s El s El s El
(118)
M) ML M2)
JM@) ——ds+X% JM(2> —— ds + X JM(2> —ds =0
s El s El s El

Si tratta quindi di calcolare i coefficienti di wistema di equazioni nelle due incogniteged X,. A tal fine,
si riportano i diagrammi dei momemi©, M@ edM@ | su cui e' immediato calcolare gli integrali festi:

5 F
| 2FL
A \ B b
e
12 -
L L L

——

!
T

——

!
T

Figura 38 - Il sistem& ed il relativo diagramma dei momei©®
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|
T

——

|
T

——

Figura 39 - Il sistem&, ed il relativo diagramma dei momeMiV

A LEB
: D
l
1
s E
L L L

I\
T

——

i
T

——

Figura 40 - Il sistem&, ed il relativo diagramma dei momeMi®

Sara' quindi possibile esprimere analiticamente diagrammi del momento, e scrivere:

M)
JM(“ ——ds =
s El (119)
2L 2L z FL3
(2Fz) — dz + 2FL(17—)—[17—)d12: —
0 0 El
M)
JM@) ——ds =
s El
(120)

z L z (L-2) FL3
(2Fz)—dlz+J2FL(1f—) dz = 3 —
0 El 0 2L El El
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27z 2L Z 2L Z
(22) —dlz+J 2L(17—) = (17—)d12+
o El 0 2L/ El 2L

2L z \ 2L z 20 L3
Lo e 58
0 2L/ El 2L 3 El
M2)
JM(“ ——ds =
s El
L (L-2) 31L3
(22)—d12+J2L(17—) = —
0 0 2L El 2 El

M2) Lz (L-2z)2 2L3
JM(Z)—dlS:JZ—dlZJr ——dz = ——
s El o El ] El 3 El

Le equazioni divengono quindi :

20L® H 3L3 FL3
| X+ Xo = -4 —
3 El EA 2 El El
3L3 213 3FL3
—X1+—X2:——

2 E 3 El 2

con soluzione :

15 EAF L3
Xy = -
T9EALS + 24 El H
18 (8 EAFL3+3 El FH)
Xp = -

79EALS +24El Lp

Per riottenere i risultati del metodo misto, nostaeche trascurare la deformabilita’ assiale detlple, e far

tendere EA all'infinito. Si ottiene:

15

X, = - - F
79
144

X = -—F
79

m |l caso del carico distribuito

Un vantaggio dell'utilizzo del principio dei lavovirtuali risiede nel poter studiare facilmente afise

(121)

(122)

(123)

(124)

(125)

(126)

condizioni di carico, calcolando volta a volta dle diagrammavi©®© dovuto ai carichi. Se ad esempio la

struttura precedente fosse caricata da una stesarido uniformemente distribuita di intensitgdu tutta la

trave superiore, bisognerebbe utilizzare I'espoassi

1
MO = -5z (3L+2z)

nella prima campata, e :

(127)
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1 2
MO = 7Eq(72L+z) (128)

nella seconda, sicche' risulta:

M(9) L1 27z
JM(“—dls:J -—qz (3L+z)| — dz+
s E 0 2 El

(129)
2L 1 ) L z 13 L%q
J -—q (-2L+2z) — ( ——J zZ=-
0 El 2L 4 El
M(©) L z
JM(D dls:J -—QqQz (3L+z)| —dz+
s El 0
(130)
1 ,) (L-2) 41%q
-—q (-2L+2) dz = - —
0 2 El 3 El
Gli altri termini restano inalterati, sicche' leuagioni di congruenza si scrivono :
20 H 3L8 13 L%q
— t — [ X — X = -
3 El EA 2 El 4 El
(131)
3L8 218 41%q
2Bl 7 3B 0 3EH
con soluzione :
6 EAL%q
Xy =
79EAL®+24El H
(132)
L (289 EALSq+96 El Hq)
X =

2 (T9EAL® + 24 El H)

Per riottenere i risultati del metodo misto, nostaeche trascurare la deformabilita’ assiale detlple, e far
tendere EA all'infinito. Si ottiene:

6
x1 = % qL
133
« 289 ] (133)
T
m Calcolo
Esempio n .9

Si consideri il telaio di Figura 41, costituito da traverso, incastrato al piede, di altezza Ha e ritto di
luce 3L, poggiante su due carrelli.
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YYYYYYYYYYYYYVYVYVYYYYYVYVYVYYVYVYY Iq

A B C D

~X~ ~S s~
H
E
777777777 hs
I\ L I L I\ L I
T T T T

Figura 41 - Un telaio doppiamente iperstatico

La struttura e' manifestamente doppiamemte ip@&atat puo' essere risolta col metodo misto, intceddo
tre cerniere in B,C ed E, oppure utilizzando il otket della composizione degli spostamenti per ldtsc
diretta di due equazioni di congruenza. In questentpio, si vuole utilizzare il principio dei lavatirtuali al
fine di calcolare le incognite iperstatiche di Figd2.

YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYVYYY Iq

A B C D
X1 Xo
H
E
7777777777 s
) L ) L ) L )
t t t t

Figura 42- Un sistema isostatico equivalente pildio di Figura 41

Siano ora M i momenti flettenti effettiviM® i momenti flettenti generati da una reazione wiatX;=1, ed
M®@ i momenti generati da una reazione unitakg=1. Utilizzando il sistema di spostamenti effettiea il
sistema di forze virtuali in cUX; = 1, si puo' scrivere il principio dei lavori virtuaome:

[\
JM(“ - ds -0 (134)
S

Utilizzando invece il sistema di spostamenti eiffett ed il sistema di forze virtuali in cU, =1, si puo
scrivere il principio dei lavori virtuali come:

v
JM<2> - ds -0 (135)
S
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Per il principio di sovrapposizione degli effeftimomento M puo' esprimersi come somma dei momenti
generati dal carico g, dallé; e dallaX;:

M= M® X MY 4+ X, M?) (136)
e quindi le (134 - 135) divengono :

M(©) ML M2)
JM(“ ——ds + X JM“) —— ds + X JM“) ——ds=0
s El s El s El

M(©) ML M(2)
JM@) ——ds + X JMQ) —— ds + X JM<2> ——ds=0
s El s El s El

(137)

m |l calcolo degli integrali

Il tracciamento dei diagrammi del momento non pm&sealcuna difficolta
diagrammaM ©, calcolato sullo schema isostatico caricato daliee esterne:

. in Figura 43 e' riportailo

2qL?
A B C D
2
—qL L
2
E
! L l L ! L l
T T T T
L' espressione analitica e' facilmente deducibile:
ZZ
Mf(\?:) =-q o
L2 z2
M =-q—-q—+qLz (138)
2 2
Nl(:g) - _ i q L2
2

Il diagrammaM @, riportato in Figura 44, e' ancora piu' semplingguanto costituito da tratti lineari:
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D
A B C
H
E
l L l L l L l
T T T T
M - -2
N&) oL (139)
ed analogamente per il diagramM&, riportato in Figura 45:
D
A B C
H
E
l L l L l L l
T T T T
W - -2
M(:é . (140)
Sara' quindi :
M)
JM(“ ——ds =
s El
(141)
2L 1 z L 3 L gL#
J -—qz? —dlz+J -—ql?|/2 —dz=-5—
) 2 El 0 2 El El
M©)
JM@) —ds =
s El
(142)
2L 1 (z-L) L 3 L 53 qL*
J -—qz? dlz+J -—ql?| —dz=-—
L 2 El 0 2 El 24 El

Si noti che per il calcolo del secondo integraletito BC si e' riportata I'origine del sistemaiterimento



442 22 - Il principio dei lavori virtuali.nb

di M@ nel punto A, traslando di -L, e quindi I'espressi@nalitica dME% e' divenuta (z-L).

M) 2L 7 L 20 L3

—_— = z —dz + —dz = — —
JM(“ ds J d 2L2 d (143)
s El o El ) El 3 E

M(2) Lz L 4 L3
JM(2>—dIS:JZ—dIZ+ L—dz-=- — — (144)
s El b El b El 3 E

M2) 2L 17 LS

— ds = Z (Z - Z + Z = — —
JM(“ d J (z-L)d 2LLd (145)
s El L 0 6 El

In definitiva, si hanno le due equazioni di congnzee:

203X, 1713 X%,

. 514 (146)
3 6
17 L3 X 413X 53 L%
L, 2 _ a (147)
6 3 24
con soluzione :
X —59 L
T (148)
X 20 L
=—0q
2731

Figure
Vincoli
Calcolo



