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m [A.a 2011 - 2012 : ultimarevisione 15 aprile 2012]

Esercizion .9

Si calcolino le reazioni e si disegni il diagramdsdle c.s.i. per il telaio in Figura:
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Figura 1 - Un telaio zoppo

m || calcolo delleincogniteiperstatiche

Il telaio €' tre volte iperstatico, ed una possilstelta di incognite iperstatiche e’ riportatéFigura 2: si
sono inserite tre cerniere in A, in B ed in C, erispondentemente sono stati aggiunti i moment@miti. Si
e' indicato corM,; il momento nel nodo | agente sul tratto 1J, sicgber le'equilibrio dei conci:

Msa = —Mac
Mes = Mo (1)
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Figura 2 - Un possibile sistema isostatico equivale

Per ripristinare la situazione originaria, occaateispettare le tre condizioni di congruenza:

da =0

Apg =0 — dpa = dBc (2)

Ad’c =0 — ¢m = b
dove congy; si e'indicata la rotazione in | del tratto 1J. lI2iando il principio di sovrappposizione degli
effetti si potra’ scrivere:

oA + Xa opt + Xo 02 + X 9AY = 0

dom + X1 D+ Xo 02 + Xa dgn) = de) + Xi dge) + Xo diE) + Xg b (3)

0% + X1 o0& + X2 0% + Xa 68 = o0& + X4 0 + %o 6F + X &
La particolare scelta della struttura isostaticaiwente implica che il telaio si e' suddiviso soshemi
parziali, e quindi molti coefficienti delle (2) annulleranno, e le equazioni di congruenza si séoir-
anno in:

M 64"+ Maa 857 = 0
2 2 3
Mug dga" + Maa 03 = Mbc dgc’ + Mes o (4)
Mic 0&s + M 0% = Mo 08 + o0&
Il coef‘ficientedy&“ e' la rotazione in A calcolata sullo schema (1yiasul telaio isostatico caricato da una
coppiaMag unitaria in A. Sara' quindi:
H
1)
da = — (5)
A 3E
Il coeﬁicientecb,&z) e' la rotazione in A calcolata sullo schema (2yiasul telaio isostatico caricato da una
coppiaMga Unitaria in B. Sara' quindi:
H

o2 = = (6)

(o2}
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Analogamente si ha, operando sempre su schenaivilidppoggiate e caricate da una coppia all'estremo

H H L L

o = Y YA S el - v

BA 6E 3B ¢ 3B € 6 El (7
L L L FL2

0F = — & = — 0y = - — 0y = - — (8)

E 6|0 2 3g @ 3 P 2 El

| due coeﬁicienticbég) e d)é%ﬂ invece, devono essere calcolati sullo schemgaadetappoggiata a sinistra e
con bipendolo a destra. Una banalissima applicaziten corollari di Mohr permette di scrivere;
FL?

L
6 - . 0 _ (9)
@ B @ 2 El

In definitiva, le equazioni si scrivono :

H
Mg =

3El 6 El

—H Mhag —H M - Vs - Mes

. ) - _ 10
6 El 38 0 3B C 6E (10)
VORI SV FL2

6Bl 3m 2 @ P 2@

H H "
3B ° 6El
—H Ma —H Ms . Ms . Mes
_ N - - 11
6E ° 3B 3B ° 6E (11)
. Ms . Mes . Mes L
+ = - — - —_—
6E ~ 3El El 2El
con soluzione :
F L2
2 (4H+51L)
F L2
M= —, (12)
4H+5L
FL (3H+4L)
Mp=-—
2 (4H+51L)
e nel caso L = H, cui d'ora in poi ci si limitera’
- FL
18
" FL
I (13)
Mes ! FL
© 18
FL
Mga = - —
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Il calcolo dellereazioni, del tagli e degli sforzi normali

Il quadro completo delle forze agenti sulla stm#te' riportato in Figura 3, e da essa deve egmessibile
estrarre le informazioni necessarie con considenaii equilibrio.

il e Ml {
Meav] Nec 4 Neo “Mep o

Tes

§U'I'l

Mg
21 R

Rav

L' equazione diu equilibrio del tratto AB alla rekane intorno al polo B fornisce la reazione orizzde:

F F F
RnL+Mg-Ma=0 —-Rpp=- — - —=-— 14
" 18 9 6 (14)
e l'equazione di equilibrio alla traslazione oriztade dello stesso tratto fornisce il tagliga in testa al

piedritto:

F
TBA"'RAh:OHTBA:g (15)

L' equilibrio del nodo in B alla traslazione oriz#ale garantisce che:

F
TBA—NBC:0—>N3C:g (16)

e gli altri equilibri alla traslazione orizzontglertano a scrivere:
F
~Nec - Neg =0 — Neg = 5

F
Nes - Noo = 0 — Neo = (17

F
“Noo +Ron = 0 — Ren =

L' equilibrio alla rotazione del secondo trattongmlo in B, fornisce :

Mc Ms F 7 F
TosL -Mc+Mp=0 > Teg= -t —— o F=o (18)
L L 9 18 2

ed anche, per I'equilibrio del secondo tratto tilalazione verticale:

F
*TBCJFTCB:OHTCB:*E (19)

L' equilibrio del nodo in B alla traslazione vedie garantisce che :
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F
~Nea - Tec = 0— Nea = 5

e quindi la reazione verticale dell' incastro :

F
_l\bA"'RAV =0— RAV = E
Infine, dall' equilibrio del terzo tratto si trae :

“Tp+F=0 > Tep=F
7 11
M- FL - Mp = 0— %= FL + Mep = FL—EFL: EFL

e quindi I' equilibrio del concio in C permetteddilcolare la reazione dell' appoggio :

3
—TCB+Rc+TCD:OHRCZ TCB_TCD: _EF

m || tracciamento del diagrammi

—
—
—

(20)

(21)

(22)

(23)
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Esercizion .10

Si vuole ora affrontare lo stesso esempio precedesgumendo un diverso sistema isostatico equiealed
utilizzando il metodo della composizione degli gpagenti. A tal fine si sceglie la struttura a measdi
Figura 7, e su di essa si impongono le tre condizibcongruenza:

ch:O
U3D:O (24)
¢p=0
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Utilizzando il principio di sovrapposizione degffedti si scrivera’ allora :
Upc = UsQ + X Ui + Xo us®d + Xgufd =0
Uzp = U?()OD) + X1 U?()lD) + X U?(,ZD> + X3 U?(,:%D> =0 (25)
0o = 0y + X o5 + X 657 + Xg 65 =0
m || calcolo dei coefficienti
LB C D
|1
H
A
| L ! L It
T T i

Lo schema 1 e' riportato in Figura 8, e su di esisoalcolano i coefficientu ™, ui e ¢S . Si ha
immediatamente:
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L H L3 HL2 L3
ujd = 1L —L+1 — = — + ——
El 3 El El  3E
H
(1)
udt 1L —— (26)
3P 2 El

H L2
o) = - 1L — -1 ——
El 2 El

Il secondo schema prevede una forza orizzontakarimiin D, che causa il momento riportato in Faggr

Su di esso si calcolano i coefficienti? , us%) e¢t?

B C D 1
—_— ——
H
1H | A
N il -+
L L

——
——
——

anch’ essi deducibili immediatamente da una sempbenposizione di spostamenti :

LA
2 El 2 El
e
(2)
udd = 1 —— (27)
3P 3 El
HP
®(2):71_
P 2 El

Il terzo schema prevede una coppia unitaria inHe, causa il momento riportato in Figura 10. Sussiesi

- icientii'3) uld e -
calcolano i coefficientil, ¢, ugy €dp:
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Infine, lo schema zero prevede la presenza delfefapplicate, ossia - in questo caso - della féraaD. Il
diagramma del momento e' riportato in Figura 11 rethtivi coefficienti si ottengono come:

H2
I

——

L2

2 El

L

——

F
2FL
B C D
A
} L } L }
T T T
o H FL L2 1 FL 2 FL2H 5FL3
usjd =2FL —L + — —+ - —L -L=2 +
El B2 2E 3 El 6 El
(0)
usg = 2FL ——
3P 2 El
. H (2L)? FLH 2FL?
oY) = -2FL —-F =-2—-—

2 El El

(28)

(29)
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Si e' utilizzato il metodo di Mohr per ottenere dpostamento trasversale in mezzeria per una mensola
caricata in un estremo.

m Lasoluzionedelle equazioni di congruenza
Sostituendo i valori dei coefficienti nelle (25)gsiunge al sistema:

Uoc =
FL2H 5FL3 HL2 L3 H L HL L2
+ Xl + - X3 =0

—+ X —_—+ —
El 6 El El 3 El 2 El El 2 El
H? LH? H3 H?
Uzp =2 FL + X + X - =0 (30)
b 2B T 28 C3E C2E
¢p =
FLH 2 FL2 LH L2 H H 2L
-2 — — — - Xy | —+ - X5 + X —_—+ — | =
El El El 2 El 2 El El El
con soluzione :
F(11H+161L)
Xy = -
8H+10L
X 3FL? (31)
2:4
8 H + 10 HL
FL (5H+6L)
T T 8Hs10L
enelcasoincuiH=L:
X 3F
P
X F 32
2= ¢ (32)
11 FL
Xz =
18

confermando i valori ottenuti nell' esercizio preéeste.

Figure
Figure

Vincoli



