20 - La scrittura diretta delle
equazioni di congruenza

[A.a. 2012 - 2013 : ultima revisione 9 aprile 2013]

Si consideri una struttura piana costituitat deatti, per cui quindi possano scriversi 3t eqaazdi equilib-
rio. Se il numero di reazioni vincolari incognée' maggiore di 3 non sara' possibile risolvere le equazioni
di equilibrio, e la struttura si dira' iperstatican grado di iperstaticitapari ads-3t.

In questa Esercitazione si illustra un metodo d¢ala delle reazioni di una simile trave iperstatiche
conduce alla scrittura diequazioni supplementari, che poi possono esssskteria fornird reazioni vinco-
lari. Le restanti reazioni possono poi essere taleaitilizzando le equazioni di equilibrio. 1l noelio evolve
secondo i seguenti passi:

1. la struttura di partenzayolte iperstatica, viene trasformata in un sistésoatatico equivalente (S.1.E.),
attraverso la rimozione di opportuni gradi di vilcc@sterno, oppure attraverso opportune sconnession
Ogni qualvolta si elimina un grado di vincolo, ggaunge al sistema la reazione incognita, ed ogalhplta

si opera una sconnessione, si aggiunge al sisiemaratteristica della sollecitazione interna inttag Alla
fine del procedimento, il sistema isostatico eqleinte sara’ costituito da una struttura isostatarécata dai
carichi originari, e daquantita’ incognité; (incognite iperstatiche).

2. Per il calcolo delle incognite iperstatichesaiivonoi equazioni di congruenza, ripristinando le equazion
di vincolo originarie: se ad esempio si e' soppresscarrello, occorre imporre che lo spostameatdaspon
dente sia nullo. Si ottiene il sistema:

AX +b =0 Q)
dove la matriceA, quadrata e di ordine i, risultera’ simmetricacaausa del teorema di reciprocita’. La
generica colonna i-ma della matrice puo' calcolardio schemaS”, costituito dalla struttura isostatica
caricata dalla sola incognitg , assunta di valore unitario, mentre la colonnaeatenini noti puo' calcolarsi
sullo schem&? |, costituito dalla struttura isostatica soggetteaaichi originari.

3. Il calcolo dei termini della matric&, e del vettord dei termini noti si riduce quindi a calcolare Spes
menti e/o rotazioni su sistemi isostatici, ed dita si possono utilizzare i metodi studiati irpedenza.

4. riempita la matricé\, ed il vettoreb, si risolve il sistema (1) e si ricavano le incibgrX;. Se si vuol
conoscere anche le altre reazioni, basta scrieeegquazioni di equilibrio sul S.1.E.

Come semplice esempio, si consideri la trave coatsu cinque appoggi di Figura 1, caricata dakoayi
esteso a tutta la luce:

YYYYYYYYYYYYYVYVYYVYYYY Iq

——
——
——
——
——

I—1 L2 |_3 |_4

Figura 1 - Una trave continua tre volte iperstatica
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Essa e' tre volte iperstatica, e come si e' vistte .ezioni, puo' essere convenientemente risgfaicando

le equazioni dei tre momenti, inserendo tre ceeniarcorrispondenza dei tre appoggi centrali. Midtae'
anche possibile utilizzare un diverso sistema #&imst equivalente, rimuovendo del tutto i tre appog
centrali, e sostituendoli con le tre reazioni inuitg X;, X, ed X3. Si giunge quindi al S.I.E. di Figura 2, e su
di esso va imposto il ripristino della congruenzssia va imposto che gli spostamenti siano nultiarrispon
denza delle ascisse dei tre appoggi rimossi:

uzg=0
uzc=0 2)
Uop = 0
Y Y Y Y Y Y Y YYYYYYYYYYYYY Iq
A B C D E
f f t f f
Ll I—Z L3 L4

Figura 2 - Un sistema isostatico equivalente afiateira di Figura 1 (S.1.E.)

Per il principio di sovrapposizione degli effettigni calcolo condotto sul S.I.LE. puo' essere scissta
somma di quattro contributi, calcolati sui sistgraiziali di Figura 3, e simbolicamente puo' scisver

SILE. = SO, X 8™ 1 X,S2 4 X383 3)

YYYYYYYYYYYYYYYYYYYY Iq

lezl

l Xo=1

ng:l

|
Ly ' Ly

——
——
——
——

Ly L,

Figura 3 - Il sistema isostatico equivalente suiddivn aliquote singole
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Esempion .1

Come primo, immediato esempio, si consideri ladrdv Figura 4, una volta iperstatica, e si vogkdco-
larne le reazioni vincolari.
Yy Iq

| |
L
Figura 4 - Una trave semplicemente iperstatica

Prima soluzione- Si elimina I'appoggio in B, sostituendolo corslz reazione (incognitd;). La struttura
isostatica equivalente e’ quindi la mensola di FEdu

YY VY :l:q

A B

Xy

I
L
Figura 5 - Un sistema isostatico (S.I.E.) equivideyer la trave di Figura 4

e I' equazione di congruenza dovra' imporre clidpéiasamento in B sia nullo:

Uosp = 0 (4)
Infine, operando sui sistemi parziali di Figurailgrincipio di sovrapposizione degli effetti ci peette di
scrivere:

Uosp = UZ(OB) + Xq UZ(J'B) =0 (5)

Sara' quindi, in definitiva :

L4 L3
= x -0 (6)
8 El 3El
da cui:
3
XlzRB:—qu (1)

Le restanti reazioni possono calcolarsi sfruttaledequazioni di equilibrio:
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Rn+ Rg+gqL = O

L2 8
%rA*qT*RBL:O ®

e forniscono:

R 5L
A——gq
, ©
qL
7”rA——
!!!!rrrrrrrr!r!!Iq
So
A B

X1=1

L

Figura 6 - | due sistemi parziali per il calcola deefficienti del'equazione di congruenza (5)

Seconda soluzione Si introduce una cerniera in A, trasformanducbistro in un appoggio, e si aggiunge la
coppia reattiva incognita (incognita iperstatiég. La struttura isostatica equivalente e' ora quiledtrave

appoggiata di Figura 7
Yy Iq

Y
X
ATV B
]
s

| L |
Figura 7 - Un secondo possibile sistema isost&igovalente (S.I.E.) per la trave di Figura 4
e I' equazione di congruenza dovra' imporre chietiione in A sia nulla:
$a=0 (10)

Infine, operando sui sistemi parziali di Figurail&rincipio di sovrapposizione degli effetti ci peette di
scrivere:
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ossia :

dacui:

S
A B

ST
){/

| |

I L I

Figura 8 - | due sistemi parziali per il calcola deefficienti del'equazione di congruenza (11)

da= op + X o =0

gLs L
- $ X —— =0
24 El 3 El

qL?
X :% = —
1 TA 8

Le restanti reazioni possono calcolarsi sfruttaledequazioni di equilibrio:

Ra+ Rg+qL = 0

qL?
Mip ~ — - RelL =0

e forniscono:

3
RBZ*qu

5
RA——qu

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

Nota - Ulteriori scelte del sistema isostatico equinédesono ovviamente possibili, come ad esempio una
trave con bipendolo ed appoggio, oppure ancoratt@va& con incastro, cerniera intermedia ed appoggio

Tuttavia, lo spirito del metodo consiste nel ricorsl ad una struttura isostatica equivalente chel iu’

semplice e conosciuta possibile, e su di essalaadcocoefficienti delle equazioni di congruenza

Esempion .2

Si consideri la trave di Figura 9, due volte ipatish, e si voglia affrontare il calcolo delle rizeu

attraverso la scrittura diretta di due equaziordatigruenza.
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Yy :I:q

—

I 1
L/2 L/2
Figura 9 - Una trave due volte iperstatica

Una possibile scelta per il sistema isostatico jente puo' essere la struttura a mensola, o#tenut
rimuovendo I'appoggio in mezzeria (ed aggiungeradeua reazione incognit&) ed il bipendolo a destra

(aggiungendo quindi la coppia reattiva incogidt.
I 1

B
X2
X1

L/2 L/2

——
—
——

Figura 10 - Un possibile sistema isostatico eqeivi per la trave di Figura 9

Le equazioni che ripristinano la congruenza sveoo come:

Upg = USY + ufy Xp +ud) X, =0

dc= o0& + o Xa+ &) X =0
| coefficienti di X; e di X, sono di immediata deduzione, e possono esserelatalsugli schemb, ed S,
rispettivamente:

(16)

3
TR
3El |2
1 (L2
¢<1>__2 [5)
2
TRr
2El |2
L
o = —
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Y YYYYYYYY VY VY Y VY YY :I:q
A B C
So
S1
lezl
S, j
Xo=1
] | |
! L/2 ' L/2 !

Figura 11 - | tre sistemi parziali sui quali deterare i coefficienti delle equazioni di congruenza

Il termine notop Y’ e’ anch'esso immediato:

qL3
6EI

(0)

dc’ =

mentre il termineuz(OB), che rappresenta l'abbassamento in mezzeria sthiemaS,, puo' essere calcolato

(18)

applicando i corollari di Mohr, oppure tramite camsgzione degli spostamenti. Seguendo quest'ultimo

procedimento, si considera la mensola di lunghéz2asoggetta al caricq, e caricata anche, nell'estremo

libero, dal taglio e dal momento trasmessi dalfaikEe mancante. Si ha quindi:

0 q (L)“ gL 1 (L) qL? 1 (L)2 17 glL*
_ N N _

T e e e
8ElI |2 3ElI {2 8 2EI \2 384 EI
in quanto :

L L

T(_]:q_

2 2

L L?

Mo -9

2 8

Le due equazioni di congruenza si scrivono allora :

17 qlL* X1 (L)3 X (LJZ 0
N S =
384 EI 3ElI \2 2 El

qL3 X1 (L)Z Xo L

- - +—:O
El

6El 2ElI \2

con soluzione :

(19)

(20)

(21)
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X 9 L
1= Eq
13
= — glL?
27 a0 0

Esempio n. 3

Si riprende in esame la struttura di Figura 1, ifh@strare come una opportuna scelta del sistemstasico
equivalente possa condurre ad una sostanzialegitudel carico computazionale.

Y Y Y YYYYYYYYYYYYYYYYY Iq

——
——
——
——
——

L1 L, L3 La
Figura 12 - Un sistema iperstatico adatto all'egueezdei tre momenti

Si inseriscano tre cerniere in corrispondenzareeappoggi, operando tre sconnessioni, e quindcaddosi
ad una struttura isostatica. Inoltre, si aggiungate@ momenti flettenti (incogniti)X;, X, ed X3, agenti
rispettivamente sul primo, sul secondo e sul teyzwoggio. Si e' giunti al S.I.E. di Figura 13, siiaccorre
imporre il rispetto delle tre equazioni di congrzan

ACDB = 0
A(bc = 0 (23)
Ad}c = 0
Y Y Y Y Y Y Y VYVYYYYYYVYVYYYYY Iq
X1 X2 X3
A (BN /CN" /DN E
% % % % %
Ly L, Ls Lg

Figura 13 - Un conveniente S.I.E. per la struttlirRigura 12

Come puo' osservarsi, la trave si e' ora suddivisgiattro travi semplicemente appoggiate, su cummedi-
ato leggere gli spostamenti desiderati. Ad esenlpioptazioneggsi, puo' essere calcolata sulla trave AB,
soggetta al carico ed alla copp{a positiva, e vale:

L3 Ly
+ X
24 El 3 El
Analogamenteggqes €' da calcolare sulla trave BC, soggetta al cardla coppiaX;, negativa, ed alla
coppiaX,, positiva:

®Bsin = Q (24)
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L3 L, L,
®Bdes = -q - Xl -2 (25)
24 El 3 El 6 El
La prima equazione di congruenza si scrive allora :
L3 Ly L3 Lo Lo
+ X — - X . (26)
Yoam Tae T Ym Tz e
mentre per gli altri due appoggi si potra’ scrivere
L3 L, L, L3 Ls Ls
q + X + X = -q - X - (27)
24EI T 6El  3El 24E "3E  6El
L3 L L L3 L
q 3 + Xo > + X3 2 = -q LA 3 ¢ (28)
24 El 6 El 3 El 24 El 3 El
In notazione matriciale, le tre equazioni di corgnza assumono un aspetto compatto:
Li+L L
S X L3, 13
. q
%2 L23La LG_s Xp | = - — [L3+L3 (29)
X
L Ly+L 3 L3 L3
0 33 % 3thg

Inoltre, l'introduzione di ulteriori appoggi inteewi non distrugge la banda tri-diagonale dellaricetdei
coefficienti, e la generalizzazione del sistema) @9caso din appoggi intermedi non presenta particolari
difficolta’.

Risolvendo le tre equazioni (26 - 28) si conoscguindi i tre momenti sugli appoggi intermedi:

Xy =
~(q (L (4Lp (Lg+La) +Lg (BLg+4Lyg)) +Lp (-LE-2L3 La+Lgld+
203 (Ls+Ly) +L3Ls (3La+4Ly)))) / (30)
(8 (Lp (3Ly (Lg+Lyg) +Lg (3Lz+4Lyg)) +
L1 (4L2 (La+Lg) +L3 (3L3z+4L4))))

X = (q (Li+Lz) (La+ls) (LELo-LiL3-L3-L3-L3Ls+Lsl}))/
(4 (Ly (3Ly (Lg+Lyg) +Lg (3Lg+4Ly)) + (31)
L1 (4L (L3+Ls) +L3 (3L3+4Ly4))))

Xs= (g (Ls (-Lz (L3 +L3) +2 (Li+Lp) (L3+L3)) +
(L3-4 (Ly+La) (Lo+lg)) (L3+L3)))/ (32)
(8 (- (Ly+Lz) L3+ (4Ly (Lo+Lg) +Lp (3La+4Ls)) (Lg+Ls)))

E' ora possibile dedurre i tagli, campata per campscrivendo le equazioni di equilibrio. Nella rpa
campata, in base al diagramma di Figura 14, si ha:
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L1

Figura 14 - Lo schema per il calcolo di reaziotagli sulla prima campata

RA + qu + TBsin =0

qL? (33)
Xy - > Tasin L1 =0

dacui:
X L
1
34
Bsin = Ll 2

—
——

Lo

Figura 15 - Lo schema per il calcolo di reazioragli sulla seconda campata

- Tades + ql—z +Tesin =0
2

qLs (35)
-Xp +Xp - T Tesin L2 =0
dacui:
gk, X1 X
TBdes = — - — + —
2 L, L, )
=X X gL,
Tesin = —+ — - ——
L, L, 2

La reazione dell' appoggio in B e' quindi fornita:d
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1 1 g X2
Re =Tesin —Tedes = X1 | —+ — | - — (Li+L3) - — (37)
L; L 2 2

Il restante studio e' lasciato come esercizio.

Esempio n .4

Si vuole ora esaminare la struttura di Figura Ep@icemente iperstatica, soggetta ad un caricioume-
mente distribuito di intensita’ q, e ad una foraaaentrata F sullo sbalzo.

Ly Lo

i Ja JF
A B

~k~

| |
T T

——

D

TI7I7T -+
Figura 16 - Un telaio con piedritto e sbalzo

Scegliendo come incognita iperstatica la reazicewtioale del carrello in A, la struttura isostatiequiva-

lente e' quella in Figura 17, e la corrispondemfeagione di congruenza impone che lo spostamentd ve
cale del carrello sia nullo:

] Ls | Lo |

T T T

LYvyyovivvvrvedyy Iq F

A B R

X1

H
D —.—

Figura 17 - Il S.I.E. al telaio di Figura 16
Uza =0 (38)

Ne segue, per il principio di sovrapposizione degktti, che si puo' scrivere:
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01 02 1
i)+ us%) + Xpudy =0 (39)

doveus%’ e' lo spostamento in A dovuto al carigo us%’ e’ lo spostamento in A dovuto alla foraed

us’) e'lo spostamento in A dovuto ad una forza vesicmitaria in A. | tre contributi possono calasia

separatamente :

m Calcolo diuf’%”

Il diagramma del momento dovuto al cargai presenta come in Figura 18, ed aiutandosi ssn si puo'
utilizzare il metodo della composizione degli sposenti. Il ritto BD, infatti, puo' essere riguardatome
una mensola caricata dalla coppia di intensit%/l;Le quindi la rotazione in B sara’ pari a:

I Ja

\\\\\ qL%
M \‘\ 2
A B C
D
N e—

Figura 18 - Lo schema per il calcolo dell'abbassami A dovuto al carico q

$8=0Q — — (40)

Il tratto AB, riguardato come rigido, subisce qaesitazione, che porta il punto A ad avere unotsposnto
pari agg L, , € quindi il richiesto spostamento varra':

L4 L3H
(01) 1 1
u = +
2h q 8 El a 2 El

(41)

i17(02)

m Calcolo dius
Analogamente a quanto detto per il caso precedéndéggagramma del momento, presentato in Figura 19,
permette di stabilire che lo spostamento del punt® dovuto solo alla rotazione del punto B, e tie
rotazione puo' calcolarsi su uno schema a meneglgesta alla coppia FL Si ha quindi:
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D

Figura 19 - Lo schema per il calcolo dell'abbassdami A dovuto alla forza F

H
¢og= - FLy — (42)
El
H
% = - FL, — Ly (43)
El
(1)

m Calcolo diuy,

Il diagramma del momento di Figura 20 permettecdivere:

1 1L,
A B C
D
777

Figura 20 - Lo schema per il calcolo dell'abbassamm A dovuto ad una incognita iperstatica diovalunitario

L3 L, H
(1) 1 1
u = + — L (44)
YT T

La condizione di congruenza (39) si scrive quindi:
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L4 L3H
+q F
8 El 2El El

da cui I' incognita iperstatica :

q -0 (45)

3 (4HqL2+qL3-8FHL
y, . _2l4Hatizabs ?) (46)
8Ly (3H+Ly)

Esempio n .5

Si consideri lo stesso schema dell' Esercizio npdtjzzando pero' una cerniera in A, invece defeibp.
Cio' rende ovviamente la struttura due volte iggict, e volendosi ricondurre allo stesso schewstasco
dell'esempio precedente occorre rimuovere la cerngesostituirla con le sue due reazioni incognite

L, . L
T

——

l
T

Y Ja F
A B

D

TI7I7T e

Figura 21 - Un telaio doppiamente iperstatico

Tale scelta presenta il vantaggio di poter utilieza risultati gia' ottenuti, e porta al sistemasigtico
equivalente di Figura 22. Su di esso occorre inglerdue condizioni di congruenza:

UZAZO

usa =0 47

che per il principio di sovrapposizione degli ffstriveremo come :

01 02 1
U + us%) + X ug + %o ug
(01) (02 (
Uga + Uzp 3

% -0
(48)
)+X1U3(»]A)+X2U2A):0
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Ly )

|
T

LYPyyyyivvvvvviy A F
X2 A BI J

—_— -

lxl

|
T

——

D
7777

Figura 22 - Un possibile S.I.E. al telaio di Fig@a

Per il calcolo dei coefficienti di queste due edaaiz occorre far riferimento ai tre diagrammi deomenti
gia' tracciati (vedi Figure 18, 19 e 20) ed al diagma di Figura 23) . Per completare la prima eiguaz
occorre il coefficientejz(z,ﬁ, che rappresenta lo spostamento verticale debpfirdovuto ad una incognita

X, unitaria. Dal diagramma di Figura 23 si realizb® d piedritto BD puo' riguardarsi come una measol
soggetta alla forza trasversale di intensita' dait& quindi ruota di una quantita’' pari a:

H2
b= 1 (49)

causando uno spostamento in A pari :

(2) H
Usa = 7lﬁ|_1 (50)
1H
1
A B C
D
—

Figura 23 - Lo schem$; per il calcolo degli spostamenti in A dovuti adauncognita iperstatica di valore unitario

Su questo stesso schema, e' poi immediato calcldaspostamento assiale del punto A, pari allo Bpos
mento della mensola BD:

G2~ g He (51)
AT T 3E
Gli altri tre spostamenti assiali, dovuti rispedtinente al carico q, alla forza F ed alla incogipiéastaticax,

assunta unitaria, possono leggersi sui rispettivemi, e sono pari a:
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L2+
(01) 1
u = — _ (52)
n 2y gE
HR
(02) _ FL (53)
A ? 2El
(1)
ujd = -1L (54)
A ' 2E
Le due equazioni di congruenza si esplicitano altmme :
L4 L3H H L3 LiH
q +q -FLy, — L1+ X3 + — L1 - X L, =0
8 El 2 El El 3 El El
(55)
i —H2 FL H X1 L H X H 0
— _ + — + =
1% 2\ 281 " '2E 7 3E
con soluzione :
3HQqL2+3qL3-6FHL,
L= -
6HL, +8L2
(56)

3qLd-24FL;L,
12H2 + 16 H Ly

<
1l

Esempio n. 6

Si ipotizzi ora che lo stesso schema dei due espragiedenti sia vincolato in A con un incastrocisé la
struttura risultante di Figura 24 e' tre volte giatica.

—
—
—

D

TI7I7T +
Figura 24 - Un telaio tre volte iperstatico

Una possibile scelta di sistema isostatico equntaleche permette di sfruttare i risultati dei desenpi
precedenti, €' riportato in Figura 25. Su di essmae ora imporre le tre equazioni di congruenza:
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L]_ I—2

l

g o JF

X2 WX B
) 4

%

l

——

Figura 25 - Un possibile S.I.E. al telaio di Fig@a

Uoa = 0
Uga =0 (57)
da=0

che per il principio di sovrapposizione degli ffstriveremo come :

w9+ uf% X ud + X ud) + Xgud =0

u%) + ud% s X g+ X udd - Xz udd =0 (58)
o1 02 1 2 3

Op )+ 0N X 4 X d)7 + Xa 0p7 = 0

| coefficienti non ancora valutati sono le rotaziog™’ e %%’ , dovute al carico q ed alla forza F, rispettiva
mente (da calcolare sullo schef&adi Figura 18 e 19):

L H L3
) e L (59)
2 El  6EI
H
oa2) = -FLy = (60)

le rotazionicb,&l) e¢,§2> dovute alle incognite iperstatiche unitake ed X, (da calcolare sugli schei§j ed
S, di Figura 20 e 23):

H L2
oM — L (61)
A YBEI 2El
|_|2
o = - (62)
2 El

ed infine gli spostamenti orizzontalii) , verticaliu,> e la rotaziones,>’ del punto A per effetto di una

coppia unitaria in A.
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Ly )

—
——

D

Figura 26 - Lo schem$; per il calcolo degli spostamenti in A dovuti adauncognita iperstatica di valore unitario

Per essi, lo schema di riferimen® e' quello di Figura 26, dove e' riportato anchelidgramma del

momento. Utilizzando la composizione degli spostaime quindi guardando il piedritto BD come una
mensola soggetta alla coppia unitaria, si ha:

a1 (63)
=T
Si ha percio”;
H L?
(3) 1
u = — L + (64)
2AT B Y 2E
H2
3)
U = - —— (65)
3A 2El
H Ly
o - 4 = 66
A El El (66)

m La soluzione del sistema di equazioni di congruenza

Il sistema da risolvere si scrive in definitiva:

L4 L3H el HL
+ - — +
YeE " Y2E =
X Ly BHO ] x Lie x| L L
+ - + — Ly + =
Yise  om YR YRR T 2E
L2 W e e e P
g — + FL, - XLy + Xo ~Xa -0 (67)
2 2El 2 El 2 El 3El 2 El
gt? H gL} H
_— — + - 2—+
2 El 6El El

El 2El 2 El B

H L? H H Ly
Xy Ly — + - X + X3 (—+—)—0
El El
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Riordinando e semplificando si ha :

L3 Ly H H
3E] +—EI Li| X1 - — L1 X% — L3
L4 L3 H L HL
. ) . A
YeE " 92E =
LV AV o
. N . e A
Lo aE 2 om 9% 2E
H L2 HP H o Ly
L1 — X1 - X+[—+—JX
El  2El 2 El El El
gt} H  qL} H
0t FL, —
2 El  6EI |

0, in forma matriciale :

T L T L BN o
3El El 128 & 17 2E X
H H H !
-L - X2
2El 3El 2El %
LR, 4 ¥ H L :
1E 2El 2El El El
L4 L3 H H
dgg Az +Flegl
2o H
497 7@ 2 2E
qL? H qLd H
% & e T2

La simmetria della matrice discende dalle propridéa teoremi di reciprocita’. Risolvendo, si ogeno le

tre incognite iperstatiche:

~5HQqlL?-4qL3+12FHL,

%= 8L, (H+Ly)
%, - qL®-12FL; L,
8H2+8H Ly
Yo - 3HqL?2+2qL3-12FHL,
24 (H+Ly)

Esempio n .7

Si vuole ora studiare il telaio di Figura 26, ctstd da due piedritti di altezza disuguale, cadcda una

forza concentrata in un punto generico del ritto.

(68)

(69)

(70)
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F
T B C D
Ho
E
H
A
- T

Lo

Figura 27 - Un telaio zoppo semplicemente iperstati

La struttura e' semplicemente isostatica, e costerana isostatico equivalente puo' scegliersi lasolandi
Figura 28.

Su di esso occorre imporre I' equazione di congraien

ue=0 (71)

ossia, operando sugli schemi parz&liedS; :

0l & X ufl o (72)
F
T B C D
H,
E
Hi X1
A
T T

L1 Lo

—
—
—e

Figura 28 - Un S.I.E. per il telaio zoppo di Fig@a

m Calcolo diuf?%

Lo schemdy, €' presentato in Figura 29, insieme al diagramehandmento.
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F
Fla WWWWWWWWWN
B C D
E
A
L1 Lo

Figura 29 - Lo schem&,. per il telaio zoppo di Figura 27

Lo schemay, e' presentato in Figura 29, insieme al diagramelaredmento. Dall'esame del diagramma, si
evince che lo spostamento verticale del punto E peesarsi composto da due aliquote: la prima alasi
ottiene considerando rigido il tratto BE, e riguamdo il piedritto AB come una mensola soggetta @lapia
FL;. Ne segue una rotazione in B pari a:

Hy
¢ = -FLi — (73)
El

che implica lo spostamento di E pari a:

(0)' Hy
Usg = -¢B (L1 +Ls) =FLy = (L1 +L2) (74)

La seconda aliquota si ottiene considerando ridigeedritto AB, mentre il tratto BC puo' esseresta come
una mensola soggetta alla forza F. Ne segue:

) FL® FL?
VA - (75)
3El 2El
ed in definitiva :
FL FL2
(0) 1 1
ud = FL; — (L +Ly) L (76)
2E ' Y Y = I

m Calcolo diufY

Lo schemaS; e' riportato in Figura 30, insieme al diagrammardemento. Considerazioni simili a quelle
precedenti portano a scrivere:
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X1=1

Figura 30 - Lo schem&;. per il telaio zoppo di Figura 27

(Ly+Lp)3
3 El
L' incognita iperstatica puo' infine calcolarsi am

Hy
uje = (L1 +Ly) o (Ly +Ly) + (77)

(0) 2
u FL]_ 3H1L1+L +3H1L2
- - | (78)

uip (Ly+L2)% (83Hy + Ly +Ly)

Esempio n .8

Lo stesso telaio zoppo dell' esercizio precedeigreevora reso due volte iperstatico, vincolandano ana
cerniera in E.

Hi

Figura 31 - Un telaio zoppo doppiamente iperstatico

Conviene scegliere il sistema isostatico equivaletFigura 32, in modo da utilizzare i risultaid'gpttenuti
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in precedenza. Su tale schema le equazioni di cenga sono:

Ly Lo

——
—
——

Figura 32 - Un S.L.E. per il telaio zoppo di Fig@a

Uog = 0
Use = O (79)
ossia, operando sugli schemi parziali :
(0) (1) (2)
Use + X U E + XU =0
2E 1 Y2E 2 U2 E (80)

0 1 2
ugt + X ude + X ud =0
Il coefficiente u2<°E> e' gia' stato calcolato, sullo sche®adi Figura 29. Su questo stesso schema si puo’

calcolare lo spostamento orizzontale di E, calaidaa rotazione in D come somma di due aliquote:

H FL?
op= Fly — + —— (81)
EI 2EI
e quindi :
0) Hy FL?
Ugg = oot = FL1 —H + H (82)
El 2 El
ed in modo totalmente analogo potra’ scriversiring dallo schem§; :
W (Ll Dy R (83)
= + e —
°E LT g 2 El

Gli ultimi due coefficienti devono essere calcokatllo schem&, di Figura 33, e valgono:
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1 H
R
D
B
N
E X=1
A

Figura 33 - Lo schem%,. per il telaio zoppo di Figura 27

Hy (Ly +Lp)?2
(2) _ Li+L (84)
U = H El (Li+L2) + H > El

Hy (L1 +Lo) H
2 _p (85)
Hse H2E|HZ+H2 El T 3E

m L' utilizzo del principio dei lavori virtuali

Attesa la complessita’ del calcolo dei coefficiestiraverso la composizione degli spostamenti, ieory
controllare i risultati utilizzando il principio ddavori virtuali, che - sebbene computazionalmepie'
impegnativo - fornisce i risultati in modo piu’' tamatico".

A tal fine, utilizzando i diagrammi dei momenti calati in precedenza sugli schefyj, S, ed S, si potra’
dedurre il diagramma del momento per la struttperstatica. Sara' infatti, per il principio di sappo-
sizione degli effetti:

M= M 1 X; MY+ X, M?) (86)
Si scriva ora il principio dei lavori virtuali, agsiendo come sistema di forze virtuali il sistemdodie sul
sistemaS;, e come insieme di spostamenti il sistema realeaS

JM(“ Mdz =0 (87)

S

ossia, per le (85) :

JM(“ MO dz + X JM“) 2dz + X, JM(“ M2 dz =0 (88)
S

Un semplice confronto con la prima equazione digcoenza (80) permette di scrivere:

(0) 1) MO
Usg = JM( P MO dz

S
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(1) 1)2
Uy g JMW dz
S

(2) 1) M2
use JM< ) M2 dz

S

Del tutto analogamente, utilizzando il sistemaadzé virtuali agenti s&, si ottiene

JM<2> Mdz = 0 (90)
S

e quindi gli altri coefficienti della seconda eqigae di congruenza :

(0) 2) MO
Ugg JM( P MO dz

S

[
w
m

1l

(¥ JMQ) MY daz (91)

S

(2) 2)2
Use JMW dz
S

Nota 1 - Poiche' si e' utilizzato l'insieme di spostameeali, in realta’ si sta utilizzando grincipio delle
forze virtuali

Nota 2- La simmetria della matrice dei coefficienti @a esplicita dallesseng? = uj

= || calcolo dei coefficienti

Per calcolaraJZ(OE), occorrera' esplicitare I'espressioneMi® ed M@, e calcolare lintegrale (88). Si ha

subito, data la semplice legge di variazione dédstti momenti:

FLy (Ly +Ly)
u® = ! ET 2 Jﬂdlz+—f (L1 -z) (Ly+Ly-2) dz =

FLi H (L;+Lp) FL3 F (92)

+ + L2 L
El 3B 28 ' °

coincidente con la (76). Analogamente si avra”:

(Ly +Ly) 1+La
u2(1E>: L2 f-"dIZJrJL (Ly +Ly-2)2 =

(93)
(Ly+L2)2
H L, +L
h El " 3E (Ly +L2)®
coincidente con la (77). Si avra' poi ancora:
(Ly +Lo) H 1 1+l
2(2,5:¥fﬁd12+—fL (Ly +Ly-z) Hhdz =
El 0 El Jo (94)
1 Hy L HleLz+ 1 H2L§+H1HZ(L1+L2>
2 El El 2 El El
Per la seconda equazione, si avra':
FL; H, F o FLyHiH, FH L2
(0)
u = dz + — (Ly-z) Hbdz = +
BT Jo El Jo ' El 2El (95)
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H Ly+Lp 1
3(’2E = ﬁ dz + ﬁ dz + — f—&zz dz =
El Jo

El Jo El Jo

H H H H (L1 + L)
+ +

El 3 El El

m La soluzione delle equazioni

A partire dalla conoscenza dei coefficienti de88)(si potra’ scrivere :

FLiH (L +Lp) FL3

+ +
El 3El
F (L1+L2)2 1
— L%Ly+ X |H + (Ly +Lo) 3 +
2B 1( El 3el L °
1 H L Lo 1 H H (L1 + L)
Xo | —— Hy L% + + L3+ ———— = | =
[ZEI El 2BI ©° El
(97)
FLithH, FH L2
+ +
El 2 El
1 L, L 1 H Ly +L
L2 . H Ly 2 EN h Hy (L1 +Lo) .
2 El El 2 El El
H]_H% Hg H% L1+L2 70
El 3El El B

la cui soluzione puo' essere agevolmente otterariaun qualsiasi programma di calcolo simbolibtathe-
matica fornisce:

X = (FLy (-6Hp (2Ly (Hp+Ly) +2 (Hp+3Ly) Lo +3L3) -
L1 (3 (Ly+L2) (L1+3Ly) +Hy (4L1+6L2)))) / (98)
((L1+L2)% (12H; (Hp+Ly+Lp) + (Li+Lp) (4Ha+3 (L1+L2))))
3FL; Ly (Ly (L;+L 2H; (2L;+L
X, - 1L (Ly (La+L2) +2Hy (2L1+L2)) (99)
H (L1 +Lp) (12Hy (o +Ly+Lo) + (L1 +L2) (4H+3 (L1 +L2)))
Se la forza agisce in mezzeria, ponehge L, = L si ha:

F(3H; (11L +4H L (12L +5H
) (3Hy ( +4Hy) +L ( +9Hz)) (100)
8 (3H; (2L +Hp) (3L +2Hy))

X1

3FL (2L2+6LH)
Xp = (101)
2H, (12Hy (2L +Hp) +2L (6L +4Hp))

e se i due piedritti hanno altezza uguble= H, = H, e le incognite valgono:

1 3HL
X1= —F|-2- (102)
4 3H2+8HL+3L2
3FL2 (3H+L)
X5 = (103)

4H(3H +8HL+3L2)
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Figure



