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Relazioni fondamentali : I' analogia

In questo capitolo si utilizza la teoria dell'argid di Mohr per il calcolo di spostamenti e rotawioPer
illustrare tale teoria, si considerino da un laalle equazioni diquilibrio, che collegano momenti, tagli e
carico applicato:

dT
Tl (1)
dX3
dm
T (2
dX3

e si scriva I'equazione che collega direttamemminento flettente al carico applicato:

dz2 M
5 " -q 3)
dxs

Dall'altro lato, si considerino le due equazioncatigruenza e costitutive:
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do M .
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e si scriva I'equazione che collega direttamensplstamento al momento flettente:

d? us M
- 6
02 El (6)
Non puo' sfuggire I'analogia tra la (6) e la (3} induce a definire un carico fittizio:
S (1)
T E
ed un momento fittizio:
M = [V P) (8)

ed ad affermare che lo spostamenfquo’ riguardarsi come il momento flettente (fitijzprovocato da un
carico (fittizio) pari ad%. Inoltre, I'analogia tra la (2) e la (4) portaiee che la rotazione puo' riguardarsi

come il taglio fittizio provocato dal carico fitteq*:

T --¢ (©)
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La trave fittizia

Si consideri ora una trave soggetta al carico &é@sale ¢, ed a carichi concentrati (forze e coppaedi

ipotizzi di conoscere il diagramma del momento slsi generato. Se la trave e' isostatica, talesoamza e’
possibile a partire dalle sole equazioni di eqtiip ma quanto segue non e' limitato all'ipotesitrdivi

isostatiche.

Le analogie illustrate in precedenza permetton@ftérmare che la rotazion¢ e I'abbassamento, si

ottengono calcolando il taglio fittizio* (cambiato di segno) ed il momento fittiZid* provocati dal carico
fittizio g*. E' pero' necessario tramutare le condizioni déweio relative alle rotazioni ed agli spostamenti
condizioni sui tagli e sui momenti fittizi, defindm una nuova trave (fittizia), su cui poter compiem

secondo studio di equilibrio. In un incastro, aénagio, le rotazioni e gli spostamenti sono nullgmne
sulla trave fittizia occorrera’ proibire i tagli @dmomenti: quindi l'incastro reale andra' sostituton un
estremo libero. Inversamente, se la trave realgepta un estremo libero, in esso andranno perrsssia-
menti e rotazioni, e quindi sulla trave fittiziadaa' previsto un incastro.

In sintesi, per i vincoli di estremita’, la relazéotra vincoli reali e fittizi ' fornita da:

incastro — estremo libero
appoggio— appoggio
bipendolo— bipendolo
estremo liberec— incastro

Per i vincoli intermedi esterni, si consideri prit@ppoggio intermedio: in esso gli spostamenticaev
essere nulli, cosi' come le rotazioni relativelastitave fittizia, quindi, bisognera' prevedereuimcolo che
annulli i momenti flettenti, e per cui non vi siscbntinuita’ nei tagli, e tale vincolo e' una dera. Del tutto
analogamente, e' immediato osservare che un bifeadterno si tramutera’ in un bipendolo interno:

appoggio intermedie— cerniera
bipendolo esterne— bipendolo interno

Infine, si considerino i vincoli interni, ossia ¢t@rniera ed il bipendolo interno. La cerniera impate gli
abbassamenti relativi siano nulli, mentre le ratazrelative sono ammesse: il corrispondente vimdittizio
non dovra' causare discontinuita’ nei momenti, neefdndamento del taglio dovra' essere discontieuo
quindi occorrera’' introdurre un appoggio (la cw@ziene causa la discontinuita' del taglio). Analogate, |l
bipendolo interno si tramuta in un bipendolo esiern

cerniera— appoggio
bipendolo interne— bipendolo esterno

Esercizion .1l

Si consideri la trava appoggiata di luce L, in Fagd, soggetta ad un carico uniformemente distobdi
intensita' g lungo tutta la luce, e si voglia car@s il diagramma delle rotazioni e dell'abbassamen
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Figura 1 - Lo studio della trave appoggiata soggettarico distribuito secondo la teoria di Mohr

Il primo passo per I'applicazione del metodo di Mehil calcolo del diagramma del momento sullaerdi
Figura 1. Le reazioni saranno uguali, e pari a:

RA:RB:—7 (10)

mentre il diagramma del taglio sara' lineare:

T (X3) :ax3+b (11)
e poiche'
L
T (0) =-Rpy = q_
. (12)
T (_] _ 0
2
si avra':
L
T (X3) =¢ (* X3+E] (13)

Il momento flettente si ottiene immediatamentegdgnando I'espressione precedente:

X3 L
M(X3): q 7?+ EX3 +Co (14)

e la costante di integraziomg si annulla, in quanto il momento si annullaxg¥0. Ne segue che il carico
fittizio puo' scriversi:

q
* (X3) = —— X3 (L-X 15
q* (X3) = 3 ( 3) (15)

La trave fittizia e' ancora la trave appoggiatguandi occorre ora calcolare il momento fletterstella trave
di Figura 2. Le reazioni fittizie sono fornite da:
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wg{ W W

Figura 2 - La trave fittizia

Ry Rg - - - f—q Loy ax =- 35 (16)
* = a = - — X - X X = -
A 2 Jo 2El 24 El

Il taglio fittizio e' allora ottenibile integranda (15) :

+ Cpo (17)

e la costante di integrazione si ottiene osservahéd “(0) = —Rj. Si ha quindi:

2 3
Lx§ X3

2 3

L3
: 2(1 El (18)

Infine, un' ulteriore integrazione fornisce il riekto momento fittizio (la costante di integrazi@ieulla in
guanto il momento si annulla in 0):

3 4
LXx3 X3

6 12

aL” (19)
+ —— X
24El °

q

M (X3) = - ——
(X3) S El

In base alle analogie di Mohr, puo' concludersi :

qL®  ax3 (x3 L
¢ (X3) = -T* (Xg) = - — — R (20)
X3) ) =" oam 28 l3 2
qL3 q [Lx3 x§
U (X3) = M (X3) = X3 — - = 21
2 (X3) )= oaEm T oE | e 12 @D

Nota - Questo esercizio, in cui sono richieste le fankirotazione e spostamento, evidenzia la stretta
parentela del metodo di Mohr col metodo della dappiegrazione di Saviotti. Tuttavia, il metodoMohr

e' molto conveniente quando viene richiesta la so@oza di una rotazione o di un abbassamento in un
singolo punto della trave, come si vede dall'eggr@uccessivo.

Esercizion .2

Si consideri la trava appoggiata di luce L, in Fgd, soggetta ad una forza concentrata in mezzersa
voglia conoscere il valore dell'abbassamento edethzione nella sezione S di figura.
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L/2 L/2

Figura 3 - Trave appoggiata soggetta a carico cdrate: spostamento ad un quarto della luce

Il primo passo per I'applicazione del metodo di Mehil calcolo del diagramma del momento sullaerdi
Figura 1. Le reazioni saranno uguali, e pari a:

F
Ry =R~ (22)

mentre il diagramma del taglio sara' costante dallA mezzeria, e pari a F/2, ed ancora costanta dal
mezzeria a B, e pari ad F/2.

Il carico fittizio sara' quindi la distribuziongangolare illustrata in Figura 4.

Occorre ora calcolare il taglio ed il momento Bete ad L/4 per questa trave fittizia. Le reazifittizie
sono fornite da:

FL
4 El

——
——

Figura 4 - La trave fittizia

FL2
Ra=Rs = -~ | — | =-—— (23)
2 (4EI 2 16 El

ed in S il taglio fittizio e allora immediatamerdeducibile dal diagramma delle forze in Figura 5:

l(FLL

T |x3=—| =-Ry - —F = — (24)

L) 1 L L 3FL2
2 B8El 4 64El
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FL
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TE/4 Ivlf/4
Ra
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L/4
Figura 5 - Il diagramma delle forze per il calcdiel momento flettente in L/4
Analogamente si ha il momento fittizio:
L L 1 L L L 11FL3
M*xgz—)ffR};—f—F———: (25)
4 4 2 8ElI 4 12 768 EI
In base alle analogie di Mohr, puo' concludersi :
L 3FL?
e (26)
4 64 El
L 11FL3
uz (Xs = —) = (27)
4 768 EI

Esercizion .3

Si consideri ancora la trave appoggiata di Figurac#icata con una coppia applicata a distabhza
dall'estremo di sinistra. Si voglia conoscere la#amento in corrispondenza della coppia.

A sl\ B

——
——
—

L1 Lo
Figura 6 - Una trave appoggiata soggetta ad uppia@oncentrata

Le reazioni sono uguali e contrarie, e pari a:

A
Ra-=-Re = - (28)
L1+L2
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Il diagramma del momento deve essere nullo in Anel, e deve variare linearmente da A ad S con pen-
denza pari al taglio in A, giungendo quindi in Ancealore:

/A
Min (X3 =Ly1) = oL L1 (29)

Nel secondo tratto, il diagramma deve annullar® i@ variare linearmente con pendenza pari aldaglB,
sicche' giunge in S con valore:

Mies (X3 =L1) = - L, (30)

L1 +Lo
Si noti che la discontinuita’' del diagramma e' parialore della coppia, e che il carico sara' pasidiretto
verso il basso) sulla prima luce, e negativo (threerso l'alto) sulla seconda luce:

m L1
El L;+L

/T/T/U)/ 2
El Ll + Lo

——
——
——

L1 )
Figura 7 - La trave fittizia corrispondente allave di Figura 6

Per il calcolo del momento in S, sulla trave aas#i, si inizi a calcolare la reaziof®,, scrivendo I'e-
guazione di equilibrio alla rotazione intorno ahpuB:

Ry (Lyoly) e n 21 Loyt e 2 (31)
n (Ly+ L) + — — ( +—)——— — =
AT T S B L, U2 3 2 E e, 237
da cui subito :
(L2420, Ly -2L3
Rz\:f (1 1Lk2 2) (32)

6 El (Li+Ly)
Il momento fittizio in S si ottiene allora scrivemd
1 7 L,
R;\ Ll + = —
2 El Li+Ly
da cui il richiesto spostamento :

L
ngluvg:o (33)

7L Ly (Li-L2)
Uz (X3 =Ly1) = (34)
3 El (L1 + L2)
Si noti che il punto si abbassa se appartenerdesathiluce di destra, dovg > L,, si alza se appartenente

alla semiluce di sinistra, do\g < Ly, € non si sposta se in mezzeria.




344 17 - I corollari di Mohr per il calcolo degli spostamenti .nb

Esempio n. 4

Si vuol conoscere I'abbassamento in corrispondéelta forza per la trave di Figura 8:

——
——
——

Ly Lo
Figura 8 - Una trave con bipendolo ed appoggi@ata su uno shalzo

Il diagramma del momento e' costante, e pari adl,; Bal bipendolo fino all'appoggio, per poi crescere
linearmente, fino ad annullarsi in corrispondeneiadforza. La trave fittizia prevede una cerniatgposto
dell'appoggio, ed un incastro al posto dell'estrébero, sicche' occorre studiare la trave di Fig8r e su di
essa calcolare la reazione dell'incastro.

F Ly A A A A A A
el e

k
X

QOw

——
——

L1 L2
Figura 9 - La trave fittizia ed il carico fittizicorrispondente alla trave di Figura 8

A cio' fare, si osservi che il taglio in B puo' agbnente calcolarsi dall'equilibrio alla traslazéodel primo
tratto:

FL,

Tg=—L (35)
El

e quindi I' equilibrio alla rotazione del secondatto implica :

Ts L —1 —F L2 L —2 L ~ =0 (36)
— — + =
B2 2 El ? 3 2 ¢
e quindi :
L, +L FL2 ( L L2 ) (37)
u + = — + —
2 (L1 +L2) = 1 3
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Figura 10 - Il diagramma delle forze per il catcdel momento

Esempio n .5

Per la struttura di Figura 11, si vuole conosciagblassamento della cerniera in B, e la rotazielativa tra
le sue due facce

A B C D E
l L | 1 l
! Ly ! L, " La/2 T oLg/2

Figura 11 - Una trave su tre appoggi e cerniera

E' immediato realizzare che il diagramma del momesitlimita al tratto CE, ed e' distribuito con deg
lineare secondo lo schema di Figura 12.

W FLs
A B c £ |4El

——
——

——
——
——

I—l I—2 L3/2 L3/2

Figura 12 - La trave fittizia corrispondente digura 11
Le equazioni di equilibrio per i due tratti di Figusi scrivono:

Ri+ R§+T¢ =0

Rili -T&l, =0 (38)
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FL3

Ly =0
4EI °

Te + R !
e RE 4 o
¢ 2

~T&-R:=0
avendo scelto come poli il punto B ed il punto Bpettivamente per il primo e secondo tratto. Risoto si
ha:

FL2

Tt = (40)
16 El
FLZ L

Ry - — > 2 (41)
16El L,

Ry - T Ry L L2] (42)

= — _ = —_ + —

c oA 16 El L,

Ora e' immediato realizzare, equilibrando il conefementare in B, che la reazione fittizia dellaggio e'
pari alla richiesta variazione angolare:

RA= Tsin — Tdes = ®des ~ @sin = L0 (43)
e quindi :
FL3 L
Apg = - - [1+ _2] (44)
16 El Ly

I momento in B e' poi facilmente deducibile come:

FL3 L, (45)
=-RiL; =-
T
Si puo' quindi concludere che la cerniera in B stdiun innalzamento pari a:
FLZ L,
Urn = — (46)
ST Y=

Esempio n .6

Per la trave di Figura 13, si calcoli I' abbassamenia rotazione in corrispondenza della coppjaiegta:

A B C

——
——
——

——

La L2 L3
Figura 13 - Una trave con sbalzo e coppia appalicat

Il diagramma del momento sara' costante lungo klzeb per poi variare linearmente fino all'incastro
passando per la cerniera B, dove si annulla. Neeselge la trave fittizia si presentera’ come:
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DY
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L1 L2 L3
Figura 14 - La trave fittizia corrispondente dfigura 13
Le equazioni di equilibrio dei due tratti si poss@trivere come :
S P N T AT (47)
+ -— — — + — — Ly =
S 2E L, = 2E

7T{;L275——L1—7——L2—:0 (48)

n
“Te+Ry+ — L3=0 (49)

. . /4 Lz
rD_RDL3—EL3?:O (50)

Dalla (48) si ha subito il taglio fittizio in C :

17
Te = - —

Li +L (51)
3 El 2

5

e poi le richieste reazioni fittizie nell' incastro

- 7/ ] 1 (L3 . (52)
Bl 3l
Ly (Ls 1 (L3

D = - —+ - | =L (53)
El (2 3 (L2

Infine, poiche' la reazione e la coppia reattival'incastro, coincidono con il taglio ed il momentispettiva
mente, si potra' affermare che:

® 7, L (L L (54)
= — + — — 4
=T RN PP R
MLy (Ly 1 (LS
Usp = - S —1+|-2 (55)
El (2 3|2
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Esempio n .7

Si consideri ora la mensola parzialmente caricafglira 15, e per essa si voglia conoscere lotapwnto
e la rotazione all'estremo libero.

?‘ YYYVYYYVYYYY

jA C B

——

|
! L]_ I—2 '

Figura 15 - Una trave a mensola parzialmente a&ric

La reazione verticale nell'incastro, e la coppattiea, sono immediatamente deducibili come:

Ra= -dL,
L2 (56)
WA = gL, (L1+ ?)
Il diagramma del taglio e’ costante da OlLaddove la trave e’ scarica, ed €' pariRy = dL,. Poi decresce
linearmente fino ad annullarsi in B.

Il diagramma del momento varia con legge linealetna¢to scarico, crescendo d#4, fino a - qL§/2, per

poi crescere con legge quadratica, ed annullarBi assieme alla sua derivata. Analiticamente, quinel
tratto scarico sara":

Lo
M(x3) = -qL, |Li+ ?) +0 Lz X3 (57)

mentre sulla restante parte di trave si avra' (addb un sistema di riferimento con origine in C):

. L3 , .
M(x3) = - q22 + gL, X3 - gxg)2 (58)

Ne segue il carico fittizio di Figura 16, e la nesita’ di calcolare le reazioni fittizie dell'intasin B:

——
——

L1

Figura 16 - La trave fittizia per I'esempio di kg 15
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1 1 1 L ) )
R§+—fM(x3) d1x3+—J M(x3) dxz =0 (59)
El Jo El Jo
dacui:
qL, L3
5 = L2 4Ly Ly+ —= 60
R52E|[1+12+3 (60)
Ms =
1 1 1 2 . . .
— M (x3) (L1 +Ly-Xx3) dxg + —JL M(x3) (L2 -x3) dxg =
El Jo El Jo (61)
qlp (8LF+18L2L,+12L; L3 +3L3)
24 E|
Infine :
aL, L3
g = - L2 +Ly Ly + — 62
B > El [1+ 1 L2+ 3 (62)
UZB:qu (8L} +18L3 L, +12L L3 +3L3) (63)
24 El
Esempio n .8

Si consideri la trave di Figura 17, caricata da ftuee concentrate F e, nella mezzeria del primo e
dell'ultimo tratto. Si vuole conoscere la rotazioekativa nella cerniera in C

F F1
ﬁ A B C DY E G
f t t t t t t
L L L L L L L
Figura 17 - Una trave composta da tre tratti, stigca due forze indipendenti
Le sei equazioni di equilibrio per i tre tratti Befrave si scrivono :
F+Tc=0
Ma + FL=0
-T Tg=0
c+Re+To (64)

-Tc3L +Mp+ReL =0
-Tg+F1+ R =0
-Tg2L + F;L=0

con soluzione :
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Te--
Mo - - FL
F1
R =-—
2
F
To= —
2
Fi
RE:TC—TG:—F—?

L
Mo = -ReL+3LTc = Fi _ -2FL

Con questi valori, il diagramma del momento puskes tracciato abbastanza facilmente: esso satante
da A a B, e pari ad FL, per poi decrescere lineatengno ad incontrare il bipendolo esterno, e pads per
il punto di nullo in corrispondenza della cerni€@aNe segue che il momento nella sezione a sinista
bipendolo sara’ pari a - FL. In D il diagramma dwimento presenta una discontinuita’, dovuta alfgpieo
reattiva del vincolo, e quindi nella sezione a idedel bipendolo esso varradF, L/2 + FL.

Analizzando ora l'ultima campata, si puo' dedutre it diagramma del momento dovra' essere nullins@&
che in I, mentre in corrispondenza della forza Val& /2. Cio' permette il tracciamento del diagramma da |
fino all'appoggio in E, e non resta che collegadéagrammi per ottenere il carico fittizio di Figut8, dove
non €' stato indicato, per esigenze di chiaretxalare del carico a destra del bipendolo, pari a:

FRLOFL
. — (66)
2El  El

I\/Bdes = -

FL

! m/(ﬂm'
FL W Rttt

El

ﬁ A C Dd E G |
A
l l Iy { l l { Iy
T L T L T L T L T L T L T L T
Figura 18 - La trave fittizia per I'esempio di fig 17
L'equazione di equilibrio per la traslazione veaticdel primo tratto porta a scrivere :
Re i L=0 (67)
+ — =
El
e quindi la richiesta rotazione relativa e' pari :
FL2
Ape = - — (68)
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Figure



