16 - |l metodo della doppia
Integrazione, o di Saviotti

m [A.a 2011 - 2012 : ultima revisione 23 marzo 2012]

In questo capitolo si calcolano i tagli, i momeidirotazioni e gli abbassamenti per tresastatiche utiliz-
zando il metodo della doppia integrazione, o dii&@#v

A base di tale teoria, vi €' la constatazione cheina trave isostatica deve essere possibile eatcdd
caratteristiche della sollecitazione interna sénutto solo le equazioni di equilibrio

daT
=g (1)
dX3
dM
T 2
ixs (2)

e solo succesivamente si ricavano le rotazionii elgbassamenti, utilizzando le equazioni costieutvdi
congruenza:

do M 5
E = E (3)
dU2 5 4
o (4)
Esercizion .1

Si consideri la trava appoggiata di luce L, in F&gd, soggetta ad un carico uniformemente distobdi
intensita'gy lungo tutta la luce, e si voglia conoscere il diexgyma delle rotazioni e dell'abbassamento.
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Figura 1 - Lo studio della trave appoggiata soggettarico distribuito secondo la teoria di Mohr

Poiche' il carico e' costante, la (1) fornisceptessione del taglio, che ovviamente risulta lirear

T (X3) :*JQOdlxszf%Xer To (5)

e la (2) indica una distribuzione quadratica detmanto:
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X2
M(X3):JTd1X3:7QO?3+ TOX3+Nb (6)

Le due costanti di integrazion&, ed My, si calcolano imponendo le deendizioni di equilibrio ai due
estremi della trave:

M@©0) =0 —-M=0

L (7)
M(L) =0 HTOZCIOE
e quindi:
L
T(X3)=QO(E—X3 (8)
X3 L (9)
M (x3) = -—+ —X
(X3) = do > + 2 3

Si noti che le due costanti di integrazione sorsicdimente interpretabili come il taglio ed il moneen
nell'estremo di sinistra.

La prima parte del procedimento di Saviotti €' dos&, e si puo' passare al calcolo di rotaziorpast-
menti. A partire dalla (3) si puo' scrivere:

10} = | — dX3z = - Xg + 240 (10)
X X X 10
(X3) J | 3 do | do | 3 0
e dalla (4) :
X‘31 3 (11)
Up (X3) = - | ¢ dX3z = - X3 — ¢g X3 + U 11
2 (X3) J 3 =0o | do | 3 0 X3 20

Infine, le due costanti di integraziong, ed uyg si calcolano imponendo le daendizioni di congruenza agli
estremi della trave:

u, (0) =0 HUZOZO

Do s L3 L3 L3 (12)
u = = _
2 (b) TG m P oE G s e

Puo' concludersi :

3
X3 L L3
¢ (X3) = - + X3 - (13)
R Y T IE RPyr=
X% L LS
Up (X3) = - X3+ X (14)
2 Xe) = Qo o~ Yooy Moy e

Le due costanti di integrazione, in questa secdada del procedimento, possono interpretarsi cane |
rotazione e l'abbassamento nell'estremo di sinistra

| valori notevoli
In seguito, assumeranno notevole importanza alquaatita’, che conviene evidenziare fin da ora:

1. rotazione agli estremi per trave appoggiata-ggada soggetta a carico costagge
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L3
b (0) = -
) Yy
L3
¢ (L) =
(L) q024EI

1. abbassamento in mezzeria per trave appoggigtaggiata soggetta a carico costampte

L 5 qlL?
w o) (16)
2 384 EI
Esercizion .2

Si consideri la trava appoggiata di luce compleskiv+ L, in Figura 2, soggetta ad una forza concentrata
in una sezione generica a distahzadalla base di sinistra. Si vogliono conosceraglio, il momento, la
rotazione e l'abbassamento utilizzando il metod®adiiotti

——
—
—

L1

Figura 2 - Trave appoggiata soggetta a carico cdrate in una sezione generica

m Laprimaintegrazioneper i tagli ed i momenti

In una prima fase si risolve il problema staticeddcendo le caratteristiche. Poiche' il caricorithisito e’

assente, il taglio sara' costante, ed il momemtealie. Tuttavia in corrispondenza della forza Egjlio

vedra' una discontinuita’, ed il momento flettemta discontinuita’ angolare. Per tener conto qeksenza
di tale discontinuita’, si scriveranno due espmssdel taglio, e due espressioni del momento e,
valide a sinistra della forza e a destra delladprizpettivamente. Sara' quindi:

T8 _ T,
MAB) _ T

0 X3+ M (17)
TEO - T,

MES = Ty x5+ M
Le quattro costanti di integrazione hanno l'immtgggnificato fisico di tagli e momenti in A, echinediata
mente a destra di B. Si noti inoltre che si soretisdue sistemi di riferimento, con origine in ABe rispetti-
vamente, per esprimere tagli e momenti nei dud.tta condizioni di equilibrio che permettono #lcolo
delle costanti sono:

(18)

ossia :
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M=0
ToLi+My =M
To-Ti+F
TiLo+M =0

con soluzione :

L
To= F
L1+L2
L1
T, - -F
! L+ L, (20)
M = 0
M- F LiLo
L1+L2

Infine, tagli e momenti possono scriversi come :

T8 2
L1+L2
M = F LZL X3
1+L2
21
o U (21)
L1+L2
MBS - F Tt g b
L1+L2 L1+L2

| relativi diagrammi non presentano difficolta’, redti solo che il momento cresce nella prima sersilu
laddove il taglio e' positivo, per poi decrescerdestra della forza, dove il taglio diviene negati

AT (xs)

FL>

L]_ + L2 X3

~FL,
|_1+|_2
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FLi L,
L1+|_2

Y M(x3)

Figura 3 - | diagrammi delle c.s.i. per la trav@eggiata soggetta a carico concentrato in unarsezjenerica

m L asecondaintegrazione per rotazioni ed abbassamenti

Si potra' scrivere, per i due tratti :

M(AB) F Ly X3

P8 (x3) :J dxz = — 2 —3+cbo (22)
El El Ly+Ly 2
M(EC) F Ly x3 F LiL

¢<K”<X3>:u{ AX3= - e x5 (23)
El El Ly+Ly, 2 El Lj+L,

ed ancora :
us®® (x3) qu(AB) dx Pl X% $o X3 +U (24)
= - = — — - +

2 s TUE LisL, 6 0T

0 o F Ly X3 F LiL, x3

us (x3>:—J¢( Jdxg = — —— — - — = " 1 Xg+Uy (25)

El Li+L, 6 El Li+Ly 2
e le quattro costanti di integrazione si ottengmmeonendo le quattro condizioni di congruenza :

u, (x3=0) =0
us® (xz = L1) =uf® (x5 =0) (26)
¢"® (x3 =L1) =0 (x3=0)
UZ(BQ (X3 =Ly) = 0
Queste quattro condizioni si tramutano nelle equrazi
Uop = 0
F oL L3
-— ———— — -¢olLi+Uzp = Uxn
El L1 + L2 6
F L, L? (27)
— - o = P2
El L1 + L2 2

con soluzione :
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uzp =0
FLZ L2
U21 =
3El (Ly+Ly)
FLyLy (L1 +2Ly)
¢o = -
6E (Ly-+Ly)
~FlLi(Li-La) Lo
3 El (L1+L2)

Le rotazioni e gli abbassamenti possono alloraversi come :

2
(b(AB) (Xa) = i Lo X_37 FLiLy (L1+2L2) (29)
El Ly+L, 2 6E (Ly-+Ly)
2
650 (x,) L T T Xas FLy (Li-L2) L2 (30)
El Li+l, 2 El Ly+L, 3E (Ly+Ly)
3
F L X FLiL, (L1 +2L
0B (xg) = - 2 X3 Fh 2 (Li+21L3) Xs (31)
El Ly+L, 6 6El (Ly+Ly)
F oL x3
us® (x3) = — — -
El Ly+L, 6
(32)
F L1 Lo X% FLy (Ly-Ly) Ly FL% L%
_ = Xa 4 —0 - =
El Ly+l, 2 3E (Li+Lly) = 3E (Ly+Lly)

| relativi diagrammi sono presentati in Figura 4.

Nes

A ¢ (X3)
|
1
| FLy (Li-Ly) Ly
: 3E (L +Ly)
1
1
| X3
Flyl, (Ly+2Ly)
6E (L, +L,)
l
T
VL (L +2L,)



16 - Il metodo della doppia integrazione, o di Saviotti.nb 325

v

U2 max

yUuz (X3)
Figura 4 - | diagrammi di rotazioni e spostamekti fa trave appoggiata soggetta a carico conceritratna
sezione generica

Per il loro tracciamento, si e' considerato chetazioni si annullano all'ascissa:

VL (L1 +2L
X - 1 (L1 2) (33)

V3

e che a tale ascissa si verifica quindi lo spostamnmassimo :

Flz (Ly (L1+2Lp))%?
Uzmax = Uz (X3 = X3) = (34)
9 \/3 El (L1+L2)
Si osservi inoltre che la pendenza del diagramnile detazioni agli estremi deve essere nulla, iRrga

nulli sono i momenti ai due estremi, e che la cumaadel diagramma degli spostamenti non si annulla

A ¢ (X3)

!

I

: FL (Li-L2) Lo

: 3E (Ly +Ly)

I

I

I X3
FL1L2 (L1+2L2)

6El (Ly+Ly)
t
\/Ll (L1+2L2)

NEY



326 16 - Il metodo della doppia integrazione, o di Saviotti.nb

v

U2 max

yU2 (X3)

Figura 4 - | diagrammi di rotazioni e spostamepgi la trave appoggiata soggetta a carico conderitraina
sezione generica

m | valori notevoli

Anche in questo caso sono da segnalare i valolé detazioni agli estremi e I'abbassamento in spon-
denza della forza:

1. rotazione agli estremi per trave appoggiata-ggiaba soggetta a forza all'ascissa generica:

FLi Ly, (L1 +2Ly)

¢ (0) =
6 El (Li+Ly)
(35)
FLiLy (2L1 +Ly)
¢ (L) =
6 El (L1 + L2)
1. abbassamento in corrispondenza della forzatrpee appoggiata-appoggiata soggetta a forza cidises
generica:
L FL?LS
(5] TR (39
2 3El (L;+Ly)
Nel caso particolare di forza in mezzeria si hatph; =L, =L/2:
FL? FL?
®(0) =-——; ¢ (L) = —— (37)
16 El 16 El
ed infine :
L FLS
2 (—) = — (38)
2 48 El
Esempion. 3

Si vuol studiare la trave di Figura 5, dove unolabali lucel, €' sollecitato da una stesa triangolare di
carico.
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v

L]_ I—2

——
——
——

Figura 5 - Una trave con bipendolo ed appoggi@ata su uno shalzo

Occorre preliminarmente esprimere analiticamenteaiico, che essendo lineare, ed avendo i dueivalor
prefissatiqp in B e zero in C potra’ scriversi come:

X3
q (X3) = do (1—— (39)
Lo
m Laprimaintegrazioneper i tagli ed i momenti
L' utilizzo delle relazioni di equilibrio fornisce
TAB = T
X3 40
T®O - -Qo X3 - = +Tq (49)
L2
ed ancora :
M(AB> = TO X3 + Nb
x3  x3 (41)
M(BC>:— _— — +TX+IV!|_
Jo 2 6L, 1 X3

Le quattro condizioni di equilibrio, che consentina il calcolo delle quattro costanti di integra®o sono:

TA (x3=0) =0

(AB) _ - M(BC) _

MBC (Xg=L1) =M (x3=0) (42)

TEY (x3=Lp) =0

M(EC) (X3 =Ly) =0

ossia :

To=0

ToLi+My =M
Lo

*QO[?)JFTl:O (43)
L2

-Jo ?2+T1L2+N!|_:0
con soluzione :

To=0
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Lo
T, = <
1 =0o 5
M=-—0qol3
1 2
M = —EQOLZ

TAB) - 0

T®9 = —qo Xs—x—i +q0L72

MAB) = —%QOLg

MBS = —qo XZ_%% +QOL72X3%QOL%— %

(45)

(46)

| diagrammi sono illustrati in Figura 6 : si notie poiche' il carico si annulla nell'estremo ditdesivi il
taglio giungera' con pendenza orizzontale, cosilecd momento, che vede annullarsi in quel punégdaisua

derivata prima che la sua derivata seconda.

T(x3)

M(x3)

\/

Figura 6 - | diagrammi delle c.s.i. per la travé-tjura 5
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L a seconda integrazione per lerotazioni e gli abbassamenti

Dai momenti si possono trarre le espressioni detkzioni :

M(AB) 1
"B (x3) :J = d1X3:*EQOL%X3+<D0

¢ B (x3)

M(BC)
JEI X3 = ~Go

3 4
X3 X3

6 241,

L, X3 1
+QO7?—EQOL%X3+¢1

ed integrando ancora una volta si ottengono glaakémenti :

us™ (x3) = — qo LZ x3 - ¢ X3 + Uzo
12
x4 X2 L 1 x2
(BC) 3 3 2 3 2 3
u (X3) = Qo | — - -fo — X3+ —0oL; — -1 X3+Uz
2 24 1201, 12 % 12 ° 2 !

Questa volta occorrera’ utilizzare le equazioruatigruenza, che si scrivono :

¢ (x3=0) =0
u® (xg=1L1) =0
u® (x3=0) =0
¢*® (x3 =L1) =0 (x3=0)
ossia :
$0=0
1 212
EQQL2L1—¢0L1+U20:0
Up1 =0
1 2
*gqol—zl—l*@O:(Ibl
da cui subito :
$0=0
1 2
¢1 = —EQO L3 Ly
1
Usg = — — Qg L2 L?
20 12 Qo Lz L7
Uo1 =0

In definitiva, le rotazioni e gli abbassamenti seu@forniti da :

1
»MB) (x3) = - ——qo LZx
3 6 El CJo L2 X3
B9 (x3) =
X X X2
,q_o 3 3 q_OL_2_3,Eq_O§3,_qO|_2|_1
El 6 24 L, El 2 2 6 El 6

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)

(53)

(54)

(55)
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1 do (x3-Li) L3
us®® (xg) = ——qoL3X3 - ——qo L3 L% = (56)
12 El 12 El 12 El
us™ (xs) =
5
o [X3 X3 L, s (57)
— == -q X3+ Qo L3 x5 + Qo L3 Ly x
Bl |24 1200, C128 ° 128 0?7 em 0 *tTR
| relativi diagrammi sono riportati in Figura 7yalori estremi dell'abbassamento sono attinti agiemi, e
valgono:
do
(AB) 22
Uopin = U (X3 = = - L5 L 58
2mn 2 3 12 El 21 ( )
Up = U (X5 = L) = —% 13 (5L, +Ly) (59)
30 El
A O (X3)
X3
I (4L +Ly)
\ tdo————
! 24 El
U2 nin
YUo (X3)

Figura 7 - | diagrammi di rotazioni e spostameseti la trave di Figura 5
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Esempion .4

Per la struttura di Figura 8, si vuole applicarmétodo di Saviotti, per ottenere il diagrammaaleditazioni

e degli spostamenti
F
l YYYYYYYYY ICIo

——
——
——
——

Ly Lo Ls

Figura 8 - Una trave su tre appoggi e cerniera

In una prima fase, si scrivono le espressioni agli £ dei momenti nelle tre campate. In base raliezioni
di equilibrio, potra’ porsi:

T =T,

MAB) = Ty x3 + My

TEO =T,

MBS = Ty x3+M (60)
T = _gox3+Ts

2
X3

M(CD> = -(o ?+T2X3+|\/h

Per il calcolo delle sei costanti di integraziosiescrivano le equazioni di equilibrio:

MAB) (x3=0) =0
MAB) (x3 =L1) =0

(BC) _ _
Moo 02V 0 (61)
TH (xg3=Ly) =TFY (x3=0) +F
MBO (x3 = Ly) = MP (x3 =0)
M® (x3 = L3) =

e valutandole attraverso le (60) :
M =0
ToLi+M =0
M =0
To :T1+F (62)
Til +M =M
L2

—qo?3+T2L3+Mg:O

con soluzione :

B
Oéo
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T, - -F
M =-FL>

Ls Lo
To=0p — +F —
2= G0 L

Le caratteristiche saranno quindi fornite da :

T8 -0
MAB) — 0
TEO - _F
MBS - _Fxs
L3 L2 (64)
T - _goxz+0Qg — +F —
0 A3 0 2 L3

X3 L L
M = —q0—3+ qO—3+F—2 x3-FLs

2 2 Ls

| diagrammi sono riportati in Figura 9, e non prgaao particolari difficolta’. Si noti solo chermomento
flettente raggiunge il suo valore massimo in texaapata, laddove il taglio si annulla, ossia allsss:

2FL2+L2qO
Xg=lgslps — 7 (65)
2L3qo

In base ai valori di F e g, tale ascissa puo' amamericadere nella terza campata, nel qual casglib non
si annulla, ed il momento cresce fino all'appoggib.

T(x3)

|
T
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| M n
5 X3
Mrax
M(X3)
Y
Figura 9 - | diagrammi delle c.s.i. per la travé-tjura 8
m Lasecondaintegrazione per lerotazioni e gli abbassamenti
Dai momenti si possono trarre le espressioni detkzioni :
M(AB)
"B (x3) = J dXs = ¢o (66)
El
M(BO) X2
¢ B9 (x3) :J dxz = -F : +¢1 (67)
El 2 El
6P (x3) =
JM<cr>> x3 Ls F L,y x3 F . (68)
dxz = -q q — — | — - — LaX3z+¢
B CG6EH [OZEI B Ly 2 B - ° 7
ed integrando ancora una volta si ottengono glaakémenti :
Uz(AB> (X3) = —¢o X3 + Uzg (69)
X3
UZ(BC> (X3) = F 6E - ¢1 X3 + Uz (70)
x4 L F L x3 F X3
(CD) 3 3 2) X3 3
u (X3) = - +— — | = Ly — —¢oXz+U (71)
2 oW Em Y2 TE L) e w2 e

Questa volta occorrera’ utilizzare le equazioruatigruenza, che si scrivono :

¥ (xg=0) =0

P (xg=L1) =uf® (x3=0)

uzzi; (X3 =Ly) =0 (72)
2 (Xg=0)=0

B9 (xg=Lz) =P (x3=0)

us® (x3=Lsz) =0

da cui il sistema di equazioni :
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Uz =0
—¢o L1 +Uz = Uy

L3
F —¢1L2+U21:0

6 El
us1 =0

F L3 ¢1 = ¢
_ + =

2B 7

L4 Ls F Lyl F L}
q - +— —| —+ —Ly — -¢poL3z+uU3; =0
24 El °28 B Ly 6 B 22 2%

con soluzione :

U20:O
8FL3+8FL3Ls-LyL3qo
Yo = -
24 El L,
1 3
Upp = —— Ly (BFL3+8FLyLs-L300)
24 El (74)
¢1:;(12FL§+8FL2L37L3q0)
24 El 3
U31:O
® ! L 8FLy+L3
Sl ua— - +
2 >4 El 3( 2 3%)

In definitiva, le rotazioni sono fornite da :

8FL3+8FL3Ls-LyL3qo

oM (x3) = (75)
24 El L,
(BO) x5 ! 2 3 (76)
o X3) = -F +—— (12FL3+8FLyLs-L
(X3) TR ( 2 2Ls-L30q0)
3 2
¢ xa) = o e 0 e ) 2
3 (77)
F L ! Lz (-8FLy+L3
— X3 - —— - +
=5 2% oa g 3( 2 3%)
e gli abbassamenti da :
8FL3+8FLZL3-L,L3qo
us"® (xs) = 2 2 * 7 xs (78)
24 El L,
3
X 1
s (xg) = F - - | (12FL3+8FLyLs-L3 o) | Xs+
6 El 24 El
(79)
1

——— L, (BFL3+8FLyLs-L3qo)
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x4 L F oLy X3
(CD) 3 3 2 3
u (X3) = - +— — | —
2 3= % s [qo 2B E Ls) 6
(80)
F L . ! Lz (-8FLy+L3
— — —_— - + X
e 2+ L5 o) | X3
| diagrammi sono riportati in Figura 10. Si noti déscontinuita’ delle rotazioni in corrispondenzellal
cerniera.
A o (x3)
e %
X3
Yuz (X3)

Figura 10 - | diagrammi di rotazioni e spostameeti la trave di Figura 8

Figure



