15 - Vincoli imperfetti e variazioni
termiche

[A.a. 2011 - 2012 : ultima revisione 8 aprile 2012]

In questo capitolo si studiano le travi con vincodidevoli, elasticamente ed anelasticamente, atrai-i
ducono le variazioni termiche, assiale e flessional

Si ricorda, a tal proposito, che ci si limita ali@riazioni termiche alla Volterra, in cui si congzf'ipotesi di
planeita’ delle sezioni rette, e quindi una traw&rg essere soggetta ad una variazione terami¢arme AT,
oppure ad una variazione termica alla Naw&r Nel primo caso si genera uno spostamento agssigivo
tra i punti della trave, e sorge quindi una distors assiale pari a:

A= —aAt (2)
dovea €' il coefficiente di dilatazione termica lineare, esprimibile in 1/Celsius, e caratteristico dekeniale.
Esso rappresenta l'allungamento di un elementardibezza unitaria per un incremento di un grado di
temperatura. In Tabella 1 si riporta il valore adiper i piu' comuni materiali ingegneristici. Si nche
l'acciaio ed il calcestruzzo hanno lo stesso coiefite di dilatazione termica lineare, rendendosiile la
tecnologia del cemento armato.

Acciaio 0[000012
Calcestruzzo 0.000012
Alluminio 0.000024
Mattoni 0L000006
Piombo 0.000029
Porcellana 0.000004
Legno (secondo 0.000004
le fibore )
Legno (trasversalmente 0.000058
alle fibre )
Ferro 0.000012
Ghisa 0.000010
Grafite 0.p00003

Tabella 1 - Valori del coefficiente per i materiali piu' comuni

Nel caso di variazione termica alla Navier, invesicha una differenza di temperatu@ tra I'estradosso e
l'intradosso, che produce tra le due sezioni anlist unitaria una rotazione relativa pari:

— =« = a— =« = a— (2)

ds hg h; hs - h; h
dove AT =T, - T; €' la differenza di temperatura tra il bordo sigrered il bordo superiore della sezione
retta, alteh. Sorge quindi la distorsione flessionale:

AT 3)
= - —
g h

che rappresenta una curvatura flessionale aggajrdieche’ si scrivera':
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do M

X= —= ——~—H
dX3 El

e per le travi di Eulero - Bernoulli :

d? us
M= - El + El
dx3
AT
+—+
T
4oc
hs
X1
h;

\ Xz

Figura 1 - La distorsione termica flessionale (Al&vier)

(4)

®)

Esempion.l

Si consideri la trave su tre appoggi di Figural Zui appoggio di destra subisca un cedimento atieta
verticale pari a/, e si vogliano conoscere gli spostamenti e lettsistiche della sollecitazione interna

generate dal cedimento.

A cio' fare, si potranno scrivere le due equazdbfierenziali della linea elastica:

v, =0
in BC. Si hanno quindi le soluzioni generali:

Up (X3) = Co+C1 X3 +Cp X3 +Ca X5

V2 (X3)

do+d1X3+d2X§+d3X§

(6)

()

(8)
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C
Tﬁ%v Vo
| | |
1 1
L1 Lo

Figura 2 - Una trave su tre appoggi soggetta axoantio anelastico di uno dei tre appoggi

e le otto costanti di integrazione possono calsolarponendo le condizioni ai limiti :

Us (X3:O) =0

Uy (Xx3=0) =0

Uz (X3 =Ly) =0

VvV, (X3 =0) =0

Up (X3 =L1) =V (x3=0)
Up (x3=L1) =Vvz (x3=0)
V2 (X3 =L2) = Vo

Vy (Xz=Lp) =0

9)

Lo spostamento sara' allora fornito da :

Xz (X% -L2
Uz (X3) = (xs - i) Vo (10)
2L1 Ly (Ly+Ly)

X3 (—X%-%— (3 X3+2L1) Lg)
Vo (X3) = Vo (11)
2L3% (L1 +Lyp)

e quindi, in cascata, si possono ottenere rotaziooinenti e tagli :

L2 -3x3
oM (x3) = Vo (12)
2L1 Ly (Ly+Ly)

3X:2372 (3X3+L1) Lo
92 (x3) = Vo (13)
2L3 (Ly+Ly)

3El x 3
ML) (Xz) = —-— v (14)
LiLls (Ly+Lp)
3El (x3-Lj)
M2 (x3) = — Vo (15)
L5 (L1 +Ly)
3 El
T (Xz) = —-— v (16)
LiLls (Ly+Lp)
) 3 El
T@ (X3) = ——— Vg (17)

L3 (L +L2)
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A T (x3)
T 1 -
! ! 3El v,
1 1
2
: : L2 (L1+L2) i(3
; -
1
! 3El v,
I Ly Ly (Ly +Ly)
|
] -
3El vy
Ly (Ly +Ly)
X3
' M(X3)
A
¢ (X3)
- Li VO X3

2Ly Ly (Ly+Ly)

?

(2 Ll +3 L2> VO
2 L2 (Ll +L2>
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Vo

Uz (X3)

\J

Figura 3 - Spostamenti, rotazioni, momenti e tpglila trave di Figura 2

Nota - L'esempio appena trattato schematizza la colalmai parla Galileo nei "Discorsi e dimostrazioni
matematiche, intorno a due nuove scienze atteall@mtmeccanica e i movimenti locali":

"Era una grossissima Colonna di marmo distesasatpppresso alle sue estremita’, sopra due pietzavd;
cadde in pensiero dopo un certo tempo ad un Meeattie fusse bene, per maggiormente assicurarsi che
gravata dal proprio peso non si rompesse nel mazgmorgli anco in questa parte un terzo similéegpm:
parve il consiglio generalmente molto oportuno, Ifesito lo dimostro' essere stato tutto I'opposiibeso
che non passarono molti mesi che la colonna sotfegsa e rotta, giusto sopra il nuovo appoggimeiizo
[...] Deposti in piana terra i deu pezzi della Guola, si vedde che 'uno de i travi, su'l quale gpBva una
delle testate, si era, per la lunghezza del teimfacidato ed avvallato, e, restando quel di mehzgssimo

e forte, fu causa che la meta' della Colonna restasaria, abbandonata dall'estremo sostegnol'aigok
mento, vedi anche E. Benvenuto, "La Scienza deal&trGzioni ed il suo sviluppo storico", Sansonrehie,
pag.107-108

Esempion.2 - Lamatricedi rigidezza

Si vuole ora introdurre il concetto diatrice di rigidezza di un elemento strutturale, prendendo a riferirment
una trave di luce L in regime flesso-tagliante.al\fine, si definiscano il vettoré dei possibili spostamenti
degli estremi della trave:

Uz A

o)y

d=
Uy (18)
OB

ed il vettoreF delle forze agenti agli estremi:

Fa
LN
Fs
s
Potra’ scriversi la relazione lineare

F- (19)
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Fa K11 K2 Kiz Kig Us A
M | Koi Koo Koz Kog da (20)
Fg k3; ka2 kaz Kag Uzp
4 Kar Kao Kaz Kaa ol

che lega ciascuna forza ai quattro possibili spostai. La matricé e' la richiesta matrice di rigidezza, e per
esplicitarla occorre eseguire i seguenti passi:

1. ricavare la linea elastica di una trave soggettadimenti anelastici agli estremi:

Uz (X3 =0) = Uza
Uy (X3 =0) = -¢a

21
U (X3 =L) = uzg (21)
up (xz=L) = -¢g

2. dedurre la distribuzione di momenti e tagli:

M(x3) = -Eluy (X3) (22)
T (x3) = -Eluy  (X3)

3. dedurre le forze nodali :

Fa=-T (0)

% = -M(0)

Fs =T (L) (23)
s = M (L)

m Passo 1 e?2- Deduzionededlalinea elastica

In assenza di forze distribuite, la deformata dieise sara’ esprimibile come una equazione cubica:

Uy (X3) =Cg+Cqy X3+C> X%+C3 Xg (24)
e le quattro costanti di integrazione si determinsoddisfacendo le condizioni (19). Si avra' infine

Uz (X3) = Np (X3) Va+ No (X3) da+ Ns (X3) VB + Ni (X3) ¢8 (25)
avendo definito le quattrimnzoni di forma :

X2 x3
Ny (Xg) = 1-3 — 4 222
L2 L3
x2  x3
Nz(X3)27X3+2T3*L—z
(26)
x3 X3
NS(X3):3L—2*2L—3
x3 X3
Ni (x3) = >~ —
3 T

I momenti ed i tagli sono allora forniti da :

M (X3)

~El(Np (x3) va+ No (x3) da+ Ny (x3) ve+ Ny (x3) ¢8) (27)

T (X3) =

BN, (xs)var N (Xa) bar Ni (xs) ves N (X3) 0] (28)
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Passo 3 - Deduzione delle forze nodali e della matrice di rigidezza

In base alle (21) si ottiene :
Fa = EIl (N, (0)va+ N; (0) ¢a+ N3 (0)vg+ N, (0) ¢g)
Mp = El (Ny (0)va+ N, (0) oo+ Ny (0) vg+ Ny (0) ¢g)
Fg = -El (N{ (L)va+ N, (L) da+ N3 (L)ve+ Ny (L) ¢s)
Mz = -El (Ng (L)va+ Ny (L) ¢a+ Ny (L) ve+ N, (L) ¢g)

e quindi la matrice di rigidezza si scrivera', asb alla (18):

N, (0) N; (0) Ny (0) N, (0)

oppure, esplicitando :

12 6 12 6
[ T T

_8 4 & 2

_ L2 L L2 L
k = El 12 6 12 6
I )

6 2 6 4

L2 L L2 L

Si noti la simmetria della matrice, dovuta ai teoirei reciprocita’

Esempion.3 -1 corollari di Mohr in presenza di distorsioni

Si consideri la trave di Figura 4, soggetta ad uadazione termica\T alla Navier lungo la campata di
destra. Si vogliono lo spostamento e la rotaziefetiva tra le due facce della cerniera in B.

AT>0
/ h
+
JA B C
% % %
L1 Lo

Figura 4 - Una trave isostatica soggetta a vaneztermica

Si osservi, preliminarmente, che per applicarerbltari di Mohr in presenza della distorsiopeoccorre

utilizzare l'espressione (5), e quindi sfruttaaedlogia tra le due formule:

d> M

dx3

(29)

(30)

(1)

(32)
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d? uo M
dx% :—E+/«1 (33)

Il carico fittizio diviene quindi:

.M M aaT (39)
= — = ,l,[ = — 4 —
f El El h
ossia, nella fattispecie, si riduce ad una stesarito uniforme sulla campata di destra, di intahpari a g.

Si ha cosi' la trave ausiliaria di Figura 5, sotget carico fittizio uniforme di Figura.

arT
YYYYYYVYVYYY h

——
——
——

L1 Lo
Figura 5 - La trave ausiliaria per la trave di Fayd

Su di essa e' immediato calcolare la reazioneagplbggio in B, ed il momento corrispondente:

Ré:*q*L—zzfﬂLz (35)
2 2h
M= 0 (36)
da cui :
Apg = - E L, (37)
2h
Upg= O (38)

Esempion.4 - Lalinea elasticain presenza di distorsioni

Si voglia risolvere lo stesso esempio precedemteilanetodo della linea elastica. A tal fine, semette che
in presenza di distorsiopidi tipo flessionale si avra’

M= —Eluj + El u (39)
e quindi, derivando due volte, ed utilizzando gk

M" = -p (40)
si giunge all' equazione differenziale del quartairte in presenza di distorsiqui

Eluj, = % + U (41)

Infine, continuando a valere la legge di equilibdbe impone al taglio di essere pari alla derivdgd
momento, potra’ scriversi:
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T= -Elu, + El 4 (42)
Cio' premesso, per la trave di Figura 4 si ha usimidioneu coistante, e quindi potra’ scriversi:

Uy (X3) =Cg+Cqy X3+C> X%+C3 Xg (43)
Vo (X3) = d0+d1X3+d2 X%+d3 Xg

rispettivamente per la prima e la seconda campataotto condizioni ai limiti, che permettono il calo
delle otto costanti di integrazione, sono:

u, (0) =0
u, (0) =0
uz (L1) =v2 (0)
u, (L;) =0
2 ("1) (44)
-Elv, (0)+El u=0
Uz (L) =vp (0)
vz (L2) =0
~Elv, (L)+ El u=0
e risolvendo :
Co=C1=Cr=C3=0
do =0
a ATL
dy = 2
2h (45)
g AT
27 " 2h
d; =0
La prima linea elastica e' quindi identicamentdanlia seconda si scrive:
a AT Ly a AT ) (46)
Vo (X3) = X3 - X
2 (X3) >h 3 T
da cui subito :
6@ (xa) aATLy, aAT 47)
X = - + X
’ 2 h h o>
. a AT a AT
M2 (x3) = -Elu, + El u=El TfEI =0 (48)
T® (x3) =0 (49)

confermando i risultati dell'esercizio precedente.

Esempion.5 - Latrave continuain presenza di variazioni termiche

Si consideri la trave continua a quattro luci ugdalFigura 6, e si supponga che la seconda e gliace
siano soggette ad una variazione termica flessonal

AT
Ho= _O[F (50)

Si vogliano dedurre i diagrammi di spostamentiazaini, momenti e tagli.



15 - Vincoli imperfetti e variazioni termiche.nb

AT>0 AT>0
T T
jﬂ h jﬂ
A B C D E
| | | | |
T L T L T L T L T

Figura 6 - Una trave continua soggetta a variaziermaica su due campate

Poiche' la struttura €' (tre volte) iperstaticagedchiesto lo studio completo del suo comportaimetatico-
cinematico, conviene affrontare la struttura comdtodo della scrittura di opportune linee elasticBara'
quindi necessario risolvere le quattro equazioffédinziali del quarto ordine:

Elu, =0
Elv 2 = /,1" (51)
El W2 =0
El z 2 = /,1"

valide da A a B, da B a C, da C a D, e da D adidpettivamente. Poiche' si assume che la variazione
termica sia costante, si hanno le soluzioni cubiche

=@y +ap Xz +az X3 +ag X3

[
N

X3

= by + by X3+ b3 x5 +bgx3

<
N
x

3
2 3 (52)
=C1 +C2 X3 +C3 X3+Cyg X3

&

3

N

(X3)
(X3)
(X3)
(X3) =dg +dp X3 +da x§ + dg X3

2 (X3

Le sedici costanti di integrazione si calcolanodmgnndo le condizioni ai limiti:
uz (0) =0
-u, (0) =0

nell' appoggio in A,

(53)

uz (L)
va (0)
u, (L)

(

I
< O O

, (0) (54)

L) =-vy (0) + i

(

~Uj

nell' appoggio intermedio B,

Vo (L
w, (0
v, (L (55)

0
0
w, (0)
.

)
)
)
( =-w, (0)

-v, (L)

nell' appoggio intermedio C,
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we (L)
2 (0)
L)

(L

I
NOO

b (

,W;

2 (0)
) = -2, (0) + p
nell' appoggio intermedio D, ed infine:

z, (L) =0
~Elz, (L) +u=0
nell' appoggio E, all' estrema destra.

Il sistema di sedici equazioni si scrive allora :

a; =0

2a3=0
a1+La2+L2a3+L3a4:0
b]_:O
a2+2La3+3L2a4—b2:O
o AT

- (2a3+6La4) +2 b3:0

by +Lby,+L2bg+L3b, =0
c,1=0
b2+2Lb3+3L2b4702:O

a AT
——h —(2b3+6|_b4)+2 C3:O

ci+Lco+L2cg+L3cy

d; =0
Cz+2LCg+3LZC4—d2:O

o AT

T7 (2C3+6LcCy) +2 d3:0
d1+Ld2+L2d3+L3d4:0

a AT
—T— (2dz+6Ldy) =0

(56)

(57)

(58)

e, semplificando ed ordinando si ottiene il sisteshundici equazioni in undici incognite, caratteato da

una matrice dei coefficienti a banda molto stretta:
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1 L2 0 O 0 0O O 0 0O 0 O
1 3L2 -1 0 0 0 O 0 0O O O
0O 6L 0 -2 O 0O O 0 0O 0 O
0O O 1 L L2 0 O 0 0O 0 O
0 O 1 2L 3L?2 -1 O 0 0O O O
0O O 0O 2 6L 0 -2 O 0 O O
0O O 0 O 0 1 L L2 0 0 O
0O O 0 O 0 1 2L 3L2 -1 0 O
0O O 0 O 0 0o 2 6L 0 -2 O
0O O 0 O 0 0 O 0 1 L L2
0O O 0 O 0 0 O 0 0O 2 6L

0

0

1

0
a AT 0
S |
h 1o

0

1

0

-1

La soluzione e' facilmente ottenibile come:

a1:b1:01:d1:0

3L aAT 3aaT
a,= -—;a3=0a,4 =
28 h 28hL
3LaaT 5aaT a AT
b= ———;bj3= - iba= -
14 h 28 h 28hL
LoaT 3aaT a AT
C2 =~ 1C3= €=
4 h 14 h 28hL
2L aaT 5aaT 3aaT
dp= ——;d3z= - idg= -
7h 28 h 28 hL

e quindi infine gli spostamenti sono ottenibili c@m

3 xz (x3-L2) AT

Uz (X3) :EfaF

X3 (6L2-5Lx3-x3)
V2 (X3) = 28 L

X3 (-7L2+6Lxs+Xx3)
Wo (X3) = 28 L

X3 (8L2-5Lx3-3x3)
Z3 (X3) =

28 L

AT

AT

h

ar

as

b

bs

by

Co =

C3

Csa

d>

ds

dg

(59)

(60)
(61)
(62)
(63)
(64)
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X3
Uz (X3)
Y
Figura 7 - Il diagramma degli spostamenti perdadrcontinua
Le rotazioni si ottengono immediatamente, tramégwézione :
3 (3x5-L?) AT
d)(l) X - - — o —
Xa) =" g L h
(6L2-10Lx3-3x3) AT
6@ (X3) = - —
28 L h
(—7L2+12Lx3+3x§) AT
¢ (X3) = - a——
28 L h
(8L2-10Lx3-9x3) AT
oW (x3) = - —
28 L h
A
¢ (X3)
X3

Vo

Figura 8 - Il diagramma delle rotazioni per la gaontinua

(65)

(66)

(67)

(68)

mentre per ottenere i momenti flettenti occorréaziare la (39) nella seconda e quarta campata

9El X3 AT
MY (x3) = - —— —— a —
14 L h
5L +3x3 AT AT

M2 (x3) =Bl ——— o — - El a —
: h h

(69)

(70)
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M3 (6L +3X3) AT (71)
X = - N
xa) 14 L h
(5L +9x3) AT AT
M4 (x3) = — - Ela — (72)
14 L h
X3
1 ] M(X3>
Figura 9 - Il diagramma dei momenti per la travetowa
| tagli, infine, sono costanti su ciascuna luceakgono :
T (xg) 9 El AT 73)
X S — J—
7714l n
3 El AT
T(2) (X3) — o — (74)
14 L h
T® (xa) 3 El AT 75)
X3) = - — o —
7714l n
9 El AT
T (x3) = o — (76)
14 L h
A
T (x3)
1 X3

Figura 10 - Il diagramma dei tagli per la trave tooma
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Esempion. 6 - Il principio dei lavori virtuali in presenza di variazioni
termiche

Si consideri la trave di Figura 11, soggetta ad waréazione termica alla Navier lungo il trattorténale di
destra. Essa e' manifestamente una volta ipewmstaticsceglie la mensola quale struttura isostapava-
lente, e si applica il principio dei lavori virtii@l fine di esplicitare la condizione di congruanz

AT>0
h
+
JA B C
% % %
L1 L2
Figura 11 - Una trave iperstatica soggetta a viati@ztermica
Uoc = 0 (77)
A tal fine, si ricorda che in presenza di distonsiflessionaliy, il p.l.v. si scrive (limitandosi ai soli effetti
flessionali):
v
JM(“ — ds - JM“) pds =0 (78)
s El s

leggendo, come usuale, gli spostamenti sul sistevale (0 meglio, sul sistema isostatico equivaletite
Figura 12), e le forze sul sistema virtuale di Figli3.

AT>0

—
——
——

Ly Lo

Figura 12 - Il S.I.E. per la trave di Figura 11:dwesso si calcola il momento M



316

15 - Vincoli imperfetti e variazioni termiche.nb

L1 Lo
Figura 13 - Il sistema di forze virtuali per laveadi Figura 11: su di esso si calcola il momewit®

Il calcolo del momento M sul sistema isostatico ieajente e' immediato, in quanto la variazione feam
non provoca caratteristiche, e quindi M risultautovalla sola incognita X:

M(X3) = (L1+L2—x3)X (79)

mentre il momento M', in modo del tutto analogdpgiito da :

M" (X3) = (L1 +L2-X3) (80)

La (78) si scrivera' allora :

X 1+la anT
e (L1+L2—X3)2d1X3+
El Jo

da cui subito:

Ly+L,
J (L1+L2—X3) dxz =0 (81)
L

3El anT L2
X = (82)
2 h  (Ly+Ly)3

Se la variazione termica si estende sulla mezdetla trave, si avrd'; =L, =L/2, e:

3 El aaT
X=o— (83)
8hiL
Esempion .7

Si consideri il telaio di Figura 14, costituito dae tratti incernierati al suolo e collegati traolacda una
cerniera. Esiste inoltre un pendolo che collegaé tratti nel modo illustrato. Si vuol conosceresforzo
normale nel pendolo, causato da una variazionedaragente sulla semiluce di destra del traverso.
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AT>0

D
|_i2
H | B o
E ——
YN NNa .
1A
N
f f f
L1 Lo

Figura 14 - Un telaio a tre cerniere con pendadlerito

La struttura €' una volta iperstatica, e qualegnia iperstatica X conviene assumere proprio daione nel
pendolo. Il sistema isostatico equivalente e' quineello di Figura 15, ed e' assunto come sistemaus
calcolare gli spostamenti.

AT>0

AV "

&
D
“<|° |n
| BI—
E 1
BRI
+A X,
N
X
-

Figura 15 - Il S.I.E. al telaio di Figura 14

Il sistema di forze virtuali, invece, sara' invepgello di Figura 16, ossia €' costituito da duedounitarie,
uguali e contrarie, agenti in B e D secondo laard#l pendolo soppresso.
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C
— U —
P D
1 Hy
L
E —
~<SN X
4 A
NN
Figura 16 - Il sistema di forze virtuali per l'esiero di Figura 14
Cio' permette di scrivere il principio dei lavoittuali come:
M X1gp
JM(“ —ds - JM(“ puds =-1 (84)
s El s EAgc

Il primo membro di questa uguaglianza rappresdntavoro interno,M® e' il diagramma dei momenti
flettenti calcolato sul sistema virtuale, mentreesMl diagramma del momento calcolato sul sistesnatatico
equivalente. Per il principio di sovrapposiziongldeffetti si puo' scrivere:

M= MO 4 X MY (85)
ed M© risulta identicamente nullo, in quanto la varia&dermica non induce caratteristiche sulla strattu
isostatica.

Il secondo membro della (84) €' il lavoro delle daeze virtuali (unitarie) per effetto dello spostanto
relativo effettivo tra i punti B e D della struttuisostatica equivalente. $g, denota la lunghezza del
pendolo, ed\gp €' I'area del pendolo, tale spostamento relaiyari a:

X1gp

EAsp
Tale spostamento e' positivo se di allontanameanémtre le forze virtuali di Figura 15 tendono adawic-
inare i due punti B e D, e quindi il lavoro risuitagativo.

Al gp = (86)

La (84) puo' quindi scriversi:
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da cui e' possibile ricavare l'incognita X, non e dedotto il momentd V.
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