1. Analisi cinematica delle strutture

Metodo analitico

[A.a. 2011 - 2012 : ultima revisione 22 ottobre 2011]

In questa Applicazione si esamina una serie ditates al fine di identificare le proprieta’ cinemcae di
ognuna di esse. L'approccio e' analitico, si sarivie equazioni di vincolo, poi si scelgono gli opgini poli
e si trasformano - laddove necessario - le equnadiovincolo, al fine di far comparire in esse gposta-
menti dei poli. Infine, scrivendo le equazioni orrha matriciale si puo' concludere sulla eventleidita’
della struttura.

Per essere piu' specifici, sia O il polo, e sianRunto qualsiasi del tratto rigido in considevaz. Sianaig
edup gli spostamenti del polo e del punto P genericgiag il vettore delle rotazioni del tratto rigido:

Ug Up Ox
Up= |Vol|; Up= |Vp |, &= |dy @)
Wo We ¢z

Si noti che nellambito degli esercizi e' prefdékabbandonare la notazione indiciale, ed indicarelettere
diverse i tre assi (X,Y e Z invece #, X, ed X3) e le tre componenti di spostamento (u,v e w invdice
Uz, Uy edug). Come noto, gli spostamenti del punto generiqguoBsono esprimersi in funzione degli sposta-
menti dei punti del polo O, attraverso la relazioa#oriale:

Up = Uc+ ¢ x 6|5 (2)
dividendo lo spostamento complessivo in una trésf@zed una rotazione rigida. Scalarmente si ha:

up Uo bx Xp - Xo
Vp| = [Vo |+ | Py |x |YP-Yo 3)
We Wo ol Zp-Zo
Piu' esplicitamente si ha :
i j k
Upi +Vpj +Wpk+ = Ugi +Voj +Wok + Ox by oy (4)
Xp-Xo Yp-Yo Zp-Z20

e quindi infine :

Up = Uo+ ¢y (Zp-Zo) - ¢z (Yp-Yo0)
Vp =Vo+ ¢z (Xp-Xo) - dx (Zp-Zo) (5)
We = Wo+ dx (Yp-Yo) - dy (Xp-Xo)

Nel caso di un corpo rigido bidimensionale giacergkpiano YZ si ha poi:

Vp =Vo-®x (Zp-2Zo)

We =Wo+ ¢x (Yp-Yo) ©

Esercizion .1

Come primo esempio, si consideri il telaio di Fey@, costituito da un'asta verticale di altezzadHur'asta
orizzontale di luce L. Si vuole analizzare la gt per identificare possibili cinematismi
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Passo 1 - Le condizioni di vincolo proibiscono lo spostamo verticale del punto A, ed ambedue le compo-
nenti di spostamento del punto B:

VA:0
W =0 ()
vg=0

Passo 2 - Si scelga il polo O all'intersezione delle dsteae si esprimano le condizioni di vincolo in-fun
zione degli spostamentip, Vo del polo, e della rotaziong, intorno ad un asse X passante per il polo O.

Utilizzando le (6) si potra’ scrivere:

Va=Vo-¢o (Za-20) =0

Ws = Wo+ ¢o (YB-Yo) =0 (8)

Vg =Vo-¢o (Zg-20) =0
e poiche(za — 20) =0, (Y- Yo) = 0, (zz — 20) = L, si giunge all'espressione finale delle equazifbrincolo
in funzione delle incognite polari:
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Figura 1 - Un telaio zoppo

Vo=0

Vo -polL =0

Passo 3 - Si scrivono ora le (9) in forma matriciale, peoter studiare le caratteristiche cinematiche della
struttura esaminando la matrice dei coefficienti:

01 0 Wo 0
100 | |vol=]0 (10)
01 -L $o 0

E' questo un sistema di tre equazioni, omogenédm netrice dei coefficienti ha determinante pariLadNe
segue che l'unica soluzione possibile e' la sohgzibanale, in cuivg, Vo € ¢g sono nulli. La struttura €'

quindi cinematicamente determinata.
Passo 4 - Infine, si considerino i possibili casi eccezitbhguando particolari geometrie della struttura

conducono a risultati atipici. Nel caso in esanteesempio, se la luce L si riduce a zero la straitsiiriduce
ad un'asta singola, per cui la matrice dei coeffitidiviene:
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010
100 (11)
010
Tale matrice ha determinante nullo, e rango duestrattura possiede un grado di labilita' , quini
possibili cinematismi, definiti da spostamenti hd#l polo, e valori arbitrari della rotazioreg.
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Figura 2 - Il caso degenere del telaio di Figura 1

Esercizion .2

Si vuole ora esaminare lo stesso telaio dell'esempp@cedente, vincolato in B con la cerniera, ed icon
un carrello il cui piano di scorrimento e' inclinati un angolar rispetto all'orizzontale.

(@] B ——
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Figura 3 - Un telaio zoppo vincolato con un caeréliclinato in A

——

Passo 1 - La condizione di vincolo espressa dal carreflawdla lo spostamento del punto A lungo la retta
ortogonale al piano del carrello, e quindi la @idelle (7) dovra' essere rimpiazzata da:

Va=0 (12)
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Dalla Figura 4 si evince subito :

Wa = Wa COs (a) +Va Sin (a)

. - (13)
Va=-WaSin (a) +vaCos (a)
e quindi :
Wa = Wa COs (a) -Va Sin (a) (19)
Va=WaSin (a) +vaCos (o)
VA
w_—
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Figura 4 - Relazione tra gli spostamenti (w,v) poiatali e verticali, (é\fv, v) secondo il piano di scorrimento del

carrello, e la sua normale

La (12) si scrive quindi :

Wa Sin (a) +vaCos (a) =0 (15)

da affiancare alle altre condizioni di vincolo ghveibiscono gli spostamenti in B :

ws =0
VB:O (16)

Passo 2 - Si scelga il polo O all'intersezione delle disteae si esprimano le condizioni di vincolo in-fun
zione degli spostamentip, Vo del polo, e della rotaziong, intorno ad un asse X passante per il polo O.

Utilizzando le (6) si potra’ scrivere:

(Wo+ do (YA-Yo)) Sin (a) + (Vo-¢o (za-2Z0o)) Cos (a) =0

Wo+ ¢o (YB-Yo) =0 (17)

Vo-¢o (Zg-20) =0
e poichdya—Yo)=H, (za—20)=0, (Y- Yo) = 0, (zs — o) =L, si giunge all'espressione finale delle
equazioni di vincolo in funzione delle incognitelgna
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(Wo+ ¢oH) Sin (a) +vpCos (a) =0

Wo =0

Vo- %o L=0
Passo 3 - Si scrivono ora le (18) in forma matriciale, gmter studiare le caratteristiche cinematicheadell
struttura esaminando la matrice dei coefficienti:

Sin (a) Cos (a) HSIin (a) Wo 0
1 0 0 Vo| =10 (29)
0 1 -L %o 0

Il determinante di questa matrice e' pari a L @ps(H Sing) usualmente diverso da zero. Ne segue che la
struttura continua ad essere cinematicamente digitiam a meno di casi eccezionali, che si studiasio
passo successivo

Passo 4 - Un possibile caso eccezionale si ha per un mdatie valore dell'angola di inclinazione del
carrello. Se infattir e' tale da annullare il determinante dei coeffitiidella (19), la struttura presentera’ un
meccanismo. L'equazione fornisce:

LCos (a) +HSIin (a) =0 (20)

da cuie = - ArcTan(L/H). Ne segue che quando il carrelldanelinato in modo tale che il suo piano di
scorrimento €' ortogonale alla congiungente A es@a' possibile un meccanismo di rotazione int@ho
punto B.

Esercizion .3

Si consideri ora il telaio di Figura 5, costitudta due tratti rigidi connessi tra loro tramite weaniera.

Ow

B: By

Hy

L, L,
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Figura 5 - Un telaio zoppo costituito da due tragfidi connessi da una cerniera

Passo 1 - Indicando simbolicamente cd®y e B, la faccia di sinista e di destra della cerniersgpattiva-
mente, si possono scrivere le equazioni di vincolo:
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V\IB1 = V\IB2
VB1 = V82
ve=0

La terza e la quarta equazione di vincolo esprimiguiaglianza degli spostamenti ai due lati dedleiera.

Passo 2 - Si scelgono come parametri lagrangiani gli sposintiwa, va del punto A, e la rotaziongs del
primo tratto, gli spostamentic, vc del punto C, e la rotaziong del secondo tratto. Utilizzando le (6)
occorre trasformare la terza e quarta equaziona’:Sa

Ve, =Va-®a (ZB-Zp) = Va-daly

22
We, = Wa+ ¢a (YB-YA) =Wa —daHs (22)
VB, =Vc-¢c (Zg-Zc) =Vc+dcla (23)
We, = We+ ¢c (YB-Yc) = We - dc b

e quindi le equazioni di vincolo si scrivono :

Wp =0
va=0
Wa - daHL = We-gchh (24)
Va-¢als = vc+aoclo
ve=0

Passo 3 - Introdotto il vettore delle coordinate lagranmga’™ = (wa, Va, da, We, Ve, ¢c) le equazioni (24) si
scrivono, matricialmente:

Wa
10 0 0 0 O v
01 0 0 0 O ¢>A
10 -H -1 0 H wﬁ (25)
01 Ly 0 -1 -Lp||,
00 0 0 1 O ¢
dc

In genere, il rango della matrice dei coefficiegitimassimo, ossia pari a 5, e quindi la strutturana volta
labile. Il risultante meccanismo puo' identificgpsinendo, ad esempid, = @, da cui subito:

® H (26)
= -0 —
C L2
ed ancora :
Ly
We=-oH -aH — (27)
Lo

Il parametrax non ha un valore fisso, in quanto il meccanisnaeéhito in forma, ma non in ampiezza.

Gli spostamenti della cerniera possono calcolargimzione div, a partire dalle (22) o dalle (23):

vg = -¢aly = -alg

28
We, = -paHL = —aH (28)
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Figura 6 - Un telaio zoppo costituito da due tragfidi connessi da una cerniera: diagramma degisamenti
orizzontali e verticali

In Figura sono riportati i diagrammi degli spostatherizzontali lungo i due ritti, nonche' il dismnma
degli spostamenti verticali lungo il traverso, asendo un angola positivo (antiorario) ed arbitrario.

Esercizion .4

Il telaio di figura e' composto da tre tratti rigidncolati tra loro dalle due cerniere B e D, nrenit vincoli
esterni si riducono a due cerniere in A e C, ecaatello a piano di scorrimento orizzontale in Eefettui
l'analisi cinematica della struttura.

Passo 1 - Le condizioni di vincolo impongono :

Wp =0

va=0

We = W3

Vg = Vp

We=0 (29)
ve=0

Wor = Wp

Vp = Vpr

VE=0

Passo 2 - Si scelgono come poli dei tre tratti i punti Agdl E, rispettivamente, e quindi i parametri
lagrangiani saranno:

d’ = (Wa, V A, ®a, Wg, Vg, oc, Wg, VE ¢E) (30)
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Figura 7 - Un telaio costituito da tre tratti rigbnnessi da due cerniere
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Occorre ora esprimere le quattro condizioni di glocnelle due cerniere in B e D in funzione deltmdi-

nate lagrangiane. Sara'";

VB =Va-®a (ZB-Za) =Va-0dal
Wer = Wa+ ¢da (YB-YA) =Wa- ¢daH

Vg =Vc-¢c (Zp-2Zc) =Vc+ dc

L

Wer =Wc+ ¢c (YB-Yc) =Wec-2 ¢cH

Vp =Vc-¢c (Zp-2Zc) =Vc-oclL
Wo =We+ ¢c (Yp-Yc) =We- ¢cH

Vp' =Vg-¢g (Zp-Zg) = VE+ ¢

L

Wor =We+ ¢e (Yp-YE) =We- ¢eH

e quindi le equazioni di vincolo divengono :

Wy =0

va=0

Wa - paH=Wc -2 ¢cH
Va-¢al = vc+ocl
we =0

ve=0

We- ¢cH=we- ¢gH
Vc-¢cl = Ve+ el
vVE=0

Passo 3 - Scrivendo le (35) in forma matriciale si giuraydefinire la matrice:

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)
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100 0 0 0 0 O O
010 0 0 0 0 0 O
10 -H-102H 0 0 0
01 -L 0 -1 -L 0 0 0
A={00 0 1 0 0 0O 0 O (36)
000 0O 1 0 0 0 O
000 1 0 -H -1 0 H
000 O 1 -L 0 -1 -L
000 0O 0O O O 1 O

il cui determinante e' pari a3 HL?, sicuramente diverso da zero. La struttura e'djuiinematicamente
determinata.

Esercizion .5

Si consideri ora la trave di Figura 8, costituitatce tratti rigidi connessi tra loro da due cemim B e D.
La trave €' vincolata con un appoggio all'estremsirdstra, con un bipendolo esterno all'ascigsa 2L, e
con un carrello a piano di scorrimento orizzontdlascissag = 4L

A B cg D E F
M) M)
N\ h N\
By By D, D, ~ Ok
| L L L L L ;L ;L |
t t t t t t

Figura 8 - Una trave labile

Passo 1 - Le condizioni di vincolo impongono :

Wp = 0

Va = 0

W' = Wa"

Vg = Vgr

e =0 (37)
Vb = Wor

Vp = Vpr

veE=0

Passo 2 - Si scelgono come poli dei tre tratti i punti Agdl E, rispettivamente, e quindi i parametri
lagrangiani saranno:

d’ = (Wa, V A, ®a, Wc, Vg, oc, Wg, VE, ¢E) (38)
Occorre ora esprimere le quattro condizioni di @lncnelle due cerniere in B e D in funzione deleidi-
nate lagrangiane. Sara'";

Ve =Va-0a (ZB-Za) =Va-0al

39
W = Wa+ Oa (YB-YA) = Wa (39)

Vg =Vc-o¢c (ZB-2Zc) =Vc+dcl

40
We" =Wc+ ¢c (YB-Yc) = We (40)



1 - Analisi cinematica delle strutture.nb

Vp =Vc-¢c (Zp-2Zc) =Vc-oclL

41
Wo =Wc+ ¢c (Yp-Yc) =We (41
Vpr =Vg- Zp-2Zg) =V L
D E-%e (Zp- ZEg) E+®E (42)
Wor =We+ ¢e (Yp-YE) = WE
e quindi le equazioni di vincolo divengono :
Wp =0
va=0
Wa = We
Va-¢al = vcrocl
43
e =0 (43)
We = We
Vc-dclk = VE+¢el
vE=0
Passo 3 - Scrivendo le (43) in forma matriciale si giuraydefinire la matrice:
100 O O O O O O
01 0 0 0 O O O O
100 -1 0 0 0 0 O
01 -L O -1 -L O 0 O
Alooo 0 0 1 0 0 0 (44)
00 0 1 0 O -1 0 O
000 O 1 -L 0O -1 -L
00 0 O O O O 1 O

Il rango di questa matrice €' pari ad 8, quindisteuttura risulta una volta labile. Se si sceglmme
parametro lagrangiano la rotaziofg = @ del primo tratto, la quarta condizione e la settioondizione di
vincolo forniscono:

Ve = -al
45
¢ =-a (45)
Gli altri gradi di liberta’ sono nulli, mentre edgsibile calcolare, a partire dalle (39-42):
v = —alL (46)

In figura 9 e' riportato il diagramma degli spostamti verticali.

A

cp 8 E F
B, B, d DD OO

Ow

——
—e
——
-
-
——

Figura 9 - Il meccanismo rigido per la trave diu¥ 8
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Esercizion .6

Si studiano adesso i possibili cinematismi deléevérdi Figura 10, costituita da tre tratti rigidinmessi tra
loro da un bipendolo interno iy = L; e da una cerniera ity = L; + L, + L3. La trave e' vincolata esterna-
mente con un appoggio in A, e due carrelli a pidinscorrimento orizzontale in C ed E.

B
A A C D E F
H N\
B1™ By ~S s D1 D, ~ s
L . | Ls ] Ly L Ls
T T T 1 T 1
Figura 10 - Una trave labile
Passo 1 - Le condizioni di vincolo impongono :
Wy =0
va=0
¢s = 0B
We = W
Ve -0 47)
Wor = Wp
Vp = Vp
vVE=0

Passo 2 - Si scelgono come poli dei tre tratti i punti Agdl E, rispettivamente, e quindi i parametri
lagrangiani saranno:

d’ = (Wa, V A, ®a, Wc, Ve, dc, WE, VE, ¢E) (48)
Occorre ora esprimere le giattro condizioni di wlocnel bipendolo interno e nella cerniera in B @nD
funzione delle coordinate lagrangiane. Sara':

Wg = Wa+ da (YB-YA) = Wa (49)
W' =Wec+ ¢c (YB-Yc) =W
¢B = dA 0
¢ = dc
Vp = Vc-oc (Zp-2Zc) = Ve-dcls (51)
Wo =We+ ¢c (Yp-Yc) = We
Vpr =Ve-¢g (Zp-Zg) =VeE+dely (52)
Wor =We+ ¢ (Yp-YE) = W

e quindi le equazioni di vincolo divengono :
Wp = 0
Va = 0
éA = ¢c
Wa = We (53)

vc=0
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We = We
Vc-¢cls = VE+ e L4
vE=0

Passo 3 - Scrivendo le (53) in forma matriciale si giuraydefinire la matrice:

10000 0 0 0 0
010000 0 O 0
00100 -1 0 0 0
100 .10 0 0 0 0
A=looo 00 1 0 0 0 (54)
00010 0 -10 0
0000 1 Ls 0 -1 Ly
00000 0 0 1 0

Il rango di questa matrice €' pari ad 8, quindisteuttura risulta una volta labile. Se si sceglmme
parametro lagrangiano la rotaziopg = « del primo tratto, la terza condizione e la setticoadizione di
vincolo forniscono:

Ls (55)

Gli altri gradi di liberta' sono nulli, mentre edgsibile calcolare gli spostamenti delle due fadekbipen-
dolo, come:

Ve =Va-0a (ZB-2Za) = -dal1 = -aly (56)
Ve =Vc-¢c (ZB-Zc) = -dc (ZB-2Zc) =alo (57)

In figura 11 €' riportato il diagramma degli sposganti verticali.

B
A q C D E F

B,FB, &= DD, &=

1 *O(L3
-aly /\a/; ) I L3

a—L

L3

——
——

Figura 11 - Il meccanismo rigido per la trave djufa 10

Esercizion .7

Si consideri ora la struttura ad asse curviline&idura 12, costituita da tre archi rigidi collegaa loro da
due cerniere, ed al suolo tramite un appoggiosaiéeno di destra ed un bipendolo all'estremo dstsn
L'asse di scorrimento del bipendolo e' ortogonHizsae dell'arco.

Supponendo che l'arco sia parabolico, di lucelly # L, + L3 e di frecciaf, l'equazione dell'asse sara' data
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da:

f
g(z):74L—22(L72) (58)

e quindi la tangente all' arco stesso sara’' fodata

f
g' (z):—4L—2(L—22) (59)

In particolare, quindi, all' estremo di sinistradmgente all' arco sara' pari a-4

L1

Lo Ls

J J J
T T T

——

Figura 12 - Un arco ad asse parabolico di freccia f

Passo 1 - Per scrivere le equazioni di vincolo si indiclinc(z',y") la coppia di assi con origine in A, cdn
tangente all'asse ed y' ortogonale all'asse, ® giatv') gli spostamenti lungo la tangente e lanmade. Le
equazioni di vincolo si scrivono allora:

da=0

Wy =0

We' = W~

Ve = Ve (60)
Wer = Wer

Vg =Vcr

W =0

Vp = 0

Passo 2 - La seconda condizione di vincolo deve modificaassomiglianza di quanto fatto nell'Esercizio 2.
Resta infatti valida la (14), can= 4% e quindi dovra' essere:
f
4 —
L

. f
Wa = W Cos -Va Sin [4 E] =0 (61)

Sara' poi :

VB =Va-0a (ZB-Za) =Va-0als

We = Wa+ ¢da (YB-YA) =Wa+ &a (g (L1) -9 (0)) (62)
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Ve =Vg -¢c (Z-2Zc) =Ve +oéclo (63)
Wer =Wc + ¢c (YB-Yc) =We + ¢c (9 (L1) -9 (L1 +L2))

Vcr =Vp-¢p (Zc-2Zp) =Vp+ ¢dpls (64)
Wer =Wo+ ¢p (Yc-Yp) =Wo+ ¢p (9 (L1 +L2) -9 (L1 +Lz+L3))
Le equazioni di vincolo divengono quindi :

$a=0
f f
wpCos |4 —| -vaSin |4 —-| =0
| vasn o)
Wa+ ¢a (9 (L1) -9 (0)) =wWe + ¢c (g (L1) -9 (L1 +L2))
Va-odali=Vve +ocla (65)
We =Wo+ ¢p (g (L1 +L2) -9 (L1 +Lz+L3))
Vo =Vp+¢pla
wp = 0
VDIO
Semplificando si ha :
éa=0
f f
wpaCos |4 —| -vaSin |4 —-| =0
(| vasn (o)
Wa =Wer + ¢c (9 (L1) -9 (L1 +L2))
(66)

Va=Ve +dclo
We = ¢p (g (L1 +L2) -9 (L1 +Lo+L3))

Vo =¢pls
W =0
VD:0

Si giunge quindi ad un sistema di cinque equadioeei incognite, che puo' scriversi matricialneecbme:

¢, ¢, 0 0 0 0 y’* 8
1 0 -1 0 -c3 O WCA 0
0 1 0 -1-L, 0 ||, > |=], (67)
0 0 1 0 0 -cg4 d)C 0
0 0 0 1 0 -L ¢
3 oc 0
avendo posto :
f
c, = Cos 4—]
L
f
C, = Sin [4 —] (68)
L
Cz3= g (L1) -9 (L1 +Lo)

Cq=0 (L1 +L2) -9 (Ly+Lz+L3)
Scegliendo la rotazione dell'ultimo tratipy, come parametro lagrangiano, si possono scrivergnque

equazioni non omogenee:

CiWa-Crva=0
Wa -We — C3dc =0
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Va-Vg -¢clz =0
Wer = Ca
Vo =als

con soluzione :

Wer = Cg
Vo = als
- C1Cs+ Cyls
pc= ———
ci1C3-Coly
Cz (- Calz+ C3ly) (70)
Wa = a

cic3-Ca Ly

Ci (-Cslo+c3l3)
Va = a
cic3-Cy Lo

m Esempio humerico

Si consideri un arco di luce L e freccia L/4, edgniere siano situate ad L/4 e 2 L/3, sicthe:L/4, L, =
% L, Lz= % ed i quattro coefficienti divengono:

f
c; = Cos |4 EJ = 0.5403
f
c, = Sin [4 E] - 0.8414 (71)

C3= 0 (L1) -g (L1 +Lz) = 0.0347 L
Ca=0 (Li+Llz) -g (Li+Lla+Lg) =-0.222L
e quindi la deformata dell' arco €' definita da :

we = -0.222 alL

L
Vo = o —
© 73
- C1Cs+ CoL
Gbc:#a = -1.207 «
ci1cz3-Cz Lo (72)
Cr (-CqaLr+ c3L
oo 2 (DCak2r G 064 oL

cic3-CrLy

Cy (-Csglr+c3l3)
Va = a
cic3-CyLo

-0.1696 oL

Per il tracciamento delle deformate e' anche inid#viduare gli spostamenti del punto F in mezzeoissia
inz =L/2. Sara".

VE =Vg —¢c (ZE-2Z¢) = 0.1322 oL

We =We +¢éc (YF-Yc) = -0.188 ol (73)

In Figura sono riportati i diagrammi degli spostatnheerticali ed orizzontali.
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w| r
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T

Figura 13 - Un arco ad asse parabolico di frecdiarfeccanismo

Figure



