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Capitolo 1

Introduzione

L’oggetto di questa raccolta di esercizi ¢ ’analisi statica di telai piani ad asse
rettilineo, in presenza di carichi distribuiti, forze e coppie concentrate, variazioni
termiche uniformi ed alla Navier, cedimenti elastici o anelastici dei vincoli.

La struttura sara quindi idealizzata come un insieme di N nodi, connes-
si tra loro da M elementi; per ciascuno degli esempi proposti, si dedurranno
le linee elastiche di ciascun elemento, si imporranno le condizioni ai limiti di
equilibrio e di congruenza nei nodi, e risolvendo le risultanti equazioni lineari
si espliciteranno gli spostamenti (assiali e trasversali) di ciascun elemento, e le
caratteristiche (sforzo normale, taglio e momento flettente) cui esso & soggetto.
Infine, si disegneranno i relativi diagrammi, e si indicheranno gli eventuali valori
notevoli.

Per la maggior parte degli esercizi, si cercheranno conferme sull’esattezza dei
risultati utilizzando metodi alternativi, come il principio dei lavori virtuali, il
metodo della composizione degli spostamenti, la scrittura diretta di equazioni
di congruenza, il metodo misto.

Per ciascun esempio, si procedera secondo il seguente schema:

1. si battezzano gli N nodi
2. per ciascun elemento, si identificano i nodi iniziale I e finale J

3. per ciascun elemento, si definisce un sistema di riferimento con 'origine
nel nodo iniziale I, con I’asse X3coincidente con I’asse dell’elemento. L’as-
se X, ortogonale ad X3, ruota di un angolo di novanta gradi, in senso
antiorario, per sovrapporsi ad X3

4. per ciascun elemento, si definiscono le linee elastiche degli spostamenti
assiali (secondo X3) e trasversali (secondo Xs).

Si utilizzeranno le seguenti teorie:

(a) teoria di Eulero-Bernoulli, con rigidezze flessionali ed assiali finite.
In questo caso le linee elastiche saranno fornite da:

Esercizi di Scienza delle Costruzioni 1



ug (r3) = ap + arx3 + azzs + azrs + I (1.1)

g’ (x3) = bo + brzs + I (1.2)

dove I; ed Iy sono integrali particolari, che dipendono dai carichi
eventualmente presenti lungo l’elemento. Se ad esempio si ha un

carico distribuito p (z3) orientato secondo X5 (carico trasversale), e
4

se esso ha intensita costante pg, si avra, come ben noto: I, = ZZE

Ciascun elemento, in questa ipotesi, & poi definito da sei costanti di

integrazione.

(b) teoria di Eulero-Bernoulli, con rigidezza assiale infinita, ipotesi larga-
mente utilizzata nella pratica tecnica, in quanto usualmente la defor-
mabilita assiale degli elementi e trascurabile. In questo caso la linee
elastica assiale si riduce ad una costante:

uz’ (z3) = bo (1.3)
e l'elemento si limita a subire una traslazione rigida lungo l’asse.

(c) teoria di Eulero-Bernoulli, con rigidezze flessionali ed assiali infinite.
In questo caso le linee elastiche saranno fornite da:

uz' (23) = ag + a1y (1.4)
’UJ:ISJ (33'3) = b() (15)

e ’elemento subisce solo spostamenti rigidi lungo gli assi, ed una ro-
tazione rigida. Questa ipotesi & raramente utilizzata, e solo per alcuni
elementi del telaio. Ad esempio, & tipico che iritti (elementi verticali)
e i traversi (elementi orizzontali) abbiano rigidezze flessionali diverse,
e talvolta puo ipotizzarsi che i traversi siano tanto piu rigidi dei ritti
da poter accettare questa ipotesi

(d) teoria di Timoshenko, in cui si abbandona 'ipotesi di Eulero-Bernoulli
sulla rotazione ¢ = —2%, e ciascun elemento e caratterizzato da una
rigidezza a taglio GA, finita. Questo caso verra trattato introducen-
do una opportuna funzione ausiliaria 7, che permette di ricondursi a
soluzioni simili a quelle della teoria di Eulero-Bernoulli.

5. Definite le linee elastiche degli M elementi, si avranno n costanti di in-
tegrazione da dedurre, e cio potra farsi imponendo, negli N nodi, le op-
portune condizioni di equilibrio e congruenza, e risolvendo le risultanti n
equazioni lineari. A partire dagli spostamenti trasversali u5’, una prima
derivazione fornisce la rotazione ¢!’, una seconda ed una terza i momenti
mUed i tagli t'7. A partire dagli spostamenti assiali u}’ si giunge, tramite

derivazione, agli sforzi assiali n'”.
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CAPITOLO 1. INTRODUZIONE

6. Infine, nel tracciamento dei diagrammi si riportera il momento positivo nel
semipiano z2 > 0 ed il taglio positivo nel semipiano z3 < 0 (in analogia a
quanto fatto con le tratti ad asse rettilineo).
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Capitolo 2

Un telaio zoppo

Si considera il semplice telaio zoppo di Figura 2.1, identificato da quattro nodi
(N = 4) collegati da tre elementi (M = 3). I nodi al suolo sono incastrati, e non
esistono sconnessioni interne. Il telaio ¢ soggetto all forza orizzontale F' agente
in corrispondenza del nodo B.

F
R — . 4
B C
Hp
Hy
D
777777777 T
A
T 7777777777
L

Figura 2.1: Un semplice telaio zoppo

Per ciascuno dei tre elementi si sceglie arbitrariamente un origine del sistema
di riferimento, e quindi un verso di percorrenza, definendo quindi gli elementi
AB, BC e CD. A sua volta, questa scelta porta ai sistemi di riferimento locali
di Figura 2.2.
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NI A <2 4
Bc] B C cD
oW | Yy X3
Hy
H
D
x5° 1 x5°
e 77{{777%
L

Figura 2.2: Una scelta di sistemi di riferimento

Teoria di Eulero-Bernoulli ed aste assialmente de-
formabili
In ipotesi di validita della teoria di Eulero-Bernoulli per travi snelle, e di elementi

assialmente deformabili, gli spostamenti trasversali saranno polinomi cubici,
mentre gli spostamenti assiali saranno lineari:

u?B (x3) = ap + a123 + asxs + azzs

ung (z3) = bo + brzs

uP (x3) = ¢ + crws + Cot3 + c3w3 (2.1)
ufc (z3) =do + diz3 .
ugD (r3) = eo + e1x3 + a3 + e3xh

u§P (z3) = fo + fras

Per poter determinare le diciotto costanti di integrazione, occorre imporre
le condizioni ai limiti (di equilibrio e congruenza) in corrispondenza dei quattro
nodi:

— nell’incastro in A si annullano ambedue le componenti di spostamento, e
la rotazione:

0
uf?(0) =0 (2.2)
0
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— nel nodo in B si hanno le condizioni di congruenza:
up P (Hi) = uz€(0)
uy® (Hi) = —uy’“(0) (2.3)
¢"F (Hy) = ¢7¢(0)
e le tre condizioni di equilibrio :
—t4B (Hy) +nBC(0)+ F=0
nB (Hy) +t5¢(0) =0 (2.4)
—-mAP (Hy) + mB°0) =0

La prima condizione di congruenza esprime I'uguaglianza tra lo spostamento
orizzontale del nodo B, inteso come spostamento trasversale dell’asta AB, e lo
spostamento orizzontale del nodo, inteso come spostamento assiale dell’asta BC'.
Poiche — come evidenziato in Figura 2.2 — ambedue questi spostamenti sono
positivi se verso destra, si ha uguaglianza anche in segno. La seconda condi-
zione di congruenza, invece, esprime 'uguaglianza tra lo spostamento verticale
del nodo B inteso come spostamento assiale dell’asta AB, e lo spostamento
verticale del nodo, inteso come spostamento trasversale dell’asta BC'. Poiche
lo spostamento assiale di AB & positivo se verso l'alto, mentre lo spostamento
trasversale di BC' & positivo se verso il basso, vi & discordanza di segno.

Per la scrittura delle tre condizioni di equilibrio si puo fare riferimento alla
Figura 2.3, dove si & enucleato il nodo B, assieme alle forze su di esso agenti. La
convenzione sui segni delle caratteristiche della sollecitazione interna ¢ usuale:
sulle facce di normale uscente equiversa all’asse X3, le c.s.i. positive sono equi-
verse agli assi, e quindi lo sforzo normale & equiverso ad X3, il taglio & equiverso
ad X, il momento ha asse diretto secondo X1, ossia ¢ anti—orario. Sulle facce
di normale uscente controversa all’asse X3, le c.s.i. positive sono controverse
agli assi, e quindi lo sforzo normale ¢ controverso ad X3, il taglio & controverso
ad Xs, il momento ha asse diretto contro X7, ossia e orario.

Si noti quindi che lo sforzo normale ¢ comunque positivo se fuoriesce dal
nodo, il taglio & comunque positivo se tende a far ruotare il concio in senso
orario, mentre il momento sara antiorario nei nodi di partenza, ed orari nei nodi
di arrivo.

Nel nodo in C, analogamente a quanto si ottiene in B bisogna imporre la
congruenza:

e ’equilibrio:
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Figura 2.3: Le forze agenti sul nodo B e sul nodo C

I segni delle equazioni di congruenza possono facilmente spiegarsi a partire
dalla Figura 2.2, mentre le equazioni di equilibrio possono leggersi dalla Figura
2.3, dove si ¢ evidenziato il nodo C, assieme alle c.s.i. su di esso agenti.

Infine, nell’incastro in D si annullano spostamenti e rotazioni:

0
u§P (Hy) =0 (2.7)
0

Si sono cosi ottenute diciotto condizioni ai limiti, che possono tradursi in
altrettante equazioni lineari nelle diciotto costanti di integrazione. A cio fare, si
dovranno utilizzare le note relazioni differenziali, che permettono di esprimere
rotazioni e c.s.i. in termini di derivate di spostamento:

dud” (z3)
IJ 2 3
=2 %% 2.
¢ (x3) T (2.8)
Pul’ (z
m!7 (z3) = —EI% (2.9)
3
3,,1J
t17 (z5) = —Eld“iixg(x?’) (2.10)
3
IJ
n! (z3) = EAdu?’diXix?’) (2.11)

Si ha infine il sistema di diciotto equazioni lineari:
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a0:0
bp =0
Cl1:O

ag +a1Hy + ang2 + a3H13 —dyg=0
bo+b1Hy +co=0

a1 + 2a9Hy + 3a3H12 —c1=0
6Flas + FAdi+F =0

EAby —6EIc3 =0

co—ag —3asH; =0

co+ Ley + Lo+ LPes — fo =0
do+ Ld; +eg =0

c1+2Les +3L%c3 —e1 =0
6FElcs+ FEAfi =0

EAdy —6EIes =0
co+3Lcg —exs =0

eg +e1Ho + 62H22 + €3H§ =0
fo+ fiH2=0

e1 + 2e0Ho + 3e3H2 =0

(2.12)

La presenza di numerosi parametri (la forza F, le altezze dei due ritti, la
lunghezza del traverso, le rigidezze assiali e flessionali) rendono laboriosa la so-
luzione del sistema, che tuttavia puo essere ottenuta tramite calcolo simbolico.
Le espressioni finali sono lunghe e poco maneggevoli: per semplificarne la vi-
sualizzazione, si riporta solo il caso di telaio quadrato, per cui Hy = Hy = L.

Gli spostamenti trasversali sono forniti da:

F
us'B (23) = opiA (%3 (6 (60EI’L + 25BAEIL® + 2BA”L?)

— (144EI* + 66 EAEIL? + TEA’L") 3)

FL
us® (z3) = 157A (T12BIL* (3EI + BAL?) +

(96EI°L + 34EAEIL? + EALP) x3—
(24EI* + 16EAEIL? + 3EAL*) 3+
2EAL (3EI + EAL?) x3)

cD FL

o (#3) = ~ErA
EAL (24EI + TEAL?) x3)

(L — x3)* (T2EI* + 42EAEIL? + 5EA*L*+
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con:

A =T2EI? 4+ A5EAFEIL* + TEA%L* (2.16)
Gli spostamenti assiali, invece, sono dati da:
3FL2
us” (@3) = e A (2.17)
Be FL? (216EIL + 84EAEIL? + 5EA2L® — 6ET (24EI + TEAL?) a3)
Uy (73) = 12ETA
(2.18)
3F L2
u§” (#9) = Sy rpage () (2.19)

Nella stessa ipotesi di telai quadrati, le caratteristiche si ottengono per
derivazione successiva:
F
mAB (x3) = ~5A (120EI°L 4+ 50EAEIL? + AEA*L—
(144EI* + 66EAEIL? + TEA?L*) x3)

mPBY (z3) = % (24EI* + 16EAEIL? + 3BEAL* — 6EAL (3EI + EAL?) x3)

FL
mY (z3) = — 51 (Z24BI + 2BAEIL? + 3EA* L~

EAL (24EI 4+ TEAL?) x3)

(2.20)
B F (6EI + EAL?)
P s) = —5ET v 2BAL?
3EAFL?
(BO () 2.21
(¥8) = = S4BT 1 TEAL (2.21)
EAFL?
CD _
07 (@) = GBI 2pAL?
3EAFL?
AB _
nUTs) = BT AL
EAFL?
BC _
" (es) = ~ BT T opALR (2:22)
3EAFL?
CD )= e
n(#8) =~ BT T TEAL?

Il caso limite EA = ~©

Se, come spesso accade, la deformabilita assiale delle aste ¢ trascurabile, si
possono semplificare notevolemnte i risultati portando la rigidezza assiale ad
infinito. E’ pero conveniente, se si adotta una tale ipotesi, imporla a priori,
fin dalla definizione delle linee elastiche assiali (che diventano costanti), cosi da
ridurre drasticamente il numero di equazioni da risolvere e da semplificare il
quadro strutturale.
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Teoria di Eulero—Bernoulli ed aste assialmente
indeformabili

Se si assume una rigidezza assiale infinita, le linee elastiche assiali diventano
costanti, e gli sforzi normali non potranno pit calcolarsi attraverso la (2.11),
bensi dovranno dedursi a posteriori tramite considerazioni di equilibrio. Le
linee elastiche assiali si semplificano in:

5 (w3) = do (2.23)

La presenza degli incastri in A ed in D implica che in tali punti lo sposta-
mento assiale delle aste AB e CD ¢ nullo, e quindi le due elastiche saranno
identicamente nulle. Ne segue che I'unica linea elastica superstite e quella del
traverso, per cui sara:

uBC (z3) =0 (2.24)

Andranno ora imposte tredici condizioni ai limiti, coinvolgendo solo le linee
elastiche flessionali, e lo spostamento § del traverso. Quindi, nell’incastro in A
si potranno imporre le due condizioni di congruenza che annullano spostamento
trasversale e rotazione:

u3? (0)
o7 (0)

mentre la terza condizione ¢ gia stata soddisfatta annullando la linea elastica
assiale del ritto AB.
Nel nodo in B si hanno le condizioni di congruenza:

0 2.25
. (2.25)

uftB (H)) =06
uB(0) =0 (2.26)
¢4 (Hy) = ¢7(0)
e la singola condizione di equilibrio sui momenti:
—mAB (H) + mPC(0) =0 (2.27)

Le tre condizioni di congruenza sono una ovvia semplificazione delle condi-
zioni (2.3), mentre le due condizioni di equilibrio coinvolgenti gli sforzi normali
andranno utilizzate a posteriori, una volta noti i tagli.

Nel nodo in C, analogamente a quanto si ottiene in B bisogna imporre la
congruenza:

u§P(0) = =46 (2.28)
¢Pe(L) = 6“P(0)
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e 'equilibrio dei momenti:
—mBY (L) + m“P(0) =0 (2.29)
Nell’incastro in D, come in A, si annullano spostamenti trasversali e rota-
zioni:
ug? (Ha)

=0

2.30

¢CD (HQ) =0 ( )

A queste dodici equazioni bisognera aggiungere una equazione di piano, che

esprime ’equilibrio del tratto BC' alla traslazione orizzontale. Dalla Figura 2.4
€ immediato dedurre che dovra essere:

—tAB (H,) —t°P(0)+ F =0 (2.31)
=[] ]
—
tas tep

Figura 2.4: Le forze orizzontali agenti sul traverso

Si sono cosi ottenute tredici condizioni ai limiti, che possono tradursi in al-
trettante equazioni lineari nelle tredici costanti di integrazione. Da esse possono
definirsi le tre linee elastiche flessionali, e lo spostamento assiale del traverso:

12EIA
2LH, (L + Hy)xs + 3H] (ALHs + 3H3 — Lag))

FH?HZ (L — x3) -
uf (v3) = —— 42E(ILA 3) 23 (2LH1x3+H12 (L+z3)+
_ FH}(Hy — x3)°
12ETA
H} (3H3 + 2Las + Ha (4L + 6a3)))

uf P (z3) = (3LH} +2H Hs (L (3L — 4x3) + 3H, (L — 3)) —

u§P (z3) = (3LH3x3 + 2LH, (2H3 + Lag + 2H (L + 223)) +

(2.32)

 FH3}H3Z (AL (L + Hs) + Hy (4L + 3H>))

o 12ETA

(2.33)
e:
A =3LH?HZ + LH3 (L + Hy) + H} (L + 3Hy) + H, H3 (4L + 3H>) +

3 (2.34)
LH} (L + 4H>)
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F B
I i
C
Hy
D
H Ve -
A
- T7777IITT7

Figura 2.5: La deformata

La deformata, nel caso in cui H; = L ed Hy = L/2 si presenta come in
Figura 2.5.

I momenti flettenti ed i tagli si traggono dalle linee elastiche tramite oppor-
tune derivazioni, giungendo a:

FH3
mAB (3) = — 2A2 (LH} + 2HHy (L (L — 4a3) + Hy (L — 323)) —
2LHs (L + Hy)xs + Hy (ALH> + 3H3 — 3La3))
FH}H3
mBC (x3) = ﬁ (Hy (2L (2L — 3x3) + 3Ho (L — x3)) +
2LH; (L — 3x3) — 3Hixs)
FH?
mCP (x3) = 2A1 (LH3 (—2Hs + 3x3) + 2LH, (—2H3 + Las + 4How3) +
H} (=3H3 + 2Lz3 + 6Hox3))
(2.35)
B FH3 (3LH} + 2LH; (L + H») + 2H, Hy (4L + 3Hy))
t°7 (x3) = 9A
3FH?H? (2LH, + H? + Hy (2L + H,
79 (25) = - —12 ( 2LA1 ( ) (2.36)
P () FH} (3LH3 +2H? (L + 3Hs) + 2LH; (L + 4H>))
Tr3) =
2A

Il diagramma del momento, nella stessa ipotesi Hy = L ed Hy = L/2 si
presenta come in Figura 2.6.
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Figura 2.6: Il diagramma del momento flettente

Come detto, gli sforzi normali sono forniti dalle equazioni di equilibrio in

corrispondenza dei nodi B:
—t48 (H,) + nPC(0) + F =0
) e (247
n® (Hy) +t°%(0) =0

e C:

(2.38)

da cui:

nP (x3) = —tP (23) (2.39)

Il caso del telaio quadrato
Nell'ipotesi di telai quadrati, si ha pitu semplicemente:
F(12L — Tz3) 23
AB _ 3
uz” (23) = S4ET
Fas (L2 —3Lx3 + ng)
28E1
F (L — LL’3) 2 (5L + 7.’133)
S84FET

(2.40)

uy (z3) =

us® (x3) = —
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5 FL3
0= — 2.41
84 FEI ( )
con momenti e tagli forniti da :
2FL Fx
AB _ 3
mi ) = m =
3
mBY (x3) = 11 (L= 223) (2.42)
1
mCP (x3) = 1 (—3FL + 7Fx3)
F
3
tBC (z3) = -F (2.43)
P (23) = 35

Come detto, gli sforzi normali sono forniti dalle equazioni di equilibrio in
corrispondenza dei nodi B e C:

B (z3) = %F

nBC (

z5) = —5 (2.44)

La scrittura diretta delle equazioni di congruenza

Una verifica sulla correttezza dei risultati ottenuti puo ottenersi utilizzando il
metodo delle forze. Si osservi preliminarmente che la struttura ha tre gradi di
iperstaticita, in quanto possono scriverso tre equazioni di equilibrio e vi sono
sei incognite reattive. Alternativamente, la struttura senza vincoli possiede tre
gradi di liberta, mentre i due incastri sopprimono sei gradi di liberta.

Per ottenere una struttura isostatica equivalente (S.I.E.) occorre quindi ri-
muovere tre gradi di vincolo, oppure introdurre tre sconnessioni; se ad esempio
si rimuove l'incastro in D, ci si riconduce ad uno schema a mensola, su cui
scrivere le equazioni di congruenza che impongono spostamenti e rotazioni nulle
in D. Si possono trasformare i due incastri in due appoggi, ed aggiungere una
cerniera intermedia, riconducendosi ad un arco a tre cerniere. Nel seguito, per
poter utilizzare nel modo piu semplice il metodo della composizione degli spo-
stamenti, si sceglie lo schema di Figura 2.7, in cui si € operata una sconnessione
tripla in corrispondenza della mezzeria M del traverso.

Le tre incognite iperstatiche sono quindi le tre caratteristiche della solleci-
tazione interna in M, e le tre equazioni di congruenza dovranno ristabilire la

Esercizi di Scienza delle Costruzioni 15



Hy
Hy
D
A
an 7777777777
| L |
T T
Figura 2.7: Il sistema isostatico equivalente
continuita degli spostamenti e della rotazione in M:
M M
U sin = U2des
M M
U3 sin = U3des (245)
M M
¢sin = d)des

Utilizzando il principio di sovrapposizione degli effetti (p.s.e), si esaminano
separatamente i contributi delle sette forze, e per ciascuna di esse si calcoleranno
gli spostamenti e la rotazione in M. Tornano utile, in questa fase, il metodo di
composizione degli spostamenti, e la conoscenza dei coefficienti fondamentali
per lo schema a mensola: per ciascuno schema, si traccia il diagramma dei
momenti, ed a partire da questo si riconosce il contributo di ciascun tratto,
operando su schemi noti.

Il contributo della forza F e dello sforzo normale a sinistra

A partire dal diagramma del momento si puo dedurre:

o P
3 sin 3ET
FH? L
0. = 1Z 2.46
U’QSIH 2EI 2 ( )
o _ _FHY
S 2EI
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L
X, —
2
—
-
/
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F !
L €
B B X
H Hy
A A
T TI77777777 T

L/2 L/2

Figura 2.8: Lo schema per il calcolo degli spostamenti e della rotazione in M
dovuti alla forza F (o dello sforzo normale) ed al taglio a sinistra

Lo spostamento orizzontale del punto M, infatti, ¢ pari allo spostamento
orizzontale del punto B, che & 'estremo libero della mensola AB, caricata da
una forza F' all’estremo, ed analoghe considerazioni valgono per la rotazione.

Lo spostamento verticale, invece, € calcolabile considerando che il tratto BM
FH}

557> € quindi il punto M subisce

ruota intorno al nodo B della quantita ¢p = —
lo spostamento verticale —(bB%.

Poiche il tratto BM ¢ assialmente rigido, la forza X; puo pensarsi agente in
B, e quindi si ottengono subito i coefficienti:

L X
3sin 3EI
2
wm _XiHi L 2.47
7‘l‘ZSin - 28T 2 ( )
40 = X H?
sSin 2EI
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Il contributo dello sforzo di taglio a sinistra

A partire dal diagramma del momento si puo dedurre:

) L\ H?
“:(as)in = (X22) ﬁ
3
@ _(x, LYHL X (L 2.48
“2sin (22)E12+3EI 2 (2.48)

2
(2) L\ H X9 L
- [ x, 2 ) =L et
Psin ( 22) EI  2EI (2

Lo spostamento assiale ¢ uguale allo spostamento orizzontale del punto B,
che ¢ calcolabile sullo schema a mensola AB caricata da una coppia in estremita
di intensita —Xg%. Lo spostamento verticale del punto M & dovuto a due
aliquote: il diagramma del momento sul tratto verticale implica una rotazione
rigida del tratto BM, uguale alla rotazione in B della mensola AB caricata
dalla coppia di intensita —Xg%. Tale rotazione sara, come noto, pari a ¢p =
7X2%%, e quindi ’aliquota di abbassamento dovuta al momento in AB & pari
a —(;53%. Ad essa va aggiunto lo spostamento dovuto al momento sul tratto
BM, che puo riguardarsi come dovuto ad una forza X5 sulla sommita di una
mensola di luce é

La rotazione in M, infine, ¢ la somma delle rotazioni dovute al momento
costante lungo AB, e dal momento lungo BM.

Il contributo del momento a sinistra

A partire dal diagramma del momento si puo dedurre:

2

(3) :—Xﬂ

U3 gin 32EI

2
¢ __y. ML X (L 9.4
U3 sin BEIQ 2E] 9 ( 9)

(?):X& Xs (L

e TR TA

Il contributo dello sforzo normale a destra

Similmente a quanto gia dedotto sulla semimensola di sinistra si potra ora
scrivere:

W X3
3des T 3ET
2
1y  XiH3 L
Uaien = 3R 3 (250
1 X, H2
des T 2T
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X
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Hy
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Figura 2.9: Lo schema per il calcolo degli spostamenti e della rotazione in M
dovuti al momento a sinistra ed allo sforzo normale a destra

Il contributo dello sforzo di taglio a destra

A partire dal diagramma del momento si pud dedurre :
@ _ (y L) H
U3des — <X2> 2T
o _ (g LYHL X (LY 2.51
Hades = (X 2> EI2 3EI\2 (2:51)

@ _ _(y.LYH2z Xo
des — <X22> 2EI< )

Il contributo del momento a destra

A partire dal diagramma del momento si puo dedurre :

2
3) H.
u3des:X32E2]
2

B X@E_ Xs (L 259
Yades SEI2  2EI \ 2 (2.52)
@ _ _x,H2 X (L

des SEI  EI
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L/2 L/2

Figura 2.10: Lo schema per il calcolo degli spostamenti e della rotazione in M
dovuti allo sforzo di taglio ed al momento a destra

Il calcolo dei coefficienti
Le equazioni di congruenza si esplicitano come:

(0) (1) (2) 3 _ @D (2) (3)
Usgin T Usgin T Usgin T U3gin = Usdes T Usdes T Usdes

uéos)in + uéls)in + uéQS)in + uégs)in = ’u’;i)es + ug%i)es + ugji)es (253)
0 1 2 3 1 2 3
¢£i3 + ¢£i3 + ¢£i3 + ¢§iﬁ = Eic)s + qsc(ic)s + ¢((1e)s
Inserendo i valori trovati, e semplificando, si giunge al sistema di tre equa-
zioni nelle tre incognite iperstatiche:

L
(Hf — H3) X1 + <H1 +a HQ) LX; +2(Hy — H)) X3 =—FH? (2.54)

o} + H3 o oy L H} H3 FH}
X (HE - HY) S Xe - () Xy = - (2.55)
H? H} L FH?
74’7 X1+ (Hy — Hy) §X2—(H1+L+H2)X3=— 5 (2.56)

Risolvendo si ottengono le caratteristiche della sollecitazione interna nella
mezzeria del traverso:
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FH} (3LH3 +2H? (L + 3H>) 4+ 2LH; (L + 4H,))

>
I

2A
27172 2
\, _ _3FHEH3 (2LH, + H? + H, (2L + H»)) (2.57)
2LA
FH? (H, — Ho) H2 (2L + 3H; + 3H,)
Xy =~— A

e A fornita dalla 2.34.
I valori delle tre incognite iperstatiche vengono quindi a coincidere con
quanto ottenuto con il metodo della linea elastica:

Xl = nBC

Xo =tP¢
L
X5 =mPC¢ (333 = 2)

Le variazioni termiche flessionali

(2.58)

Si ipotizzi ora il telaio sia soggetto ad una variazione termica flessonale lungo
I'intero traverso, come indicato in Figura 2.11.

AT

5
I | I
] 1 ]
B C
H
D
Hy el A
A
L

Figura 2.11: 1l telaio zoppo soggetto a variazione termica flessionale lungo il
traverso
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Tutto quanto detto per le linee elastiche resta valido, sia che la rigidezza
assiale sia finita, sia che sia supposta infinita, come si fara nel seguito. Le
tredici condizioni ai limiti descritte in precedenza restano inalterate, con I'unica
eccezione dell’equazione di piano (2.31), che in assenza di forza si scriver:

—t4B (Hy) —t°P(0) =0 (2.59)
Si ricordi pero che in presenza di distorsioni flessionali p = —O‘ATTSi ha:
d?>us'B d?>us'B aAT
AB 2 2
m x3) = —FI + FElp=—-FI —FEI 2.60
( 3) dxg w dxg h ( )
Assumendo d’ora in poi H; = L ed Hy = %, si giunge alle tredici equazioni
lineari:
apg = 0
ay = 0
ap + Lay + L?as + L3as =6
Co = 0
—ay; — 2Las — 3L2a3 +c1 =0
AT
2as + 6Lasz — 2¢co = OéT

co+ Ley + L202 + LSC3 =0
0+e =0
—c1 —2Ley —3L%c3 +e; =0

(2.61)

AT
262 + 6L03 — 262 = 70‘T
L61 L2€2 L3€3
ottty =0
L2
—61—L62—3 63:0
as +e3 = 0

immediatamente risolvibili, fornendo gli spostamenti trasversali, e la traslazione
assiale del traverso:

22 (=105L + 92z3) aAT

up? (23) = 4561 h
x3 (2207 — 19Lz3 — 323) AT

uy® (va) = ( 1521 2 h (2.62)
(13L — 23x3) (L — 213) 2 AT

ug” (o) = 456L h
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CAPITOLO 2. UN TELAIO ZOPPO

13L%2aAT

0= ~—I56h

(2.63)

Si noti che la deformata, riportata in Figura 2.12, non dipende dalla rigidezza

flessionale E1.

B
\ C
D
Hy 7777777777
A
an 7777777777

Hy

Figura 2.12: La deformata dovuta alla variazione termica flessionale lungo il

traverso

I momenti ed i tagli, invece, dipendono dalla rigidezza flessionale, e si otten-

gono per derivazione successiva :

_ EIaAT (35L — 92x3)

m*? (zs) T6hL
3ETaAT (—19L + 3x3)
BC o 3
m (ws) = T6hL
EIaAT (—12L + 233)
CD _
m (@) = 19hL
93ETaAT
AB _
U ) = = o
9ETQAT
) = =L
93ETaAT
1P () = gpz

Il diagramma del momento si presenta come in Figura 2.13:
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Hy

H;

Figura 2.13: T momenti flettenti generati dalla variazione termica flessionale
lungo il traverso
Le variazioni termiche assiali

Si ipotizzi ora che il traverso BC' sia soggetto ad una variazione termica uniforme
At di tipo assiale (cfr. Figura 2.14), assimilabile ad una distorsione assiale:

A= —aAT (2.66)

Se la rigidezza assiale del traverso ¢ pari ad E A, lo sforzo normale nel tratto
sara quindi fornito da:

— EAaAt (2.67)

Ipotizzando che i ritti siano assialmente rigidi, le relative linee elastiche
assiali sono identicamente nulle (per la presenza dei vincoli), e quindi si avra:

AB 2 3
uj” (x3) = ap + a1x3 + azx; + azxy

ufc (x3) =co+ c1zs + 02303 + 03x§
BC
U3 (.233) = dox3 + dq

cD 2 3
ug © (z3) = e + e1x3 + eax; + €313

(2.68)

Le condizioni ai limiti da imporre nei nodi dovranno rispecchiare queste
ipotesi preliminari, e di conseguenza non potranno essere prese in considerazione
equazioni in cui compaiono spostamenti assiali e sforzi normali dei ritti.

— nell’incastro in A si annullano spostamento trasversale e rotazione:
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CAPITOLO 2. UN TELAIO ZOPPO

AT
.
I [ I
T i T
B C
Hy
D
H TITTITTTTT
A
L

Figura 2.14: 1l telaio zoppo soggetto a variazione termica uniforme lungo il

traverso

u3™" (0)

0
¢*P(0) =0

— nel nodo in B si hanno le condizioni di congruenza:

uz® (Hy) = uz(0)
uBC(0) =0
¢"P (H1) = ¢P(0)

e le condizioni di equilibrio :

—mAP (Hy) +mB(0) =0
—t4B (Hy) + nPC(0) =0

— nel nodo in C, analogamente:

uBC(L) =0
ug P (0) = —uf“(L)

¢7(L) = ¢“P(0)

Esercizi di Scienza delle Costruzioni
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~mP(L) + mTP(0) =

0
—tP(0) —=nP°(L) =0 27

— nell’incastro in D, infine, si annullano spostamenti e rotazioni:
(2.74)

Risolvendo le quattordici equazioni si ottengono le costanti di integrazione
e quindi gli spostamenti trasvcersali:

23 (—99L + 52x3)

AB
- EAaAT
w2 () = 3BT T sTEALE DAY
se, +_ (—14L*+19Lxs — 523) 575
uz - (#8) = o pr T opArz DACAT (275)
L—2x3)*(10L + 1
ug'? (xg):—( v3)” (10L + 1373) 1 ) A

312EI + 57TEAL?

mentre la linea elastica assiale del traverso ¢ fornita da:

_ L?(—ATL + 57x3)
~ 312EI +57EAL?

La relativa deformata e riportata in Figura 2.15

uf (x3) EAaAT (2.76)

Hy

H TITIIITTTT

Figura 2.15: La deformata causata dalla variazione termica uniforme lungo il
traverso

Le caratteristiche flessionali si ottengono per derivazione successiva:
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CAPITOLO 2. UN TELAIO ZOPPO

2B (33L — 52a3)

m (w3) = T0ET T topAre L AAT

mBC (z3) = 25) i SE_IliLl ;Eljzg) EAaAT (2.77)
neP ) = ~JotET s TopAzE AT

t4 (2) = — 1O4EII (fi)IEALQ EAaAT

17 (2) = 104E133%EAL2 EAaAT (2.78)
tD (x3) = 10457 EAaAT

~ 104E1 + 19FAL?

Il diagramma del momento si presenta come in Figura 2.16:

C
Hy
D
Hy Bl 4
A
T 7777777777
L

Figura 2.16: I momenti causati dalla variazione termica uniforme lungo il
traverso

Lo sforzo normale nel traverso ¢ ottenibile dalla (2.67) :

7 104ET
104ET +19EAL?

mentre gli sforzi normali nei ritti sono ottenibili dall’ equilibrio dei nodi B e C"

AP (w3) = ~tpc(0)

BC( EAaAT (2.79)

n=% (x3) =

" (2.80)
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Capitolo 3

Portale doppio

Si esamina ora il portale doppio di Figura 3.1, alto H e di luce complessiva
2L. Esso e costituito da tre segmenti, collegati a suolo mediante tre appoggi, e
tra loro con una cerniera multipla in C. Il traverso di sinistra & caricato da un
carico uniformemente distribuito di intensita q.

T \
B cC D
H
A E F
L L

Figura 3.1: Un telaio a due campate ed un piano

La struttura e suddivisibile in cinque elementi, connessi da sei nodi. Se
non si ipotizza alcun comportamento particolare, le linee elastiche flessionali
saranno polinomi cubici, mentre le linee elastiche assiali saranno lineari, a parte
la linea elastica flessionale del tratto BC, che vede la presenza di un integrale
particolare:
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AB 2 3
uy” (r3) = ap + a1xs + asxs + asx;

’UJ?B (333) = bo + b1.§U3

4
x
uQBC (x3) =co+craz+ czwg + c;;:cg + q242,1
uF (x3) = do + dia3
u§P (23) = eo + e1w3 + eaT; + €3] (3.1)

u§’P (z3) = fo+ fizs
u§'" (z3) = go + g123 + 9273 + g3773

u§" (z3) = ho + hizs

DF 2 3
uy t (x3) = mo + mixs + mexs + mary

ul (x3) = np + nyxs

Corrispondentemente, si potranno scrivere trenta equazioni nei sei nodi.

Si puo poi ipotizzare una inestensibilita assiale delle cinque aste, per cui le
linee elastiche assiali sarebbero costanti. Inoltre, le condizioni ai limiti impon-
gono subito che le linee assiali dei tre tratti verticali sono identicamente nulle,
mentre i due tratti orizzontali subiscono lo stesso spostamento assiale 6. Potra
quindi scriversi, in questa ipotesi:

$4

3
24E1

xr3) =eg+ejx3 + ezzv% + €3£E§ (3_2)

2 3
T3) = moy + MmiT3 + Moz + M3xy

Corrispondentemente, si scriveranno venti equazioni ai limiti nelle sole quan-
tita flessionali, imponendo poi anche I'equilibrio del traverso nei confronti della
traslazione orizzontale (equazione di piano).

Un’altra semplificazione si ottiene realizzando che il tratto CE puo essere
considerato un pendolo, non soggetto a momenti o tagli. Puo quindi assumersi
a priori che la linea elastica u§'F (z3) sia lineare. Infine, il pendolo CE puo
anche assumersi estensibile, a differenza degli altri tratti.
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CAPITOLO 3. PORTALE DOPPIO

Nel seguito, si assume il modello definito dalle (), e quindi si scriveranno le
seguenti condizioni ai limiti:

— negli appoggi in A,C' ed F si annullano gli spostamenti trasversali, ed il
momento flettente. L’annullarsi della componente assiale di spostamento & gia
stata considerata, in via preliminare, quando si sono annullate le linee elastiche
assiali dei ritti:

(3.4)

—mAP(H) + mP°0) =0 (3.5)

Le altre due condizioni di equilibrio, relative alle forze orizzontali ed alle
forze verticali:

_4AB nBC _
oE) ) 0 .

nB(H) + 7 (0)

coinvolgono gli sforzi normali, e non possono essere utilizzate in questa fase.
Potranno pero fornire gli sforzi normali, una volta conosciuti i tagli.

Nel nodo triplo in C, le condizioni di congruenza dovranno imporre 1’annul-
larsi dell’abbassamento del nodo, ed uguagliare a ¢ il suo spostamento orizzon-
tale:

)=0
u$P(0) =0 (3.7)
)

Si noti che l'origine del sistema di riferimento del tratto CE ¢ in C, che
di conseguenza l'asse X3 e diretto verso il basso, e quindi ’asse X5 punta ver-
so sinistra. Cio spiega i segni dell’'ultima equazione. Per 1’equilibrio, invece,
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bisognera simulare la cerniera annullando i momenti:

mBC(L)
CD 0)

(
CE(O)

0
m 0 (3.8)
m 0

mentre le restanti equazioni di equilibrio, da leggersi sulla Figura 3.2, coinvol-
gono gli sforzi normali, e quindi non possono essere utilizzate direttamente:

—nBY(L) +n“P(0) —t“F(0) =0
—tB9(L) + n°F0) +t°P(0) = 0

Figura 3.2: La cerniera nel nodo triplo

Nel nodo in D si hanno condizioni simili a quelle imposte in B:

(3.10)

Infine, I'equilibrio del traverso permette di scrivere I’equazione di piano:

—tAB(H) — t9E(0) — tPF(0) = 0 (3.11)

Si ottengono le costanti di integrazione, da cui gli spostamenti trasversali e
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CAPITOLO 3. PORTALE DOPPIO

lo spostamento assiale § del traverso:

qL? w3 (H(H +2L) + 23)

AB _
ur (¥3) = SeET T H(H T L)
W5 (1) = 1 (L — x3) w3 (2L*(2H + L) + L(4H 4 5L)x3 — 4(H + L)3)
2 T 96ET (H+ L)
us? (z3) = qL? 3 (-L? +a3)
2 YT 96EI (H+ L)
u§P () = L (e~ )
2 W T RET P
D (3g) = — qL?® (H —z3) (2H(H + L) + 2Hzx3 — 23)
2 T T96ET H(H + L)
B gHL?
~ 48EI
(3.12)
La deformata si presenta come in Figura 3.3.
Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva :
AB 4L’
m@s) = e+ 1)
L— L? -8(H+L
mBC (1‘3) _ _Q( :E3) ( ( + )ZS)
16(H + L)
cp(py_ s (3.13)
m ) = T )
mCF (z3) =0
pr (47 (H +3)
m ) = e+ L)
Il diagramma del momento si presenta come:
Gli sforzi di taglio si ottengono derivando i momenti :
L3
+AB _ e
@) =~ mE 1)
15C (334) = q(L(8H +9L) — 16(H + L)x3)
3 16(H + L)
L? (3.14)
+CD _ q
(@3) =~ TS+ 1)
tF (23) =0
LS
(DF _ q
@3) = S+ 1)
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EETEI2IRAKII

1 B o D
H
1 A E F
< =< ~ =< ~ =<
| - | - |
Figura 3.3: La deformata del telaio
1] 4
-+ B\v/ D
H

Figura 3.4: Il diagramma del momento flettente per il portale doppio
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CAPITOLO 3. PORTALE DOPPIO

Il massimo valore del momento si attinge in corrispondenza del punto di
nullo del taglio, ossia in:

L(8H +9L)
= 1
8= 96(H + L) (3.15)
ed e pari a : L2sH Ly
o BC ey QLS(BH T
Gli sforzi normali si deducono a partire da condizioni di equilibrio:
AB o qL(8H 4+ 9L)
n ) =~ et )
BC _ qL®
n ) = e I
cp gL?
= 3.17
@) = D) (3.17)
CE _ qL(4H + 3L)
)
DF _ qL2
@) = D)

La scrittura del principio dei lavori virtuali

Per verificare la correttezza dei risultati ottenuti, puo utilizzarsi il principio
delle forze virtuali. Una veloce analisi statica del telaio evidenzia la possibilita
di scrivere nove equazioni di equilibrio, mentre ogni appoggio al piede genera
due reazioni incognite, ed in corrispondenza della cerniera si hanno tre tagli e
te sforzi normali incogniti (come evidenziato in Figura 3.2). Ne segue che la
struttura ha un grado di iperstaticita.

L’analisi cinematica porta ovviamente alla stessa conclusione: la struttu-
ra senza vincoli possiede nove gradi di liberta, in corrispondenza di ciascun
appoggio possono scriversi due equazioni di vincolo, e nella cerniera interna oc-
corre imporre che lo spostamento orizzontale e verticale del nodo sia lo stesso,
generando quindi quattro equazioni di vincolo.

Si sceglie allora la struttura isostatica equivalente di Figura 3.5, e si utilizza
il principio dei lavori virtuali al fine di calcolare la corrispondente incognita
iperstatica, ossia il momento flettente in B.

Il sistema di spostamenti e quello reale, e puo leggersi sullo schema di Figura
3.1, o equivalentemente sullo schema isostatico equivalente di Figura 3.5. Esso
¢ sicuramente congruente. Il sistema di forze si deduce dallo schema di Figura
3.6, ed & costituito da due coppie unitarie, uguale e contrarie, agenti in B, e
dalle risultanti reazioni vincolari. Esso € quindi in equilibrio.

Il principio delle forze virtuali si scrive :

M ds
Ml
/5 EI
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/ C D
H
A E ¥
L L

Figura 3.5: Un sistema isostatico equivalente al portale di Figura 3.1

1
o

T AL : .
H
1 A E F
BYYIIRY BYYYIRY BYYYRRY
% - % - %
Figura 3.6: Il sistema di forze virtuali
T 4
1 C\B c D
H
1 A E F
BYYYIRY BYYYYRY DYDY
L L

Figura 3.7: Il sistema Sy caricato dalle sole forze esterne
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CAPITOLO 3. PORTALE DOPPIO

dove M’ ¢ il diagramma dei momenti sullo schema di Figura 3.6, ed M ¢ il
momento calcolato sul sistema di Figura 3.1 (o sullo schema equivalente di
Figura 3.5). A sua volta, il principio di sovrapposizione degli effetti permette
di scrivere:

M = Mo+ XM’ (3.19)

dove M dovra essere calcolato sullo schema Sy di Figura 3.7:
Sara quindi:

Mo+ XM'") d
/M’—( 0+EI Jds (3.20)
da cui I'incognita iperstatica:
fs M/MO ds
X =T (3.21)

Lo schema Sj vede il momento non nullo solo sulla campata BC, che si
comporta come trave semplicemente appoggiata:

. BO () -
H
1 A E F
~<s < ~s < ~<S<
| - | - |
Figura 3.8: Il momento My
Segue quindi subito :
q
m§ (z3) = Sws (L — x3) (3.22)

2

Il diagramma M’ si pud tracciare immediatamente sul tratto AB, dove &
lineare ed assume valori noti agli estremi. Il taglio su AB & uguale e contrario
al taglio in F'D, e quindi inclinazione dei due tratti di diagramma & anch’essa
uguale e contraria. Il resto € banale:
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=

—4 ()
BC\// -
H
A E F
NN NN NN
| L | L |
x x x
Figura 3.9: Il momento M’
’ X
AP () = 22
m B (z5) =1 — a;,
op 24 (3.23)
m (3) = T
’ X
m PF (z3) =1 - ﬁ?’
Il calcolo della incognita iperstatica ¢ immediato :
L x
X o 2y s (L—x3) (1 - %) das
- H (3512 L 232 L (25\2 H 232
Jo (52)" das+ [o (1= 3)" das + [y ()" das + [y (1— )" das
_ L
- 16(H+1L)
(3.24)
38
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Capitolo 4

Un telaio con bipendolo
interno

Si vuole conoscere la deformata della struttura in Figura 4.1, insieme alle carat-
teristiche della sollecitazione interna. I tratti sono assialmente deformabili, e la
soluzione in ipotesi di inestensibilita assiale & ottenuta portando ad infinito la
rigidezza assiale delle aste. Il telaio non e soggetto a carichi distribuiti, e quindi

4+ 2
L
M
L os A D )
: eSS
L
e E
L L 2L

Figura 4.1: 11 telaio di esempio

le linee elastiche flessionali saranno polinomi cubici, mentre le linee elastiche
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assiali saranno lineari:

u?B (x3) =ao+a1zs + agxg + azx3

u?B (x3) = bg+ bias

uBC (z3) = co + 123 + ot + c3

uBC (z3) = do + dyx3

uSP (z3) = eg + 13 + ears + e3Th (4.1)
u§P (x3) = fo+ frxs .
Ug)E (z3) = go + g123 + g223 + g3

ud® (x3) = ho + hixs

ul (x3) = ko + k123 + kol + kg3

uP (x3) = mo + myxs

Le condizioni ai limiti da imporre saranno:
— nell’appoggio in A si annullano ambedue le componenti di spostamento,
ed il momento flettente:

uz?(0) =0
uf?(0) =0
mAB(0) =0
— nel nodo in B si hanno le condizioni di congruenza:
uy (L) = —ug’(0)
uz P (L) = uy’“(0) (4.3)
¢"P(L) = ¢P(0)
e le tre condizioni di equilibrio :
tAB (L) + nFC(0)
—nAB(L) + t5C(0)
—mAB(L) + mPC(0) =0

(4.2)

=0
=0 (4.4)

In corrispondenza del bipendolo sono permesse le discontinuita negli sposta-
menti verticali. Sono pero da imporre le due condizioni di congruenza:

ug (L) = ug”(0)

4.5
#P(L) = 67 (0) )
e le quattro condizioni di equilibrio:
tBC(L)y=0
t°P0) =0
BC CcD (4'6)
n”" (L) =n"7(0)
mP¢(L) =m°P(0)
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Nel nodo triplo, in D, bisognera rispettare la congruenza degli spostamenti
e delle rotazioni tra il tratto C'D ed il tratto DE:

Sono automaticamente soddisfatte le condizioni di congruenza tra gli spo-
stamenti di DFE e di DF'. Restano da imporre le tre equazioni di equilibrio:

—t“P(L) +tPF(0) + nPF(0)
—nP(L) 4+ nPF(0) — tPF(0)
_mCD(L) 4 mDF(O) 4 mDE(O)

0
0 (4.9)
0

Nell’appoggio in E si annullano spostamenti e momenti:
0
u?F(L) =0 (4.10)
0

mentre nel carrello in F' la congruenza imporra ’annullarsi dello spostamento
verticale:

u?F(20) =0 (4.11)
ed infine, per I'equilibrio:

nP¥(20) =0 (4.12)

mPF(L) =M .

Risolvendo le trenta equazioni si ottengono le costanti di integrazione, da
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cui si deducono gli spostamenti trasversali:

ufB (z3) = /;/2123 (—18EI? + 45EAFEIL? — 28EA’L*+

EA(-3EI +4EAL?) x3)

ubY (z3) = — /1\/2123 (3EI —4EAL?) (6EI — AEAL? + 3EALu3)
uSP (z3) = % (54EI°L 4+ 111EAEIL? — 20EA*L°
+2 (—9EI* + 9EAEIL? + 4EAL*) 23+
3EAL (—3EI + 4EAL?) z3)
L —
ubP (z3) = % (=6 (—3EI* + EAEIL? + 4EA*L") +

2EAL (-3EI + 4EAL?) x5 + EA (3EI — AEAL?) 3)

M (2L —
uzDF (1,3) — ( A $3)
EA(3EI +10EAL?) x3)

(3EI (3EI +10EAL?) + EAL (15E1 + 8EAL?) 3+

(4.13)
e gli spostamenti assiali :

u‘343 (z3)=0

<

ufC (z3) = ox (FBEI+4BAL?) (—EIL + EAL® + Elx;)

WS (a3) = X (=3EI +4EAL?) (EAL® + Elx3) (4.14)

= W (3EI+10EAL?)

uf" (x3) = % (=3EI* + EAEIL? + 4EA’L")

<

uf® (w3)

con:
A = EAEIL (9EI + 16EAL?) (4.15)

Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva :

(3EI —4EAL?) Muas

I8EIL + 32EAL?
(3EI —AEAL*) M

18EI + 32EAL?
(3EI —4EAL*) M
18ET + 32EAL?
(3EI —4EAL*) M (L — z3)

I8ETL +32EAL3
M (3EIL —4EAL® + (3EI + 10EAL?) 23)
9EIL + 16EAL?

AB(

m-e (x3) =

BC(

m-Y (x3) =

CD ( (416)

m~Y (x3) =

DE(

m>~" (z3) = —

DF(

m- (x3) =

42 Esercizi di Scienza delle Costruzioni
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(3EI —4EAL*) M

4% (@3) = “RErT T 32EAL?

tPC (x3) =0

tCD (1,3) _

DE () (3E1 —4BAL?) M
1SETL + 32EALS

I (1) = (3EI +10EAL?) M

9FIL + 16 EAL?
nAB (xz3)=0

(=3EI +4EAL*) M

BC _
W () = S RETL T 32BALS
2
nCP (25) = (=3EI +4EAL*) M
18EIL + 32EAL3
3ET + 10EAL?) M
nDE (1‘3) — _ ( )

9EIL + 16EAL3
nPF (23) =0

Il caso di inestensibilita assiale

(4.17)

(4.18)

Nel caso si vogliano ritrovare i risultati ottenuti in ipotesi di inestensibilita

assiale, occorre operare il limite per EA che tende ad infinito.

semplificano notevolmente:

B Mzs (77L2 + m%)

ug" () 18ETL
WP (25) = M (4518*];?3) z3
5 (aq) = M DL+ 2L +0d)
WD (gg) = AL T8) iZZ; 2La; + a3)
uy" (x3) = ML = ZZ)E:U;’LML + 5x3)
mAB (1) 7/\;152/3
mBC (x3) = —%
meP (a5) = 24
mPE ($3) _ M (gL— $3)
mP" (23) = %M (—2 + 5z‘3>
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(z3) = 8L
P (x3) = 0
cD _
77 (z3) =0 (4.21)
M
(DE __M
(x3) 3L
5 M
4DF _aM
(@3) =37
Il diagramma dei momenti ¢ riportato in Figura 4.2.
YA
+ a
L
al F M
N i D o
~ 5~
L
1 E
BRI RY
L L 2L

Figura 4.2: Il diagramma del momento

Gli spostamenti assiali delle aste verticali sono nulli, mentre i tre tratti
orizzontali traslano della medesima quantita:
ML?
Flag) === (4.22)

7 8EI

ug @ (a3) = ug'” (23) = uy

chiaramente visibile nella deformata di Figura 4.3.
Lo spostamento relativo in corrispondenza del bipendolo sara calcolabile
come :

ML?
FOL) = -

A § = es — sin = gr 0) — 4.23
Uy = U2q U2 uy 7 (0) — ug SEI ( )
La rotazione in corrispondenza della coppia sara invece :
dud¥ (z3=2L) 7 ML
¢F:,w777 (4.24)

dxs 12 EI

L’ipotesi di indeformabilita assiale
Se si assume a priori che le aste siano assialmente indeformabili, le linee elastiche

assiali si riducono a costanti. In corrispondenza dell’appoggio in A lo sposta-
mento assiale & nullo, quindi la linea elastica u4'? del tratto AB & identicamente
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+ A&
L
CcH D F M
1 )
L
1 E
L L 2L

Figura 4.3: La deformata

nullo. Analogamente si nota che u2® dovra annullarsi. Inoltre, in corrisponden-
za del bipendolo e del nodo D la congruenza impone che gli spostamenti assiali
siano uguali per i tre tratti orizzontali. In definitiva, quindi, I’esame preliminare
delle deformate assiali ha portato a scrivere:

ug? (z3) =0
uF (v3) = u§? (v3) = ud¥ (23) =6 (4.25)
uf® (x3) =0

11 telaio, quindi, ha una sola incognita assiale (telaio ad un nodo spostabile). Le
linee elastiche flessionali saranno polinomi cubici:

ufB (x3) =ao+a1zs + agxg + aggcg

uBC (z3) = co + c123 + cox? + cax

uQCD (z3) = €9+ e1x3 + egacg + 631}§ (4.26)
uy” (x3) = go + 9173 + gaw3 + gs7}

ud (x3) = ko + kyas + kox3 + kzah

Le condizioni ai limiti da imporre saranno ora relative solo al quadro fles-
sionale, mentre le equazioni di equilibrio in cui compaiono gli sforzi normali
saranno utilizzate a posteriori:

— nell’appoggio in A si annullano gli spostamenti trasversale, ed il momento
flettente:

u3? (0)

mAB (0)

0 4.27
0 (4.27)
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— nel nodo in B si hanno le condizioni di congruenza:

ugP (L) = —6
uB(0) =0 (4.28)
¢"P (L) = ¢"¢(0)
e la condizione di equilibrio :
—mAP(L) + mPC0) =0 (4.29)

In corrispondenza del bipendolo sono permesse le discontinuita negli sposta-
menti verticali. Sono pero da imporre le due condizioni di congruenza:

¢"(L) = “P(0) (4.30)

e le tre condizioni di equilibrio :
0
m

Nel nodo triplo, in D, bisognera rispettare la congruenza degli spostamenti
e delle rotazioni tra il tratto C'D ed il tratto DE:

uy P(L) =0
udF(0) = —o (4.32)
¢“P(L) = ¢"F(0)
ed anche la congruenza tra i due tratti orizzontali CD e DF:
us P(L) = ux" (0)

¢CD (L) — (z)DF (O) (433)

Sono automaticamente soddisfatte le condizioni di congruenza tra gli spo-
stamenti di DE e di DF'. Resta da imporre ’equazione di equilibrio:

—mP(L) + mPF(0) + mPF(0) =0 (4.34)
riservandosi le altre due:

7tCD(L)+tDF(O)+nDE(O)

=0
—n“P(L) + nPF0) - tPF(0) =0 (4.35)

per il calcolo degli sforzi normali. Nell’appoggio in F si annullano spostamenti
e momenti:

u (L)

0
mPE(L) =0

(4.36)
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mentre nel carrello in F' la congruenza imporra ’annullarsi dello spostamento
verticale:

ud"(2L) =0 (4.37)
ed infine, per I'equilibrio :
mPF (L) = M (4.38)
Infine, I'equilibrio del traverso BF' alla traslazione orizzontale fornisce :
tAB(L) —tPE(0) =0 (4.39)

Risolvendo le ventuno equazioni si ottengono le costanti di integrazione, e lo
spostamento § del traverso:

a0:a2260263263:k020

LM
M TRET
a5 = M
ASETL
LM
T TR
oy = M
16E1
_ BL*M
0= T REL
ML
TR
ey — M
16E1
ML? (4.40)
90 = TRET
ML
g1 = @

_ M
g2 = —@
M
9= REIL
ML

b=
M
by = oo
B 5M
3T TUSEIL
ML
- 8EI

ritrovando gli stessi risultati del caso generale.
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L’utilizzo della teoria di Timoshenko

Si ipotizza ora che le travi siano deformabili a taglio, e quindi caratterizzate da
una rigidezza tagliante GA, finita, dove G & il modulo di elasticita tagliante,
As = KA & Uarea resistente a taglio e k ¢ il fattore di taglio. Si assume invece
EA = .

E’ opportuno ricordare che tale ipotesi ha una sua logica quando le travi
si presentano tozze, oppure se si ha ragione di ritenere che il materiale di cui
& costituita la struttura sia caratterizzato da un basso valore del modulo G di
resistenza a taglio. In tali casi, la teoria di Eulero-Bernoulli & inapplicabile,
ed occore rinunciare all’ipotesi che la sezione retta si conservi ortogonale al-
I’asse neutro deformato, sostituendola con altra opportuna ipotesi sul modo di
deformarsi della sezione retta.

La piu’ semplice ipotesi, che tenga in conto la deformabilita a taglio, ma
che non rinunci alla conservazione della planeita della sezione retta, ¢ dovuta
a Timoshenko, e porta a scrivere la rotazione della sezione retta come somma
della rotazione dell’asse neutro, e di una quantita ¢ (x3):

o5 =~ 221D ) (4.41)
X3
A differenza di quanto accade nel modello di Eulero-Bernoulli, dove tutto
viene espresso in funzione della sola funzione us, della sola variabile x3, nella
teoria di Timoshenko si hanno due funzioni incognite indipendenti.
Utilizzando la (4.41), la terna di spostamenti che caratterizza il modello si
scrivera:

uy (@1, 22, 23) =0

uz (z1,72,73) = ug (23) (4.42)
dug (z
(1,2, = s (1) + 6 )2 = s (1) = T2 g 1 ()
Sorge quindi anche una deformazione tagliante:
d d
eyy — Ws(23)  do(z3)
dX3 ng
(4.43)
— 11/,( ) = 1 b+ dus (23)
€2 = oW =5 dxs

che a sua volta permette di definire lo sforzo di taglio come risultante delle
tensioni oo3:

M = EI%
3 4.44
T = GA, <¢+du?(fc3)) 444)
dX3

Utilizzando le ben note relazioni di equilibrio tra carico applicato, taglio e
momento flettente, che non dipendono dalla particolare teoria adottata:
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dT
dx;
dM
dxs

si ottengono subito le due equazioni differenziali accoppiate nelle due incognite
¢ ed usg:

(4.45)

GAs (¢/ + UIQI) —-q
El¢" = GAg (¢ + ub)

dove — come usuale — 'operazione di derivazione rispetto ad x3 ¢ stata indicata
con D’apice.

Invece di utilizzare, per ciascun elemento, le due linee elastiche (4.46), si
puo introdurre una funzione ausiliaria 7 (x3), che permette di ricondursi ad un
problema ai limiti simile al problema del quarto ordine di Eulero-Bernoulli: a
tal fine basta definire la funzione ausiliaria n (z3) in modo che sia:

EI

(4.46)

ug (x3) =n — "
2 () == Ggn (4.47)
¢ (z3) = -1’
Ne segue che le caratteristiche si esprimeranno come:
M = -EIn"
. 7EIZ,,, (4.48)

Utilizzando le (4.47) si soddisfa identicamente la seconda equazione differen-
ziale, mentre la prima diviene:

EIn'"" =q (4.49)

Le condizioni ai limiti devono essere convenientemente espresse in termini
della funzione ausiliaria 7, anche se ¢ immediato realizzare che — a parte l'inca-
stro — le condizioni ai limiti pitt usuali si trasferiscono inalterate alla funzione
1. Per l'incastro, invece, occorrera imporre le due condizioni di congruenza:

EI , 0
n- n =
GA, (4.50)
n'=0

Si inizia allora col porre, ferme restando le (4.25) relative agli spostamenti
assiali:

0P (x3) = ag + a1w3 + ax3 + azah

nBY (x3) = co + 123 + cox2 + 32

NP (z3) = eg + e1x3 + eats + e3xs (4.51)
nPF (23) = go + g123 + 9223 + g3 3

nPr (x3) = ko + k123 + k2x§ + k3x§
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Le condizioni ai limiti da imporre saranno identiche a quelle illustrate nel
paragrafo precedente, ma andranno tradotte in termini di funzione ausiliaria,
secondo le (4.47) e le (4.48). Sara quindi:

2EIa2

40T TaA,
a2:0

EI (2a5 + 6 La:
§+ao+La1+L2a2+L3a3—(aé+as):0

S

QEICQ

Co — GA =0

—ay —2Lay — 3L%a3 + ¢, =0
2a9 + 6Las — 2¢co =0

—c1 —2Leg —3L%c3+e, =0
—2¢9 — 6Lc3 +2e5 =0

C3 = 0
€3 = 0
EI(2e5+6L
60+L61+L262+L363—$:0 (452)

QEIgz
) — =0

+ 90 GA.
—e1 — 2L62 — 3L2€3 +g1 = 0

EI(2 6L 2ETk
60+L61+L262+L363— %—ko—‘r GAf =0

—e; —2Les —3L%3+ k1 =0
FEI (262 + 6L63) — QEIQQ — 2EI]€2 =0
_ EI(2g2 +6Lgs)

go + Lg1 + L?go + L3 G =0

292 +6Lgs =0

ko + 2Lk + 4Lk + 8Ly — L1 (2k; +12Lks) _
GA,

—~M — EI (2ky + 12Lk3) =0

—az+g3 =0

Risolvendo le ventuno equazioni si ottengono le costanti di integrazione, e lo
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spostamento § del traverso:

ag=ags =c3=e3 =10
18E1% — 33EIGA,L? + 14GA2L*
T2EI2GA,L + 96EIGA2L3
3EI — 2GA,L?
 T2EI?L + 96EIGA,L3
(=3EI +2GA,L*) M
O T 4GA, (3EI + 4GA,L?)
(3EI —2GA,L%)* M
" 12EIGA,L (3EI + 4GA,L?)
3EI — 2GA,L>
" 24FI? + 32EIGA,L?
_ 15BIL% — 10GA,L*
~ T2EI? + 96FEIGA,L>
9EI? — 3EIGA,L* — 2GA2L*
36EI2GA,L + A8EIGA2L3
3EI — 2GA,L>
" 24FI? + 32EIGA,L? M (4.53)
_ 3EI? + EIGA,L* — 2GA2L*
9= T19EIPGA, + 16EIGA2L?
M ML
T1GA.L T 6EI
3Bl -2GA,L?
"~ 24EI2? + 32FIGA,L>
3EI — 2GA,L>
" T2EI’L + 96EIGA,L?
3EI — 2GA,L>
" 6EIGA, +8GA2L?
M ML
T AGALL t 6T
3EI — 2GA,L>
" 12EI% + 16EIGA,L?
3EI + 10GA,L?
" 72EI?L + 96EIGA,L3

M

a] = —

M

az =

Cc1 =

Cy =

€o

M

€1 = —

€9 =

M

g1 =

92 M

g3 =

ko = M
ky =

ko =

ks =

Lo spostamento del traverso e esprimible come:

3EIL? —2GA,L*

0= —hEPE T 16EIGA,L?

M (4.54)
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Gli abbassamenti e le caratteristiche sono forniti da:

(3EI — 2GA,L*) Mas (TL* — %)

AB _
vz (@) = T 3BT + 4G ALLY)
(3EI —2GA,L*) Mx3 (6EI — AGA,L? + 3G A Lus)
ulC (z3) = —
2 24EIGA,L (3EI 4+ 4GA,L?)
WGP () = (3EI —2GA,L*) M (L — x3) (6EI +5GA,L* + 3GA,Lx3)
2 24EIGA,L (3ET +4GA,L?)
WD (2) = (3BT —2GA,L*) M (6L% — 8L2x3 + 3Laj — x3)
2 24EIL (3EI + 4G AL?)
WP () = M (2L — z3) x3 (8L (3EI + GA,L?) + (3EI + 10GA,L?) x3)
2 24EIL (3EI +4GA,L?)
(4.55)
3ET — 2GA,L?
mAB (xg) — ( £ ) T3
4(BEIL +4AGAL3)
3EI — 2GA,L?
BC _ s
) = R 160G A, L2
3EI — 2GA,L?
CD _ s
m @) = R 16GA, L2 (4.56)
DE (=3Bl +2GA,L?) (L — x3)
m ) = BRIy acA ) M
pr, «  M(6EIL—4GA,L? + (3EI +10GA,L?) x3)
m (@a) = A(3EIL + 4GA,L3)
B () (3EI —2GA,L*) M
(@3) = I BEIL T 1GALY)
7% (23) = 0
CD _
£ (w3) =0 (4.57)
1D (23) = (-3EI +2GAL*) M
T8 = T (BEIL + AGA,L?)
IDF (1) = (3EI +10GA,L?)
©3) = L BEIL + 4GA,L?)

L’influenza delle deformazioni da taglio

Per valutare 'influemza delle deformazioni taglianti, &€ usuale definire un para-
metro adimensionale, che misuri contemporaneamente la snellezza della trave e
la sua deformabilita a taglio. Nel caso in esame, in cui gli elementi hanno uguali
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rigidezze flessionali e taglianti, ed in cui l'intera struttura e definita attraverso
il singolo parametro geometrico L, il parametro naturale é:
GA,L?
o =
EI

(4.58)

Ad esempio, utilizzando questo parametro, lo spostamento del traverso puo
scriversi: )
24 — 16a ML
0=———"-"—"—"—" 4.59
12+ 16 8ET ( )

ed & immediato realizzare che per a — oo si ritrovano i risultati previsti dalla
teoria di Eulero-Bernoulli.

Per un elemento di luce L = 5 metri, con sezione retta rettangolare di base
30 centimetri ed altezza 40 centimetri, con modulo di Young pari ad £ = 300000
Kg /cr1127 e modulo di Poisson pari a 0.25, si ha un momento di inerzia pari ad
I = 160000 cm?, un’area efficace a taglio pari ad A, = 1020cm?(assumendo,
come usuale, un fattore di taglio pari a k = 0.85, e quindi il parametro « ¢ pari
a 637.5. Ne segue che lo spostamento del traverso e pari a:

ML?

0 = 0.996475 SET

(4.60)

La verifica col principio delle forze virtuali

La struttura presenta due tratti, quindi possono scriversi, per essa, sei equazioni
di equilibrio. I vincoli sviluppano sette reazioni (due per ciascun appoggio, due
per il bipendolo interno, una per il carrello), e la struttura possiede un singolo
grado di iperstaticita. Scegliendo la reazione X del carrello quale incognita
iperstatica, si ottiene il sistema isostatico equivalente (S.I.E.) di Figura 4.4, ed
esso verra assunto quale sistema di spostamenti. Il sistema di forze virtuali,
invece, € riportato in Figura 4, sicche il principio dei lavori virtuali si scrivera:

. %Ml ds=0 (461)
dove M ¢ il momento flettente calcolato sullo schema degli spostamenti di Figura
4.4, ed M; e il momento calcolato sullo schema delle forze di Figura 4. 1l

momento M puo ora ottenersi, applicando il principio di sovrapposizione degli
effetti, come:

M = My + XM, (4.62)

dove Mj ¢ il momento per la struttura di Figura 4.6, con 'incognita iper-
statica rimossa e caricata dai soli carichi applicati. La (4.62) diviene:

M, M} B
da cui la richiesta incognita iperstatica :
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| L | L | 2L |
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Figura 4.4: Un possibile sistema isostatico equivalente
+ =&
L F=1
C D F
1 5 @
L
| E
L L 2L

Figura 4.5: 1l sistema .S; di forze virtuali per il calcolo della reazione
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fs M()Ml ds

X =
[, M?ds

(4.64)

Restano quindi da calcolare i momenti My ed M; sulla struttura isostatica,
e svolgere due integrali.

Figura 4.6: Il sistema isostatico Sy caricato dai soli carichi applicati

Il diagramma M,

Il calcolo delle reazioni e’ immediato, a partire dalle equazioni di equilibrio del
primo tratto e della intera struttura:

at+c=0

(4.65)
at+e+M=0

La reazione ¢ del bipendolo deve essere una forza orizzontale, mentre la
reazione a dell’appoggio deve passare per il punto A. Poiche esse devono farsi
equilibrio, la reazione a passera per 'appoggio in A e sara orizzontale.

La seconda equazione indica che le due reazioni a ed e devono equilibrare
la coppia applicata, quindi devono essere parallele, e formare una coppia oraria
di valore M. Ne segue che anche e sara orizzontale, e che il valore assoluto delle
reazioni sara é\—l Le reazioni sono quindi disegnate in Figura 4.7.

Il diagramma del momento, riportato in Figura 4.8, puo tracciarsi a partire
dal punto A. Sul tratto verticale AB esso varia linearmente, da zero in A ad %in
B, e dev’essere riportato dalla parte delle fibre tese. In B I’equilibrio del concio
B permette di ottenere il primo valore del tratto BD, e quindi si puo tracciare
il diagramma fino a D: esso sara costante, in quanto dovuto sempre alla sola

reazione R 4. Lungo DF esso sara ancora costante, e pari alla coppia applicata
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Figura 4.7: Le reazioni vincolari sullo schema Sy

M, e sempre da riportare dalla parte delle fibre tese (intradosso). Infine, lungo
il tratto verticale DFE esso varia linearmente da zero, in corrispondenza dell’ap-
poggio in F, ad %in D. Un’utile verifica consiste nel controllare che il nodo D
sia equilibrato. Analiticamente avremo quindi:

MBD — M
0 2 (4.66)
MPE =M
M T
DE T _ i
My 2 (1 L)

Si noti che si & indicato con M’ il momento sul tratto I.J in cui I ¢ il
nodo iniziale e J il nodo finale. Di conseguenza, I’asse x3 va dal nodo I al nodo
J, e l'asse xo forma con esso un angolo di /2 in senso antiorario. Infine, il
diagramma del momento sara positivo se riportato dalla parte di o > 0, sara
negativo altrimenti.

Il diagramma M,

Sullo schema di Figura 4 l’equilibrio del primo tratto e l’equilibrio globale
dettano:

at+c=0

(4.67)
at+e+F=0
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Figura 4.8: Il diagramma M calcolato sullo schema Sy

Ne segue anche in questo caso che la reazione a & orizzontale, mentre ora la
seconda equazione impone che le tre forze F', a ed e debbano concorrere in un
punto, ottenendo la situazione di Figura 4.9.

Il diagramma del momento, riportato in Figura 4.10, puo ottenersi partendo
dal punto F', dove si annulla, e proseguendo verso D, dove giungera con un valore
pari a 2F L. Esso andra riportato dalla parte della fibre tese, ossia all’estradosso.
Proseguendo lungo BD il diagramma del momento sara costante, e pari ad F'L.
E’ infatti immediato realizzare che in qualsiasi punto del tratto BD il momento
¢ dovuto allla forza F' ed alla reazione e, e che nel punto M™* di intersezione tra
e ed il traverso l'effetto di e si annulla. Una semplice proporzione geometrica
permette di situare M* a distanza L dalla forza, e quindi il valore del momento
in M* e pari ad FL.

In B il diagramma si ribalta, e prosegue fino ad annullarsi in A. Lungo DFE,
invece, ’equlibrio del nodo permette di calcolare il momento lungo DFE come
FL, e si conclude portandolo ad annullarsi in E. Analiticamente si ha:

M{AB = —Fu,q
MPP = —FL

MPF = —2FL (1~ ;”—Z) (4.68)
MPE — (1 - %)

Il calcolo degli integrali

Il numeratore sara fornito da:
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Figura 4.9: Le reazioni vincolari sullo schema S

L 2L
L
num = — /MOMlds = M/ x§ dxs + M—/ drs+
s 2L 0 2 0

2ML/02L (1—;”%) dm—k% OL (1—%)2@;3:?/\@2

(4.69)

dove si ¢ assunta F' unitaria. Analogamente, il denominatore sara pari a :

da +4L2/2L(1 x3)2dx+
3 e 3

L 2L
den = /Mfds = / x5 drs + L?
s 0

[ ) e

0

(4.70)
Infine, la richiesta reazione sara pari a :
5 M
X==-= 4.7
ST (4.71)
L’effetto del taglio
Sara ora : u
T

ed applicando anche in questo caso il principio di sovrapposizione degli effetti:
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My
—M,d X
/SEI s /

da cui:

2L

X = —

M2 T
d Tids+ X
El 8+/SGAS 145+ /

fs %Mlds + fs G’LXSTIdS

J, s +

Per derivazione, si ottiene subito :

ed ancora :

da cui segue, con F unitaria:
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M

TAB _

0 2L
TP =0
Pr =0

M

TDE _

0 2L

TPP = —F
TEP =0
PF =F

TPE — _F

ds

GA;

Figura 4.10: 1l diagramma M; calcolato sullo schema S;

ds=0

(4.73)

(4.74)

(4.75)

(4.76)
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To _ MF[F MFE (b M

s GA; T 2LGA, GA,
T1 F2 L F2 L F2 2L F2L 4L
ds = d — drs =4 =
/ A, = aa, ), “ Tt aa; /0 GA, J, TG, T aa,
(4.78)
Sara quindi, in definitiva:
10 L2 +
3 FEI " GA,
X = WM (4.79)
367 T GA,

che potra anche scriversi, convenientemente:
10 GA, L2
X_JGAEI+GA _ 10a+3 M

T 16GA.L3 - T
3GAEI+GA 16+ 12 L

NB. 1l risultato coincide con quello ottenuto tramite equazione della linea
elastica di Timoshenko:

(4.80)

3EI + 10GAL?

p— 4. 1
12EIL+16GA5L3M (4.81)
L’effetto dello sforzo normale
Sara, ora:
M N

ed applicando anche in questo caso il principio di sovrapposizione degli effetti:

/ Md+X/M1d+ Nd+X/N12d =0 (4.83)
T2 R EAY CEATT '

da cui:

[, 28 Myds + [, 5% Nids
/. Mlds—l—f 1ds

Le equazioni di equilibrio nei nodi permettono la deduzione degli sforzi
normali, per cui:

X=— (4.84)

NgB =0
NBD _ _M
0 2L (4.85)
NPF =
NP =0
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NAP =0
NBP = F
NPF =
NPE = _F
da cui segue, con F' unitaria
No MF  [2F M
—=-Nyds = ————— drs = ———
/gEA = TorEA ), YT TEA

N F? F2L
/1d—— dxg—i—EA/ drs = i

Sara allora:

10 L?

_ 3 FI T EA M
16L3
3EI EA

coincidente con quanto ottenuto con la linea elastica:

_ 3EI+10EAL?
~ 9EIL + 16EAL3

3L

" EA

La presenza di un cedimento anelastico

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)

(4.90)

Si immagini ora che la stessa struttura di esempio subisca un cedimento verticale
anelastico vy dell’appoggio centrale, come illustrato in Figura 4.11.

4+ A
L
NI A D g
g IESS
L
e E
Tvo
L L 2L

Figura 4.11: 11 telaio soggetto a cedimento anelastico
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Nell’ipotesi generale di deformabilita assiale finita, 'unica condizione ai li-
miti da modificare riguarda lo spostamento assiale del nodo E. Esso non & piu
nullo, come nella (4.10), ma pari al cedimento anelastico vy, sicché nel nodo E
si dovra scrivere:

ub (L) =0
uf® (L) = vo (4.91)
mPE(L) =0

Se invece si ipotizza che le deformabilita assiali siano infinite, la linea elastica
assiale del tratto verticale DFE non ¢é pitu identicamente nulla, ma € costante, e
pari a:

ul? (x3) = vg (4.92)

Ne segue che la condizione di congruenza (4.32) in D dovra essere sostituita
dalla condizione:

u§P (L) = v (4.93)

Questa e 'unica modifica, e porta agli spostamenti trasversali:

(72L2M + 3Elv0) T3 (7L2 — x%)

AB B
v ) = 9GEIL3
uf (v3) = (—2L°M + 3EIvy) (4L — 3x3) a3
? ’ 96E L2
us’® (x3) = 3EIvy (37L% — 2Lay — 323) + 2L M (-5L% + 2Lay + 313)
’ ’ 96E L2
WDE () = (—2L2M + 3EIvy) (L — x3) (6L — 2Lx3 + a3)
’ ’ 96FEIL3
’ v 96ETL3 ( |
4.94
ed alle caratteristiche:
A, (2L°M —3EIv) a3
e ws) = 16L3
M 3EIv
BC _ 0
m (‘TB) = *@ + 1612
M 3E1U0
cD
Y 4.
m©~ (x3) 5 oI (4.95)
mPE (24) = (2L2M — 3EIvg) (L — x3)
° 16L3
mPF (25) = 2L° M (—2L + 5z3) 4+ vo (6EIL — 3EIx3)

16L3
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(2L2M — 3E1vy)

AB _
7 () = 16L3
tBC (1'3) =0
tP (w3) =0 (4.96)
22 M — 3EIv
DE _ 0
17 () = 16L3
10L2M — 3EIv
DF _ 0
7 (ws) = 16L3

L’effetto del cedimento & chiaramente distinguibile dall’effetto della coppia
applicata. Il diagramma dei momenti dovuto al cedimento anelastico — e quindi
per coppia nulla — e riportato in Figura 4.12

LLL L L
4+ A
L
1k C@ F

D

~ <
L
1 E
T I
L L 2L

Figura 4.12: Il momento generato dal cedimento anelastico

Gli spostamenti assiali dell’asta verticale AB sono nulli, quelli dell’altra asta
verticale DFE sono pari al cedimento imposto vy, mentre i tre tratti orizzontali
traslano della medesima quantita:

BC CD (

ML? 3
uz~ (r3) = ug F( >

== 4.
)= %1 " 16 0 (4.97)
chiaramente visibile nella deformata di Figura 4.13, dove ancora una volta

I'effetto della coppia ¢ stato annullato:

x3) = u?

Il principio dei lavori virtuali

Con il sistema isostatico equivalente di Figura 4.14, assunto come sistema di
spostamenti, e col sistema di forze virtuali di Figura 4, il principio dei lavori
virtuali si scrive ora:
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Figura 4.13: La deformata generata dal cedimento anelastico

M
/S 2 Mids = RL,v0 (4.98)

dove R}Eh ¢ la reazione verticale dell’appoggio in E calcolata sullo schema
delle forze, ossia sul sistema di Figura 4.

Il momento M puo ora ottenersi, applicando il principio di sovrapposizione
degli effetti, come:

M = My + XM, (4.99)

dove M, e il momento calcolato sullo struttura isostatica, e caricata dai soli
carichi applicati. La (4.98) diviene:

M, M?
E—;Ml ds+ X / E—]{ ds = REyvo (4.100)
da cui la richiesta incognita iperstatica :

RlEh’UO — fs MOM1 dS

X =
[, M3 ds

(4.101)
Sia My che M; sono gia stati calcolati in precedenza, quindi resta solo da
dedurre la reazione R}Eh, e cio si puo ottenere dall’equilibrio del secondo tratto

alla traslazione verticale sullo schema S; di Figura 4:

R, +F =0 (4.102)

e quindi, essendo F' unitaria:
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tw

Figura 4.14: Un possibile sistema isostatico equivalente

RL, = —1 (4.103)
La (4.101) porge allora, utilizzando le (4.66) e le (4.68):

—vo+ QML 3BTy, + 10ML2

16L3 - 3
35T 16L

X = (4.104)

coincidente con quanto ottenuto con la linea elastica.

La presenza di un cedimento elastico

Se ’appoggio in E subisce un cedimento elastico verticale, come schematizzato
in Figura 4.15, si puo ipotizzare che esista la relazione lineare:

uy®(H) = —¢, R, (4.105)

tra lo spostamento assiale dell’estremo E e la reazione verticale dell’appoggio.
Il vincolo & quindi definito dal valore della costante di cedibilita ¢,. Per ¢, =0
si ritrova ’appoggio perfetto, mentre ¢, = oo riproduce un carrello a piano di
scorrimento verticale.

Nel vincolo in E, comunque, la reazione verticale Rgp € uguale allo sfor-
zo normale nPF in z3 = L. Ipotizzando quindi che le aste siano assialmente
deformabili, si dovra solo modificare la condizione ai limiti che riguarda lo spo-
stamento assiale dell’elemento DE. Al posto delle condizioni (4.10) si scrivera
infatti:
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+ A’
L
C F M
1 e @ b )
~k <
L
1 E
uz=-cyR
<
| L | L | 2L |
I I I I
Figura 4.15: 1l telaio con vincolo elasticamente cedevole
ug (L) =0
ul®(L) = —c,nPP(L) (4.106)
mPE(L) =0

Risolvendo le equazioni, e portando la rigidezza assiale ad infinito, si otten-
gono gli spostamenti in ipotesi di indeformabilita assiale:

M (=4L3 + 3EIc,) x5 (TL* — x3)

AB _
uz” (23) = 12E1L (1613 + 3EIc,)
uBC (1) = M (—4L? + 3EIc,) (4L — 3x3) x3

2 12E1 (1613 + 3FIc,)

D (1) M (3EIc, (45L% — 2Lx3 — 3a3) + 4L3 (—5L* + 2Lxs + 3x3))
Uy Tr3) =

12F1 (1613 + 3EIc,)
uDE (25) = M (=4L3 + 3EI¢,) (L — x3) (6L% — 2Lx3 + 23)
2 12EIL (1613 + 3EIc,)
M (2L — x3) (2L%x5 (AL + 5x3) + ¢, (30EIL + 9EIx3))
6FI (1613 + 3FIc,)

uy " (x3) =

(4.107)

insieme alle caratteristiche :
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M (4L® = 3EIc,) x5

AB _
me (@) 32L% + 6EILc,
—AL3M + 3EIMc
BC _ v
M) = 35 6B
—ALPM + 3EIMc
cD v 4108
m () 3203 + 6Elc, (4.108)
M (413 — 3EIc,) (L —
mDE (xd) _ ( c ) ( 563)
3201 1 6EILc,
M (3EIc, +2L?(—2L +5
mPF (25) = ( cy + ( + x3))
16L° + 3EIc,
AB M (4L — 3Elc,)
t (w3) = —
3204 1 6EILe,
tBC ($3) =0
£ (wg) = 0 (4.109)
(DB M (4L® — 3EIc,)
(*3) = =337 1 6B1Le,
10ML2
1PF (1) = — M

~ 1613 t 3EIc,

Gli spostamenti assiali dell’asta verticale AB sono nulli, mentre i tre tratti
orizzontali traslano della medesima quantita:

4L° —3EIL?c
BC cD DF v
! 3) = u = 3) = =4 4.110
Infine, gli spostamenti assiali dell’asta DE sono forniti da:
10L2¢,
uPE (13) = M ¢ (4.111)

16L3 + 3EIc,

Il principio dei lavori virtuali

Scegliendo la reazione X del carrello quale incognita iperstatica, si ottiene il
sistema isostatico equivalente (S.I.E.) di Figura 4.16, ed esso verra assunto quale
sistema di spostamenti. Il sistema di forze virtuali, invece, € riportato in Figura
4, sicche il principio dei lavori virtuali si scrivera:

M
/SEM1 ds = —c,Rp, Ry, (4.112)

dove Rp, € la reazione dell’appoggio in E calcolata sullo schema di Figura
4.16, mentre RL, ¢ la reazione verticale dell’appoggio in E calcolata sullo schema
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Figura 4.16: Un possibile sistema isostatico equivalente

delle forze, ossia sul sistema di Figura 4. Il momento M e la reazione Rpg,
possono ora ottenersi, applicando il principio di sovrapposizione degli effetti,
come:

M = My + XM,

4.113
Rg, = RY, + X Ry, (4.113)
dove My ed RY, sono il momento flettente e la reazione verticale in E calcolati
sulla struttura isostatica di Figura 4.17 caricata dai soli carichi applicati. La
(4.112) diviene:

M, M2
E—;Mlds +X / E—}ds = —¢,RpoRp, = —c, (RY, + XRy,) R, (4.114)

da cui la richiesta incognita iperstatica :

kvR%vR}Ev + fq MyM; ds
A= [. M2ds + ¢, (RL,)? (4.115)
s 1 v Ev

Sullo schema Sy, pero, la reazione verticale in E & nulla, quindi R%, =0. Ne
segue che la reazione richiesta potra esprimersi come:

X = ST lomL (4.116)
- 8L ¢, 16L% +3c,EI ‘

coincidente con quanto ottenuto con la linea elastica.
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Figura 4.17: 1l sistema isostatico caricato dai soli carichi applicati

Il telaio soggetto a variazione termica

Il telaio & soggetto ad una variazione termica AT flessionale su tutto il traverso
BF, per cui si avra una distorsione p costante e pari a:

AT
p=—2o0 (4.117)
h
agente sui tre tratti orizzontali.
Lyl
+ A
AT
+—+
L 7 |
A I
C F
1 g @ D
~ &~
L
iR E
L L 2L

Figura 4.18: 1l telaio soggetto a variazione termica sul traverso
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Essendo costante, la distorsione non compare nelle equazioni differenziali
della linea elastica, che pertanto restano le (4.2-4.12). Viceversa, occorrera tener
conto che la relazione momenti—curvatura sui tratti orizzontali andra integrata
come segue:

m!’ (x3) = —ET (ug‘l)// (x3) + Elp (4.118)
mentre i tagli, poiche la distorsione e costante, rimarranno pari a:
t17 (23) = —EI (ub”)" () (4.119)
Le condizioni ai limiti da imporre restano inalterate, con I'unica eccezio-
ne dell’equilibrio alla rotazione in F', che ora dovra imporre l'annullarsi del

momento flettente. In ipotesi di estensibilita assiale si hanno gli spostamenti
trasversali:

Las (21EI + 2EAL? + 2EAx3) o AT

AB _
uz (23) = (OET + 16EAL?) h
se, . @3 (42BIL +16EAL? — (9EI + AEAL?) 23) a AT
up (@a) = 2(9ET + 16EAL?) h
WP () — 9EIL? — 4EAL* + 8 (3EIL + EAL®) 23 — (9EI + 4EAL?) 23 a AT
2 2(9EI + 16EAL?) h
WPF () = L(-3EIL +4EAL? + 3EIz3 — 6EALx2 + 2EAx3) aAT
2 9EI + 16EAL? h
WDF () = (2L — a3) (12EIL + 9EIx3 + 4EALz}) aAT
2 2(9EI + 16EAL?) h
(4.120)
e gli spostamenti assiali:
ug'® (z3) =0
B (5 — L(-21EIL — AEAL? + 12EIx3) AT
8= 9EI + 16EAL? h
b, «  L(-9EIL —4EAL® +12EIx3) aAT
Uz () = 9ET + 16EAL? h (4.121)
uDE (15) = 12EIL (L — z3) AT
3 V)T 9EI +16EAL?  h
3EIL2aAT — AEAL* o AT
ud" (z3) =

9ET + 16EAL? h

Le caratteristiche si ottengono tramite derivazione, e non sono riportate, per
brevitaa.
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In ipotesi di inestensibilita assiale, occore operare il limite per EA che tende
ad infinito, ottenendo gli spostamenti trasverrsali:

T3 (L2 + a:%) aAT

AB _
uet () = =gy h
BC (4L — x3) v3 AT
2
uSP () = _%O‘ATT (4.122)
213 — 3Lx2 + 23 aAT
(2L — z3) 22 AT
e le caratteristiche:
3EI x5 AT
AB _ 3
m @) = =
3ET o AT
mP (a3) = — ===
EI aAT
mCP (z3) = —STO‘T (4.123)
3EI (L — z3) AT
mDE (xs) — (4L 3) -
3EI (2L — z3) aAT
mPF (583) _ (4L 3) -
3EI AT
AB _
toF (r3) = AN
tP% (x3) = 0
cD _
77 (23) =0 (4.124)
3EI aAT
DE _
t7F (z3) = I h
DF () = BET QBT
¥TUUL h

Il diagramma del momento si presenta come in Figura 4.19:
Gli spostamenti assiali delle aste verticali AB e DE sono nulli, mentre i tre
tratti orizzontali traslano della medesima quantita:
L? aAT B

up® (x3) = u§’® (z3) = uf " (w3) = 7T g (4.125)

La deformata, fortemente esagerata, e riportata di seguito.

Partendo dall’ assunzione che le deformazioni assiali siano trascurabili, le
condizioni ai limiti da imporre sono le (4.27-4.39), in cui occorre annullare la
coppia applicata. Si ritrovano direttamente i risultati qui dedotti come caso
limite.
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A
|na— F
~ K~
E
L L 2L

Figura 4.19: I momenti dovuti alla variazione termica

Figura 4.20: La deformata dovuta alla variazione termica
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Il principio dei lavori virtuali

Scegliendo la reazione X del carrello quale incognita iperstatica, si ottiene il
sistema isostatico equivalente (S.I.E.) di Figura 4.21, ed esso verra assunto quale
sistema di spostamenti. Il sistema di forze virtuali, invece, € riportato in Figura
, sicche il principio dei lavori virtuali si scrivera:

LS
+ &
AT
L v | X
‘ i
Cm D
4+ B
o
L
1 E
L L 2L

Figura 4.21: Un possibile sistema isostatico equivalente

M
/sﬁMl dSZ/S,LLMl ds (4.126)

dove M ¢ il momento flettente calcolato sullo schema degli spostamenti di Figura
4.21, ed M; & il momento calcolato sullo schema delle forze di Figura 4. 11
momento M puo ora ottenersi, applicando il principio di sovrapposizione degli
effetti, come:

M = My + XM, (4.127)

dove My ¢ il momento sulla struttura isostatica caricata dalla sola distorsione,
e quindi sara nullo. L’incognita iperstatica e data quindi da:

_ fs ILLMl ds

M?
%7 ds

(4.128)

S

Utilizzando le gia dedotte espressione (4.68) del momento M; si ha subito:

L 2L 2L 2 2
/Mfds:/ 22 dx3+L2/ dx3+4L2/ (1—7) das+
s 0 0 0 2L

NERTEE &
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2L 2L
/;uw1 ds = —/ uLdzs —/ u2L (1 - ;’%) dos = —4L%  (4.130)
s 0 0

e quindi:

ossia, infine:

- —4L%u _ 3EIp
= = = —
3BT AL
_ 3EI aAT
4L b

(4.131)

(4.132)

confermando quanto ottenuto (cfr. 4.124) utilizzando la linea elastica.
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Capitolo 5

Una pensilina

Si vuole conoscere la deformata e le caratteristiche della sollecitazione interna
per la struttura in Figura 5.1.

C —+4

Hy
|

B E D |
Hy

A —

N\
L/2 L/2 |

Figura 5.1: Schema di una pensilina

Si divide il telaio in cinque tratti, e per ciascuno di essi si ipotizza una linea
elastica flessionale cubica ed una linea elastica assiale lineare, presupponendo che
le aste siano assialmente deformabili, e non tenendo conto del comportamento
“a pendolo” del tratto C'D:
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2 3
=ap + a1x3 + a2r3 + agr;y

x3) = by + brx3

=cg+crx3 + 0233% + c;;atg

r3) = do + dix3

(5.1)
= fo+ fizs

= go + 123 + 9273 + g3

= ho + hizs

2 3
r3) = Mo + m1T3 + Mmax3 + M3Ty

uy (x3)

uj” (x3)

uy® (x3)

ug' < (w3)

u§P (z3) = e + e1m3 + €223 + €323
ug'® (23)

uy ™ (w3)

ug ” (x3)

uy? (w3)

uz® (x3) = no + mixs

Corrispondentemente, si potranno scrivere trenta equazioni nei sei nodi.
— nell’appoggio in A si annullano ambedue le componenti di spostamento,
ed il momento flettente:

0
ufP(0) =0 (5.2)
0

— nel nodo in B si hanno le condizioni di congruenza tra le due aste verticali:

u? (Hy) = uF(0)
ui® (Hy) = ug€(0) (5.3)
B (Hy) = ¢P°(0)

le condizioni di congruenza tra una delle aste verticali e ’asta orizzontale:

' (Hy) = —af(0) o4
e le condizioni di equilibrio:
—t4P (Hy) +t7€(0) + n"F(0) = 0
nAB (Hl) o TLBC( ) tBE(O) =0
AR (Hy) + mPe(0) = 0 )
mP (O) 0
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— nel nodo in C, la presenza del pendolo ad asse orizzontale vieta lo spo-
stamento trasversale dell’asta verticale BC, e la componente orizzontale dello
spostamento dell’asta C'D:

ub (Hy) =

u$P(0) sin[a] — u$P(0) cos[a] =
dove o = arctan [%] Per la congruenza, inoltre, dovra aversi:
—u§'P(0) cos[a] — u§P(0)sin[a] — uPC (Hy) =0 (5.7)

L’equilibrio della cerniera alla traslazione verticale ed alla rotazione permette
di scrivere tre condizioni:

Nel nodo in D si hanno le condizioni di congruenza:

ufP <§> +u§'P (Ly) sinfa] — u§'? (Ly) cos[a] =0

(5.9)
L
ug’P <2> —ug’? (Ly) cos[a] — u§'™ (L1) sinfa] = 0
con Ly = \/L? + H3. L'equilibrio della cerniera, invece, detta:
L

—u PP <2> —nP (L1) cosla] + 7P (L1) sinfa] = 0

12D (L) _ 0D (1)) sinfa] — 197 (Ly) cos[a] = 0
: (5.10)

L
ED
Z)=0
()

’ITLCD (Ll) =0
Infine, nel nodo F si scriveranno le usuali condizioni in presenza di una forza:
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uf¥ =udP(0)
ul¥ =ufP(0)

NI SIENIEG I CIE IR TR o

©-
ool
=
ST N T N T N N
~__ N N
I
<
=
>}
=

(5.11)
nBE _ nED(())
L
tBE (2) +tEP(0) + F =0
L
mBE (2 — mED(O)

Si ottengono le costanti di integrazione, da cui gli spostamenti trasversali
e trasversali. Portando F'A ad infinito si potranno scrivere gli spostamenti
trasversali:

FLxs (Hf +2H,Hy — 23)
12E1 (Hy + Ho)
. _FLH1 (Hg — ,CC3) (2H1H2 + (2H2 — ZC3) .1‘3)
12E1H, (Hy + Ho)

6EI (Hy + Hy)\/1+ 2%

(Fxs (8LH? + Hy (3L* — 4x3) + H, (3L* — 423)))

ug? (z3) =

BE _
uz” (ws) = A8ET (Hy + Hy)
F
uf? (x3) = —————— (ALH} (L + 2x3) + Hy (L — 6La3 + 423) +

" 48EI (H + Ha)
H, (L — 6La3 + 423))
(5.12)

mentre gli unici spostamenti assiali non nulli sono quelli delle aste orizzontali,
per cui si ha:

FLH?H,
6EI (H, + Hy)

BE ED

ug” (x3) =uy” (z3) =9 = (5.13)

La deformata si presenta come in Figura 5.2.
Le caratteristiche momento e taglio (che peraltro non sono influenzati dalla
deformabilita assiale) si ottengono per derivazione successiva:
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Hp

Hy

Hy

Figura 5.3: Il diagramma dei momenti flettenti
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FL(Eg

AB _

m (ws) = 2(H1 —|—H2)
FLH, (Hy — 3)

BC _ 1(He — 23
m ) = S+ )
mCD (IS) =0 (514)
mPE (55) = 120
mPP (x3) = 1F (L — 2x3)

4

Il diagramma del momento si presenta come in Figura 5.3:
Gli sforzi di taglio si ottengono derivando i momenti :

FL
tAB (xs) = 5 (Hl i HQ)
17 (a3) = 2H, Zﬁﬂ )
1D (223) = 0 (5.15)
(1) = 5
tFP (23) = _r

Gli sforzi normali si deducono portando al limite la rigidezza assiale, oppure
da considerazioni di equilibrio:

nAB (z3) =
F
nPY (z3) = 5
2
FLy1+ %
n¢P (x3) = TQL (5.16)
FL
W) = om,
FL
nPP (z3) = T 2H,
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Capitolo 6

Un telaio a nodi spostabili

Si vuole conoscere la deformata della struttura in Figura 6.1, insieme alle ca-
ratteristiche della sollecitazione interna. Si ¢ in presenza di un telaio costituito
da sei elementi e sei nodi, e quindi un approccio generale implica la definizione
di sei linee elastiche flessionali e sei linee elastiche assiali, con la imposizione di
trentasei condizioni ai limiti.

Figura 6.1: Un telaio a due nodi spostabili

Tuttavia, una serie di semplificazioni possono ottenersi, considerando che
I’asta AB & incernierata agli estremi, e che quindi — non essendo caricata —
non & soggetta a momenti o tagli (“elemento pendolo”). Identico discorso vale
per l'asta BC. Le linee elastiche flessionali di ambedue gli elementi saranno
percio di tipo lineare:
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U§43 (x3) = ap + a1x3

BC

(6.1)
uy -~ (r3) = co + c113

Ipotizando poi di poter trascurare le deformabilita assiali, le corrispondenti
linee elastiche saranno costanti:

uz” (3) = bo
’U,?]?C (.733) = do
AD _
“;E (x3) = fo (6.2)
uz ~ (w3) = ho
uf" (z3) =ng
uf? (3) = s

La presenza degli appoggi in C' ed in F implica che gli spostamenti assiali
delle aste EF e BC siano nulli. Poiche poi gli spostamenti assiali in E ed in B
sono continui, si puo concludere che anche gli spostamenti assiali delle aste DE
ed AB sono identicamente nulli. Sara quindi, in definitiva:

uQAB (z3) = aop + a1z

ufc (x3) =co+ 123
AD _ 2

uy” (r3) = ep + €123 + eax5 + e3xy

ui® (z3) = fo =6 63
DE _ 2 3 (6.3)

uy " (r3) = go + 9123 + go3 + g3y

quF (x3) = mo +mizs + mgxg + mgxg

UQBE (x3) =ro + 1123+ 7’233% + 7"3953

uBP (z3) = s = 0

Il telaio ha quindi due linee elastiche assiali diverse da zero, e viene comu-
nemente detto “a due nodi spostabili”. Per esso occorrera scrivere ventidue
condizioni ai limiti, in modo da poter determinare le corrispondenti costanti di
integrazione:

— mnel nodo in A, lo spostamento trasversali dell’asta verticale AD dovra an-
nullarsi, mentre lo spostamento trasversale dell’asta orizzontale AB sara uguale
e contrario all’innalzamento § del tratto AD. Infine, il momento lungo AD
dovra annullarsi:

uyP(0) =0
ufP(0) = -6 (6.4)
mAP(0) =0
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CAPITOLO 6. UN TELAIO A NODI SPOSTABILI

— nel nodo in B si hanno le condizioni di congruenza:

Bisognera poi annullare i momenti all’estremo dell’asta BE:
mBPE(0) =0 (6.6)
In corrispondenza dell’appoggio in C' si avranno spostamenti nulli:

WBC(L) = 0 (6.7)

mentre nel nodo D si hanno tre condizioni di congruenza:

ugP (H) =0
uy®(0) = =6 (6.8)
¢AP(H) = " (0)

ed una condizione di equilibrio :

—mAP (H) + mPF(0) (6.9)
Nel nodo triplo caricato E bisognera imporre la congruenza di spostamenti
e rotazioni tra le aste DE ed EF:
uy P (L) = uy'"'(0)
¢PF(L) = ¢PF(0)

ed anche la congruenza di spostamenti e rotazloni tra 'asta DE e l'asta BE:

(6.10)

(6.11)

La congruenza tra gli spostamenti di FF' e BE ¢ automaticamente soddi-
sfatta.
Bisognera poi imporre ’equilibrio alla rotazione:
—mPE(L) + mPF(0) + mPF(0) =0 (6.12)
Infine, in corrispondenza dell’appoggio in F' si avra I'annullarsi di sposta-

menti e momenti:
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(6.13)

A queste equazioni, scritte nei nodi, bisogna aggiungere le equazioni di
equilibrio alla traslazione verticale del tratto AD:

tPE0) =0 (6.14)

e dell'intero tratto ABDE:
tFEO)+ F=0 (6.15)
Queste ultime due equazioni vengono talvolta dette “equazioni di piano”, in

quanto frequentemente utilizzate nell’analisi di edifici multipiano. Risolvendo
le ventidue equazioni si ottengono le componenti trasversali di spostamento:

FL(L(4H? +13HL 4 6L%) — H(2H + 3L)x3)

AB B =
uz” (@) GEI(2H + 3L)
W5 () = FL(H?+5HL + 3L?) (L — x3)
2 EI(6H +9L)
JAD (23) = FH?Lxs — FLxg
2 12E1H + 18FEIL
WD () = FL (L (4H? + 13HL + 6L?) — 2H?z3 — 3Hx3)
2 6EI(2H + 3L)
WET () = F(L—x3) (2L (H?+5HL + 3L?) 4+ 2L(2H + 3L)z3 — (2H + 3L)a3)
2 6EI(2H + 3L)
WBP () = FL(H + 3L)x3 (H? — x3)
2 6FETH(2H + 3L)
(6.16)
e gli spostamenti assiali dei due tratti verticali :
_ FL?*(4H? + 13HL + 6L?)
a 6EI(2H + 3L
(2H +3L) (6.17)
5 FL* (H?+5HL + 3L?)
' EI(6H +9L)

La deformata & riportata in Figura 6.2, mentre momenti flettenti e tagli sono
banalmente calcolabili tramite derivazione successive
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P
T D E F
I
H
A B C
1) l/ Ié 1
I
L L

Figura 6.2: La deformata del telaio

mAP (x3) = 0
mBC (z3) =0
FLx
AD _ 3
m ) = S rar
FHL (6.18)
DE _
m ) = Sran
mP (z3) = F (L — x3)
FL(H + 3L)as
BE _
M) = G H T 80)
4B (23) =0
tBC (1'3) =0
FL
AD b =
@) = spaE
tPF (24) = 0 (6.19)
P (23) = —F
FL(H +3L)
BE _
7 @s) = pom e

Il diagramma dei momenti si presenta come in Figura 6.3.
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=l
i

Figura 6.3: Il diagramma dei momenti

Gli sforzi normali si possono dedurre a partire dagli equilibri dei nodi. Essi
sono nulli sui ritti, sono di compressione sul tratto inferiore, e di trazione sul
tratto superiore:

FL
(@) =~ 5 ar
50 (3= EL
nP (x3) = —nAP (23) (6.20)
nEF (23) = —nBC (z3)
nAP (z3) =0
nBF (z3)=0
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Capitolo 7

Un telaio con pendolo

Si vuole studiare la struttura in Figura 7.1, considerando i tratti assialmente
indeformabili, mentre il pendolo BE ha rigidezza assiale finita, e pari ad EA,.

ERREERREERREARREERREINE

C D
H
C =4
B E
Hy
A F
CSSSRS ~&&~
L |

Figura 7.1: Un portale con pendolo interno

Il telaio e costituito da cinque segmenti di trave, e dal pendolo BE. Esso,
inoltre, & soggetto a carichi distribuiti lungo il traverso CD, e quindi le linee
elastiche flessionali degli elementi di trave saranno esprimibili come:
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us? (x3) = ag + a1z + aza3 + azx’
ug® (z3) = co + 13 + 23 + c3)
4
x
u§'? (z3) = eo + 173 + €223 + e3a3 + q24b37[ (7.1)
uy' P (¢3) = go + 1703 + 9203 + g3

2 3
us © (x3) = mo + mixs + maxs + maxy
Poiche si ¢ ipotizzato che le travi siano assialmente indeformabili, le linee
elastiche assiali sono costanti: inoltre, le condizioni ai limiti permettono di rea-
lizzare che solo la linea elastica assiale del traverso sara diversa di zero (telaio
ad un nodo spostabile). Sia quindi ¢ lo spostamento del traverso:

u§P (x3) =6 (7.2)

Infine, lo spostamento trasversale del pendolo sara identicamente nullo, in

quanto nulli sono gli spostamenti verticali dei punti B ed E, mentre la linea
elastica assiale si scrivera:

uBF (x3) = s0 + s123 (7.3)

Ne segue che lo sforzo normale nel pendolo sara pari a:

nPF (z3) = EAyuPP (z) (7.4)

mentre gli sforzi normali nelle travi andranno calcolati a posteriori tramite
condizioni di equilibrio.

Le ventitre costanti di integrazione si determinano imponendo la congruenza
degli spostamenti e I’equilibrio delle forze nei nodi, e 1’equilibrio di piano. Piu
in dettaglio, si avra:

— nell’appoggio in A si annulla lo spostamento trasversale, ed il momento
flettente:

u3? (0)

0
mAB(0) =0 (7.5)

— nel nodo in B si hanno le condizioni di congruenza tra le due aste verticali:

up ® (Hy) = uz(0)

(7.6)
¢"P (Hy) = ¢7¢(0)
la condizione di congruenza tra un’asta verticale ed il pendolo BE:
uy P (Hy) = ug®(0) (7.7)
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CAPITOLO 7. UN TELAIO CON PENDOLO

e le due condizioni di equilibrio :

—t45 (Hy) +t7€(0) + n"F(0) = 0
B e (7.8)
—m"® (Hy) +m”~%(0) =0
— nel nodo in C, si hanno le condizioni di congruenza:
uy® (Hp) =6
u§P(0) =0 (7.9)
¢"C (Hz) = 9“7 (0)
e la condizione di equilibrio:
—mPC (Hy) + m“P(0) =0 (7.10)

— nel nodo in D, analogamente, si hanno le condizioni di congruenza:

uy? (Ha) =6
u§P(L) =0 (7.11)
¢"P (Hz) = ¢“P(L)

e la condizione di equilibrio :

—mPP (Hy) —m®P(L) =0 (7.12)

— nel nodo in F si ha uno scenario simile al nodo in B. Si impongono le
condizioni di congruenza tra le due aste verticali:

uy © (Hy) = uz™”(0)

(7.13)
o™ (Hy) = ¢"P(0)
la condizione di congruenza tra un’asta verticale ed il pendolo BE:
ut ¥ (Hy) = uf (L) (7.14)
e le due condizioni di equilibrio:
—tFE (H,) +t¥P(0) —nPE(L) =0
rE 5D (7.15)
—-m" " (Hy) +m~~(0)=0

— Nel carrello in F', con piano di scorrimento orizzontale, si ha infine:

tF2(0) =0
mEE0) =0

(7.16)
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A queste ventidue equazioni scritte nei nodi, occorre aggiungere 1’equazione
di equilibrio alla traslazione orizzontale del traverso CD (equazione di piano):

—tPY (Hy) — tPP (Hy) = 0 (7.17)

Risolvendo le ventitre equazioni si ottengono le costanti di integrazione, e
gli spostamenti trasversali:

AB qL® 3
uy” (x3) = N (3EIL — EALH3) x3

3
ub (z3) = % (Hy BEIL — EA,H3) + x3 (3EIL + EA, (—Hj + Hax3)))
uSP (x3) = % (3EIL (L? + Las — 23) + EA,H3 (3L (L — z3) 23+

2H2 (L2 + Ll’g — .’L‘%)))
3
us? (z3) = % (H: (3BIL — EA,H}) — 3EILzs + EA,Hyxs+

H, (6EIL — EA,x3))
_ 4’

ud® (x3) = x (6EILHs + Hy (6EIL — 2EA,H3) — 3EILxs + EA,H3xs)
(7.18)
con:
A =24FI (3EIL + EA,Hj (3L + 2H,)) (7.19)
Lo spostamento orizzontale del traverso e pari a:
B L3q (3EILH2 + H, (3EIL — EAPHS’)) 790
~ 24FI(3EIL+ EA,HZ (3L + 2H>)) (7.20)
o, per pendolo inestensibile:
quHlHQ
0=— 7.21
T2EIL + 48ETH, ( )

La deformata é riportata in Figura 7.2.
Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva :

mAB (x3)=0

mBC (.’13 ) _ qL3EApH2.’173
s 4(3EIL+ EA,HZ (3L + 2H,))
1 L3EA,H?
CD P2
=—q(- 2(L — 7.22
me (@s) = 44 < SEIL + EAHZ (3L + 2i15) T 2 $3)x3) (7.22)
mED L3qEA,Hyas

*3) = TB3EIL + BA,H3 (3L 2,))

mEE (z3) =0
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CAPITOLO 7. UN TELAIO CON PENDOLO

EXEEERERREEERARARERANNE

= T
Hp
o o T
B E
Hy
A F
~<~}X%
| L

Figura 7.2: La deformata per il portale con pendolo interno

EXEEEEEEREEARERARERAINE

C D
Hy
o g +
B E
H
A F
CSSSNY ~& &~
| L

Figura 7.3: I momenti flettenti per il portale con pendolo interno
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t4 (23) = 0
qL3EA,Hy

BC _
U @8) =~ I BEIL T BA HZ (3L 1 2H)

1
tP (23) = 34 (L —2x3)

tED (x ) B qL3EApH2 (723)
* 7 4(3EIL + EA,HZ (3L + 2H,))
t"F (z3) =0
. qL*EA, H,
n”" (x3) = 2
4(3EIL + EA,H5 (3L + 2H>))
Lo sforzo normale nel pendolo, se il pendolo ¢ inestensibile, ¢ pari a:
L3
nBE (zg) = — L& (7.24)

~ 12LH, + 8H?

Il diagramma dei momenti e riportato in Figura 7.3.

Il principio dei lavori virtuali

Per ottenere lo sforzo normale nel pendolo, si pud applicare il principio dei
lavori virtuali, utilizzando la struttura isostatica equivalente di Figura 7.4, in
cui il pendolo & stato rimosso, e sostituito con lo sforzo normale incognito X.
Utilizzando questo sistema per il calcolo degli spostamenti, ed il sistema di
Figura 7.5 per il calcolo delle forze, si potra scrivere:

M XL
—_— = — 1 .
/leEIds Wi (7.25)

e quindi, in base al principio di sovrapposizione degli effetti :

fs Ml% ds

X e ]
M? L
fsﬁds_F EA,

(7.26)

Il momento My, da calcolare sul sistema isostatico caricato dal solo carico
applicato, ¢ limitato al tratto orizzontale, ed & quello di trave semplicemente
appoggiata, e si presenta come in Figura 7.6. Analiticamente, quindi:

mG™ (va) = Js (L — ) (7.27)
Il momento M; deve essere calcolato sullo schema S;, di Figura 7.5. Le

reazioni esterne sono nulle, il diagramma si limita alla parte superiore del telaio,
come riportato in Figura 7.7. Analiticamente si potra scrivere:

m§P (z3) = —H, (7.28)
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EXEEEEREREERERRERERAINE:

C D i
Hy
X X
—_— - -
B B
H
A F
e

C D T

Hy
1 1
- - 1
B B
Hy
A F
e

Figura 7.5: Il sistema .S delle forze virtuali

Esercizi di Scienza delle Costruzioni

93



94

EXEREREERERERR AR RRRANNE

C D N
H
Hy
A F 1
~= S
l L l

C D
Hp
1 1
e - -
B E
H
A F
~< =
il L il

Figura 7.7: Il momento M; dovuto alla forza unitaria
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Gli integrali si calcolano allora facilmente :

M, H, [* L3H.
Ml—ods:—q—z/ w3 (L — x3) dag = — L2222 (7.29)
0

M? 2 [H2 H} [* H3 2

e quindi il richiesto sforzo normale si ottiene come :

X - qL*EA,H,
~ 4(3EIL+ EA,HZ (3L + 2Hs))

(7.31)

coincidente con quanto ottenuto attravero ’utilizzo della linea elastica.

Spostamento del traverso con plv

Si voglia ora conoscere lo spostamento orizzontale d del traverso C'D attraverso
una applicazione del principio dei lavori virtuali. A tal fine, si utilizza lo schema
reale di Figura 7.1 come sistema di spostamenti, o - piu precisamente - si utilizza
lo schema isostatico equivalente di Figura 7.4, in cui 'incognita iperstatica X e
stata gia calcolata. Lo schema fittizio di Figura 7.8 verra invece assunto come
insieme di forze (virtuali). Si avra quindi:

M
/S My pds = 5 (7.32)

Il diagramma del momento M; su questo schema é riportato in Figura 7.9,
e poiche la reazione orizzontale dell’appoggio in A dovra essere pari ad uno, ed
orientata verso sinistra, potra scriversi:

mi'? (x3) = a3
my " (z3) = Hi + x3 (7.33)
S () = (H + H) (1- 22)

Il diagramma del momento M e immediatamente scrivibile in base al prin-
cipio di sovrapposizione degli effetti, e sara, limitatamente ai tratti di interesse:

mAB (z3) =0

se qL3EApH2
= 7X = —
m”" (x3) 3T TU(BEIL + EA,HZ (3L + 2Hy)) °
o o (7.34)
P (a3) = s (L= g) = Xy = S (L = 5) ~
qLSEApHQ

H
4(3EIL + EA H? (3L + 2Hy)) °

Esercizi di Scienza delle Costruzioni 95



C D
Hy
H
A F 1
= LS
1 L

Figura 7.8: Lo schema di forze virtuali per il calcolo dello spostamento ¢ del
traverso

1
—_— 4
C D
Hp
B E T
Hy
A F 1
~x =

Figura 7.9: Il diagramma del momento M; per il calcolo dello spostamento §
del traverso
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Ne segue:

M 1 [He
M;—ds = — H -X
/S 1EIds EI/O (H1 + z3) (—Xx3) ds+

1 [t T3 q
5, ((H1 + Hy) (1 - f)) <§z3 (L — x3) — XHQ) ds
(7.35)
e semplificando ed inserendo la (7.31):
L% (3EILH, + Hy (3EIL — EA,H3)) (7.36)
" " 24EI (3EIL + EA,HZ (3L + 2H,)) '

Il caso della variazione termica assiale

Si ipotizzi ora che il pendolo BE sia soggetto alla variazione termica uniforme

A = —aAT su tutta la sua lunghezza, come illustrato in Figura 7.10.
C D T
AT
44 H,
il
U )
B E
Hy
a F
SRS ~&&~
1 L

Figura 7.10: 1 telaio soggetto a variazione termica uniforme nel pendolo

Rispetto a quanto dedotto prima, occorre solo annullare il carico applicato,
e modificare lo sforzo normale nel pendolo, che ora sara pari a:
nBE (x3) = EApu;BE(aj) + EALN (7.37)

Le condizioni ai limiti da imporre saranno le stesse del caso precedente, e la
loro risoluzione porta agli spostamenti trasversali:
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aAT

ufP (x3) = 5 (BLEA,H (L + Hy) z3)
BC _ aAT 2 2
Us (£C3) = (LEAp (3H1H2 (L+ Hy) + 3 (3LH2 + 3H;5 — 1‘3)))
aAT
UgD (1?3) = — (3LEApH2 (L — .Ig) 1'3)
ED _ QAT 3 2 _
(5 ("Ed) = (LEAp (4H2 + 3H1H2 (L + HQ) + H2 (6L 31‘3)
—3LHsx3 + mg))
AT
ub® (z3) = O‘T (LEA,H> (4H3 + 6Hy (L + H>) + Ha (6L — 3x3) — 3Las))
(7.38)
mentre lo spostamento orizzontale del traverso & pari a:
AT
5= O‘T (LEA,H, (3H, (L + Hy) + Hy (3L + 2H>))) (7.39)
con:
D = FEIL+2EA,HZ (3L + 2H>) (7.40)

Per pendolo inestensibile, invece, si avranno gli spostamentri:

3L (L + Hy) 3
AB
= T8 AT
(@) = ST o)
L (3HHs (L + Hy) + 3LHy +3H2 — 12
5O o) LI L ) 0y (BLI 505 )
2HZ (3L + 2H>)
3L(L—.’133).T3
CD
= TS OAT
w2 (T8) = S L 2my)
L (4H3 +3H,H5 (L + H H? (6L — 3x3) — 3LHyxs + 3
uBP (1) = (4H3 +3H\Hy (L + 23‘*‘ 5 ( r3) 273 x?’)aAT
2HZ2 (3L + 2H,)
L (4H2 + 6H, (L + Hs) + Ho (6L — 323) — 3L
uy P (x3) = (45 + 6H: (L + Hz) + Ha 73) xs)aAT
2H, (3L + 2H>)
(7.41)
5 LGBH(L+ Hy) + Hy (3L +2H)) . (7.42)

2H5 (3L + 2H>)

La deformata e riportata in Figura 7.11.
Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva :
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O

Figura 7.11: Un portale con pendolo interno: deformata per variazione termica
nel pendolo

C D
Hy
7 N
B E
Hy

Figura 7.12: Un portale con pendolo interno: momenti per variazione termica
nel pendolo
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mAP (23) =0

3EILEA,x
BC pL3
= AT
m™@s) = SEL T BAHE (31 + 210)
3EILEA,H
cD _ pti2 AT
m @) = SR BALHE (3L + 2H) (7.43)
3EILEA,x
ED pt3
=— AT
M @s) = S BAHE (3L + 2Hy)
mPE (23) =0
e, per pendolo inestensibile :
3EILx
BC 3
= —— ——aAT
m7 @) = et oy @
3EIL
3EILx
ED 3
=———"——aAT
m ) = gL o) @
Infine, lo sforzo normale nel pendolo ¢ pari a:
3EILEA
BE »
= — AT 7.45
W) = S BA HE (3L + 210 (7.45)
o, per pendolo inestensibile, a:
3EIL
BE
=————"———aAT 7.46
N T IET ST AL (7.46)

Il diagramma dei momenti e riportato in Figura 7.12.

Il principio dei lavori virtuali

Per ottenere lo sforzo normale nel pendolo, si puo applicare il principio dei
lavori virtuali, utilizzando la struttura isostatica equivalente di Figura 7.13, in
cui il pendolo e stato rimosso, e sostituito con lo sforzo normale incognito X.
Utilizzando questo sistema per il calcolo degli spostamenti, ed il sistema di
Figura 7.14 per il calcolo delle forze, si potra scrivere:

M XL

ossia, tenendo conto che lo sforzo normale N; nel pendolo & unitario, e che
A= —aAT:

M XL
/SMlﬁds = _EAP —aATL (7.48)

100 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 7. UN TELAIO CON PENDOLO

C D

Hp
X X

- e S T

B E
Hy

A F

X AT @T
“
% H %
X u X
-0 O —»
l L l

C D T
Hp
1 1
— - T+
B E
H
A F
~x S
1 1
- o O —»
l L l

Figura 7.14: Un portale con pendolo interno: il sistema S; delle forze

Esercizi di Scienza delle Costruzioni 101



Quindi, in base al principio di sovrapposizione degli effetti :

S 7.49)
R (
Js Erds + w4

in quanto il momento My, da calcolare sul sistema isostatico caricato dalla sola
distorsione, & nullo.

Il momento M; deve essere calcolato sullo schema Sy, di Figura 7.14. Le
reazioni esterne sono nulle, il diagramma si limita alla parte superiore del telaio,
e si avra, come deducibile dal diagramma di Figura 7.15:

m{? (x3) = —Ha (7.50)

—--t= —t--7 +
Hp
1 1
a— B T
B E
Hy
A F 1
~< S
l L l

T T

Figura 7.15: Un portale con pendolo interno: il momento M;

L'ntegrale si calcola allora facilmente :

M? 2 [H2 H? [* H3 2
s == dos+ =2 | des="22(L+2H 7.51
BT EI/O s x3+EI/O Ts=pr\F T3 (7.51)

e quindi il richiesto sforzo normale si ottiene come:

- 3EIaATEA,
3EIL + EA,HZ (3L + 2H,)

coincidente con quanto ottenuto attraverso I'utilizzo della linea elastica.

X =

(7.52)
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Capitolo 8

Una maglia chiusa

Si vuole conoscere lo stato di sollecitazione e la deformata della struttura in
Figura 8.1: si tratta di una maglia chiusa non vincolata esternamente, ma in
equilibrio per la condizione di carico indicata. La presenza di tre cerniere la
rende isostatica internamente, e naturalmente divisa in otto tratti.

F
A B C
H
- ) H DC
H
G F E
T Y
F
L L

Figura 8.1: Una maglia chiusa isostatica

Il telaio non ¢ soggetto a carichi distribuiti, e quindi le linee elastiche fles-
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sionali saranno polinomi cubici:

ung (x3) = ap + a123 + asx3 + azxs

uBC (x3) = by + by + box2 + sz

ugD (x3) = co + c123 + caw3 + c3x3

ub? (x3) = do + dyas + dox3 + dzah ®.1)
ub® (23) = e + e1x3 + eax? + ezl '
u§" (x3) = fo+ frws + foal + fsz}

u3'? (z3) = go + G123 + g223 + gax

uf (x3) = ho + h1x3 + hoa + haad

Se si accetta l'ipotesi di rigidezza assiale infinita, le linee elastiche assiali
saranno identicamente nulle, e quindi si ¢ in presenza di una struttura a nodi
fissi. I quattro nodi d’angolo non subiranno pertanto alcuno spostamento, e le
condizioni ai limiti da imporre al fine di determinare le costanti di integrazio-
ne riguarderanno solo 'equilibrio e la congruenza dei nodi. Inoltre, bisognera
considerare solo condizioni in cui non compaiono spostamenti assiali o sforzi
normali:

— nel nodo in A lo spostamento trasversale del tratto orizzontale AB dovra
annullarsi, in quanto uguale allo spostamento assiale (nullo) del tratto verticale
AH. Analogamente, € nullo lo spostamento trasversale del tratto verticale AH.
L’ultima condizione di congruenza impone 1'uguaglianza delle rotazioni dei due
tratti convergenti in A, mentre I'unica condizione di equilibrio riguardera i mo-
menti flettenti, in quanto le altre due possibili condizioni coinvolgono gli sforzi
normali, e non possono essere utilizzate in questa fase:

(8.2)

— in corrispondenza della forza F' la congruenza impone I'uguaglianza degli
spostamenti e delle rotazioni, mentre ’equilibrio del concio impone la continuita
dei momenti, e la discontinuita dei tagli:

(8.3)

— nel nodo in C' le condizioni sono analoghe alle condizioni di A. Variano
soltanto i segni dei momenti, in funzione della scelta dell’origine dei diversi
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CAPITOLO 8. UNA MAGLIA CHIUSA

sistemi di riferimento:

uPC(L) =0

u§P(0) =0

$°(L) = 690 54
—mBC(L) + mCD(O) =0

— in corrispondenza della cerniera in D si ha continuita degli spostamenti,
I’annullarsi dei momenti e I'uguaglianza dei tagli:

ug P (H) = ug’*(0)

mCP(H) =0
mPF(0) =0
tCD(H) _ tDE(O)

— nel nodo in F, ancora una volta, le condizioni sono analoghe a quanto
scritto in A ed in C:

(8.5)

(8.6)

— in corrispondenza della forza —F' si scrivono equazioni simili a quelle
scritte in B, con 'unica differenza nel segno della forza:

us™ (L) = us ®(0)

¢(L) = ¢ (0)

mGF(L) =m®(0)
—t9F(L) +tFE(0) - F =0

— nel nodo in G le condizioni sono analoghe a quelle scritte negli altri tre
vertici:

(8.7)

ul¢(H) =0
uSF(0)=0
S (11) - 97 (1) 55
—mIY(H) + mF0) =0

— in corrispondenza della cerniera in H si ha continuita degli spostamenti,
I’annullarsi dei momenti e I'uguaglianza dei tagli:

uy ™ (H) = uz'%(0)

mAH(H) =0 89
mf%(0) =0 (®.9)
tA(H) = t7%(0)
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Risolvendo le trentadue equazioni si ottengono le costanti di integrazione, e
quindi gli spostamenti trasversali:

_F:rg (—9L2 + 3Lx3 + x%)

up? (z3) = 12E1
BC B F (5L3 — 6Lm§ + x%)
uz - () = 12E]1
oD _ FlLaxs (79HL73Hx3+x§)
uz " (r3) = 12ETH
WP (3) =  FL(H —x3) (H(2H +9L) + Has + 23)
2 12ETH (8.10)
FE  F(L—ux3) (L(4H +11L) — Lzs — 23)
uz () = = 12E1
GF _ Fuas (—L(4H +9L) — 3Las + x3)
uz () = 12E1
o _ FL(H —u3) (H(2H +9L) + Hxz + 13)
g (ws) = 12ETH
am .\ FLxs (9HL +3Hzs — x3)
up ™ (ws) = 12ETH

con una deformata come in Figura 8.2. Lo spostamento in corrispondenza della

F
B
A C
H
T OH DO
H
G F E
— )
)
‘F
L L

Figura 8.2: La deformata per la maglia chiusa isostatica

forza in B sara pari a :
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CAPITOLO 8. UNA MAGLIA CHIUSA

5 FL?
= —— A1
"B = 19 RT (8.11)
mentre in corrispondenza della cerniera in F' si avra I'innalzamento :
FL?>(4H +11L
Ugp = _—(12EI ) (8.12)
Infine, le due cerniere H e D subiranno lo spostamento:
FHL(2H +9L)
= — = ~]-
U2p U2 F DET (8.13)
Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva :
AB 1
m=7 (x3) = §F(L+Jf3)
F
mPC (z3) = FL — %
FL(H — x3)
CcD _
mees) = oy
FL
mDE (1’3) - _ T3
2H
Fo (8.14)
mPE (z3) = —2
2
1
mCF (x3) = =F (L — x3)
FLx
HG _ 3
m @) = S
FL(—H + x3)
AH _
m (2s) = 2H
AP (23) = =
F
tP¢ (w3) = -3
FL
tP (a3) = t7F (23) = Y
r (8.15)
tFE (1'3) = 5
F
t9F (w3) = -3
FL
tHG (l'?,) = tAH ($3) = ﬁ

Il diagramma dei momenti & riportato in Figura 8.3. Gli sforzi normali si
possono ottenere facilmente tramite equilibrio nei nodi.
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Figura 8.3: I momenti flettenti sulla maglia chiusa isostatica

Il principio dei lavori virtuali

Si vuole ora conoscere, tramite il principio dei lavori virtuali, lo spostamento
nel punto B, in corrispondenza della forza F'.

Come sempre, si sceglie il sistema effettivo, di Figura 8.1, come sistema
di spostamenti (sicuramente geometricamente ammissibile). Come insieme di
forze si sceglie il sistema di Figura 8.4, altrettanto sicuramente staticamente
ammissibile.

Con questa scelta, poiche i nodi G ed E non subiscono spostamenti, si potra
scrivere il principio dei lavori virtuali:

MM’
EI

ds = u2B (816)

S

Il diagramma del momento M sul sistema degli spostamenti si ottiene a

partire dalla deduzione delle reazioni nelle tre cerniere. Poiche la cerniera in F

e caricata da una forza F', si indichino con fs ed fy le reazioni della cerniera sul

tratto HGF e sul tratto DEF, rispettivamente. Sara quindi possibile scrivere
le tre equazioni simboliche dei tre tratti:

h+F+d=0
htf,=0 (8.17)
d+ fa=0

108 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 8. UNA MAGLIA CHIUSA

F=1

1 A B cC

H
T OH D Q

H

G ;E'\ E

1 1

F=— F=—

2 2

L L

Figura 8.4: 1l sistema di forze virtuali per il calcolo dello spostamento in B

insieme all’equazione di equilibrio della cerniera in F:

fs+F+fa=0 (8.18)

Ne seguono le reazioni di Figura 8.5. Per tracciare il diagramma del mo-
mento, si puo partire dal punto B, assegnando arbitrariamente un valore del
momento al di sotto della forza. Si puo poi proseguire verso A oppure verso C,
realizzando che il momento si dovra annullare in M ed N, laddove le reazioni
h e d intersecano (virtualmente) il tratto AC. Il resto ¢ ovvio, portando al
diagramma della stessa Figura 8.5.

Per ottenere le corrispondenti espressioni analitiche si consideri che lungo il
tratto F'E il momento ¢ dovuto alla sola reazione fq4, inclinata di 7, e di valore:

fa= (8.19)

r
V2

La sua componente verticale ¢ quindi pari ad g, e quindi il momento in E &
pari ad gL. Identico ragionamento induce a calcolare il momento in G, ancora
pari a %L, e poiche le due cerniere in H ed in D sono situate in mezzeria dei
rispettivi tratti verticali, i momenti in A ed in C saranno pari ad gL. Infine,
una semplice proporzione geometrica permette di situare il punto IV all’ascissa
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G wr - E
N
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Figura 8.5: Il diagramma del momento M per il sistema di spostamenti di
Figura 8.1

3L, e quindi il momento in B sara pari ad F L. Sara quindi, in definitiva:

1
mAP (z3) = §F(L + x3)

Fx-
mBY (z3) = FL — %
FL(H —
mCD (1,3) _ ( x3)
2H (8.20)
DE FL.’E3
me (@) =~
F
mFE (ag) = —*
1
m%F (z3) = §F(L —x3)
FLCL‘g
mHG (‘TB) _ oI
8.21
m ) =

Il diagramma M’ del momento dovuto alle forze fittizie di Figura 8.2 & im-
mediato, in quanto esso si limita al tratto superiore, che si comporta come
appoggiato sui due tratti verticali. Ne segue un diagramma identico a quello di
trave appoggiata con carico unitario in mezzeria:

T3

m/AB (xd) — 5

/ ; (8.22)
m PY (23) = 5 (L—zs3)
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CAPITOLO 8. UNA MAGLIA CHIUSA

Il richiesto spostamento, quindi, ¢ calcolabile come :

L L 3
1 3 F 23y 1 5 FL

— F(L 39 —(L——)f L —as) dos = —
/0 sprl Lts) g x3+/0 El 5 )5 (L m) des = 15

(8.23)

Secondo caso

Si vuole conoscere ora lo spostamento nel punto F', in corrispondenza della
mezzeria del tratto inferiore. Come sempre, si sceglie il sistema effettivo, di
Figura 8.1, come sistema di spostamenti (sicuramente geometricamente ammis-
sibile). Come insieme di forze si sceglie ora il sistema di Figura 8.6, altrettanto
sicuramente staticamente ammissibile.

Con questa scelta, poiche i nodi A e C' non subiscono spostamenti, si potra
scrivere il principio dei lavori virtuali:

MM’
EI

ds = Uo (824)
S

Il diagramma del momento M e gia stato calcolato, mentre il diagramma
M', da calcolare sullo schema di Figura 8.6, porta alla Figura 8.7.

E’ infatti immediato partire dal punto di nullo in corrispondenza della cer-
niera in F', con una data inclinazione, e giungere sia in G che in E con lo
stesso valore (data la simmetria dello schema). Equilibrando i nodi in F e G
e proseguendo annullando il diagramma in D ed in H, si giunge nei punti A e
C. Equilibrando i nodi si hanno due valori del momento lungo AC, che quindi
risulta costante.

Infine, lo stesso ragionamento gia fatto per il momento M permette di affer-
mare che il momento M’ in E (ed in G) & pari a =5L. Gli altri valori seguono
immediatamente, e portano a scrivere le espressioni analitiche:

m AP (z3) = —g

' (5) = %

m' P (13) = L (—fH—i- r3)

P (as) = % (8.25)
m " () =~

O () = 5 (~L+as)

O (a5) =

m’AH( ) = L(};]; 3)
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F=— F=—
2 2
T A B C
H
- OH DO
H F=1
G F Y E
1 L L

Figura 8.7: Il momento M’
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CAPITOLO 8. UNA MAGLIA CHIUSA

Il richiesto spostamento, quindi, ¢ calcolabile come :

L L L L Fazy L
H (FL(H—x3)\ (L(—H + z3) H FLxsg\ [ Las
/0 ( 2ETH ) ( °H >d$3 +/0 <_2EIH> (2H> dest
L (Fxs T3 L 1 1

) (oo [ (2582 (552

ossia, in definitiva :

11FL3

5 (8.27)

1
Ugp = —gFHL2 -

Terzo caso

Si vuole conoscere lo spostamento nel punto D, in corrispondenza della cerniera
del tratto verticale di destra

Come sempre, si sceglie il sistema effettivo, di Figura 8.1, come sistema
di spostamenti (sicuramente geometricamente ammissibile). Come insieme di
forze si sceglie ora il sistema di Figura 8.8, altrettanto sicuramente staticamente
ammissibile.

T A B C
H
F=1 F=1
-+ - H D —_—
H
G F E
L L

Figura 8.8: 1l sistema di forze virtuali per il calcolo dello spostamento in D

Con questa scelta, si potra scrivere il principio dei lavori virtuali:

MM’

El dS:’U,QD—’LLQHZQUQD (828)

S

in quanto lo spostamento in H sara uguale e contrario allo spostamento in D.
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Il diagramma del momento M & gia stato calcolato, mentre il diagramma, M’
& ora da calcolare sullo schema di Figura 8.8, ed ¢’ immediatamente calcolabile
considerando che l’equilibrio del tratto inferiore HF D & garantito solo da una
cerniera F' scarica. Ne segue che il diagramma si limita alla parte superiore, ed
ha l'aspetto di Figura 8.9.

Ok

Figura 8.9: Il momento M’

Le espressioni analitiche sono immediatamente deducibili, non appena si
realizzi che il taglio lungo i tratti verticali sara pari ad F":

m 0
/ (8.29)
m P (z3) =0
m GF x3) =0
m HE x3) =0
m A (23) = (H — w3)
Il richiesto spostamento, quindi, & calcolabile come:
L L
1 L  Fuzg
2 = ——F (L H)d F— —— | (H)
wn= [ gp @) (e + (P - T8 (e
H H
FL(H — x3) FL(—H + x3)
V) (H —x3)d —— | (-H d
/o ( SETH )( 3) $3+/0 ( SETH (—H + 3) dxs
(8.30)
ossia, in definitiva :
FH?L 3FHL?
U2p = + (831)

6E1 4FE1
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Capitolo 9

Telalo asimmetrico

Si vuole conoscere la deformata della struttura in Figura 9.1, insieme alle carat-
teristiche della sollecitazione interna, ipotizzando che le aste siano assialmente
indeformabili In ipotesi di indeformabilita assiale, le linee elastiche assiali so-

0 G H
~k
H
-+ D)
H
L A B C
~k
3
-1
2 L

Figura 9.1: Un telaio asimmetrico

no costanti, e conviene trarne preventivamente le possibili semplificazioni. Sia
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allora:

u$” (x3) = bo
uy® (x3) = do
uf'® (z3) = fo (9.1)
u§'? (z3) = ho

e si impongano le condizioni di congruenza che coinvolgono gli spostamenti
assiali. In C lo spostamento assiale dell’asta BC' ¢ proibito dal vincolo, e se
ne puo dedurre 'annullarsi delle linee elastiche lungo tutto il tratto inferiore.
Inoltre, i due tratti verticali GD e DB subiscono lo stesso spostamento assiale.
In definitiva, quindi, potra scriversi:

uf?B (z3)=0

uy® (x3) = 0

ug® (x3) = ug” (23) = 6,
ug™ (3) = by,

Il telaio non & soggetto a carichi distribuiti, e quindi le linee elastiche fles-
sionali saranno polinomi cubici:

(9.2)

AB 2 3
uy” (x3) = ag + a1x3 + agxs + azxy
2 3
T3) = Co + c1x3 + Cox3 + €373

)
)=-eo+eix3z+ egarg + ega:g (9.3)
)
)

r3) = ko + k1x3 + k‘gl‘g + ]41333%

T3) = go + 9123 + G273 + g3

BC
2 (
DB
uy ” (a3
GD (
GH(
Le condizioni ai limiti da imporre riguarderanno solo gli spostamenti tra-
sversali, le rotazioni, i momenti ed i tagli, ma non potranno essere considerate
equazioni in cui compaiono gli sforzi normali: essi andranno calcolati a posteriori

con considerazioni di equilibrio. Si potra invece scrivere:
— nel carrello in A si annulla lo spostamento verticale ed il momento flet-

tente:
uz 7 (0) =0
B (9.4)
m~7(0) =0
— nel nodo triplo in B si hanno le condizioni di congruenza tra i due tratti
orizzontali:

(9.5)
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CAPITOLO 9. TELAIO ASIMMETRICO

le condizioni di congruenza tra il tratto verticale ed un tratto orizzontale:

ujB (;L) =4,

uPB(H) =0 (9.6)
o7 (52) =67
e la condizione di equilibrio:
—mAB(2L>—4nDBUﬂ—FmBCm):O 9.7)

— in corrispondenza del bipendolo si annulleranno le rotazioni ed i tagli:

$7(L) =0
tP9(L) =0

(9.8)

— nella cerniera in D, la congruenza impone:
ug’® (H) = uz?(0) (9-9)

mentre le condizioni di equilibrio sono:
mSP(H) =0
mPB(0) =0

t9P(H) = tPB(0)

(9.10)

— nel nodo G, bisognera rispettare la congruenza:
UgD(O) = —0u
uSH(0) = 6, (9.11)
¢“P(0) = ¢“"(0)

e l’equilibrio del nodo:
m%P(0) + mEH(0) =0 (9.12)
— nel carrello in F, infine, si annullano spostamenti verticali, e momenti:
GH
uy" (L) =0
9.13
mEH(L) =0 (6.13)

Due ulteriori equazioni possono scriversi imponendo 1’equilibrio del nodo G
alla traslazione orizzontale, e l’equilibrio dell’intera struttura alla traslazione
verticale:

tSP0)+F =0

—t42(0) + 9" (L) = 0 014
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Risolvendo le ventidue equazioni nelle ventidue incognite, si ottengono le
costanti di integrazione, da cui le linee elastiche flessionali ed i due spostamenti

assiali incogniti:

FHuxs (—39L7 + 4a3)

uy” (ws) = 2UEIL
o, FH(I15L% +4Lxs — 2a3)
uz - (w3) = — SEI
DB _ F(H?(2H —3L) —3H(H — L)x3 4 x3)
uz (@) = = 6ET
ep, «  F(H?>(16H +41L) — 53H Ly — 12Hx3 + 423)
am ., FH(L—ux3) (4507 — 8Las + 4a3)
uz™ (@) = = UEIL
5 15FHL?
v 8ET
5 FH?(16H + 41L)
v 24ET

La deformata si presenta quindi come in Figura 9.2.

| £ G —
f%

H
1 D )

H
e A // o i E

C
TQT%T .
—L
| 2 l L

Figura 9.2: La deformata del telaio asimmetrico

Il bipendolo in C subisce 'innalzamento:

17TFHL?

W20 = TR ET

(9.15)

(9.16)

(9.17)
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Le caratteristiche flessionali si ottengono per derivazione successiva :

FHz:
mAB ("ES) — _ - 3
FH
i ag) ==
mDB (1‘3) _ F1‘3 (918)
m&P (z3) = F(—H + z3)
FH(L -z
mGH (CE3) — (L 3)
P (ag) =~
tBC (1’3) =0
tPB (z3) = F (9.19)
tP (x3) = F
FH
tH (23) = I

mentre gli sforzi normali sono deducibili da equazioni di equilibrio nei nodi:
nAB (z3) = n%H (23) =0
BC
n= -F (9.20)
FH
TLGD (

W=

nDB ($3)

Il diagramma dei momenti ¢ riportato in Figura 9.3

Il principio dei lavori virtuali

Si vuole ora utilizzare il principio dei lavori virtuali per conoscere lo spostamento
nel punto B, ossia dell'intero tratto verticale GB.

Come sempre, si sceglie il sistema effettivo, di Figura 9.1, come sistema di
spostamenti (sicuramente geometricamente ammissibile). Come insieme di forze
si sceglie il sistema di Figura 9.4.

Con questa scelta, si potra scrivere il principio dei lavori virtuali:

MM
EI

ds = ugp (9.21)

S

Il diagramma del momento M sul sistema degli spostamenti si ottiene a
partire dalla deduzione delle reazioni. Imponendo ’equilibrio dei due tratti si
ha:

F+h+d=0

(9.22)
a+d+c=0
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Figura 9.3: I momenti sul telaio asimmetrico

Sul primo tratto agiscono la forza F', di cui si conosce la retta d’azione, la
reazione del carrello in H, ovviamente verticale, e la reazione d della cerniera.
Per Dequilibrio, queste tre forze devono concorrere in un punto, permettendo
quindi di dedurre la direzione della reazione d, come illustrato in Figura 9.7.

Per tracciare il diagramma del momento, si puo partire dal punto A, conside-
rando che la reazione in A sara certamente negativa (verso ’alto), ed assegnando
arbitrariamente una inclinazione al diagramma stesso. Si giunge in questo modo
al nodo B.

Per tracciare il diagramma nel tratto BC si consideri preliminarmente che
esso dovra essere costante, per la presenza del bipendolo in C. Serve quindi
un solo valore del momento, che puo ottenersi nel solito modo: lungo BC' il
momento ¢ dovuto alla reazione A ed alla reazione D; tuttavia in K, laddove il
braccio della reazione d & nullo, il momento ¢ dovuto alla sola reazione A, ed &
quindi noto. Cio permette di proseguire il diagramma lungo BC. L’equilibrio
del nodo B permette di ottenere il momento in B lungo il tratto verticale BD,
per poi proseguire fino a annullando il diagramma in D. Infine, si equilibra il
nodo G e si prosegue lungo GH, annullando il diagramma in H. Si ha quindi il
diagramma di Figura 9.6

Per ottenere 1’ espressione analitica, si consideri che ’equilibrio alla trasla-
zione orizzontale del primo tratto fornisce subito il taglio nella cerniera:

F—tp=0 (9.23)

e quindi il valore del momento in G e B lungo i tratti verticali (pari ad FH).

Ne segue che il taglio in GH sara pari a —¥7 e quindi la reazione in A sara
pari a %
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n G H
H
+ D
H
1 A B CE
TQT%T
F=1
3
—L
I 2 I L

Figura 9.4: Il sistema di forze virtuali per il calcolo dello spostamento in B

Sara quindi, in definitiva:

FHx
AP (a) = - T2
FH
mP (a3) = — =5~
mDB (1133) _ FLL'3 (924)
mCP (z3) = F (—H + x3)
ot (5~ FH(L=23)

Il diagramma M’ del momento dovuto alle forze fittizie di Figura 9.4 &
immediato, in quanto esso si limita al tratto inferiore, e sara subito:

m AB (z3) =23
3 (9.25)

m/BC (373) _ 5L

Il richiesto spostamento, quindi, ¢ calcolabile come :

3L/ FHu, L/ FH\ 3 I5FHL?
- - d ) Y hday = -2 (9.26
25 /0 ( LEI ):”3 Tt /0 ( 2EI> g s ser . (020)

Secondo caso

Si vuole conoscere lo spostamento orizzontale del tratto GH.
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Figura 9.5: Le reazioni per il sistema di spostamenti di Figura 9.1

Come sempre, si sceglie il sistema effettivo, di Figura 9.1, come sistema di
spostamenti (sicuramente geometricamente ammissibile). Come insieme di forze
si sceglie ora il sistema di Figura 9.7:

Con questa scelta, poiche i nodi A e C' non subiscono spostamenti, si potra
scrivere il principio dei lavori virtuali:

MM’
EI

ds = usg (9.27)

S

Il diagramma del momento M’ & uguale al diagramma M, ma per forza
unitaria.
Il richiesto spostamento, quindi, & calcolabile come :

oo [ ) () (48) ()
/OH (;x) (z)dz + /OH <§](H + w)) ((—H + z))dz+ (9.28)

/OL <FHL(€EI x)) (H(LL :c)> e

ossia, in definitiva, :

2FH? n 41FH?L
3EI 24FE71

usg = (929)
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CAPITOLO 9. TELAIO ASIMMETRICO

Figura 9.6: Il diagramma del momento M per il sistema di spostamenti di
Figura 9.1

Figura 9.7: 1l sistema di forze virtuali per il calcolo dello spostamento in GH
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Capitolo 10

Una trave su tre appoggi

Si vuole conoscere la deformata della struttura in Figura 10.1, insieme alle ca-
ratteristiche della sollecitazione interna, nell’ipotesi di trave di Eulero-Bernoulli.
La trave ¢ costituita da tre tratti, gli spostamenti assiali ed i relativi sforzi nor-

LAY Y I Yy v vy yveyyy| {

A B[ C D
o]

| | | |
1 1 1 1

Figura 10.1: Una trave a due campate isostatica

mali sono assenti, mentre le relative equazioni della linea elastica sono facilmente
ottenibili considerando che il secondo ed il terzo tratto sono caricati da una stesa
di carico uniforme di intensita ¢:

AB 2
uy B (x3) = ap + a123 + asxs + azzs

4
X
uBC (23) :b0+b1x3+b2$§+b3x§+qz4g[ (10.1)
4
T
uch (-'L'S) =co+cir3+ CQ.”L’% + C3.’E§ + qMEI

Le condizioni ai limiti da imporre saranno:
— nell’appoggio in A si annullano gli spostamenti, ed il momento flettente:

AB
uy~(0) =0
10.2
mAB(0) =0 (10.2)
— nel bipendolo in B si ha la condizione di congruenza:
65 (L) = 67C(0) (10.3)
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e le tre condizioni di equilibrio:
tAB (L)
fmAB(L) + mBC(O)

(10.4)

I
o o o

— in corrispondenza dell’appoggio in C' si annullano gli spostamenti, e si
impone la continuita delle rotazioni:

0
0)=0 (10.5)
0

L’equilibrio del concio impone anche la continuita dei momenti:
mPC(L) = m°P(0) (10.6)

— nell” appoggio in D si annullano spostamenti e momenti:

cD
ug“ (L) =0
10.7
mCD(L) =0 ( )
Si giunge quindi alle dodici equazioni lineari :
ag = 0
—2FTas =0
—a; —2Lay — 3L%a3 4+ by =0
—6EIa3 =0
—6FE1bs =0
—FI (2(12 + 6La3) + 2E1b2 =0
L2 o Ly + L2y + L — 0
AE] 0 1 2 3 =
o =0 (10.8)
L3
—6E—‘§ — by — 2Lby — 3L2bs + ¢ = 0
—-FEI L—2q+2b +6Lbs | +2EIcy =0
9Bl 7 3 2=
L4
TE?I +co + LCl + L2CQ + L3C3 =0
L2
—EI (21«73 + 25 + 6L63> =0
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CAPITOLO 10. UNA TRAVE SU TRE APPOGGI

immediatamente risolvibili a fornire le dodici costanti di integrazione, e gli
spostamenti trasversali:

TL3qx3
ut? (rs) = 5y
q(6L* — TL3x3 + 23
up® (w3) = ( T ) (10.9)
grs (—3L% + 6L%x5 — ALz + a3
us P (a3) = ( )

24E1

La deformata si presenta come in Figura 10.2, e da essa possono trarsi alcuni
valori notevoli.

EIXETEXE TR TR TR QJ:

L L
T / T T
I

Figura 10.2: La deformata della trave

A B C D
o
|

La variazione di spostamento tra le due facce del bipendolo si ottiene, se-
condo definizione, come:

_ et | 7Lt _134L7
" AET  24EI ~ 24 EI

La rotazione in D si ottiene a partire dalla derivata dell’abbassamento:

Ausp = uFC(0) — us B (L) (10.10)

du§P qL3
= — = — 10.11
2 P 24E] (10.11)
Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva :
mAB (z3)=0
1
BC 2
m= (3) = — a3 (10.12)
1
m&P (z3) = —iq(L - 353)2

Il diagramma del momento ¢ riportato in Figura refTrave3, ed il momento
massimo si ottiene in corrispondenza dell’appoggio in C, dove vale:

me = —%qﬂ (10.13)
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Figura 10.3: I momenti sulla trave

L’utilizzo della teoria di Timoshenko

In quanto precede si ¢ fatto uso della usuale teoria di Eulero-Bernoulli, valida
per travi snelle e nell’ipotesi di poter trascurare le deformabilita taglianti. Se
invece si presuppone una rigidezza tagliante GAg finita, occorre utilizzare la
teoria di Timoshenko. A tal fine, si introduce la funzione ausiliaria 1, per cui
gli abbassamenti sono forniti da:

EI
GA,

Uy =1 — n” (10.14)

mentre rotazioni, momenti e tagli sono dati da:

¢=-n
= —EIy" (10.15)
T _ _Eln///

Si inizia allora col porre:

A8 (x3) = ag + arx3 + aga? + aszs
4
BC — 2 34,13
n°Y (x3) = co + c1x3 + coxs + c3x3 + I5i5T (10.16)
4
cD _ 2 3 x3
n (.’Eg) ey + e1x3 + exx3 + e3xy +q24EI

e poi si impongono le condizioni ai limiti. Uno sguardo alle proprieta del-
la funzione ausiliaria basta a convincersi che solo le condizioni ai limiti nello
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CAPITOLO 10. UNA TRAVE SU TRE APPOGGI

spostamento dovranno essere modificate, e sostituite da:

ZEIGQ
apg — GA 0
L%q
14 EI(E4 4 9b, + 6Lbs
A b 4 Ly + L%y + Lbs — <2EI ) —0
24ET GA, (1017
2EICQ '
T aa, T
L3%q
Lig ., BI(E 20+ 6Le)
24EI+00+L01+LCQ+L63— GAé =0

Risolvendo le dodici equazioni si ottengono le costanti di integrazione, e gli
spostamenti trasversali:

L 7L3
uy? (z3) = —q ( + ) T3

2GA, = 24FEI
so ., q(6L% (AEI+ GA,L*) — (12EIL + TGA,L?) x5 — 12EIz3 + GA.x3)
ur (@) = 24EIGA
oD _ q(L—xs)xs (12EI — 3GA,L? 4+ 3GA,Lxg — GA,x3)
uy (@) = 24EIGA
(10.18)

La variazione di spostamento tra le due facce del bipendolo si ottiene ora,
secondo definizione, come:

13 qL* 3qL?
Ausp = uBC(0) —udB(L) = =2 10.19
uzp = uy -~ (0) —uy (L) 24EI+2GAS ( )
La rotazione in D si ottiene invece come:
qL3 qL
— 10.20
9D = ~51F] 2G A, ( )

Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva, e coincidono con
quelle previste dalla teoria di Eulero-Bernoulli.
Un vincolo elasticamente cedevole
Si ipotizza ora, come illustrato in Figura 10.4, che 'appoggio in C sia elastica-
mente cedevole, secondo la legge di proporzionalita lineare:
Re = —kycuze (10.21)

tra la reazione e lo spostamento dell’appoggio stesso. La costante k,c € una
costante di rigidezza, e caratterizza il comportamento del vincolo. La legge che
esprime lo spostamento in funzione della reazione:

uzc = —cyoRe (10.22)
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Figura 10.4: La trave con vincolo elasticamente cedevole

passa attraverso l'introduzione della costante di cedibilita c,c. Per utilizzare la
teoria della linea elastica, si esprime la reazione del vincolo in funzione dei tagli
adiacenti:

Re = tB9 (L) — t9P(0) (10.23)

e quindi le condizioni ai limiti (10.5) si modificano in:

ub(L) = —coc (tBC(L) — t9P(0))

u§P(0) = —cue (L7€(L) — t9P(0)) (10.24)

Risolvendo le dodici equazioni si ottengono le costanti di integrazione, e gli
spostamenti trasversali:

7L3
) (a5) = ( a_ 2qcvc) s

C24FE]
BC (5) = q (6L4 +48FIc,c (2L — x3) — TL3x3 + xé) (10.25)
Y2 3 UET
oD o q (L — x3) (748EICUC + x3 (3L2 —3Lx3 + x%))
uz (r3) = — 24ET

La deformata si presenta — per una elevata cedevolezza dell’appoggio —
come in Figura 10.5:

La variazione di spostamento tra le due facce del bipendolo si ottiene, se-
condo definizione, come:

BC AB 13 ¢L*
Augp = uy ~(0) —uj (L) = A BL + 6gLcyc (10.26)

La rotazione in D si ottiene a partire dalla derivata dell’abbassamento:

L’
24F1
Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva, e non sono in-
fluenzate dalla presenza dell’elasticita del vincolo (in quanto la struttura e
isostatica).

¢p = + 2qcyc (10.27)
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ERXETRXE TR TR TR qj:
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N
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Figura 10.5: La deformata della trave con vincolo ad alta cedevolezza

Le verifiche col principio dei lavori virtuali

Si vuole calcolare la rotazione in D, quindi lo schema delle forze virtuali & quello
di Figura 10.6, in cui la struttura & caricata da una coppia M, di valore unitario,
nell’appoggio D. La struttura su cui leggere gli spostamenti & invece — come
sempre — quella di Figura 10.1.

M=1

)

A B0 c D¢\
o]

| | | |
1 1 1 1

Figura 10.6: Lo schema delle forze virtuali per il calcolo della rotazione in D

Il principio dei lavori virtuali si scrive allora:

MM T
—— _ds= 10.2
Bl ds + SGASdS Mop (10.28)

dove M e T sono i momenti ed i tagli calcolati sullo schema di Figura 10.1, ossia
quello dovuto al carico, mentre M’ e T’ sono i momenti ed i tagli calcolati sullo
schema di Figura 10.6, quindi dovuti alla coppia unitaria in D. Il momento M
¢ gia stato calcolato, € riportato in Figura 10.3, e puo analiticamente esprimersi
come:

BC 953
m” (x3) = Y
10.29)
.1'2 L2 1 (
m®P (r3) =qL (xs - 22) - 7‘12 = —§q(L — x3)2
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I tagli, quindi, possono dedursi per derivazione:

t5Y (x3) = —qu3

tP (z3) = qL (1 - %)

(10.30)

Il diagramma del momento M’ pud tracciarsi considerando che ’equilibrio
del primo tratto implica che la reazione in A ed il momento in B devono essere
nulli, e che quindi il momento sara nullo lungo il tratto AC. Ne segue un
andamento lineare nel restante tratto CD:

m P (z3) = M% (10.31)

come riportato in Figura 10.7. Il taglio, sullo stesso tratto, vale:

P (z3) = M (10.32)
L
A BA C D
h V‘;T\
\5 M
I
L L L

Figura 10.7: Il diagramma del momento M’

Sard quindi necessario integrare solo lungo il tratto C'D, ottenendo (con

M=1):

1 2 T3 3
54 (L —x3)° x3 /qL (1 — T) 1 qL qL

= [ 222 T 73y L) gy = I
2z / Bl LT T Gga, 1T T24Er T 204,

(10.33)

Spostamento relativo in B

Se si vuole ottenere lo spostamento relativo tra le due facce del bipendolo, il
sistema di spostamenti resta quello reale di Figura 10.1, mentre il sistema di
forze dovra ora essere scelto in modo da compiere lavoro per la richiesta quantita
cinematica, e quindi sara quello riprodotto in Figura 10.8.
Il principio dei lavori virtuali si scrive allora:
MM T

ﬁ ds + . G7A3 ds = AUQB (1034)

S

L’equilibrio del primo tratto permette di dedurre subito che la reazione in A
¢ pari alla forza unitaria, mentre il momento nell’incastro ¢ pari alla suddetta
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Figura 10.8: Lo schema delle forze virtuali per il calcolo dello spostamento
relativo in B

forza per il braccio L:

L= F
/ (10.35)
Mp=—-FL
Passando a studiare I’equilibrio del secondo tratto si potra scrivere:
Ry +Rp+F =0
L enTh (10.36)
—Mp —RcL—-2RpL =0
e quindi le due reazioni dei due appoggi sono pari a:
R, = -3F
v (10.37)

Ne segue il diagramma dei momenti di Figura 10.9, su cui puo leggersi:

Figura 10.9: Il diagramma dei momenti M’ per il calcolo dello spostamento
relativo

) = (1 : 2> (10.38)
m P (x3) = —2FL (1 - IS)
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I tagli saranno calcolabili come:
tBC (z3) = —F
, (72) (10.39)
t 9P (x3) = 2F

Si noti che — poiche il momento M ed il taglio T risultano nulli in AB —
ci si e limitati a scrivere le espressioni di momento e taglio da B a D.
Non resta che eseguire l'integrale, con forza F = 1:

L L
_ 4L 2( @) qL B 2( _g)
Ausp = 2EI/0 x5 (14 7 dxg—i-EI ; (L—z3)" (1 7 dzs+

L L 4 2
q 2qL T3 13qL 3qL
T . —_— 1 _— p—
GA /0 wsdes + 27 | (1) dms =55 + 2G A,

(10.40)

La presenza del vincolo elasticamente cedevole

In presenza di un vincolo elasticamente cedevole, come quello di Figura 10.4, il
lavoro virtuale esterno si arricchira del termine che tien conto del lavoro compiu-
to dalla reazione del vincolo — letta sul sistema di forze virtuali — per effetto
dello spostamento del vincolo — letto sul sistema di spostamenti. Si quindi
si vuole calcolare la rotazione in D, lo schema delle forze virtuali & quello di
Figura 10.6, in cui la struttura e caricata da una coppia M, di valore unitario,
nell’appoggio D, e si ha:

MM’
EI

ds = Mop + R/C'UQC = M¢p — CchcR/C (10.41)
S
Rc ed Ry, sono le reazioni dell’appoggio sullo schema degli spostamenti e
sullo schema delle forze, rispettivamente. La reazione R¢ si ottiene dall’esame
dello schema di Figura 10.4, considerando che ’equilibrio del primo tratto impli-
ca Iannullarsi della reazione in A e del momento in B, e che quindi I’equilibrio
del secondo tratto intorno al punto C' implica 'annullarsi anche della reazione
in D. Ne segue:
Rc = —2qL (10.42)

La reazione Ry, si ottiene dall’esame dello schema di Figura 10.6, consideran-
do che ’equilibrio del primo tratto implica anche ora ’annullarsi della reazione
in A e del momento in B, e che quindi I'equilibrio del secondo tratto implica
che le due reazioni in C' e D devono formare una coppia oraria di braccio L:

M
Ry =—— 10.43
o= (10.43)
Sara quindi possibile integrare solo lungo il tratto C'D, ottenendo (con M =
1):
ép = /Mm?’d +k,oRAR- = £_|_2]€ (10.44)
D — . EI I x3 vChrcvg = 2AE]T qryC .

134 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 10. UNA TRAVE SU TRE APPOGGI

Se si desidera lo spostamento relativo tra le due facce del bipendolo, e se
quindi il sistema di forze virtuali & quello di Figura 10.8, si dovra scrivere:
MM’

EI

ds = Ausp + R/C’LLQC = Ausp — CchcR/C (10.45)

S

Utilizzando i valori gia calcolati in precedenza si ha quindi:

L 2 L
z z3 qL 2 z3
Ausgp = qL | ¢-3- (1—7)01 7/ L— (1—7)01
Y2 =4 /0 5E71 )T e, (L =) ) st

13qL*
/
kycRc R = Sibl T 6qLkyc

(10.46)

Il metodo dell’analogia di Mohr

Si vuole ora utilizzare il procedimento della trave ausiliaria di Mohr, al fine di
conoscere lo spostamento relativo tra le due facce del bipendolo, e la rotazione
in D, per la struttura in Figura 10.1, nell’ipotesi di trave di Eulero-Bernoulli.

Utilizzando quanto gia visto in precedenza, il carico fittizio sulla trave au-
siliaria si presenta come in Figura 10.10, ed & esprimibile, in base alle (10.12)
come:

gL?
2ET
A g f C D
A
] L ] L ] L ]
Figura 10.10: La trave ausiliaria ed il suo carico fittizio
*BC q 2
¢ (23) = — 557 %3 (10.47)
«*CD q 2
= —— L —
q (z3) Yo ( r3)

La coppia reattiva virtuale M 5 del bipendolo esterno risulta pari al richiesto
spostamento relativo, cambiato di segno, in quanto si ha, per ’equilibrio:

:B = Mgsin - Mgdes (1048)
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e quindi:

Au2B = U2Bc(0) - ’U’1243(L) = Mgdes - Mészn (1049)

La reazione virtuale R}, dell’ appoggio in D & invece pari alla richiesta
rotazione, cambiata di segno, in quanto:

¢p =-Th = —R} (10.50)

La reazione virtuale si calcola facilmente imponendo ’equilibrio alla rotazio-
ne del secondo tratto rispetto al polo C"

L
—/ q" (x3)xz3dxs — R L =0 (10.51)
0
da cui:
1 [E 1 ) qL3
R, =—— ———q (L — das = 10.52
D L/o ( 2E1q( 3) 3?3) 3= oupT ( )
per cui, infine:
__ar
op = S1E] (10.53)

Il taglio virtale in C' si ottiene dall’equilibrio alla traslazione verticale del
secondo tratto:

L
TR+ / ¢ (x3) dzs = 0 (10.54)
0
da cui:
L 3 L 3
s . _ gL 1 2 _ 4L
7o =R+ [0 o) doa = g = [ pra(L—an)® dea = —f07
(10.55)

Conosciuto il taglio virtuale in C, la coppia reattiva del bipendolo in B si
ottiene dall’equilibrio alla rotazione del primo tratto intorno al polo A:

L
g —2T5L — / q* (z3) (L +z3) dzg =0 (10.56)
0
ossia:
. qL* L x3 13 qL*
_ 4t o dpg = —— L2 10.
rB = T4EL /0 dopr (b es) dos = =507 (10.57)
per cui, infine:
13 qL*
A = —— 10.58
Y2B =Bl (10.58)
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Capitolo 11

Un Carroponte

Si vuole conoscere la deformata del carroponte di Figura 7?7, schematizzando la
struttura come un telaio, ed utilizzando il metodo della linea elastica:

Ly I L2 I

Figura 11.1: Uno schema elementare di carroponte
Si pongono, quindi, le linee elastiche dei due tratti nella forma usuale:

3

us? (z3) = ag + a123 + a2a3 + aza’
ug? (z3) = bo + bras
OBy _ s s (11.1)
us? (z3) = co + c123 + 223 + c323
u§'’P (23) = do + dras
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Si pone, al fine di semplificare i risultati:

L=Li+ Lo
Ly =2L, (11.2)
H=1L+ L,

Si hanno cosi le lunghezze dei due tratti, e le loro inclinazioni:

Lap =V L*+ H?
Lep =/ L3 + H?

_ H (11.3)
a = arctan <L>

B = arctan (Z)

Le condizioni ai limiti da imporre saranno:
— nell’appoggio in A si annullano ambedue le componenti di spostamento,
ed il momento flettente

0
ui?(0) =0 (11.4)
0

— nell’appoggio in C si annullano ambedue le componenti di spostamento,
ed il momento flettente

0
u§P(0) =0 (11.5)
0

— nel nodo in B si hanno le condizioni di congruenza sugli spostamenti:

ufP (Lag) cos(a) + uf? (Lag)sin(a) = u§? (Lop) cos(B)+
uSP (Log) sin(B)
—ug’?B (Lag)sin(a) + u4? (Lap) cos(a) = —ugB (Leg) sin(pB)

+u§'? (L) cos(f)

(11.6)

e le condizioni di equilibrio:
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tA8 (L sp) sin(a) + n B (Lap) cos(a) + tF (Lop) sin(8)+
n®B (Lop)cos(B) =0
—t4B (L sp) cos(a) + nB (Lag)sin(a) — t°B (Leg) cos(8)+
n“B (Lep)sin(B) + F =0
mAB (Lap) =0

mCE (Lep) =0

(11.7)

Risolvendo le dodici equazioni si ottengono le costanti di integrazione, gli
spostamenti trasversali e gli spostamenti assiali. Per brevita, si riportano solo i
risultati relativi al caso particolare in cui:

H=L1+1L
e (11.8)
Ly =2Ls
Gli spostamenti trasversali sono pari a:
UAB(.Z' )_ (6—’_5\/5) il‘
s Vs BA (11.9)
CB( )7 (3—|—2\/§)i
Ug x3) = \/5 EAIS
e gli spostamenti assiali:
1 F
AB
uz” (x3) = —= 3
2FA
V2 (11.10)

I momenti ed i tagli sono ovviamente nulli, mentre gli sforzi assiali sono pari

nAB (z3) = xr
RE - (11.11)
n? (z3) = — §F

L’asta AB ¢ quindi tesa, ma l'asta C'B risulta compressa. La deformata &
riportata in Figura 11.2. Il nodo B si abbassa di:

dup = uz® (Lap) cos(a) — u§” (Lap)sin(a) = mjﬁgﬁ
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e si sposta verso destra di:

9+5V5) FL

6wp = uyB (Lag)sin(a) + u§? (Lag) cos(a) = ( 75 EA (11.13)

Figura 11.2: La deformata del carroponte

Si vuole ora semplificare a priori lo schema strutturale, realizzando che mo-
menti e tagli dovranno essere nulli, e quindi considerando la struttura come una
travatura reticolare. In quest’ottica si ha quindi che le linee elastiche flessionali
saranno polinomi lineari, e si potra porre:

uy” (x3) = ag + a1x3

U?B ($3) =by + bix3 11.14
BC (. _ (11.14)

uy "~ (x3) = ¢co + 13

ufc (.Z‘g) =dy+dizs

Le condizioni ai limiti da imporre saranno ora:
— nell’appoggio in A si annullano ambedue le componenti di spostamento:

(11.15)
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— nell’appoggio in C si annullano ambedue le componenti di spostamento:

uSB(0)=0
u§P(0) =0

(11.16)

— nel nodo in B si hanno le condizioni di congruenza sugli spostamenti:

uf? (Lapg) cos(a) +usB (Lag)sin(a) = u§? (Lop) cos(8)+

UQCB (LCB) Sin(ﬂ)

. . (11.17)
—ug‘B (Lap)sin(a) + u‘24B (Lap)cos(a) = —uSCB (Lep)sin(B)+
u§'’? (L) cos(B)
e le condizioni di equilibrio per gli sforzi assiali:
nAB (Lag)cos(a) + n¢B (Leg)cos(B) = onAB (Lap)sin(a)+ (11.18)

n®B (Leg)sin(B) + F =0

Risolvendo le otto equazioni si ottengono gli stessi risultati cui si era giunti
in precedenza.

La verifica

Poiche la struttura e isostatica, si puo conoscere lo sforzo assiale nelle aste del
carroponte in Figura 11.1 imponendo ’equilibrio del nodo B:
Siano ora « e 8 gli angoli che le aste AB e BC formano con 'orizzontale:

« = arctan ()
L+ L
N (11.19)
H
[ = arctan ([/2)
e si imponga ’equilibrio del nodo in B, come riportato in Figura 11.3:
n,.43 cos(a) —|—n.BC cos(B) =0 (11.20)
napsin(a) + npesin(f) + F =0
Si ha subito:
F cos(B)
nABp = — . :
cos(f) sin(a) — cos(«) sin(S)
(11.21)
F cos(a)
npc = —

—cos(3) sin(a) + cos(a) sin(3)
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Figura 11.3: L’equilibrio del nodo in B

ossia, introducendo le (11.19):

FL Ly 1 H?

MBS LV T
(11.22)

o FLL [T

BC™TH I 12

con la posizione:
L=L+ 1L (11.23)
Nell'ipotesi (11.8) si ha infine:

2
P - (11.24)

’I’LBC:—E\/IOZ—F 3

Si vuole infine calcolare lo spostamento del nodo B, utilizzando il principio
dei lavori virtuali.

La componente verticale di spostamento si ottiene immediatamente, in quan-
to il sistema di forze coincide con quello di spostamento (ma la forza virtuale &
posta unitaria). Non essendoci momenti flettenti, il principio dei lavori virtuali
si scrive, nelle ipotesi (11.8):

Las NN/ Les NN/
d dzs = 11.25
/0 o /0 FA CrT2n (11.25)
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ossiaz:
F 1 3v2L F 5 V10L
- d —_— das = 11.2
EAQ/O x3+EA2/0 T3 = u2p (11.26)
e quindi:
3+5v5) FL
sy = H\E\Qx (11.27)

Per il calcolo dello spostamento orizzontale occorre utilizzare il sistema di
forze di Figura 11.4, su cui si calcolano gli sforzi assiali tramite equilibrio del
nodo B:

O

Figura 11.4: L’equilibrio del nodo in B

—napcosfa] —npocos[f]+ F =0

11.28
napsinfa] + npesin[f] =0 ( )
con soluzione:
Fsin(B)
n =
AB ™ T cos(B) sin(a) + cos(a) sin(B) (11.20)
R Fsin(a) '
Be = cos(f) sin(a) — cos(«) sin(B)
ossia, introducendo le (11.19):
F(Ly + L) H?
T e (11.30)
_ gl 22 |
npc = Ll L%
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ossia, per il caso (11.8):

3F
nAB =

S

(11.31)

npc = —1/ - F

N | Ot

Il principio dei lavori virtuali fornisce ora:

usp

_FVa(s /Wd +F5/md _(9+5v5) FL
“E4a2 \\B) T EAL ), BT R EA
(11.32)
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Capitolo 12

Travature reticolari

Ambedue gli esempi del capitolo sono tratti dalle lezioni di Anthony Armenakas
Structural Analysis dell’Indian Institute of Technology (IIT) di Kharagpur.

Esempio n.1

Si esamini la travatura reticolare di Figura 12.1, calcolando gli sforzi assiali nei
membri, e gli spostamenti dei nodi.

]

a y Fy
€ —
D C

H
1l A B
~= =S

Figura 12.1: Una travatura reticolare
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In assenza di momenti e tagli, le linee elastiche saranno lineari. Identificando
sei aste, si potra quindi scrivere:

udB (23) = ap + a3 uf P (z3) = by + b3

uBC (z3) = co + 123 ufC (x3) = do + dyz3

ug (x3) = e +erws  uy (w3) = fo + fras (121)
uy? (z3) = go + 15 ug” (ws) = ho + hiws -
uyC (23) = ko + k123 uf® (x3) = mo + mixs

uf? (x3) =l + lia3 ufl (z3) = np + nixs

mentre gli sforzi normali si ottengono per derivazione. Ipotizzando che le aste
abbiano rigidezza assiale EA costante, si porra quindi:

dut’
1J _ 3
n'’ (r3) = FA o (12.2)

Le condizioni ai limiti da imporre saranno:
— nell’appoggio in A si annullano ambedue le componenti di spostamento,
per le tre aste che ivi concorrono:

ufP0)=0  ufP0)=0
ufC0)=0  uf0)=0 (12.3)
up?(0)=0  wfP0)=0

— nel nodo in B si annullano le componenti di spostamento ortogonali
all’asse del carrello, ossia le componenti verticali di spostamento:

0
uf(0) =0 (12.4)
0

uPP(0) sin(a) + v (0) cos(a) =

L’esame della componente orizzontale di spostamento porta a scrivere due
condizioni di congruenza:

uj (L) = uy® (0)

12.5
ufB (L) = —uPP(0) cos(a) — uBP(0) sin(a) (12.5)
Infine, si deve imporre I’equilibrio della cerniera alla traslazione orizzontale:

—nAB(L) — nPP(0) cos(a) =0 (12.6)
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— in corrispondenza del nodo C, le tre aste concorrenti dovranno avere le
stesse componenti di spostamento orizzontale e verticale:

uD(L) = —ulC (H)
uPC(L) = ubC ()

VEOE) = () sin(e) 4 93 (5) os(e) (127)
uP(L) = uf(S) cos(a) — uAC(S)sin(a

Potranno poi scriversi le due condizioni di equilibrio alla traslazione orizzon-

tale e verticale:
nPY(H) + nA°(S)sin(a) + F
() + *C($)sin(e) + i o)
—n"Y (L) = n*~(S) cos(a) + Fy

— infine, in D, bisognera rispettare la congruenza degli spostamenti:

12.9
S cos( )+ UQBD(S) sin(a) 129

(12.10)

Risolvendo le ventiquattro equazioni si ottengono le costanti di integrazione,
gli spostamenti trasversali:
uz? (23) =0
Fi ((-14V2) L+ 2x3) + B> (— (=3 +v2) L+ (2+4v2) z3)

UQBC (r3) = AFA
’U/QDC(JT;),) 42%1 (( 1+\[) (—3+\/§) xg)—i-
4];214 (— (—3+ ﬁ) L+2 (71 n x/i) xg)

uAC(x):(3F1+(3+2\/§)F2)m3

2\ AFA
WD () — (F14+ (1+2V2) ) 23

2 2EA

o, Fi (= (=24 V2) L+223) + F ((—243v2) L+ (24 4V2) a3)
ve () = 8EA

(12.11)

e gli spostamenti assiali:
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(m1+V2) Fi — (-3+V2) Fb) a3

uy® (23) = AEA
50 gy (BHVIF— (14 VD) )
3\ AEA
pe R (2(1+2v2)L— (-3+V2)z3) + Fi 2L+ (-1 4 v2) x3)
- (73) = AEA
ac _ (24 V2) P + (24 V2) Fy) a5
uz~ (w3) = 1EA
0 (g (CLEVA) P (34 VD) )
3\ AEA
uBD () — ((—2+V2) Fi + (2 - 3V2) Ib) (L + 2a3)
ug " (73) = SEA
(12.12)
da cui anche gli sforzi normali:
nAB (1) = i( 1—|—\f)F1 (—3+\/§)F2
a4 (54 v2) - (1442) )
nPC (z3) = 411 (( 1+ ) ( 3+ \/§> Fz) (1213)
= 3 (24 v2) R (24 2) )
nAD (24) = %(( 14+V2) Fy - (=34 V2) F)
nBD (24) = i ((-2+v2) R+ (2-3v2) )

Una verifica con il principio dei lavori virtuali

La travatura e costituita da quattro nodi e sei membri, quindi il suo grado di
iperstaticita e calcolabile come:

2c—a—n.=-1 (12.14)

dove c ¢ il numero di nodi, a il numero delle aste, n. il grado di vincolo esterno.
La travatura, quindi, & una volta, internamente, iperstatica.

Si calcoli lo sforzo assiale nell’elemento BD applicando il principio dei lavori
virtuali

A tal fine, si sceglie il sistema di spostamenti di Figura 12.1, ed il sistema di
forze di Figura 12.2, in cui I'asta BD e stata rimossa, e sostituita da due forze
assiali unitarie, uguali e contrarie. Il verso di queste forze & scelto in modo da
far compiere lavoro positivo allo sforzo normale ngp.
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Figura 12.2: 1l sistema Sy delle forze virtuali

Il principio dei lavori virtuali si scrive:

N nepLlpp

dove N7 sono gli sforzi normali calcolati sul sistema di Figura 12.2, mentre N
sono gli sforzi normali sul sistema di spostamenti di Figura 12.1. Il lavoro esterno
& negativo in quanto le due forze unitarie tendono a comprimere il pendolo BD,
che subisce invece un allungamento pari a:

ngplL X\2L
ALgp = B;’JABD = (12.16)

Per il principio di sovrapposizione degli effetti, poi, si potra scrivere:

N =No+ XN, (12.17)

dove Ngsono gli sforzi normali calcolati sul sistema isostatico di Figura 12.3,
caricato dai soli carichi applicati. Sara quindi, infine:

/N1N0 ds + X/Nf ds = —X V2L (12.18)
da cui la richiesta incognita iperstatica:

x = JsNillods (12.19)
[, NZds+ V2L '
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+ D(\ AC4>
H
1 A\ B

Figura 12.3: 1l sistema Sy , isostatico e caricato dai soli carichi applicati

Per lo studio del sistema Sy, si inizi a calcolare le reazioni esterne, scrivendo
le tre equazioni di equilibrio globale. Scegliendo il polo in C' si ottiene:

Ran+F=0
RAv + RB’U + F1 =0 (1220)
RupnH + RayL =0
e quindi:
Rap = —F,
Ray=Fy (12.21)

Rp, = —I — I

Cio fatto, il metodo dei nodi permette il calcolo degli sforzi assiali. L’equi-

librio del nodo B fornisce nj'Z ed nfC:

nyt? =0
(12.22)
TlOBC = —F1 - F2

Passando al nodo C, I'equilibrio impone:
pc __AcV?2
—no — TLO 7 + F2 = 0
5 (12.23)
ngc+n6407 +F1 :O

da cui:

néc = FQ\/§

12.24
2O (12:24)
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L’esame del nodo D permette di scrivere subito:
ny? =0 (12.25)

e quindi infine, il nodo A sara equilibrato (possono scriversi le relative equazioni
per verifica)

Per lo schema S7, auto—equilibrato, le reazioni esterne sono nulle, I’esame
dei nodi puo partire, ad esempio, dal nodo B, per cui potra scriversi:

(12.26)
2
—nBC — X£ =0
2
da cui:
2
T
(12.27)
2
n1190 — ,Xi
2
Nel nodo C' si ha :
2
7n1DC _ AC7 —0
5 (12.28)
nBC 4o ¥2 g
2
e quindi:
'I’LDC _ —X@
! 2 (12.29)
ni¢ = X
Infine, in D, si potra scrivere:
2
ntl = —X% (12.30)
Lo sforzo normale richiesto sara quindi fornito da:
(=11 — Fy) (—§> + FoV2V2
X == 5\ 2 )2 )2 )2
8 ) - ) romin

_ i ((—2+v2)Fi+(2-3v2) )

coincidente con quanto ottenuto con la linea elastica.
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Esempio n. 2

In questo secondo esempio € riportata — in Figura 12.4 — una travatura reti-
colare costituita da sei nodi, connessi da dieci aste, e vincolata al suolo da due
appoggi. Uno dei nodi e caricato da una forza orientata in modo arbitraria, e
quindi schematizzata come due forze dirette secondo 'orizzontale e la verticale.
L’altezza H ¢ posta pari ai % della luce dei tre tratti.

Fy

Figura 12.4: Una travatura reticolare di esempio
Un calcolo del grado di iperstaticita porta a scrivere:
2c—a—n,=12-10—-4=-2 (12.32)
Si ha quindi una struttura doppiamente iperstatica, ed ¢ immediato realiz-
zare che una iperstaticita ¢ dovuta ai vincoli esterni, ed una ai vincoli interni.
Per ciascuna asta si pongono linee elastiche assiali e trasversali di tipo lineare,

essendo nulli momenti e tagli. Sara quindi, in generale, per I'asta che collega la
cerniera I alla cerniera J:

u? (x3) = ag + arws

(12.33)
ub” (x3) = by + by
ed ovviamente:
dul’
1J 3
=(FA 12.34
n (EA) 1, Oos ( )

dove (EA)r; & la rigidezza assiale dell’asta considerata. Scelto un valore di
riferimento E'A, le aste orizzontali avranno rigidezza assiale pari a 15FA, e
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quindi:
AB
nP (13) = 15EAdui3
dX3
BC
nB (z3) = 15EAd(;13
X3
. dugD (12.35)
=15FA
" (:ES) dX3
dufF
EF 3
=15FEA
" (1'3) dX3
le aste verticali avranno rigidezza assiale pari a 10E A, e quindi:
nP (z3) = 10EA ;3
= (12.36)
CF (34) = 10549%
€T =
" 3 dX3

Infine, le aste inclinate avranno lunghezza pari ad S = vV H?2 + L? = %L, e
rigidezza assiale 20F A:

dug'?
dX3
du§'”
dX3
duf”
dX3
duPF
nPF (x3) = 20EA ;13

X3

nAE (z3) = 20EA

n®E (z3) = 20EA

(12.37)

nP¥ (z3) = 20EA

Le costanti di integrazione si calcolano imponendo la congruenza degli spo-
stamenti nei nodi, e ’equilibrio dei nodi stessi:

— nel nodo A dovranno annullarsi gli spostamenti orizzontali e verticali per
ambedue le aste concorrenti:

(12.38)

— nel nodo B dovra imporsi la congruenza degli spostamenti tra ’asta AB
e lasta BC, tra 'asta AB e l’asta BE, ed infine tra 'asta AB e 'asta BF'. Le
altre congruenze sono automaticamente verificate:
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uy " (L) = uy ™ (0)
uz P (L) = uz©(0)
uy P (L) = —uf®(0)

B BE (12.39)
uz” (L) = uy 7 (0)
ufB(L) = ul¥(0) cos(ar) — uPF(0) sin(a)
ufP (L) = uP¥(0) cos(a) + ufF(0) sin(a)

In B, inoltre, si dovranno scrivere le due equazioni di equilibrio:
AB BC BF
(L) +n""(0) + n”" (0)cos(ax) =0
() 41 (0) +nPF (0) cos(a) o0

—nBE0) — nBF(0)sin(a) =0

— nel nodo C' dovra imporsi la congruenza degli spostamenti tra ’asta BC'
e l'asta C'D, tra I'asta BC e I'asta C'F, ed infine tra 'asta AB e 'asta CE. Le
altre congruenze sono automaticamente verificate:

uzy (L) = ug®(0)
ug (L) = ug?(0)
uB(L) = 5T (0)

BO oF (12.41)
uz (L) = ug " (0)
uPC (L) = u§F(0) cos(ar) — u§'F(0) sin(a)
uBC (L) = —u§P(0) cos(a) — u§F(0) sin(a)

In C, inoltre, si dovranno scrivere le due equazioni di equilibrio :
—nBC(L) +n°P(0) — n°F(0) cos(a) =0
(L) +nCP(0) = nF(0) cos(a) o2

—nF(0) = n°F(0)sin(a) = 0

— nel nodo D dovranno annullarsi gli spostamenti orizzontali e verticali per
ambedue le aste concorrenti:

(12.43)

— nel nodo E dovra imporsi la congruenza degli spostamenti tra ’asta EF'
e l'asta BF, tra l'asta E'F e 'asta C'E, ed infine tra 'asta EF' e 'asta AC. Le
altre congruenze sono automaticamente verificate:
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uEF(0) = —ulE(H)
g™ (0) = uy ¥ (H)
uz"(0) = up® () cos(ar) — uz () sin(a)

12.44
ug(0) = ug” () cos(a) +uz () sin(a) S
ubF(0) = fuzcE(S) cos(a) — u§'P(9) sin(a)

uFF(0) = —u§F(S) cos(a) + uSF(S) sin(a)

In E, inoltre, si dovranno scrivere le due equazioni di equilibrio:

nEF(O) — nAE(S) cos(a) + nCE(S) cos(a) = 0
nBE(H) +nAP(S) sin(a) + nCF(9) sin(a) = 0 (12.45)

— infine, nel nodo F' dovra imporsi la congruenza degli spostamenti tra
lasta EFF e l'asta C'F, tra 'asta EF e 'asta BF, ed infine tra l'asta EF e
l’asta DF'. Le altre congruenze sono automaticamente verificate:

ufF(L) = —u§T (H)
ug " (L) = u§" (H)
uFF (L) = ufT () cos(a) — ub¥ (S)sin(a) (12.46)
WfF (L) = uf " (S) cos(a) + uf " () sin(a)
uf (L) = —uf™(8) cos(a) — uf " (S) sin(a)
uFF (L) = —uPF(S) cos(a) + ul’F(S) sin(w)
In F' si dovranno scrivere anche le due equazioni di equilibrio :
—nPF(L) — nPF(S) cos(a) +nPF(S) cos(a) + F1 =0 (12.47)

nF(H) +nPF(S)sin(a) + nPF(S)sin(a) + F, = 0

I calcoli sono laboriosi, ma di routine, e portano a scrivere gli spostamenti
trasversali ed assiali delle aste orizzontali:

(—11123547F; + 35090396 F) x3

AB
ue () = 350075520 EA (12.48)
uAB (CL‘ ): 527(3F1—4F2)£L'3 '
3 8 121554E A
BC 44F (T9T509L + 279124x5) + Fi (—11123547L + 598315813)
ur (2a) = 3500755206 A
s (3F, — 4F3) (2635L — 768x>)
uz” (x3) =

607770E A
(12.49)
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(5140389 F, — 47371852F%) (L — x3)

cD o
vz (7s) = 350075520 E A (1250
uOD (g — 1867 (BFL 4P (L — .
5T 607TTTOEA
WEF (z) = 2922 (97517 + 72032w3) — 3F} (2053091L + 193586a3)
’ 3500755206 A
W () — 1% (20539911 — 430156815) + 8F, (30107591 + 43015081
’ 1667673605 A

(12.51)

delle aste verticali:

_ 68F, (—89280L + 239863x3) + 3 (1517760L + 987079x3)

BE
uz - (w3) 350075520 EA
WBE () = 3F, (3707849L — 220514415) 4 4F, (—8772599L + 2205144x:5)
3 350075520F A
(12.52)
VST () = —4F, (1075392L + 813721x5) + 3F (1075392L + 5878471x3)
2 350075520 E A
WCT () = 3F) (1713463L + 712152x3) — 4F, (11842963L + 712152x:5)
3 350075520 E A
(12.53)
e delle aste inclinate:
AR (—692043F, + 21181724 F) a3
Uy (fﬂS) =
350075520E A (12.54)
UAE (1‘ ) _ (3F1 — 4F2) I3
3\ 144F A
WBT () — 4F, (30537116L + 1113131523) + Fy (—30834348L + 425773052:5)
2 1750377600 A
WBF () — 3F, (5731529L + 3062700z3) — 4F% (10796279L + 30627005)
3 583459200 E A
(12.55)
D (12212661 F; — 34921828 F}) x5
Ug (CES) =
350075520 E A (12.56)
3\ 144EA
WSF () = 4F; (252990140L — 297806049x:3) + Fy (—151200420L + 300842397:5)
2 8751888000F A
WCF () — 3F} (279607L — 98910023) + 4F, (—10409107L + 989100z:3)
3 583459200 A
(12.57)
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CAPITOLO 12. TRAVATURE RETICOLARI

I corrispondenti sforzi normali si ottengono per derivazione, utilizzando le

(12.35-12.37):

2635 (3F, — 4F)

P @) = o518

nPC (z3) = _%
nCP (z4) = — 1867 (j(illg 4F)
nF (z3) = 1867 (f?gl()ﬁ_ 4F3)

nBE (1) = 3403 (55)124_ 4F)
nCF (3) = 1099 (3F, — 4F)

54024
TﬁECm):Ai(Mﬂ74Fw
36

17015 (3F, — 4F)
BF _
() = 162072

5
nDF@gy:—§6@FH+8F@

5495 (3F) — 4Fy)
162072

nCE (.’173) —

_ __AB _ _AE _
Rap =—n n* cos(a) 1502
2123F; 4 3172F:
Rpn = n? 4+ nPF cos(a) = — 1502 2
. P F
Ra, = n*Fsin(a) = Zl - ?2
P2
Rp, = nPF sin(a) = — <41 + 3F2)
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| T93(3F, — 4Fy)

(12.58)

(12.59)

(12.60)

(12.61)

(12.62)

(12.63)

(12.64)

(12.65)

(12.66)

(12.67)

Le reazioni vincolari possono calcolarsi a partire dagli equilibri dei nodi A e

(12.68)
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Applicazione numerica

Si puo porre, come nel testo di riferimento :
Fy = 20kN F5 = 60kN (12.69)

ottenendo i valori numerici:

nAB (z3) = —11.7059  nPC (x3) = 3.41182

nCP (x3) = 8.29409  nFF (x3) = —24.8823

nPP (x3) =11.3383  nF (23) = —3.66171 (12.70)
nAE (z3) = —25  nBF (z3) = —18.8972

nPF (z3) = =75 n%F (x3) = 6.10284

coincidenti — a meno di errori di approssimazione — con quelli di riferimento.

Le variazioni termiche

Si ipotizzi ora che 'asta C'E sia soggetta ad una variazione termica uniforme AT,
sicche sull’asta agisce una distorsione A = —aAT. Rispetto al caso precedente,
occorre solo annullare le forze Fy ed Fy, e sostituire ’espressione dello sforzo
normale in C'E con la formula modificata:

CE
dus

n®E (x3) = 20BA( L~ 0AT) (12.71)

X3
Le condizioni ai limiti restano le stesse, e si ottengono gli spostamenti delle
aste orizzontali:

WP (15) = _ 486250ATz3
2 162072 (12.72)
AB 2000[AT$3 :
Ui ) = = s
WP (25) =  48625LaAT N 25aATzs
2 162072 36 (127
BC 200aAT (L - 2%3) ’
uy (@) == 2251
uEP () = 639250AT (L — z5)
2 162072 (12.74)
CcD 200 AT (L — 1'3) ’
ug (23) = 2251
u2EF (.133) _ _85075L0¢AT n 2504AT$3
162072 36 (12.75)
» 25aAT (3403L — 2304x3) :
U (23) = = 216096
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CAPITOLO 12. TRAVATURE RETICOLARI

delle aste verticali:

hE 250 AT (576L + 2635z3)
uy " (r3) = —
162072 (12.76)
BE 250 AT (1945L + 194423) '
us -~ (ws) = 162072
25aAT (576L — 1867
u§" (a) = 2208 )
162072 (12.77)
o 250 AT (2557L — 1944z3) '
ug” (w3) = — 162072
e delle aste inclinate:
85075aATx
AE __ oJduiwctal L3
uz” (¥3) = = 50m (12.78)
ug® (23) =0
AT L —914
WP () —  DODT (9508L — 91455)
162072 (12 79)
B 5aAT (1177L — 2700x3) '
us (73) = 54024
27475a ATz
DF _ 3
I TP (12.80)
u3DF (x3)=0
. QAT (42500L — 10179z5)
Ug (133) =
el (w ) _ —16625LaAT + 40524aAT x5 ’
3\ 54024

I corrispondenti sforzi normali si ottengono per derivazione, utilizzando le
(12.35-12.37) e la (12.71):

nAL (x3) = nP (x3) = 7% (12.82)
nBC (z3) = 7600052?10‘AT (12.83)

nFF (z3) = % (12.84)

nPE (z3) = nF (23) = % (12.85)
nAE (z5) = nPF (23) =0 (12.86)

nBF (z3) = n¢® (z3) = —% (12.87)
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Le reazioni vincolari possono calcolarsi a partire dagli equilibri dei nodi A e
D:

3000
_ __AB _ _AE _
Rap = —n n* cos(a) —2251EA04AT
3000
_ . CD DF _
Rpp =n"" +n"" cos(a) = 2251EAO[AT2251 (12.88)

R, = n?F sin(a) =0

Rp, = nPFsin(a) =0

Applicazione numerica

Si puo porre, come nel testo di riferimento:

1 -1
@= Z5000C
AT = 40C (12.89)
5 -2 KN » o 4 -2
EFA=2x10°Nmm “ =2 x 10 1—0310 cm™ © =2 x 10*kNcm
ottenendo le reazioni:
Ran = —Rpy, = 14.2159 (12.90)

coincidenti — a meno di errori di approssimazione — con quelli di riferimento.
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Capitolo 13

Maglia triangolare

Si vuole conoscere la deformata della struttura in Figura 13.1, insieme alle
caratteristiche della sollecitazione interna.

L/2

L/2 1

Figura 13.1: Una maglia chiusa triangolare: carico simmetrico

Si divide il telaio in quattro tratti, e per ciascuno di essi si ipotizza una linea
elastica flessionale cubica:

2 3
ap + a1x3 + asr3 + agxsy

T3

co + cr1x3 + @x% + c;;m% (13 1)

2 3
T3 eo +e1x3 + eax3 + e3xy

35 (x3)
uy P (w3)

BC

2 (23)

59 (x3) = go + 9173 + 9273 + g3
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Assumendo una rigidezza assiale infinita, le linee elastiche assiali risultano
identicamente nulle. Si dovranno scrivere quindi sedici equazioni ai limiti nei
quattro nodi:

— nell’appoggio in A si annullano gli spostamenti delle due aste concorrenti,
mentre le rotazioni sono uguali:

0
u¢(0) =0 (13.2)
¢ (0) = ¢(0)
per l'equilibrio alla rotazione del nodo dovra anche aversi:
mAE(0) + mA°(0) =0 (13.3)

— nel nodo in K si hanno le condizioni di congruenza tra le due aste:

2 (13.4)
ak (L KB '
oM (5 ) = 6"F ()
e le condizioni di equilibrio:
L
—tAK (2) +t5P0)+ F =0
(13.5)

—mAK (g) +mEB(0) =0

— nell’appoggio in B hanno condizioni simili a quelle gia analizzate in A:
uPC(0)=0 (13.6)

e per 'equilibrio alla rotazione del nodo dovra anche aversi:

—mKB <;‘> +mB¢0) =0 (13.7)

—nel nodo in C, la congruenza impone che le componenti orizzontali e verti-
cali degli spostamenti delle due aste concorrenti siano uguali, e quindi, in ipotesi
di rigidezza assiale infinita, gli spostamenti risultano nulli:

vA9(8) =0
vBC(S) =0 (13.8)
¢1(8) = ¢7°(9)
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CAPITOLO 13. MAGLIA TRIANGOLARE

Infine, I'equilibrio del nodo alla rotazione detta:
—mAC(8) —mPBY(S) =0 (13.9)

Si ottengono facilmente le costanti di integrazione, e quindi gli spostamenti
trasversali:

| Fay (—3V5L? — 12Lag +4 (4 + V5) «3)

UéqK (x3) = "
(4+5) EI
KB —F((1+\/5)L3—6(2+\/5)Lx§+4(4+\/5)x§)
S 48 (4+5) EI
B (23) = | Fay (5 (4+VB) I — 4 (5+ 4V5) L + 4 (4+ V) 23) (13.10)
16 (40 + 21v/5) ET
WA (2g) = Fag (5(44 V5) L2 — 4 (5+ 4V/5) Las + 4 (4 + V5) 22)

16 (40 + 21V/5) EI

La deformata e riportata in Figura 13.2, e ’abbassamento in corrispondenza
della forza sara pari a:

3
usr = ukB(0) = 451(;;/\5/)5) IiELI (13.11)

1 L/2 L/2

Figura 13.2: La deformata della maglia chiusa triangolare con carico simmetrico

Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva:
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F(~L+ (44 V5) x3)

AK
m r3) =
(z3) 2 (44 V/5)
ke _ F(2+V5)L-2(4+ Vb))
m= " () = 4 (44 /5)
(4+ (13.12)
se F((5+4V5)L—3(4+V5)xs)
m”" (x3) = —
80 +42V/5
i gy PO+ 4VD) L3 (45 V5) )
80 + 42/5
Il diagramma del momento si presenta come in Figura 13.3:
Gli sforzi di taglio si ottengono derivando i momenti:
A (23) = 5}
F
tKB (1‘3) = —5
(13.13)
P (ag) = ——
10 + 85
3F
HAC (p) — O
) = o r sv5

Gli sforzi normali sul tratto AB sono nulli, mentre sulle due aste inclinate si
ottengono imponendo 'equilibrio del nodo in C:

—nAY(8) cos(a) — t1€(S) sin(a) + nPC(S) cos(a) — tP9(S) sin(a) = 0
nAC(8) sin(a) — t49(89) cos(ar) + nP(8) sin(a) + tFC(S) cos(a) = 0
(13.14)
e quindi:
3F
AC BC
n T3) =n r3)=——""—F+ 13.15
(12) =P (o) =~ (13.15)
Le reazioni esterne sono fornite dall’equilibrio dei nodi A e B:
AC AcC AK F
Ry, = n% sin(a) — 7% cos(a) — 7% = -5
3V5F
Rap = —n cos(a) — t49 sin(a) — nE = 20—1—\[16\/5
13.16
BC ; BC kg _ F ( )
Rp, = n"% sin(a) +t°% cos(a) — "7 = 5
F
Rpn = nP% cos(a) — tP% sin(a) + nEK = _203—1—\/156\@
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CAPITOLO 13. MAGLIA TRIANGOLARE

L/2 L/2

Figura 13.3: Il momento sulla maglia chiusa triangolare con carico simmetrico

Una condizione di carico non simmetrica

Si vuole conoscere la deformata della struttura in Figura 13.4, insieme alle
caratteristiche della sollecitazione interna.

Come nel caso precedente, si possono ipotizzare linee elastiche flessionali
cubiche per ciascuno dei quattro tratti:

u’é‘B (x3) = ao+a1zs + agmg + agxg

uQBC (x3) = co + c123 + caw3 + c373 (13.17)

ug‘K (x3) =eg +e1x3+ egxg + egxg .
KC _ 2 3

uy ~ (w3) = go + 9173 + gor3 + g3y

Se poi i tratti sono assialmente inestensibili, gli spostamenti assiali saranno
identicamente nulli, ed il carrello in A si comporta come un appoggio. Nel
seguito, accanto alle sedici costanti di integrazione incognite, si introdurrano
le quattro incognite addizionali n4Z, nB¢ nA% ed nX in modo da poter
le condizioni di equilibrio nei nodi insieme alle condizioni di congruenza sugli
spostamenti trasversali e le rotazioni. In dettaglio si avra:

— nel carrello in A si annulla la componente verticale di spostamento, e si
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Figura 13.4: La maglia chiusa triangolare con carico non simmetrico

garantisce la continuita della rotazione:

(13.18)

Infine, si deve equilibrare il nodo alla traslazione orizzontale ed alla rotazione:

m*P(0) + m**(0) =0

13.19
nAE cos(a) 4+ t*P(0) sin(e) + n4E =0 ( )

— nell’appoggio in B si annullano ambedue le componenti di spostamento,
per ambedue le aste che concorrono nel nodo. Inoltre, le rotazioni dovranno
essere uguali:

0
uP(0) =0 (13.20)
¢

L’equilibrio alla rotazione impone poi:
—-mAB(L) + mPC(0) =0 (13.21)
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CAPITOLO 13. MAGLIA TRIANGOLARE

— nel nodo in C|, la congruenza impone che gli spostamenti trasversali delle
due aste concorrenti siano nulli, cosi come uguali saranno le due rotazioni:

vEC(8) =0
vB9(28) =0 (13.22)
¢"C(S) = ¢P(29)

s (5 (2) s

¢ la lunghezza del tratto AK (e KC). Analogamente, ’equilibrio del nodo alla
traslazione orizzontale e verticale, ed alla rotazione, detta:

—n®C cos(a) — t5(8) sin(a) + nBC cos(a) — t7¢(28) sin(a) = 0
nf%sin(a) — t59(8) cos(a) + nPC sin(a) + t29(28) cos(a) =0 (13.24)
—m&C(8) —mPC(25) =0

— nel punto K, dove agisce la forza, si deve imporre la congruenza degli
spostamenti e delle rotazioni:

uz ™ (S) = uz ©(0)
oM (8) = 6"(0)
mentre I'equilibrio del nodo permette di scrivere tre equazioni:
—mAK(S) + m=C(0) =0
—nE cos(a) — tA(8) sin(a) + XY cos(a) 4+ tEKC(0) sin(a) + F =0 (13.26)
n sin(a) — t4%(S) cos(a) — % sin(a) + t%(0) cos(a) = 0

Si hanno quindi venti equazioni, che risolte forniscono le costanti di integra-
zione ed i quattro sforzi assiali. Gli spostamenti trasversali, che qui vengono,
per brevita, riportati per il caso H = L sono pari a:

dove:

(13.25)

g () = s (L =)y (3 (5+7B) L+22 (=5 + VB) w3))

~ 2816E1
uBC (25) = ﬁ (s (5 (95— 43v5) L2 — 25 (41 + 13V5) Lag+
(270 - 288v5) a3))
WAK (15) = @ (x3 (45 (5 + 7\/5) L 15 (—125 + \/5) Las—
2 (75+6775) 43) )
ukC (15) = m ((25 (577 + 51\/5) L? 60 (—25 + 9\/5) L2

240 (427 +17v5) Lad + 64 (=75 + 731V5) 2} ))
(13.27)
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mentre gli sforzi assiali sono calcolati come:

nAB = _ 3 (18+\/S) F

88
pe  (105+323V5) F
nBC = _
1760
13.28
A (225+403V5) F (13.28)
" 1760
ke  3(15+17V5) F
" 1760

La deformata si presenta come in Figura 13.5.

C —+

Figura 13.5: La deformata della maglia chiusa triangolare con carico non

simmetrico
Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva:

F (= (—125+V/5) L+ 66 (—5 + V5) 23)

() = 1408
BC F (25 (=41 + 13v/5) L + (=810 + 714v/5) x3)

= 7040 (13.29)
Ak F(5(=125+V5) L +2 (75 + 677V/5) a3) '

me (@) = 7040
Ko F (5 (427 +17VB) L — 4 (—75 + 731/5) x3)

m (@) = 14080
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Figura 13.6: Il momento sulla maglia chiusa triangolare con carico non
simmetrico

Il diagramma del momento si presenta come in Figura 13.6:
Gli sforzi di taglio si ottengono derivando i momenti :

tA8 (23) = 634 (—5 + \/5) F
3(-135+119V5) F

/BC _
(x3) 3520 (13,30
AK (754 677V5) F ‘
7 (@a) = 3520
KC (=75 + 731V5) F
7 (@a) = - 3520

Le reazioni dei vincoli esterni possono calcolarsi immediatamente, in quanto
la struttura e esternamente isostatica. Si ha comunque:

F
R, = n*E sin(a) — t4% cos(a) — t48 = 3
F

Rp, = nP%sin(a) + tPC cos(a) + t4B = -3 (13.31)
Rpi, = nP% cos(a) — tPC sin(a) + n? = —F
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Capitolo 14

Un telalo a croce

Si vuole studiare la struttura in Figura 14.1, determinandone la deformata ed i
diagrammi delle caratteristiche. L’esempio ¢ ripreso da A.Carpinteri, G.Lacidogna,
C.Surace, Calcolo dei telai piani, Pitagora Editore. 1l telaio non e soggetto a

2L L

Figura 14.1: Un telaio a croce

carichi distribuiti, e quindi le linee elastiche flessionali degli elementi di trave
saranno esprimibili come polinomi cubici:

AB 2 3
uy® (x3) = ap + a1x3 + a2x5 + azxy

Be (x3) =co+ 13 + czxg + 0317%
ug? (3)
BD( )

3) =go + 123 + 92353 + 93503

(14.1)
ey +ejxs + egx§ + egxg
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Ipotizzando che le aste siano assialmente indeformabili, le linee elastiche
assiali saranno identicamente nulle.

Le condizioni ai limiti da imporre saranno: — nell’incastro in A si annulla
lo spostamento trasversale e la rotazione:
uiB0)=0  ¢*B0)=0 (14.2)

— nel nodo in B si hanno le condizioni di congruenza tra le due aste oriz-
zontali AB e BC, tra l'asta orizzontale AB e l'asta verticale EB, e tra 'asta
AB e l'asta verticale BD. Le altre possibili combinazioni sono automaticamente
soddisfatte:

AB BC
e
ufP(20) = 0
u¥B(L) =0 (14.4)
9P (2L) = ¢"P(L)
BD () —
ety - )
Inoltre, si dovra scrivere la condizione di equilibrio del nodo:
—mAB(2L) + mBC(0) + mPP(0) = mPB(L) + M =0 (14.6)
— nell’appoggio in C| si ha la condizione di congruenza:
uPC (L) =0 (14.7)
e la condizione di equilibrio:
mBPe(L) =0 (14.8)
— analogamente, nell’appoggio in E si ha:
uFB0)=0  mPB0)=0 (14.9)
Infine, l'incastro in D detta 'annullarsi di spostamento e rotazione:
uBP(L)y=0  #PP(L)=0 (14.10)

La soluzione di queste sedici equazioni permette di dedurre le linee elastiche
flessionali:

M (2L — x3) 23

up? (z3) = ASEIL

WBC () = _M¥s (L7 — 3Lag + 27)
2 24EIL (14.11)
BD _ M (L — :Cg) 2.’153

uz (rs) = oy
EB _ Mz (L2 - f%)

uz (08) = — 1 pTT
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CAPITOLO 14. UN TELAIO A CROCE

4 s
D
L
N M
1 7 c
]
L
1 B
~~
| 2 L | L |

Figura 14.2: La deformata del telaio a croce

La deformata e riportata in Figura 14.2. I momenti si ottengono per deriva-
zione successiva a partire dagli spostamenti trasversali:

AB (py = Lo (o 38
m (arg)—24./\/l<2+

L
—L
mBC (1‘3) _ M ( + 373)
, 4L ; (14.12)
BD _ 1t _9 4 213
m (SU3) 6M < + 7
Mz
mE8 (z) = 4L3
con diagramma riportato in Figura 14.3. Nel nodo B, si ha quindi:
mAB(2L) = %
mPC(0) = —%
M (14.13)
mBD(O) __
3
mPB(L) = %
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2L

Figura 14.3: I momenti flettenti sul telaio a croce

Il metodo misto

La struttura presenta un elevato grado di iperstaticita, (¢ = 7), e di conseguenza
il metodo delle forze non si presta ad uno studio agevole. Piu appropriato, per
tali strutture, e il cosiddetto metodo misto, che riduce il telaio ad un insieme
di aste incernierate agli estremi, caricate dai carichi originari e dalle coppie
iperstatiche incognite.

Nel caso in esame, si degradano i due incastri ad appoggi, e si inserisce una
cerniera nel nodo centrale B, giungendo alla struttura di Figura 14.4, in cui le
coppie sono positive se antiorarie. Per I'equilibrio del nodo B dovr essere:

X1+ X0+ Xs+ X, =M (14.14)

Si possono poi scrivere le equazioni di congruenza nei nodi A, B e D:

¢*P(0) =0
9P (2L) = ¢"°(0)
¢*P(2L) = ¢"P(0) (14.15)
P (2L) = ¢"P (L)

¢PP(L) =0

ed operandosi su semplici schemi di trave appoggiata caricata da coppie agli
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CAPITOLO 14. UN TELAIO A CROCE

T ENESS
L
M
| e van g
’ P,
L
4 E
~

Figura 14.4: La struttura reticolare associata secondo il metodo misto

estremi puo scriversi:

2L 2L

Xogpr — Xigzr =0
—Xs 62151 X 32151 =X 3}?1
—Xs 62ELI T4 3215[ =X 32[
—Xs 62]51 X 3215[ = X4 32] ~Xe 6£L?I
_X46ELI + X63?LI =0
ossia:
X% - Xlé =0
lixd o)
lixd o)
—Xg,% + Xlg = X% Xt
el
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Risolvendo le sei equazioni precedenti si ottiene:

Xl g M X2 = M X3 g M

/& 4M 4M (14.18)
=2 x=2 x=22

3 12 6

Dalle coppie X; ¢ possibile dedurre i valori dei momenti in A, B e D. Sara
infatti, per 'equilibrio:

mAB(0) + X5 =0 (14.19)
da cui: M
AB
=—-— 14.2
mAB(0) = — 2 (14.20)
ed analogamente:
BC BD M
—m Y (L) + X =0 — m"7(L) = o (14.21)
mentre nel nodo B si ha:
1
mPC0) + X3 =0 — mPP(0) = M
AB AB M
-m P 2L)+ X, =0—m""(2L) = ra
M (14.22)
mBPP(0) + X, =0 — mPP(0) = -3
EB EB M
—-m (L) +Xo=0—m (L):I

Con questi valori dei momenti, il tracciamento del diagramma & ovviamente
immediato, e coincide con quello gia riportato.

Un secondo esempio di telaio a croce

Un telaio simile al precedente & riportato in Figura 14.5, ed e ripreso da Erasmo
Viola, Esercitazioni di Scienza delle Costruzioni, Vol.Il, dove & risolto attraver-
so il classico metodo delle deformazioni. In ipotesi di inestensibilita assiale,
immediato realizzare che le corrispondenti linee elastiche si annullano identica-
mente (telaio a nodi fissi). Limitandosi a questo caso, si potranno identificare
cinque tratti, le cui linee elastiche flessionali saranno polinomi cubici:

ufP (x3) = ap + arx3 + azz: + azr

uBC (x3) = by + by + box2 + bz

uS§P (x3) = co + cr123 + cox? + c323 (14.23)
ugE (z3) =do + dixs + d2x§ + dgxg

UQCH (z3) = eo + €173 + eaxs + €373
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CAPITOLO 14. UN TELAIO A CROCE

L
1 qA B C D
4 s
L
BE
T 7777777777
L L L

Figura 14.5: Un secondo esempio di telaio a croce

Le condizioni ai limiti da imporre saranno facilmente individuabili in tutti i
punti estremi. Nei due incastri si annullano spostamenti trasversali e rotazioni:

0
0 (14.24)
0
0

— nel carrello saranno nulli gli spostamenti verticali ed il momento flettente
(e quindi il carrello diviene a tutti gli effetti un appoggio):

ug (L)

mCD(L) —

0 (14.25)
. .

— nell’estremo libero, e caricato dalla coppia M, il taglio & nullo, ed il
momento ee uguale alla coppia:

tCH(L) —

CH (L) (14.26)

0
M

In corrispondenza del nodo quadruplo occorre imporre la congruenza tra
le quattro aste in esso concorrenti, e ’equilibrio alla rotazione del nodo. Per
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I’ipotesi di inestensibilita assiale si potra scrivere subito:

0

0 (14.27)
0 .

0

La congruenza imporra poi I'uguaglianza delle rotazioni, sicche dovra essere:
¢"C(L) = 677 (0)
¢PC (L) = ¢PF(0) (14.28)
¢PC(L) = ¢“M(0)

Infine, I'equilibrio alla rotazione & garantito dallo scrivere:
—mBY (L) + m“P(0) + mEE(0) + m“H(0) =0 (14.29)

La soluzione di queste sedici equazioni permette di dedurre le linee elastiche
flessionali:

M (3L — x3) 23

us® (@3) = —gimrr
BC M (213 - L?x3 — a3)
uz - (ws) = 3AETL
cD _ Maugs (2L% — 3Lax3 + 23) (14.30)
uzg (73) = = 17EIL
IM (L — x3) %2
ug” (rs) = - 27E1£) :
Mzs (4L + 17.133)
ugt () = =5

La deformata e riportata in Figura 14.6. La rotazione del nodo centrale e
calcolabile come:

_2ML
T 17 EI

mentre lo spostamento e la rotazione in sommita della mensola sono forniti da:

pc (14.31)

. 21 ML2
2H — — 5
34 EI
14.32
¢_QML (14.32)
=17 EI
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CAPITOLO 14. UN TELAIO A CROCE

T 7777777777

Figura 14.6: La deformata del telaio a croce

« i

Figura 14.7: T momenti flettenti sul telaio a croce
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Le caratteristiche della sollecitazione interna

I momenti si ottengono per derivazione successiva a partire dagli spostamenti
trasversali:

mAB (15) = 3M (Ié-i— x3)

mPC (g) = 3-1\;1233

mCP (z5) = 6M (I7LL+ r3) (14.33)
mOE (z5) = _aM (21%; 3x3)

mCH (173) = M

con diagramma riportato in Figura 14.7.
Nel nodo C| si ha quindi:

3

BO(L) = =M
6

CD _

m=(0) = —pM (14.34)
8

CE _ >

mCE(0) = — - M

mCH(0) = M
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Capitolo 15

Un Telaio con coppia al
piede

Si vuole studiare la struttura in Figura 15.1, determinandone la deformata ed i
diagrammi delle caratteristiche. L’esempio e ripreso da A.Carpinteri, G.Lacidogna,
C.Surace, Calcolo dei telai piani, Pitagora Editore.

-
A D
e 7777777777

2L

Figura 15.1: Un portale con cerniera interna

La struttura e costituita da due tratti, collegati tra loro da una cerniera,
ed e vincolata al suolo da un appoggio ed un incastro. Essa quindi risulta una
volta ipertatica.

Il metodo della linea elastica

Il telaio non e soggetto a carichi distribuiti, e quindi le linee elastiche flessionali
degli elementi di trave saranno esprimibili come:
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ufB (x3) = ap + a123 + asxs + azxs
uBC (z3) = co + 123 + cox? + ca (15.1)

2 3
uy ” (x3) = eg + e123 + eaxs + esxy

Ipotizzando che le aste siano assialmente indeformabili, le linee elastiche
assiali saranno costanti, ed a causa dei vincoli esse saranno identicamente nulle
lungo i due tratti verticali AB e DC. Viceversa, lo spostamento assiale del
traverso sara denotato con d (telaio ad un nodo spostabile):

0
uPC (z3) =6 (15.2)
0

Le condizioni ai limiti da imporre saranno:
— nel carrello in A si annulla lo spostamento trasversale, mentre il momento
flettente sara pari all’inverso della coppia applicata:

ufP(0) =0

15.3
mAB0)+ M =0 (15:3)
— nel nodo in B si hanno le condizioni di congruenza:
ufB(L) =0
uPC(0) =0 (15.4)
¢AP(L) = ¢P(0)
e la condizione di equilibrio:
—mAB(L) + mBC(0) =0 (15.5)
— nella cerniera in C, si hanno le condizioni di congruenza:
BC
Do (15.6)
uy (L) =10
e le condizioni di momento nullo:
mBC(2L) =0 157)
Infine, in corrispondenza dell’incastro in D dovra aversi:
DC
(15.8)
$7C(0)=0

182 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 15. UN TELAIO CON COPPIA AL PIEDE

A queste dodici equazioni scritte nei nodi occorre affiancare ’equazione di
equilibrio del traverso alla traslazione orizzontale (equazione di piano):

—t4B(L) —tP% (L) =0 (15.9)
La soluzione di queste equazioni & agevole, e porta alle linee elastiche fles-
sionali:
Mas (31L? — 24Las + Ta3)

AB _
up (23) = ASETL
2 _ 2
ubC (z3) = _Mas (8L° — GLas + x5) (15.10)
96EIL
ubC (z3) =  Maz (8L° — 6Las + 25)
? 96ETL
ed allo spostamento assiale del traverso:
TML?
~SIET (15.11)

La deformata ¢ riportata in Figura 15.2.

oc +
B
H
M
A D
T T

2L

Figura 15.2: La deformata del portale con cerniera interna

I momenti si ottengono per derivazione successiva a partire dagli spostamenti
trasversali:

mAB (z3) = —~M + 7];?3
mBC (z3) = W (15.12)

8L

con diagramma riportato in Figura 15.3.
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2L

-+

Figura 15.3: I momenti sul portale con cerniera interna

Il metodo misto

Si inseriscano due cerniere nei due nodi B e D, rendendo la struttura una volta
labile. Si hanno quindi quattro incognite, ossia le due coppie in B, la coppia
in D, e lo spostamento § del traverso. Si giunge quindi alla struttura di Figura
15.4 in cui le coppie sono positive se antiorarie, ed inoltre:

X1 \X2
+ &(\B/ ol
H
- M X3
2L

Figura 15.4: La struttura reticolare associata al portale con cerniera interna

Xi14+X2=0 (15.13)
Si possono scrivere le due equazioni di congruenza nei due nodi :
$aB = ¢BC (15.14)
¢p =0

e l’equazione di equilibrio per la struttura labile (principio dei lavori virtuali).
Scegliendo lo spostamento § del traverso come coordinata lagrangiana, si ha il
cinematismo di Figura 15.5, per cui potra scriversi:
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CAPITOLO 15. UN TELAIO CON COPPIA AL PIEDE

X1 \Xz 1)
+ Q(\B/ ofe
H
o]
—~-— M X3
T&T e

2L

Figura 15.5: Il cinematismo sulla struttura reticolare

Mo — X1 — X36=0 (15.15)

ossia:
M4+X1+X3=0 (15.16)

Le due equazioni di congruenza si esplicitano immediatamente in funzione
delle incognite X;:

L L ) 2L
Xi— - M—"r— —=Xo—
3ET 6EI L 3EI (15.17)
Lo '
S3EI L
e risolvendo le quattro equazioni si ottengono le coppie incognite:
M M ™
Xi=-2  X,=2  X;=-= 15.1
1 3 2 3 3 3 (15.18)
e lo spostamento del traverso:
7 ML?
== 15.1
24 EI (15.19)

Dalle coppie X; € possibile dedurre i valori dei momenti in B ed in D lungo
le aste. Sara infatti, per ’equilibrio:

—mAB(L)+ X, =0 (15.20)
da cui :
mAB(L) = - (15.21)

ed analogamente:
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mB¢0) + Xy =0 — mBC(0) = —% (15.22)
mentre nel nodo D si ha:
7
mPC(0) + X5 =0 — mP°(0) = ?M (15.23)

Con questi valori dei momenti, il tracciamento del diagramma & ovviamente
immediato, e riproduce quello gia ottenuto col metodo della linea elastica.
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Capitolo 16

Doppia Trave con pendolo
di collegamento

Si vuole studiare la struttura in Figura 16.1, determinandone la deformata ed i
diagrammi delle caratteristiche.

A 3] 4]

D F

~tk~

Figura 16.1: Una doppia trave appoggiata con pendolo di collegamnento

Si assume a priori che la rigidezza assiale delle travi sia infinita, e la presenza
degli appoggi in A e D garantisce che le linee elastiche assiali siano identicamente
nulle. Viceversa, il pendolo ha rigidezza assiale F'A,, la sua linea elastica assiale
¢ diversa da zero, mentre quella flessionale € identicamente nulla. Infine, il telaio
¢ soggetto a carichi distribuiti lungo il tratto superiore, e quindi le linee elastiche
flessionali degli elementi di trave saranno esprimibili come:
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2 3
uy” (x3) = ag + a1x3 + asxs + asx;

2 3
uy” (x3) = ¢co + c1a3 + CoT3 + C3x3
4

ulP (x3) = eg + e123 + exx2 + eszl + QQZEH (16.1)
uy™ (x3) = go + g1 + 9213 + gsa3 + qQZgI
La linea elastica assiale del pendolo sara invece:
uBF (x3) = mo +myas (16.2)

Le condizioni ai limiti da imporre saranno banali nei due appoggi e nei due
carrelli, dove si annullano spostamenti trasversali e momenti. Si noti infatti che
con le assunzioni appena fatte la differenza tra carrello ed appoggio scompare,
e quindi:

u?0)=0  m*B0)=0
uWBCr)y=0 mBYL)=0
WBEO0)=0  mPF0)=0 (16:3)
uFF(L)y=0 mFr(I)=0

Nel nodo in B si hanno le condizioni di congruenza tra le due aste orizzontali:
AB BC
uy (L) = uy™(0)

¢ P (L) = ¢"°(0)

la condizione di congruenza tra il pendolo ed uno dei tratti orizzontali:

(16.4)

P (L) = —ufP(0) (16.5)

e le condizioni di equilibrio:

—tAB(L) +tPC(0) —nPF(0) = 0

—mAB(L) + mPC(0) =0 (16.6)

Nel nodo superiore F, del tutto analogamente:

H) (16.7)
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CAPITOLO 16. DOPPIA TRAVE CON PENDOLO DI COLLEGAMENTO

La soluzione di queste diciotto equazioni & agevole, e porta alle linee elastiche:

uf? (x3) = % (5EA,L*x3 (3L — 23))

uF (3) = 555 (5EA,L* (217 — 3La} + o))

uP? (2g) = S (w3 (EIHL? +1TBA,L° — (8EIHL + 11BA, L") a3+
4 (3EIH + EA,L?) z3))

uf" (w3) = 555 ((10L* (6BIH + BA,L%) =9 (SEIHL + EA,L%) 23—

S5EA,L*23 + 4 (3EIH + EA,L%) z3))
uf” (v3) = == (5L* (BA,L® + 6Elx3))

(16.8)
con:
D =48FI (3EIH + FA,L?) (16.9)
mentre le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva :
5EA,qL*xs
AB _ P
m (ws) = = p
5EA,qL* (L — x3)
BC (. \ _ P
m-"Y (x3) 2D,
DE g3 (48EIHL +11EA,L* -8 (3EIH + EApL3) xg)
m=" (x3) =
2D1
pr .\ 4(L—x3) (3L (8EIH + EA,L?) + 8 (3EIH + EA,L?) x3)
m”=" (x3) =
2D,
5EA,qL*
TLBE (IS) - _ Dplq
(16.10)
con:
Dy =8 (3EIH + EA,L?) (16.11)

Portando ad infinito la rigidezza assiale £'A, si ottengono le deformate per
pendolo rigido:

_ 5Lqux3 (3L% — z3)

uy” (wa) 96ET
3 2 3
uBC (1) = 5Lq (2L 3Lx5 + m3) (16.12)
2 8 96ET
pE ., qvs (17L% —11La3 + 43)
uz - (@) = 96ET
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q (10L* — 91243 — 5La} + 4a4)

EF _

v () = 96EI (16.13)
BE 5 ql?

ugz” (r3) = "R EL

mentre le caratteristiche si semplificano in:

5
mAB (x3) = 1—6qu3

BC (z3) = iqL (L — x3)

" 16
11 x3
mPP (z3) = 1g4Ls — q?g (16.14)
mPE (23) = 1%3 (3L + 5Lx5 — 823)
5qL
o =5

La deformata si presenta come in Figura 16.2, mentre il diagramma del
momento ¢ riportato in Figura 16.3. Si noti che la discontinuita angolare in B
€ uguale e contraria alla discontinuita angolare in F.

La scrittura diretta dell’equazione di congruenza

La struttura ¢ una volta iperstatica, ed una opportuna struttura isostatica equi-
valente (S.I.E.) si ottiene rimuovendo il pendolo centrale, e sostituendolo con lo
sforzo normale incognito X, come illustrato in Figura 16.4.

Se il pendolo puo considerarsi inestensibile, I’equazione di congruenza de-
ve esprimere 'uguaglianza degli spostamenti verticali delle mezzerie delle travi
superiore ed inferiore:

AUQEB =0 (1615)
ossia:
(2L)* 5 (2L)* (2L)3
X — =-X 16.1
18EI T 3817 B1 48ET (16.16)
da cui subito si ottiene lo sforzo normale nel pendolo :
5
X = —qu (16.17)

Se invece il pendolo ha rigidezza assiale finita E'A,, bisognera scrivere:

H
EA,
Il segno meno si giustifica in quanto Ausgp € positivo se i punti E ed B si

avvicinano, mentre lo sforzo normale positivo provoca un allontanamento tra i
due punti ¥ e B intesi come punti estremi del pendolo. Sara quindi:

Auspp = —X

(16.18)
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CAPITOLO 16. DOPPIA TRAVE CON PENDOLO DI COLLEGAMENTO

EXXREEERRERRARRERA AN

L, D E F 5 oLt
\(/;5;5;; 48 EI
H
1 a C
B o=
\O’/
| L | L |
T T

Figura 16.2: La deformata per la doppia trave appoggiata con pendolo di
collegamento

£+++++++$+§+++++++++l<¢

Figura 16.3: I momenti sulla doppia trave appoggiata con pendolo di

collegamento
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Figura 16.4: 1l sistema isostatico equivalente per il calcolo dello sforzo normale
nel pendolo

(L 5 (L' (L | H

2 =_ 16.1
18ET 3847 BT 18ET T EA, (16.19)
da cui lo sforzo normale:
5 EA,L3
X=-2qL =22 16.20
gl (3EIH+EAPL3> (16.20)

Conosciuto lo sforzo normale nel pendolo, il tracciamento del diagramma del
momento si riduce all’esame di due travi appoggiate soggette rispettivamento
al carico ¢ ed alla forza X in mezzeria (per il tratto superiore) ed alla forza X
in mezzeria (per il tratto inferiore). Si ha quindi, sul tratto superiore:

2 2
T T3 11 T
mPP (x3) = qLag — ¢=> + X—= = —qLx3 — ¢—-=

2 2 16 2
X L—uz3)® 1
mPF (z3) = 5 (L—x3)+qL(L—x3)— q% =164 (3L + 5Lx5 — 823)
(16.21)
mentre sul tratto inferiore, pitt semplicemente:
AB _ J;3 o 5
m?7 (x3) —X? 1—qu3
¥ 6 (16.22)
mPF (z3) = == (L — x3) = —qL (L — x3)
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CAPITOLO 16. DOPPIA TRAVE CON PENDOLO DI COLLEGAMENTO

Il caso della variazione termica uniforme sul pen-
dolo

Si vuole studiare la struttura in Figura 16.5, in cui il pendolo & soggetto ad una
variazione termica uniforme AT.

D E F
~k
H 0 far
| A C
B
~k
L L

Figura 16.5: La trave doppia soggetta a variazione termica nel pendolo

Non essendovi carichi distribuiti, le linee elastiche flessionali sono semplici
polinomi cubici:

u‘243 (x3) = ap + a123 + asxs + azry

UQBC (x3) =co+cres + Cng + 03502 (16.23)
u2DE (x3) = eo + e1x3 + eaxs + e3xh .
ub" (x3) = go + G123 + 9223 + g3a

La linea elastica assiale del pendolo sara la (16.2), mentre il suo sforzo
normale sara calcolabile come:

— EA,aAT (16.24)

Le condizioni ai limiti restano le (16.4-16.7), e la loro soluzione porta agli
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spostamenti:

EA,HaATzs (—3L% + 23)

AB _
uz” (23) = A(3EIH + EA,L?)

W5 (23) = EA,HaAT (2L3 — 3Lx3 4 x3)

2 4(3EIH + EA,L?) (16.25)
ug® (x3) = —up® (x3) '
ug ™ (w3) = —ug ()

B (z5) = _EAPLSOLAT (H — 2x3)
3 6E1H +2EA,L3
mentre le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva :
3EA,ETHaATz
AB _ P 3
ms) = GETH + 264, 17
mEC (15) = 3EA,ETHaAT (L — x3)
¥ 6EIH +2EA,L?
mP (x3) = —mAP (23) (16.26)
mEF (1‘3) — _mBC (373)
BE 3EA,EIHaAT
(ag) = — S O
3EIH + EA,L?

Portando ad infinito la rigidezza assiale E'A, si ottengono le deformate per
pendolo rigido:

_ HaATuzs (—3L% + 23)

u1243 (m3) - 413
BC _ HaAT (2L% — 3La3 + 23)
Uy (1‘3) - AL3
16.27
uy? (x3) = —us'” (z3) ( )
us" (z3) = —ug (s)
ulP (z3) = —~aAT (H — 2x3)

La deformata si presenta come in Figura 16.6, mentre i momenti sono ripor-
tati in Figura :

La scrittura diretta dell’equazione di congruenza

La struttura ¢ una volta iperstatica, ed una opportuna struttura isostatica equi-
valente (S.I.E.) si ottiene rimuovendo il pendolo centrale, e sostituendolo con lo
sforzo normale incognito X, come illustrato in Figura 16.8. Il pendolo, soggetto
alla variazione termica uniforme AT, subisce una variazione di lunghezza pari

ad aATH.
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CAPITOLO 16. DOPPIA TRAVE CON PENDOLO DI COLLEGAMENTO

H
N D ®) F i 2 AT
E 2
~
H
1 A B C
@)
~k <
, L L

Figura 16.6: La deformata per la doppia trave appoggiata con pendolo di
collegamento

3EI H
D E F —— — QAT
€1 2 L2
~&K~
H
| A C
B
~&K~
| L | L

Figura 16.7: 1 momenti sulla doppia trave appoggiata con pendolo di
collegamento
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Figura 16.8: 1l sistema isostatico equivalente per il calcolo dello sforzo normale
nel pendolo

Se il pendolo puo considerarsi inestensibile, la variazione di spostamento
verticale tra i punti E e B deve essere pari a questa quantita:

ossia:
Uy — U2B = oaATH (16.29)

ed ancora:

(2L)3 (2L)?
X — oATH 16.30
REI " w_EI“ (16.30)

da cui subito si ottiene lo sforzo normale nel pendolo:

X

H
X =3BI0AT (16.31)

Se invece il pendolo ha rigidezza assiale finita E'A,, bisognera scrivere:

H
Auspp = —X

FA " aATH (16.32)

Il segno meno si giustifica in quanto Ausgp € positivo se i punti £ ed B
si avvicinano, mentre lo sforzo normale positivo provoca un allontanamento
tra i due punti £ e B intesi come punti estremi del pendolo, cosi come una
variazione termica positiva provoca un allungamento del pendolo, e quindi un
allontanamento tra i due estremi B ed E. Sara quindi:

(2L)3 (2L)3 H
X X =-X —aATH 16.
IBET " 48EI B4, (16.33)
da cui lo sforzo normale:
3ETHaATEA
X=-—""""="""FP 16.34
3EIH + L3EA, (16.34)
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CAPITOLO 16. DOPPIA TRAVE CON PENDOLO DI COLLEGAMENTO

Conosciuto lo sforzo normale nel pendolo, il tracciamento del diagramma del
momento si riduce all’esame di due travi appoggiate soggette rispettivamento
al carico ¢ ed alla forza X in mezzeria (per il tratto superiore) ed alla forza X
in mezzeria (per il tratto inferiore). Si ha quindi, sul tratto superiore:

H
mPP (23) = X = —3ElaAT 5=
X . i (16.35)
mPF (z3) = 5 (L —x3) = fiEIozATﬁ (L — z3)
mentre sul tratto inferiore:
H
mAB (x3) = x5 ?;EI(;VATﬁﬁ
e 2 ; 2 . (16.36)
BC _ —

ritrovando i valori ottenuti col metodo della linea elastica.

Un secondo esempio di doppia trave

Si vuole studiare ora la struttura in Figura 16.9, ripresa da E.Viola, Fsercita-
zioni di Scienza delle Costruzioni, Vol.II, al fine di determinare la deformata e
le caratteristiche della sollecitazione interna. La struttura e costituita da una
mensola di luce L, caricata da un carico distribuito di intensita ¢, collegata
nell’estremo libero, tramite un pendolo di lunghezza H, ad una trave doppia-
mente appoggiata, anch’essa di luce L. Il carrello in E & soggetto al cedimento
anelastico vg, il pendolo ha rigidezza assiale EA,, mentre la restante struttura
¢ assialmente rigida.

Segue da queste ipotesi che le linee elastiche assiali delle travi sono identica-
mente nulle, cosl come identicamente nulli sono gli spostamenti trasversali del
pendolo. Potra quindi porsi::

4
xr3) =ag+ajxs + agmg + agxg +q 3
24FE1
w3) = o + C123 + w; + 303 (16.37)

2
ey +e1x3 + exxz + ega:g

)
)
x3)
)

AB
50 (
CD(
uz (
o

I3 mo + mi1x3

Le condizioni ai limiti da imporre saranno banali nell’incastro e nell’appog-
gio:

0
0 (16.38)
0
0
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Figura 16.9: Una mensola collegata con un pendolo ad una trave appoggiata

Nel carrello in E, bisognera imporre che lo spostamento sia pari al cedimento
anelastico, e che il momento sia nullo:

L
UgE <2> =0
(16.39)

Nel nodo in B si ha la condizione di congruenza tra lo spostamento trasver-
sale della trave e lo spostamento assiale del pendolo:
uy B(L) = uBP(0) (16.40)
e le condizioni di equilibrio:
—t4B(L) +nPP(0) =0 (16.41)
mAB(L) =0

Nel nodo D, infine, va rispettata la congruenza di spostamenti e rotazioni
tra i due tratti orizzontali:

57 (3) ==

o? (3) =750

(16.42)

nonche la condizione di congruenza tra lo spostamento trasversale della trave e
lo spostamento assiale del pendolo:

u$'P <L> =uPP(H) (16.43)
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CAPITOLO 16. DOPPIA TRAVE CON PENDOLO DI COLLEGAMENTO

Infine, I'equilibrio impone:

oD (g) +77(0) =P (H) = 0 (16.44)
_CD (s) +mPF(0) =0

La soluzione di queste quattordici equazioni ¢ agevole, e porta alle linee
elastiche:

(A8EIHL?q+ 5EA,L%q + 48EA,EILvy) x3
192EIH + 68FEA,FEIL? a
(A8EIHLq +11EA,L*q + 24EA,Elv) 23 qx}
288E12H + 102EA,FEIL3 24E1

3EA,L? (L*q— 4EI
§P (ws) = (UO + pL (L vo))> T3—

uy® (z3) =

L 8EI(48EIH +17TEA,L?
(EAL*q —AEA,Elv) z}
96EI?H + 34EA,E1L3
_ EALTq+64EI (3EIH + EA,L?) vg

Ug

DE
uz (@) SEI (48ETH + 17TEA,L?)
vors = 3EA,L (—L*q+4FIvy)z3 (EA,L*q—4EA,EIvy) 23
L ' AEI(48EIH + 17TEA,L?) 96EI2H + 34EA,EIL3
uBD (23) ASEIHL*q + EA,L"q+ 64EA,EIL*v, 6 (—L*q+4ETvo) z3
8 384ET?H + 136 EA,EIL3 AS8ETH + 17EA, L3
(16.45)

mentre le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva :

mAB (z3) = — 96EH({L+_3Z?}; ywE (48EA,Elvy + q (A8EIHL +5EA,L"—
(A8EIH + 1TEA,L?) x3))
mCD (5) = 3EA, (qL4 — 4EI’U0) T3
48ETH +1TEA,L?
PP (23) = 3EA, (qL* — 4EIvy) (L — 2z3)
96ETH + 34EA, L3
DD () — 6EA, (qL* — 4EIv)

A8ETH + 17TEA,L?
(16.46)
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Portando ad infinito la rigidezza assiale EF'A, si ottengono le deformate per
pendolo rigido:

23 (96 ETvg (3L — x3) + L3q (30L? — 44Lx3 + 17x3))

AB _
™ (ws) = A08ETL?
4CD (w3) = T3 (L4q (3L2 — 43:%) + 4FE1Tvg (31L2 + 4x§))

2 136 EIL3

DE _ 8ETwg (8L3 4+ 17L%xs + 3La} — 223) + L*q (L? — 6L} + 4a3)
uz” (73) = 136 E1L3

qL* + 64E v

ug® (@) = g7

(16.47)

mentre le caratteristiche coincidono con quelle dedotte attraverso la scrittura
diretta dell’equazione di congruenza, come descritto in seguito:

(48ETvg + L3q (5L — 17x3)) (L — x3)

AB _
m (@) = 34L°
mCD (25) = 3 (L4q - 4EIUO) T3
L (16.48)
mDE (1.3) _ 3 (L q — 4EI’U0) (L — 2333)
34L3
6gL 24FEIv
BD _bqL
nws) = =7 s
L4
Lo sforzo normale nel pendolo, quindi, ¢ di compressione se o > 2,

altrimenti e di trazione. La deformata si presenta come in Figura 16.10

jHHHHHHHH af

L/2 1 L/2 1 L/2 1

Figura 16.10: La deformata della trave doppia
Lo spostamento del pendolo sara fornito, per pendolo inestensibile,da :
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CAPITOLO 16. DOPPIA TRAVE CON PENDOLO DI COLLEGAMENTO

_ qL* 8
0= 36T + 17V (16.49)

Il diagramma del momento € riportato in Figura 16.11. Il punto di nullo del
momento lungo la mensola ¢ situato all’ascissa:

5 48E1
3= —L+— 16.50
T8 = 1t T s (16.50)
mentre i due valori piu significativi sono :
2
My = _5¢L*  24FETvg
34 17L2 (16.51)
Mo — 3qL*>  6EIv '
P71

[yvyvvvyvvovvvvy] qI

A\
b
o

, L/2 , L/2 , L/2 ,

Figura 16.11: Il momento sulla trave doppia

La scrittura diretta dell’equazione di congruenza

La struttura ¢ una volta iperstatica, ed una opportuna struttura isostatica equi-
valente (S.I.E.) si ottiene rimuovendo il pendolo centrale, e sostituendolo con lo
sforzo normale incognito X, come illustrato in Figura 16.12

Se il pendolo puo considerarsi inestensibile, 'equazione di congruenza de-
ve esprimere 'uguaglianza degli spostamenti verticali dell’estremo libero della
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HHHHHHHHCII X
n %A B

H

. L/2 . L/2 . L/2 .

Figura 16.12: 11 S.I.E. per il calcolo dello sforzo normale nel pendolo

mensola, e della mezzeria della trave inferiore:
AHQBD =0 (1652)

ossia : 5 A 5

L L L
+ I x

3EI 8EI 48FE1T

da cui subito si ottiene lo sforzo normale nel pendolo:

X

+3 (16.53)

24EI [ qL* 64l 24EI
_ < q > 6gL vo (16.54)

T s \Caer ) T T e
Se invece il pendolo ha rigidezza assiale finita E'A,, bisognera scrivere:

H

Augpp = _XEAp

(16.55)

Il segno meno si giustifica in quanto Ausgp € positivo se i punti B e D si
avvicinano, mentre lo sforzo normale positivo provoca un allontanamento tra i
due punti B e D intesi come punti estremi del pendolo. Sara quindi:

3 qL* 3 ) H
X — X 0 x 16.56
3EIT + S8EIT 48E1 + 2 + EA, ( )
da cui lo sforzo normale (16.46):
6EA, (qL* — 4ET
v (4 ) (16.57)

" " 48EIH + 1TEA,L?

Conosciuto lo sforzo normale nel pendolo, il tracciamento del diagramma del
momento si riduce all’esame di una mensola soggetta ad un carico uniformemen-
te distribuito ¢ ed alla forza X nell’estremo libero, e ad una trave appoggiata
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CAPITOLO 16. DOPPIA TRAVE CON PENDOLO DI COLLEGAMENTO

soggetta alla forza X in mezzeria. Si ha quindi:

AB L2 T3
m (xg):—q——&—qxg(l/—?)—X(L—mg):

2
(48ETvg + L3q (5L — 17x3)) (L — x3)
a 34L3
cD X 3 (L4q - 4EI’[)0) T3 (1658)
me (we) = —5 s = 17L3
X (L 3 (L*q — 4E1Ivg) (L — 2x3)
m7 (s) = =5 (2 - x?’) = 34L3)

confermando quanto ottenuto con il metodo della linea elastica.
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Capitolo 17

Una mensola con sostegno

Si deduca il diagramma degli spostamenti e dei momenti per la struttura di
Figura 17.1. In particolare, si calcoli lo spostamento nell’estremo libero C.

S

Figura 17.1: Una mensola verticale con sostegno
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Con le usuali convenzioni, si definiscono le quattro linee elastiche flessionali:

us'B (z3) = ag + a3 + 455 + 4373
4
x
uBC (z3) = co + 123 “‘02%3+C33€§+qZ4EI (17.1)

uQBD (x3) = eg + e1x3 + e2x§ + egmg
uy’P (x3) = go + g1a3 + gox3 + g3}

Assumando rigidezza assiale infinita, le linee elastiche assiali sono costanti:

ug? (x3) = bo

uF® (x3) = do )
P (17.2)

uz ™~ (23) = fo

us? (x3) = ho

Tuttavia, la presenza dell’incastro in A implica u?B (0) = 0, e quindi la linea
elastica assiale del tratto AB € identicamente nulla. Inoltre, poiche in B dovra
aversi u3'B(L) = uP¢(0) potra concludersi che anche la linea elastica assiale
del tratto BC ¢ identicamente nulla. Infine, la presenza del carrello a piano
di scorrimento orizzontale in E implica che la linea elastica assiale del tratto
ED sara nulla. In definitiva, 'unica linea elastica assiale & relativa al tratto
orizzomtale BD, il telaio € ad un nodo spostabile, e si potra scrivere:

uBP (x3) =6 (17.3)

Cio premesso, le condizioni ai limiti dovranno riguardare solo spostamen-
ti trasversali, rotazioni, momenti e tagli. In A, quindi si scriveranno le due
condizioni di congruenza:

ufB(0) =0 #4B(0)=0 (17.4)

mentre la terza condizione sullo spostamento assiale ¢ gia stata utilizzata. Nel
nodo in B si hanno le condizioni di congruenza tra le due aste verticali:

uy P (L) = uy'“(0)

¢*5(L) = ¢"C(0)

la condizione di congruenza tra una delle due aste verticali ed il tratto orizzon-
tale:

(17.5)

uyB(L) =6 (17.6)
e le condizioni di equilibrio:

—t4P(L) +17¢(0) =

0
—mAP (L) +m”°(0) = 0 (D
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La presenza della cerniera in B implica poi I’annullarsi del momento lungo
BD:
mBP(0) =0 (17.8)

In corrispondenza dell’ estremo libero in C' si annulleranno sia taglio che
momento:

tP9(ny=0 mPer)=0 (17.9)
Nel nodo D si hanno le condizioni di congruenza:
uPP(L) =0
ubP(L) =6 (17.10)

¢PP(L) = o"F(L)
e la condizione di equilibrio:

—mPP(L) —mPP(L) =0 (17.11)

In corrispondenza del carrello in E' si potranno poi scrivere le due condizioni
di equilibrio:

m=P(0) =0 (17.12)
t"P(0) + 4L =0 '
Infine, I'equazione di piano impone ’equilibrio del tratto superiore:
—t4B(L) —tFP(L) +qL =0 (17.13)

La soluzione di queste diciassette equazioni ¢ agevole, e porta alle linee
elastiche:

qL (15L — 4x3) 23

AB _
u (es) = 12E1
B (1) < 122"+ 3600y + 6L — i} + )
uy " (wg) =
2 2 2B (17.14)
uBD () = 12s (L2 — 75)
2 6EI
qL (19L3 — 10L%x3 + 223
UQED (373) = ( 3 3)
12E1
mentre le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva:
1
m? (23) = ZqL (5L + 4as)
1
mP (w5) = ~5a (L~ a3)° (17.15)
mPP (x3) = qLas
Ep (x3) = —qLxs
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t4B (3) = 2¢L
P (23) = ¢ (L — x3)
BD (17.16)
t7% (w3) = qL
PP (23) = —qL
Lo spostamento assiale del traverso risulta pari a:
11 qL*

mentre gli sforzi normali si ottengono tramite considerazioni di equilibrio:

n*? (x3) = —qL

nB (x3) =0

np Exz; o (17.18)
n®P (z3) = qL

La deformata si presenta come in Figura 17.2, e da essa risulta evidente che
i due valori notevoli sono gli spostamenti orizzontali del carrello e dell’estremo
libero.

q
— C

A F=gL

L 7777777777 E J’
~&&~

Il L Il

T T

Figura 17.2: Una mensola verticale con sostegno

Lo spostamento orizzontale del carrello e pari a:

19 qL*

wp =uy”(0) = 12 EI

(17.19)
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CAPITOLO 17. UNA MENSOLA CON SOSTEGNO

mentre I'estremo libero subisce uno spostamento orizzontale pari a:

61 qL*
we = uBC(L) = ﬂ% (17.20)

Il metodo della linea elastica di Timoshenko

Con le usuali convenzioni, si definiscono le quattro funzioni ausiliarie:

AB 2 3
Ny (x3) = ap + a1x3 + axws + asrs
4

x
nBC (x3) = ¢o + 123 + cax: + c3xh + q242,1 (17.21)
ngP (x3) = eo + 173 + €22} + €32
nyP (x3) = go + g123 + 9223 + g3
per cui gli abbassamenti sono forniti da:
EI ,
=n- 17.22
Uz =1 GAsn ( )
e le rotazioni, i momenti ed i tagli, da:
¢ =—1
m=—EIn’ (17.23)
t — _ EIn//I

Cio premesso, 'imposizione delle condizioni ai limiti porta alle linee elastiche:

 qLxs (24E1 +15GA Lz — AGA,x3)

u” (25) 12EIGA
q
ubY (z3) = TAEICA (48ETL? + 22GA,L* + 12 (2EIL + 3GA,L?) w3+
(—12EI + 6GA,L?) 235 — 4GA Lz} + GAx3)

BD ~ qLas (L2 — x%)
v W) =T epr

gp ., 4L (48EIL+19GA,L? — 2 (12E1 + 5GA,L?) x5 + 2G A,x3)
ur - (7a) = 12EIGA

(17.24)

mentre le caratteristiche non dipendono dalle deformazioni da taglio.
Lo spostamento assiale del traverso risulta pari a:

11 qL* qL?
0= ——+2 17.25
12 EI " “GA, (17.25)
Lo spostamento orizzontale del carrello & pari a:
19 gL* L?
wp =ufP0) = =L 4 41 (17.26)

T 12 EI GA,
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mentre I'estremo libero subisce uno spostamento orizzontale pari a:

_ 6lgl! 5 gL’
T 24 EI ' 2GA,

we =uyC (L)

(17.27)

Il principio dei lavori virtuali

La struttura e isostatica (sei possibili equazioni di equilibrio nelle sei incogni-
te statiche Rap, Rav, Mra, Tep, Np, REy) , € per il calcolo del richiesto
spostamento puo farsi ricorso al principio dei lavori virtuali.

Come usuale, si assume come insieme di spostamenti geometricamente am-
missibile quello calcolabile sullo schema (reale) di Figura 17.1, laddove l'insieme
di forze staticamente ammissibile sara quello (virtuale) di Figura 17.3.

F=1
-+ Cy —
L
- B\J D
L
A E
T T

Figura 17.3: 1l sistema S; virtuale delle forza

Il principio dei lavori virtuali assume ’aspetto:

Mds

210 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 17. UNA MENSOLA CON SOSTEGNO

dove si e trascurato il contributo di taglio e sforzo normale, M; & il momento
calcolato sullo schema S;, M & il momento calcolato sullo schema di Figura
17.1.

Il momento M

La presenza della cerniera in B permette di asserire che il momento sul tratto
BE ¢ dovuto alla sola forza F' = qL, mentre sul tratto AC' il momento ¢ causato
dal solo carico distribuito q. Ne segue immediatamente il diagramma di Figura
17.4, ed i momenti:

—+
a
—+ : c
—
L B
—l qlL?
= 2
= B
1 —— D
L
A g\ F=9L
+ —
~& &~
2
5qgL 1 1 1
5 T T

mPBC (x3) = —=q (L — z3) 2
1
m*F (23) = —5qL (5L — 4as) (17.29)
mP (x3) = qLx3
ED (23) = —qLx;
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Il momento M,

Il momento Mji, sullo schema di Figura 17.3, & diverso da zero solo lungo la
mensola AC, dove varia linearmente tra 0, in sommita e 2L alla base:

mBC (z3) = —L 4 23

(17.30)
m‘fB (z3) = —2L + x3

Lo spostamento

Il richiesto spostamento non dipende quindi dalla forza agente in F, ed e
calcolabile come

L L 2
1 _(—5L + 4x3) / 1 (L—xz3)
= —2L —qL——— " dxs — —L —g——=14d
Usc /0 ( + x3) 54 i dxs ; (=L + x3) 59T x5
_ 61 qL?
T 24 EI
(17.31)

L’influenza del taglio

Se le deformazioni da taglio non sono trascurabili, occorre modificare ’espres-
sione del lavoro interno, scrivendo:

M ds T ds
M —— T —— = 17.32
/S 1EI+51GAS usc (17.32)

Risulta immediato, tramite derivazione, scrivere le espressioni analitiche del
taglio:

tPC (23) = q (L — x3)
t4B (23) = 2¢L
tBP (x3) = qL
()= (17.33)
%7 (x3) = —qL
7 (x3) = 1
18 (w3) =1
Lo spostamento addizionale dovuto al taglio € pertanto pari a :
Tds LoogL E (L — x3) 5 qL?
Th—— = d ——dxs3 == 17.34
GA, T ), aa, m3+/0 Ga, T 3Ga, (17.34)
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Capitolo 18

Un telaio a bandiera

Si vuole conoscere la deformata della struttura in Figura 18.1, insieme alle
caratteristiche della sollecitazione interna. Si divide il telaio in sei tratti ed un

T o
4 BE OF

Figura 18.1: Un telaio a bandiera con bipendolo
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pendolo, e per ciascuno di essi si definisce una linea elastica flessionale ed assiale,
in funzione del modello strutturale che si vuole adottare. Ipotizzando di poter
utilizzare la teoria di Eulero—Bernoulli per travi snelle, supponendo in un primo
momento che le aste siano assialmente deformabili, le linee elastiche flessionali
dei sei tratti saranno polinomi cubici, mentre le linee elastiche assiali saranno
lineari. Per il pendolo DG, invece, la linea elastica flessionale sara lineare,
in quanto esso non sara soggetto a momenti o tagli. Considerando infine che
il tratto BH e soggetto ad un carico uniformemente distribuito, la sua linea
elastica vedra anche un termine quartico:

us'? (x3) = ag + a1z + aza3 + az
U3AB (333) = bo + b1$3
UQBC (x3) = co + cros + ch§ + 33
u3BC (.233) = do + d1.233
ugD (z3) = €0 +e173 + ezxg + e3x§
u§? (23) = fo+ fiws
up? (x3) = go + gr1a3 + gaw3 + g3}
USDE (x3> = ho + hizs
UJQEF (x3) = mo +mix3 + mgx?,) + m3x§ (18.1)
’U’EF (1’3) =ng+nN123
4
UQBH (Ig) = Do + P13 +p2f£§ +p3x§ + q&
24E1T
uf™ (x3) = qo + 13
USIF (z3) =70 + 1173 + 7"233§ + 3Ty
“§IF (x3) = so + s1x3
U2DG (x3) = vo + V123
u??G (.233) = wWo + W1T3

Si ipotizza inoltre che il pendolo abbia rigidezza assiale EA,, diversa dalla
rigidezza assiale FA dei sei tratti.

Si scriveranno le seguenti condizioni ai limiti:

— nell’appoggio in A, si annulleranno ambedue le componenti di spostamen-
to ed il momento flettente:

0
ui?(0) =0 (18.2)
0
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— nel nodo in B si hanno le condizioni di congruenza tra i tratti AB e BC"
7(0) (18.3)

mentre le condizioni di congruenza tra l’asta AB e ’asta BH devono riguardare
solo lo spostamento orizzontale e le rotazioni. La presenza del bipendolo, infatti,
permette gli spostamenti verticali relativi:

A5(L) = 677 (0) (184)

Le condizioni di equilibrio alla traslazione orizzontale ed alla rotazione por-
tano a scrivere:

_JAB BC nBH () —
t"2(L) +t°%(0) + (0) ) (O) (18.5)

—mAB(L) + mB°(0) + mPH(0)

mentre il taglio t?#(0) dovra essere nullo, per la presenza del bipendolo, e
quindi:

’nAB(L) _ TLBC(O)

=0 18.6
tBH©0) =0 (18.6)

— nel nodo C, le condizioni di congruenza e di equilibrio dettano le sei
condizioni:

uy (L) = ug™”(0)
ug (L) = —ug”(0) (18.7)
¢PC(L) = ¢“P(0)

—tB(L) +n“P(0) =0
nPC(L) +t“P0) =0 (18.8)
—mPC(L) + m“P0) =0

— il nodo D & una cerniera in cui convergono due tratti ed il pendolo. La
congruenza tra i due tratti orizzontali riguarda gli spostamenti orizzontali e
verticali:

ug (L) = ug*(0)

u§P(L) = uDP(0) e

mentre sono permesse le rotazioni relative. Analogamente, la congruenza tra il
tratto C'D ed il pendolo DG si scrivera, considerando che il pendolo ¢ inclinato
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di quarantacinque gradi:

(18.10)

L’equilibrio del nodo alla traslazione orizzontale e verticale detta le due
equazioni:

DG 0
—nCP(L) +nPE(0) + 2 ﬁ( ) _g
pé () (18.11)
—tCP(L) + tPE(0) - 2 =0
V2
Infine, i momenti sui tratti orizzontali devono annullarsi:
me(L) =0 (18.12)
mPF(0) =0 '

— nel nodo E, le condizioni di congruenza e di equilibrio dettano le sei
condizioni:

ufP(L) = —uf¥(0) (18.13)
¢PF (L) = ¢"7(0)

—tPP (L) +n"7(0) =
—nPP (L) —t77(0) =
-mPE(L) + mFF(0) =0

— il nodo F' & una cerniera d’angolo, in cui possono scriversi le due condizioni
di congruenza:

(18.14)

uy " (L) = ug" (L)

(18.15)
ui " (L) = —uy ™ (L)
le due condizioni di equilibrio alla traslazione:
tHE(L) —nFF (L) =0
(L) (L) (18.16)
TLHF(L) 4 tEF(L) =0
e le due condizioni di vincolo:
m (L) =0 (18.17)
mPF(L) =0 '
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—ilnodo H e¢ stato introdotto solo perche il tratto orizzontale ¢ parzialmente
caricato, ma in esso non vi sono discontinuita di sorta, e quindi si potranno
scrivere le sei condzioni:

(18.18)

— infine, il nodo G eé fisso, e quindi sono nulle le due componenti di sposta-
mento:

uf% (VaL) =0

56 (\@L) L (18.19)

Si ottengono le costanti di integrazione, da cui gli spostamenti assiali e tra-
sversali, e per derivazione le caratteristiche della sollecitazione interna. Per gli
spostamenti trasversali si avra:

AB qL 30 12v2 1502 a2
=L [ = 45 18.20
up” (@3) = 353 <EA T Ea, Y ED T E (18:20)
BC _ qL ( 2)
W (5) = SpApA BT (2L 6V2EAEI + 15EA,El + SEAEA,L?) +
6 (2V2EAEI +5EA,E +3EAEA,L?) v+
12EAEA, La3 — EAEA,x3)
(18.21)
uSP (x3) = b (12EA,EIL+
2 AFAEA,EI v
(4VEEABI +10EA,BI + 1BEAEA,L?) oyt (15%2)
3EAEA,Lxi — EAEA,13)
PP (2g) = —4 (3L (4f2EAE1 +22EA,EI + 15EAEA L2) +
2 Y T EAEAEI P v
3 (4V2EAEL + 24EA,EI + 13BAEA,L?) x5 — 2EAE A,z
(18.23)
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EF qL 2
— 9 (31 (8Y2EAEI +26EA,EI + 15EAEA,L
uz” (3) 12EAEAPEI< 3 <8f +20EA, BT+ 15 P )+

3 (AVIBAEI +24EA,El + 11IEAEA,L?) oy
—6FEAEA, Lz} +2EAEA,x3)

(18.24)
BH q 2 2
=1 (EA,L?(1S0EI + 149FAL
ur" (23) = srpapapp (FAL (IS0B] 4+ 149BALT) +
121 (2V2BAEI + 5EA,EI + 3EABA, L)y~ (1829)
ISEAEA,L?23 + EAEA,x3)
HF _ qL 2
O VW (61 (V2EAEI + 10EA,EI + TEAEA, L) +
(6V2EAEL +15E4,E1 + EABA,L?) 25—
BEAEA,Lx3 + EAEA,23)
(18.26)
DG _ qL 2\\ _
W (59) = T A ET (L (22\/§EA,,EI +3BA (4E1 +5V2EA,L ))
(6V2EAEI + 22BA,EI + 15EABA,L*) a3 )
(18.27)

I momenti ed i tagli non sono invece influenzati dalla deformabilita assiale
delle aste:

mAB (x3) = —%xg (18.28)
mBY (z3) = % (—4L + z3) (18.29)
mCD (z4) = —qu (L — z3) (18.30)

mP¥ (x3) = qLas (18.31)
mPF (z3) = qL (L — x3) (18.32)
mBPH (13) = %q (3L% —a3) (18.33)
mHF (x3) = qL (L — x3) (18.34)

Gli sforzi di taglio si ottengono derivando i momenti:

L
tAB (13) = —% (18.35)
tPC (x3) = % (18.36)
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3qL
£ (2 )_,4%7 (18.37)
tPF (23) = qL (18.38)
tEF (13) = —qL (18.39)
tBH (23) = —qu3 (18.40)
tHE (23) = —qL (18.41)
Gli spostamenti assiali sono esprimibili come:
3qLxs
uf® (ws) = = (18.42)
3qL (L + x3)
g (23) = — = (18.43)
oD _ qL (8V2EAEIL + 20EA,EIL + 15EAEA,L? + 2EA,Elxs)
Uz (wa) = AEAEA,ET
(18.44)
DE qL (22L 8/2L 1503 Adaj
e et =3 18.45
ui (ws) =7 (EA*’EAP+'EI'+EA (18.45)
EF qL [69L 12v2L 41L° 63
( . el i — 18.46
us (ws) =5 (EA B4, T BT TEA (18.46)
g () _ 4L (1L 6VOL | SLP  6ry
ug ' (z3) = ; (EA+EAP+EI TA (18.47)
HE qL ({ 9L  6vV2L 8L 6x3
== == = 18.4
us” (@3) =5 (EAf+ EA, T EI EA (18.48)
L(2L -2
ug (x3) = al (2L — v2za) (18.49)

2EA,

con i conseguenti sforzi assiali, anch’essi non influenzati dalle deformabilita
assiali:

L
nAP (23) = n (z5) = — 24
L
ncP (z3) = %
¥ (23) = n"" (23) = qL (18.50)
nBH (x3) = nHE (x3) = —qL
L
nDG (333) _%
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Portando poi la rigidezza FA ad infinito si hanno gli spostamenti trasversali
in ipotesi di pendolo estensibile:

qL
L
uBC (13) = UJ;IW (4L (3\/§El v 4EApL2) +6 (2\/§E1 + 3EApL2) T3t
12EA,Lz; — EApx3)
(18.52)
qL
CD 2
4V2EI +13EA,L
u§ (05) = 1pp g z5 (4V2ET +13E4, L%+ .
3EA,Lxs — EAp3)
L
uDE (1) = m (12\/§E1L +ASEA,LS +3 (4\f2EI + 13EApL2) 3
—2FA,z})
(18.54)
EF qL ( 3 ( 2)
= (24V2EIL +45EA,L* — 3 (4V2EI + 11EA,L
't (@3) =~ i T V2EIL + P V2EL+ ) wat
6EA,Lx3 — 2EA,x3)
(18.55)
BH N (14 EA,L* +12 (2 2EIL + 3EA L3)
uz - (ws) = A pr BT VREIL 4+ 3B A, L) s (18.56)
—18EA,L*x3 + EApxs)
L
Wl (24) = 6Ef]47EI (61 (V2EI +7EA,L2) + (6V2EI + BA,L?) a3
—3FA,Lx3 + EAp3)
(18.57)
3qL
uf (w3) = EZ o (4EIL +5V2EBA, LS — (2\/§EI n 5EApL2> asg)
(18.58)
Se infine si considera rigido anche il pendolo si ottiene:
AB L 2 2
usB (23) = BEL" x3 (1517 + 3) (18.59)
uBC (z3) = 12EI (16L% + 18L%x3 + 12La3 — z3) (18.60)
q
u§P (x5) = Exg (13L% + 3Lz — 23) (18.61)
DE 3 2
ud? (z3) = 12EI (45L° + 39L%x5 — 223) (18.62)
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L
uEF (23) = _713151 (45L% — 33L%w5 + 6La3 — 243) (18.63)
ubH (z3) = ﬁ (149L* + 36 L3z — 181223 + o) (18.64)
L
uHF (g3) = gﬁ (4213 + L2ws — 3La? + ) (18.65)
15¢L3
DG _ _
uf () = =1 (V2L - s) (18.66)

Gli spostamenti assiali in ipotesi di pendolo estensibile sono forniti da:

ug® (23) =0
uf (z3) =0

_ 2v/2qL?  15qL*

ug” (ws) = EA, | 4EI
-
P
2v2¢L?  41qL*
ug" () = EA, ' 6EI (18:67)
) =+ gy
P
T ) = e
4
ugc(xg):qL(zL—ﬂxg)
2EA,

con le ovvie semplificazioni se il pendolo diviene rigido:

15 qL*
ug? (x3) = ug'® (x3) = 1B
4 qL*
WM (ag) = ull T (25) = 32 (18.68)
41 qL*
EF _ 2

In ipotesi di rigidezze assiali infinite, la deformata si presenta come in Figura
18.2, mentre il diagramma del momento si presenta come in Figura 18.3. Come
visivamente chiaro, il tratto orizzontale BH e slittato lungo il ritto della quantita:

149 qL*
Av =g (w5 =0) = 577

Problema: Sostituire 'appoggio in A con un incastro. In questo caso, le
caratteristiche sono influenzate dalle rigidezze assiali dei tratti? e dalla rigidezza
assiale del pendolo?

(18.69)
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Figura 18.3: T momenti sul telaio a bandiera con bipendolo
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CAPITOLO 18. UN TELAIO A BANDIERA

La deduzione del diagramma dei momenti

11 telaio & costituito dal tre tratti AD, DF e BF, collegati a suolo mediante un
appoggio ed un pendolo, e tra loro con una cerniera in D ed una cerniera in F'.
Inoltre, il tratto BF' & collegato al tratto AD tramite un bipendolo ad asse di
scorrimento verticale. Si possono scrivere nove equazioni di equilibrio, mentre le
incognite statiche sono le due reazioni dell’appoggio in A, la reazione orizzontale
e la coppia reattiva del bipendolo, gli sforzi normali ed i tagli nelle due cerniere,
e lo sforzo normale nel pendolo DG. Sara pertanto 3t —s =9—-9 =0, e la
struttura e potenzialmente isostatica.

Per calcolare le reazioni, occorre considerare che la cerniera in D € anche sog-
getta alla reazione Rp¢ del pendolo, e che la cerniera in F' e situata nell’angolo.
Conviene quindi introdurre gli sforzi normali N}, ed N3 in D, rispettivamente
sul primo e sul secondo tratto, gli sforzi di taglio T}, e T3 in D, rispettivamente
sul primo e sul secondo tratto, gli sforzi normali N ed N3 in F, rispettivamente
sul secondo e sul terzo tratto, e gli sforzi di taglio T# e T in F, rispettivamente
sul secondo e sul terzo tratto. In tal modo le incognite salgono a tredici, e si
potranno scrivere le nove equazioni di equilibrio dei tre tratti:

Ran+Np+Np =0
Ray+TpH =0 (18.70)
Mp + NgL +2RapL + RayL =0

Nz T} =0
Tz +Np =0 (18.71)
~T:L - N:L=0

~Np+N2 =0
Tp+qL =0 (18.72)

3
—Mp + 5qL2 =0

insieme alle equazioni di equilibrio della cerniera in D:

V2

_TllJ +Té - RDG7 =0
18.73
U .
_ND+ND+RDG7 =0
ed alle equazioni di equilibrio della cerniera in F:
~N}+TE=0
oo (18.74)
—T% —Np=0
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La soluzione e’ abbastanza agevole, e porta alle reazioni:

L
Ran = %
3
v— T & L
Ra 54
qL
Rpg =——=
DG NG
agli sforzi normali:
qL
Np =
)
N3 =qL
NB = —qL
N} = —qL
N2 =qL
agli sforzi di taglio:
3
Th = ZqL
D 2(]
T2 = qL
T3 =qL
T% = —qL
ed al momento flettente: 5
Mg = 5qL2

(18.75)

(18.76)

(18.77)

(18.78)

Tutti questi valori sono ovviamente coincidenti con quanto dedotto in pre-
cedenza, e permettono di dedurre il diagramma dei momenti di Figura 18.3.
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Capitolo 19

Una maglia chiusa con
variazione termica

La maglia chiusa quadrata di Figura 19.1 & soggetta ad una variazione termica
uniforme AT lungo il tratto superiore. Si vuole conoscere la deformata e le
caratteristiche della sollecitazione interna.

AT
.
| ﬂ |
T U T
B C
L
A D
L

Figura 19.1: Una maglia chiusa con variazione termica

Il telaio non & soggetto a carichi distribuiti, e quindi le linee elastiche flessio-
nali saranno polinomi cubici, mentre le linee elastiche assiali verranno inizial-
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mente ipotizzate lineari, tenendo conto di una deformabilita assiale finita:

uP (x3) = ag + arx3 + asz? + azz

ufP (x3) = by + by

uzBC (x3) =co+cra3 + 6237% + c3z;

ug (x3) = do + dyas (191)
uSP (x3) = eg + €123 + ex22 + ezxs .
u§'? (x3) = fo + f1s

ud? (x3) = go + G103 + 923 + g3 3

uf? (x3) = ho + hixs

Poiche 'asta superiore ¢ soggetta alla variazione termica uniforme AT, per
essa lo sforzo normale si scrivera:

d
nPC (23) = EAM — FAaAT (19.2)
dX3
Si scriveranno sei condizioni ai limiti in ciascuno dei quattro nodi: — nel

nodo in A lo spostamento trasversale del tratto verticale AB (positivo se verso
destra) dovra essere uguale allo spostamento assiale del tratto orizzontale AD
(anch’esso positivo verso destra), mentre lo spostamento assiale del tratto ver-
ticale AB (positivo se verso ’alto) risultera uguale e contrario allo spostamento
trasversale del tratto orizzontale AD (positivo verso il basso). Le rotazioni do-
vranno essere uguali, mentre le tre condizioni di equilibrio possono leggersi dal
diagramma di Figura 19.2:

(19.3)

— nel nodo in B lo spostamento trasversale del tratto verticale AB (po-
sitivo se verso destra) dovra essere uguale allo spostamento assiale del tratto
orizzontale BC' (anch’esso positivo verso destra), mentre lo spostamento assiale
del tratto verticale AB (positivo se verso ’alto) risultera uguale e contrario allo
spostamento trasversale del tratto orizzontale BC' (positivo verso il basso). Le
rotazioni dovranno essere uguali, mentre le tre condizioni di equilibrio possono
leggersi dal secondo diagramma di Figura 19.2:
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. tac
BC Npc
Npc
Mpc
Mpc

tap
-
Mcp
WB
Nap nNcp
Mag
Nag
N .
tas

Map Map
tap
n
Nap AD
tap

Figura 19.2: Le forze agenti sui nodi

uz P (L) = uf€(0)
uz P (L) = —uy(0)
¢P (L) = ¢7°(0)
t"2(L) +nPC(0) = 0 (19-4)
nAB(L) +tB¢(0) = 0
—mAB(L) + mP€(0) =0

— nel nodo in C lo spostamento trasversale del tratto orizzontale BC' (po-
sitivo se verso il basso) dovra essere uguale allo spostamento assiale del tratto
verticale C'D (anch’esso positivo verso il basso), mentre lo spostamento assiale
del tratto orizzontale BC' (positivo se verso destro) risultera uguale e contrario
allo spostamento trasversale del tratto verticale CD (positivo verso sinistra). Le
rotazioni dovranno essere uguali, mentre le tre condizioni di equilibrio possono
leggersi dal diagramma di Figura 19.2:
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uy (L) = ug”(0)

uz “ (L) = —ug ”(0)

¢PC (L) = ¢“P(0)

tPC(L) + n“P(0) =0 (19:5)
—nP(L) —tP(0) =0
-mPC (L) + m“P(0) =0

— infine, nel nodo in D lo spostamento trasversale del tratto verticale C'D
(positivo se verso sinistra) dovra essere uguale e contrario allo spostamento as-
siale del tratto orizzontale AD (positivo se verso destra), mentre lo spostamento
assiale del tratto verticale C'D (positivo se verso il basso) risultera uguale allo
spostamento trasversale del tratto orizzontale AD (positivo verso il basso). Le
rotazioni dovranno essere uguali, mentre le tre condizioni di equilibrio possono
leggersi dal diagramma di Figura 19.2:

usP(L) = —ug' P (L)

usP(L) = uz (L)

¢“P(L) = p"P(L)

t°P(L) —nAP(L) =0 (196)
—’I’LCD(L) _ 7fAD L) =0
—mP(L) —=mAP (L) =0

Poiche la struttura non e esternamente vincolata, la soluzione di queste
ventiquattro equazioni prevede anche i tre possibili moti rigidi di traslazione e
rotazione. Si ottiene infatti:

3EALaAT z2 EAaATx3
AB 3 3
uz” () = o+ 1w = SEEr s Y 2B 1 ARAL? (197)
L (12EI + TEAL?) aAT
CD
— —ho— gy (L — za) —
uz (%) 0= 91 (L =) S(3EI + EAL?)
3EAL?aAT 3EALaATx% EAaATz3
A(3EI + BEAL?) ) ™ T S(3EI + EAL?) 4 (3EI + EAL?)
(19.8)
3EALaATz2
uf (z3) = uf® (z3) = go + qras + SGEI 1 BALY) EAL32) (19.9)
ui? (23) = —go (19.10)
3EAL3QAT
OD (g4) = L4202 19.11
uz ™~ (x3) = go + 01 +8(3EI+EAL2) (19.11)
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EALPaAT 3ET

BC

Cho gl — —Aktead oy SEL ) Ap

s (ws) =ho+ g1l = syt ( 6EI + 2EAL2) AT
(19.12)

3EIaATx3 (19.13)

6ET +2FEAL?
Sono immediatamente evidenti i moti rigidi di traslazione orizzontale:

ug® (x3) = ho +

(19.14)

e di traslazione verticale:

)
)

19.15
: (19.15)
)

e sara subito possibile porre hg = 0 e gg = 0. Il moto relativo alla costante
g1 € illustrato in Figura 19.3, ed ¢ interpretabile come una rotazione intorno al
punto A.

Figura 19.3: La deformata rigida dovuta a g;

Il valore della costante g; pud essere determinato sfruttando la simmetria
della struttura e del carico rispetto alla verticale in mezzeria. Si imporra quindi
che sia:

L
uBC (xg = 2) = (19.16)
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e quindi subito:

 —6EILaAT — 3EAL3aAT

= 19.1
g 8L (3EI + EAL?) (19.17)
In definitiva, il quadro deformativo ¢ definibile come:
AB () = aATxs (6EI +3EAL? + 3EALx3 — 2EA3:§)
Yz 8] = S(3EI + EAL?)
CD (1) = aAT (6EIL +4EAL? + (6EI — 3EAL2) r3 — 3EALx3 + 2EA:U§)
2 )= 8(3EI + EAL?)
3aATx3 (2EI + EAL? — EALx3
UZBC (xB) = uéqD (153) = - é(?)EI ¥ EALQ) )
uz? (23) =0
3EILaAT
CcD _
U @) = o pT aEAL
WP () = — (3EI +2EAL?) aAT (L — 2u3)
3 4 (3EI + EAL?)
3EIaATz:
AD _ 3
U (@3) = GET aEAL?
(19.18)
In tal modo:
B (0) = — (SEI + 2EAL2) aATL
3 4(3EI + EAL?) (19.19)
(3EI +2EAL?) aATL '
uBO(L) -
4(3EI + EAL?)
Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva :
3BEAEIaAT (L — 2x3)
AB _ . CD _ 3
BC AD 3EAEILaAT '
m (ws) =m T ws) = — e ALY
nAB (z3) = nP (23) =0
3EAEIaAT (19.21)

BC _ ___AD _
n (ws) = =0t @s) = — e o E AL

In ipotesi di inestensibilita assiale 'unica asta che subisce spostamenti assiali
e quella soggetta a variazione termica:
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alATxs (3L2 + 3Lxz3 — 23:%)

U'1243 (333) = ]2

uCP (5) — _aAT (4L® — 3L%x3 — 3La3 + 2a3)
? 8L2 (19.22)
BC AD 3aATzs (—L + x3)

uy - (w3) =uy (w3) = 3L
1
uf (x3) = —504AT (L — 2z3)
La deformata ¢ riportata in Figura 19.4.

-+ M
B C

Figura 19.4: La deformata della maglia chiusa

Le caratteristiche, in ipotesi di inestensibilita assiale, si semplificano in:

_ 3EIaAT (L — 2x3)

AB _ _..CD _
)= ) AL (19.23)
P (23) = mAP () — _ 3EIaAT
3 3 4L
nAB (x3) = n¢P (z3)=0
3EIaAT (19.24)
nP% (x3) = —n*P (3) = RYE

ed il relativo diagramma dei momenti ¢ riportato in Figura 19.5.

La maglia vincolata
La stessa maglia chiusa quadrata di Figura 19.1, soggetta ad una variazione

termica uniforme AT lungo il tratto superiore, si suppone ora vincolata con un
appoggio nel nodo A e con un carrello in D, come illustrato in Figura 19.6.

Esercizi di Scienza delle Costruzioni 231



Figura 19.5: T momenti sulla maglia chiusa

In questi due nodi andranno quindi opportunamente modificate le condizioni
ai limiti:

— nel nodo in A lo spostamento trasversale e lo spostamento assiale si do-
vranno annullare, sia per ’asta orizzontale che per 'asta verticale. Le rotazioni
dovranno essere uguali, ed occorrera imporre I'equilibrio dei momenti:

(19.25)

— nel nodo in D si ha un carrello a piano di scorrimento orizzontale, sicche
lo spostamento assiale del tratto verticale C'D risultera nullo, cosi come lo spo-
stamento trasversale del tratto orizzontale AD. Inoltre, lo spostamento trasver-
sale del tratto verticale C'D (positivo se verso sinistra) dovra essere uguale e
contrario allo spostamento assiale del tratto orizzontale AD (positivo se verso
destra). Le rotazioni dovranno essere uguali, e bisognera imporre 1’equilibrio
alla traslazione orizzontale ed alla rotazione:
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AT
%
] ﬂ ]
T U T
T B C
L
A D
~&~
L

(19.26)

Poiche ora la struttura e esternamente vincolata, la soluzione di queste
ventiquattro equazioni ¢ immediata. Si ottiene infatti:

aATxs (3L2 +3Lxs — 21‘%)

ufB (23) = T (19.27)
oD aAT (12EIL — AEAL® + 3EAL?x3 + 3EALx} — 2EAx3)
uz” (@) = SEAL?
(19.28)
3aATx3(—L+x
up (z3) = ug® (x3) = 38<L 3)“543 (3) =0 (19.29)
u§? (23) =0 (19.30)
1 3EIAT
BC _ = _ —
ug '~ (r3) = 2LozAT +a <AT SEALZ > x3 (19.31)
3EIaAT
WD (gy) = 222013 (19.32)

2EAL?
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In tal modo:

1
uf€(0) = —5LaAT

(19.33)

1 3EIaAT
BC

L) = =LaAT — 22292%
uz (L) = 5La 2EAL

Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva, e non dipendono
dalla deformabilita assiale:

_ 3EIaAT (L — 2x3)

412
3EIaAT (19.34)

4L

mAB (x3) = —mP (x3)

_ 3EIaAT (19.35)
212

In ipotesi di inestensibilita assiale si ritrovano gli stessi risultati ottenuti in
precedenza, per ’asta non vincolata.

Verifica

Per uno studio della maglia con il principio dei lavori virtuali si veda L.Ascione,
Sulla Statica delle Travi e dei Sistemi di Travi Vol.Ill, pagg. 73-77.

Il caso delle forze lungo la diagonale

La maglia chiusa quadrata di Figura 1 & soggetta a due forze uguali e contrarie
agenti lungo una diagonale. Si vuole conoscere la deformata e le caratteristiche
della sollecitazione interna.

Rispetto al caso precedente, quindi, occorre modificare le condizioni di equi-
librio nei nodi caricati, scrivendo:

t4B(0) +nP(0) - F =0

—nAB(0) +t*P(0)+ F =0 (19.36)

nel nodo in A, e:

—tP9(L) +n“P(0) - F =0

—nBC(L) —t°P(O)+ F =0 (19.37)

nel nodo in C'. Inoltre, per semplicita si ¢ posto F' = PCos (%) = PSin (%)
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Figura 19.7: La maglia chiusa soggetta a due forze lungo la diagonale

Poiche la struttura non ¢ esternamente vincolata, la soluzione di queste
ventiquattro equazioni prevede anche i tre possibili moti rigidi di traslazione e
rotazione. Si impone allora che lo spostamento dei punti A e C' avvenga lungo
la diagonale AC, mentre gli spostamenti dei punti B e D avvengano lungo la
diagonale BD, scrivendo le tre ulteriori equazioni:

0
uP(0) —uf€(0)=0 (19.38)
0

Si hanno quindi ora ventisette equazioni nelle ventiquattro costanti di inte-
grazione, e la loro soluzione porta alle linee elastcihe:

FL(12EI + EAL?) FL2? Fux}

ufB(xs):UgD(fiS):_ ASEAEI * 8EI  12EI
PR P

PARRNE W s
ug® (x3) = u§'P (x3) = ug'? (x3) = - (155A2€AL2) gj

1 12 L? Faxs
ug (ws) = g FL (‘m*m) *
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Si noti che la condizione sugli spostamenti del nodo D:

ug? (L) —ufP (L) = 0 (19.40)

risulta automaticamente soddisfatta.
Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva:

mAB (x3) = mP (x3) = —iF (L — 2x3)

. (19.41)
mPBC (z3) = mAP (x3) = ZF (L — 2x3)
nAB (23) = n9P (x3) = nPY (x3) = nP (23) = E (19.42)

2
In ipotesi di inestensibilita assiale si hanno le espressione leggermente sem-
plificate:

F (L? — 6La% + 428)

us'? (w3) = ug™® (x3) = - BE]
5 (a3) = P (o) = T Ol HAT)
s (19.43)
uz? (23) = ug’® (x3) = ug'® (w3) = ~18EI
UsBC (z3) = zf;?[

La deformata e riportata in Figura 19.8. Lo spostamento dei vertici avviene
quindi lungo le diagonali, con ampiezza:
pPL3
S =
48FE1

(19.44)

Le caratteristiche non sono influenzate dalla deformabilita assiale, ed il
momento flettente si presenta come in Figura 19.9
Nei vertici, quindi, il momento ha intensita:

_ PLV?2
8

M

(19.45)

Verifica

Si confronti O. Magini, Esercizi di Scienza delle Costruzioni, Vol.II, dove il
problema ¢ affrontato, ai fini del solo calcolo dei momenti, con considerazioni di
simmetria.
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Figura 19.8: La deformata per la maglia chiusa soggetta a due forze lungo la
diagonale

i

v

Figura 19.9: I momenti per la maglia chiusa soggetta a due forze lungo la
diagonale
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Capitolo 20

Maglia chiusa con incastro

al piede

Si vuole conoscere la deformata della struttura in Figura 20.1, insieme alle
caratteristiche della sollecitazione interna.

| L | L | L |
T T T T
F
=+ E G
L/2
+ —»|D
L/2
-+ c H
L
1 B I
L
L
A
e 7777777777
Figura 20.1: Una maglia chiusa con un incastro al piede

Il telaio e costituito da una classica maglia chiusa vincolata al suolo da un
incastro, ed ¢ quindi isostatico sia internamente che esternamente.

Si divide la struttura in nove tratti, e per ciascuno di essi si ipotizza una
linea elastica flessionale ed assiale, in funzione del modello strutturale che si
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vuole adottare. Se non si ipotizza alcun comportamento particolare, le linee
elastiche flessionali saranno polinomi cubici, mentre le linee elastiche assiali
saranno lineari:

ufP (x3) = ap + arxs + azz? + azz

u’é‘B (x3) = bo + brz3

uBC (x3) = co + 123 + cox? + c3xd

ufC (x3) = do + dyz3

ugD (x3) = eo + e1x3 + eaxs + e3xh

u§? (x3) = fo + fras

uy'? (z3) = go + 9173 + gaw3 + gsw}

ulP (x3) = ho + hy23

uéEF (x3) = mo + miz3 + maxa + maxs (20.1)
uf? (23) = no + nixs '
ud'S (x3) = po + P12 + P22} + psa

ui @ (23) = qo + i3

uSH (x3) = ro 4+ rizs 4 roal + raad

uSH (x3) = 50 + 513

ud! (x3) = to + t1w3 + toxd + t3xd

ull! (23) = uo + uy 3

uPl (x3) = vo + vi23 + vord + v

uB (x3) = wo + w3

Se si fosse adottata 'ipotesi di inestensibilita assiale, le linee elastiche assiali
del ritto di sinistra sarebbero risultate identicamente nulle, mentre il traverso
superiore si sarebbe spostato di d1, il traverso inferiore di d-, ed il ritto di destra

di d3 (telaio a tre nodi spostabili). Si preferisce tenere in conto — almeno
inizialmente — una rigidezza assiale finita, scrivendo le seguenti condizioni ai
limiti:

— nell’incastro in A, si annulleranno ambedue le componenti di spostamento
e la rotazione:

0
u{P(0) =0 (20.2)
0

— nel nodo triplo in B si hanno le condizioni di congruenza tra i tratti
verticali AB e BC:
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u{P(2L) = uFC(0) (20.3)

mentre le condizioni di congruenza tra l'asta verticale AB e ’asta orizzontale
BI impongono:

uz?(2L) = ug" (0)
uiP(2L) = —uB1(0) (20.4)
o7 (2L) = ¢"1(0)

Le tre condizioni di equilibrio del nodo portano a scrivere:

—t*B(2L) +tBC(0) + nP1(0) =0
nAB(2L) — nBC(0) + tP1(0) = 0 (20.5)
—mAB(2L) + mP€(0) + mP1(0) =0

— Nel nodo C, le condizioni di congruenza dettano le tre equazioni:

uy (L) = ug”(0)

uzy (L) = ug”(0) (20.6)

tBO(L) +t9P(0) =

nPC(L) +n°P(0) =0
mPE(L) 0 (20.7)
mP(0) =0

Il nodo D ¢ un nodo caricato da una forza orizzontale F'. Per esso la
congruenza impone:

uy P (L/2) = uy*(0)
us P (L/2) = ug’®(0) (20.8)
¢“P(L/2) = ¢PF(0)

mentre sforzi normali e momenti saranno continui, ed il taglio presentera una

discontinuita dovuta allla forza concentratas:
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n®P(L/2) = nPF(0)
mP(L/2) = mPF(0) (20.9)
—tP(L/2) +tPE(0)+ F =0

— nel nodo E, le condizioni di congruenza e di equilibrio dettano le sei
condizioni:

uPP(L)2) = —ufF(0) (20.10)

0
nPE(L/2) +tFF(0) =0 (20.11)

Il nodo F & una cerniera, in cui possono scriversi le due condizioni di
congruenza:

20.12
WP (L) = £ (0) 0
le due condizioni di equilibrio alla traslazione:
tFE (L) —t79(0) = 0 (2013)
nPF (L) —nF¢0) =0 '
e le due condizioni di vincolo:
m* (L) =0 (20.14)
mPE0) =0 '

— nel nodo G, le condizioni di congruenza e di equilibrio dettano le sei
condizioni:

ut9(20) = —u§(0) (20.15)
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—tF¢@2L) + n“H(0) =0
—nFC2L) —t9H(0) =0 (20.16)
—-mPC(2L) + m“H(0) =0

— la cerniera in H detta condizioni simili a quelle della cerniera in C"

1(0) (20.17)

tSH(L) +t710) =0
nCH (L) +nf1(0) =

or(p) — g (20.18)
mH1(0) =0

— infine, nel nodo I, le condizioni di congruenza e di equilibrio dettano le
sei condizioni:

uP(3L) = —ul (L) (20.19)

—tB1(3L) —n® (L) =0
—nBL3L) +t"1(L) =0 (20.20)
—mPL(3L) + m" (L) =0
Pur con un numero di equazioni significativo, le costanti di integrazione si

ottengono senza alcun problema, da cui poi possono ricavarsi gli spostamenti
trasversali:

F(21L — 2z3) 2%

WP (25) = o (20.21)
W5C (1) — F (51L3 + 45L92E + 3Lz} — a3) (20.22)
L 1CTe SEET B

0 = S (L T ) =y v
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FL 14F  1567FL2 FLz?  Fab
EF 3 3
=— — s 20.25
uz” (s) = =353 (QEA T Ol6ET >x3 e Taeer (0%
11FL  1555FL3 4F  2285FL? Fa3
FG 3
- _ 20.26
ur” (#3) = 5pa + S16E1 ( 0EA T 132EI >x3 *35pr (2020
WGH () = BFL T889FL® ( AF N 2420F 2 FLa3  Fu}
2 T T9EA T 432E] 9EA " 432E1 )* " 6EI  18EI
(20.27)
FL 451FL% 83FL%x;  Fad
HI 3 3
=_—=_ - 20.2
vz (T3) = =~ 36mT 12E1  18EI (20.28)
Fxs (—180L% — 15Lxs + 22
ug! (w3) = — ( BT 5) (20.29)
Le linee elastiche assiali sono invece esprimibili come:
uz® (x3) =0
F.Tg
ug® (3) = G
F(L+ x3
ug’® (x3) = 7(6EA )
F (3L + 2a3)
ug” (2s) = —opg
7 96 112712 Fx
EF 3
- pL == _
s (23) = 753 <EA TR > 3EA (20.30)
11FL 7889FL3  Fu.
uEG () = 889 5

9FEA 432E]  3EA
1 1 5412 Fu.
ug™ (z3) = FL ( + ) i

3 EA " EI ] G6EA
FIL 18FL3® Fx
HI _ _ txs
us (#3) = eEA T TEr T 6BA
17FL3  Fas
uit! (@3) = 3EI ' 3EA

I termini dovuti alle rigidezze assiali sono immediatamente riconoscibili, e
vanno annullati per il caso di inestensibilita assiali. Come previsto, in questo
caso le linee elastiche assiali sono identificate dallo spostamento orizzontale del
traverso superiore:

7889F L3
“ = ImEl (2031
dallo spostamento orizzontale del traverso inferiore:
~_17FLP (20.32)
' 3EI '

244 Esercizi di Scienza delle Costruzioni



CAPITOLO 20. MAGLIA CHIUSA CON INCASTRO AL PIEDE

e dall’abbassamento del tratto di destra:

_ 18FL?

h)
d EI

(20.33)

La deformata si presenta come in Figura 20.2.

I momenti flettenti ed i tagli si ottengono per derivazione, e non dipendono
dalla estensibilita assiale delle aste. I momenti sono distribuiti con legge lineare,
e valgono:

TFL
mAB (z3) = 5 + Fzj
2
mB¢ (x3) = _§F (L — x3)
2Fx
mCD (253) _ 5 3

mPE (23) = %F (L —x3) (20.34)
mFC (ag) = ~ £

mH (1) = S F (L +23)

T (25) = %

mBT (z3) = éF (=5L + z3)

Il relativo diagramma si presenta come in Figura 20.3.
Gli sforzi di taglio e gli sforzi normali sono costanti su ciascun tratto:

t45 (23) = F

P8 (ag) = — 5

20.35
UEF (3) = 17 () = =2 2039
19 (g) = 11 () = &
tBI (163) — %
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Figura 20.2: La deformata per la maglia chiusa con un incastro al piede

E F G
F
—|D
C H
B I
A

Figura 20.3: I momenti sulla maglia chiusa con un incastro al piede
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TLBC (x3) _ TLCD (1,3) _ TLDE (1,3) — %

nFF (z3) = ntC (z3) = —g (20.36)
PO (5) = ! (a5) = &

nPl (x3) = g

Il tracciamento grafico del diagramma del momento

Per un tracciamento rapido del diagramma del momento, si puo procedere a
scrivere le equazioni simboliche di equilibrio dei tre tratti in cui ¢ suddivisa la
struttura, e I’equazione di equilibrio globale:

a+F=0

teth=0
“re (20.37)
c+F+f=0

Frh=0

La prima equazione permette di asserire che l'incastro reagisce con una for-
za orizzontale uguale e contraria alla forza applicata F', e diretta secondo la
stessa retta d’azione. L’ultima equazione permette di calcolare le direzioni delle
reazioni f ed h, come illustrato in Figura 20.4. Nella stessa Figura sono eviden-
ziate le intersezioni P; e P3 delle reazioni con il ritto di sinistra e con il traverso
inferiore.

Iniziando a tracciare il diagrama dal punto di applicazione della forza, risulta
immediato giungere in B, in quanto il momento, lineare, dovra annullarsi in
C. Lungo il tratto DFE si puo calcolare il diagramma considerando che esso &
dovuto alla sola reazione f, e quindi si annulla in P;. Nel nodo F si ribalta il
diagramma e si prosegue annullandolo in corrispondenza della cerniera F', poi
si ribalta ancora in G, e si procede annullando in corrispondenza della cerniera
in H. Si e cosi giunti in I, e dopo 'usuale ribaltamento si & in possesso del
primo valore del momento lungo BI. Considerando che il momento lungo BI &
dovuto alla sola reazione H, si trae che il momento sara nullo in Ps, e quindi si
puo completare il diagramma lungo BI.

Per tracciare anche il diagramma lungo A B si consideri esso ¢ dovuto alla sola
reazione in A, e quindi dovra annullarsi in D. D’altro canto, esso ¢ anche dovuto
alla somma di ¢ ed h: di conseguenza in corrispondenza di P; esso sara dovuto
solo alla reazione ¢, e quindi 'ordinata P; P, puo essere utilizzata. Si hanno
quindi due valori del diagramma ricercato, e di conseguenza puo completarsi
Iintero diagramma.
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Figura 20.4: 11 procedimento grafico per il tracciamento dei momenti

Ovviamente, 1’equilibrio del nodo in B implica che il momento in B lungo
AB ¢ pari alla somma degli altri due momenti (lungo BC' e lungo BI) agenti
in B.

Telaio a bandiera iperstatico

Si vuole studiare ora lo stesso telaio a bandiera, reso esternamente iperstatico
con 'aggiunta di un carrello a piano di scorrimento orizzontale lungo il traverso
inferiore.

La struttura, riportata in Figura 20.5, puo studiarsi modificando leggermente
lo schema illustrato in precedenza: si aggiunge un nodo L in corrispondenza
del carrello, e quindi le linee elastiche del tratto BI vengono sostituite dalle
linee elastiche dei due tratti BL ed LI. Ferme restando le altre condizioni ai
limiti, occorrera modificare le equazioni relative ai nodi B ed I, ed aggiungere
le condizioni in corrispondenza del nuovo nodo L:

— nel nodo triplo in B le condizioni di congruenza tra i tratti verticali AB
e BC restano inalterate:

u{P(2L) = uFC(0) (20.38)

mentre le condizioni di congruenza tra l'asta verticale AB e ’asta orizzontale
riguarderanno ora la nuova asta BL:
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| L | L | L |
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Figura 20.5: La maglia chiusa esternamente iperstatica

us P (2L) = ug'*(0)
ugB(2L) = —uf(0) (20.39)
¢P(2L) = ¢"(0)
Le tre condizioni di equilibrio del nodo portano ora a scrivere:
—t4B(20) +tPC(0) + nPL(0) =0
nAB(2L) — nBC(0) + tPL(0) =0 (20.40)
—mAB(2L) + mBC(0) + mPL(0) =0

— Nel nodo I, le condizioni di congruenza e di equilibrio riguarderanno ’asta
HI e la nuova asta LI:

uz’ (L) = uz' (L)
ut (L) = —uf(L) (20.41)
oM (L) = " (L)
—tH(L) —nH (L) =0
—n (L) +t7 (L) =0 (20.42)
—m™ (L) +m"(L) =0

Esercizi di Scienza delle Costruzioni 249



Infine, nel nuovo nodo L le condizioni di congruenza imporranno la continuita
di spostamenti orizzontali e rotazioni, e I’annullarsi degli spostamenti trasversali:

uz'(2L) = uz'(0)

¢P1(2L) = "1(0)

WB(20) = 0 (20.43)
ub’(0) =0

Le equazioni di equilibrio saranno quindi solo due, imponendo la continuita
dis forzi normali e momenti flettenti:

nBI(2L) LI 0)

o) Z nmU(o) (20.44)

Anche in questo caso, si ottengono comodamente le costanti di integrazione,
da cui gli spostamenti assiali e trasversali. Si riportano, per brevita, solo i
risultati relativi al caso di indeformabilita assiale:

_ F(65L — 16x3) 23

uy” (ws) = 96ET
BC F (99L3 + 51L%x3 + 24La3 — 8x3)
uz -~ (ws) = T2E]
oD F (996L3 + 31L%x5 — 48x3)
ug (ws) = 432E1
DE F (2011L% — 10L%z3 — 144La3 + 48x3)
uz - (w3) = SGAET
EF Fxs (—59L2 —36Lx3 + 1230%)
Ug (353) =
432E1 (20.45)
e F (—83L3 + 19122 + 1223)
uz ™ (vs) = 132E1
. F (—988L% 4 163L%x3 + 72La3 — 2423)
ug” (v3) = 132ET
HI F (259L% — 69L2x3 + 8x3)
uz (@) = = 144ET
. Fas (13612 — 126Las + 2922)
ug ” (v3) = 192E1
o Fay (1512 — 36 Las + 423)
uz” () = = 144ET

Anche in questo caso le linee elastiche assiali sono identificate dallo sposta-
mento orizzontale del traverso superiore:

 247FL3

* = 08BT (20.46)
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dallo spostamento orizzontale del traverso inferiore:

11FL3
;= SET (20.47)
e dall’abbassamento del tratto di destra:
17FL3
= 20.4
4T 144ET (20.48)

La deformata si presenta ora come in Figura 20.6.

I momenti flettenti ed i tagli si ottengono per derivazione, ed in generale
dipendono dalla estensibilita assiale delle aste. I momenti sono distribuiti con
legge lineare, e valgono, nell’ipotesi EA = oo:

65F'L
mAB (x3) = T + Fzs
2
mBY (z3) = —gF(L —x3)
2Fx
mCD (IB) _ 5 3

e % (20.49)
mOH (25) = L F (~L +5)

! (5) = 122

mPE (x3) = 3—12F (42L — 29x3)

1
m* (z3) = _EF(?)L —x3)

Si noti che il momento, rispetto al caso precedente, ¢ modificato solo lungo il
tratto AB e lungo il traverso inferiore. Il relativo diagramma si presenta infatti
come in Figura 20.7.

Gli sforzi di taglio non variano, se non nel traverso inferiore, dove sono
sotituiti dai due valori:

(20.50)
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Figura 20.6: La deformata per la maglia chiusa iperstatica
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Figura 20.7: T momenti sulla maglia chiusa iperstatica
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Per gli sforzi normali, la presenza del carrello a piano di scorrimento oriz-
zontale implica la nascita di uno sforzo normale lungo AB, pari a:

103F

AB
= 20.51
nAP (ag) = —o (20.51)
mentre il restante quadro risulta inalterato.
La reazione del carrello ¢ facilmente deducibile come :
29F F 103
Ry, =tpr(2L) —t;,;(0)=————=——F (20.52)

32 6 96

Il plv per il calcolo diretto della reazione in L

Si voglia ora calcolare la reazione dell’appoggio attraverso una applicazione del
principio delle forze virtuali. La struttura reale di Figura 20.5 verra assunta
come insiem di spostamenti congruenti, mentre sulla struttura di Figura 20.8 si
leggeranno le forze. Sara quindi:

M
R S S CE—
F
4 E O G
L
-+ cO ) H
L iF:l
1 B L I
L
L
A
T T777777777

Figura 20.8: 1l sistema di forze fittizio per il calcolo della reazione del carrello

dove M e il diagramma dei momenti per la struttura di Figura 20.5, ed M il
diagramma dei momenti per la Figura 20.8. Per il principio di sovrapposizione
degli effetti, M potra scriversi come:
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M = My + XM, (20.54)
dove M e da calcolare sul sistema di Figura 20.1, ossia sullo schema isostatico,
con il carrello rimosso, e caricato dalle forze agenti sulla struttura. Ne segue:

fs M1 MO ds
[, Mids

Il diagramma M, e stato calcolato in precedenza, mentre il diagramma My
si limita al tratto AB ed al tratto BL. Sara, analiticamente:

X = (20.55)

mPL = 2L, (1 - ﬂ)

2L (20.56)
miP = 2L
e quindi, utilizzando le (20.34) si ha:
/M1M0 ds =
2L 2L
7FL FL 3
— 2L — S Fag) deg— =2 [ (1= 22 ) (-5 dzs = 309F
/0 ( 2 + l‘3> I3 3 /0 2L ( +$3) I3
(20.57)
2L 2L 23\ 2
/Mf ds = 4L2/ das + 4L2/ (1 - —) das = 288 (20.58)
s 0 0 2L
ritrovando la (20.52):
309F 103
- _ - = 20.
288 96 (20.59)
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Capitolo 21

Un cassone

Si vuole conoscere la deformata della struttura in Figura 21.1, insieme alle
caratteristiche della sollecitazione interna.

Figura 21.1: Un telaio a cassone sostenuto da una trave Gerber

Il telaio e costituito una struttura a cassone, agganciata ad una trave Gerber.

Si divide lo schema in sette tratti, e per ciascuno di essi si ipotizza una
linea elastica flessionale ed assiale, in funzione del modello strutturale che si
vuole adottare. Se non si ipotizza alcun comportamento particolare, le linee
elastiche flessionali saranno polinomi cubici, mentre le linee elastiche assiali
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saranno lineari:

u‘;B (x3) = ag + a123 + asxs + azxs

uf?B (x3) =bo + brzs

ufc (x3) = co + c123 + cox3 + c3x3

ufc (z3) =do + dix3

ugD (x3) = eo + e1x3 + eaxs + e3xs

u§'? (x3) = fo+ fres

uy” (x3) = go + 9173 + goa3 + gaw} (211)
uPP (x3) = ho + hya3 '
ufG (x3) =mg +mizs + mgx?)) + mgxg

uBC (x3) = ng + niz3

uy ™ (z3) = po + P13 + pax3 + paxs

uz™ (x3) = g0 + qux3

uST (23) = 10 4+ r123 + roxs 4 r3xd

uSH (23) = 50 + 513

Se si fosse adottata 'ipotesi di inestensibilita assiale, le linee elastiche assiali
della trave superiore AFE sarebbero risultate identicamente nulle, mentre i tre
tratti restanti avrebbero subito le traslazioni 1, a2, e d3 (telaio a tre nodi
spostabili).

Si preferisce tenere in conto — almeno inizialmente — una rigidezza assiale
finita, scrivendo le seguenti condizioni ai limiti:

— nell’incastro in A, si annulleranno ambedue le componenti di spostamento
e la rotazione:

0
uf®(0) =0 (21.2)
0

— nel nodo triplo in B si hanno le condizioni di congruenza tra i tratti
orizzontali AB e BC"

ufB (L) = uf(0) (21.3)

mentre le condizioni di congruenza tra ’asta orizontale AB e l'asta verticale
BG impongono:
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CAPITOLO 21. UN CASSONE

ufB (L) = uB(0)
uz P (L) = —u5'“(0) (21.4)
¢"P (L) = ¢"¢(0)
Le tre condizioni di equilibrio del nodo portano a scrivere:
—t4B(L) +tBC(0) + nP9(0) = 0
—nAB(L) +nBY(0) —tP¢(0) =0
—mAB(L) + mPC(0) + mP%(0)

(21.5)
0

— nella cerniera in C le condizioni di congruenza dettano le tre equazioni:
uy (L) = ug’?(0)
uf9(L) = u§P(0) (21.6)
¢PC(L) = P (0)
mentre la presenza della cerniera impone ’annullarsi dei momenti flettenti:

—tBC(L) +t“P(0) =

nPY(L) +n°P(0) =0
mBE(L) 0 (21.7)
mCP(0) =0

— nel nodo triplo in D si hanno le condizioni di congruenza tra i tratti
orizzontali CD e DE:

ug P (L) = uz'®(0) (21.8)
¢“P(L) = ¢"F(0)
mentre le condizioni di congruenza tra l’asta orizontale C'D e ’asta verticale
DH impongono:
uy P (L) = uz ™ (0)
u§P(L) = —udH(0) (21.9)
6P (L) = o7 (0)
Le tre condizioni di equilibrio del nodo portano a scrivere:
—t“P(L) + tPE(0) + nPH(0) =0
—nP(L) + nPE0) — tPH(0) =0 (21.10)
—mP(L) + mPE(0) + mPH(0) =0
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— nel carrello in F, si annullano gli spostamenti trasversali, gli sforzi normali
ed i momenti flettenti:

u?P(L) =0
nPF(L) =0 (21.11)
mPP(L) =0

— Nel nodo G, le condizioni di congruenza e di equilibrio dettano le sei
condizioni:

uy ¥ (H) = —ug™(0)
uBY(H) = u§(0) (21.12)
¢"C (H) = “"(0)
tBY(H) +n“H(0) =
—nBE(H) +t97(0) =0 (21.13)

— infine, nel nodo H, le condizioni di congruenza e di equilibrio dettano le
sei condizioni:

us™(2L) = uz " (H)
u§T(2L) = —uPH (H) (21.14)

(
(
¢ (2L) = P (H)
(
(

[

S

Q

T
[N}
h
-+
~

PH(H) =0 (21.15)
—mSH2L) —mPH(H) =0
Le costanti di integrazione si ottengono facilmente, ma le formule per gli

spostamenti trasversali ed assiali sono lunghe e poco significative. Nerl seguito
si riporta solo il caso in cui H = L, ed EA = oc:

_Fx% (—144L 4 169z3)

up? () = 3768E1

o, F(25L° +219L%x; — 123La3 + 41x3)
uz - (ws) =~ 3768E]

o, F(162L3 4+ 6L%x5 + 4123)
up” (ws) = - 3768E1

3 2. 2 3

WD (1) = _ F(209L° + 129L%x;3 — 507Laj + 16923) (21.16)

2 s 3768E1

se, \_ Fas(—219L% — 486 Las 4 287x3)
uz - (v3) = 3768E1

D  Fa3 (—129L% — 630La3 + 34123)
uz - (v3) = 3768E1

., F(25L° +330L%x3 — 375La3 + 128x3)
U™ (@) = = 3768E1
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CAPITOLO 21. UN CASSONE

Come previsto, in questo caso le linee elastiche assiali della trave superiore
sono identicamente nulle, mentre le altre sono costanti:

25FL3
BG _
us (0) =~ 3esET
209F L3
DH _ 21.17
us () = T5SamT (21.17)
209F L3
GH _
U5 (@) =~ ey
La deformata si presenta come in Figura 21.2.
4 B — D ————_ E
EE C o me sl

Figura 21.2: La deformata per il telaio a cassone

I momenti flettenti ed i tagli si ottengono per derivazione, ed ovviamente
— essendo la struttura iperstatica — dipendono dalla estensibilita assiale delle
aste. I momenti sono distribuiti con legge lineare, ed in ipotesi di inestensibilita
assiale, valgono:

F
mAB (z3) = —— (481 — 169x3)

628
41
41Fx
CcD _ 3
me (@s) = 5o
169
mPE (z3) = ~ost (L — x3) (21.18)
F
mBY (x3) = Gog (162L — 287x3)
F
mPH (z3) = 55 (210L — 341x3)
F
mYH (z3) = — 55 (1251 — 1283)

Il relativo diagramma si presenta come in Figura 21.3. Gli sforzi di taglio e
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Figura 21.3: I momenti per il telaio a cassone

gli sforzi normali sono costanti su ciascun tratto:

169
t47 (a3) = tPF (23) = o
41
tBC (23) =t (23) = BN (21.19)
287
tPG (w3) = 628
341
DH _ 94l
9= s (21.20)
77 (a3) = 57
nAB (z3) = F
341F
nPC (23) = nP (23) = —n“ (23) = 628 (21.21)
nPE (23) =0 .
32F
n?¢ (z3) = —”DH( 3) = 157

Un caso di simmetria

La struttura in Figura 21.4 & ripresa da M. Di Paola, Esercizi di Scienza delle
Costruzioni, dove la simmetria e sfruttata al fine di ridurre il grado di ipersta-
ticita, per poi applicare il principio dei lavori virtuali al calcolo del taglio in
mezzeria del tratto superiore. In questa sede si vuole invece applicare la meto-
dologia della linea elastica al fine di ottenere la deformata ed i diagrammi delle
caratteristiche della sollecitazione interna. Si suppone che le rigidezze flessio-
nali dei tratti orizzontali sia pari ad EI;, mentre i due tratti verticali hanno
rigidezza flessionale E 1.
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CAPITOLO 21. UN CASSONE

Figura 21.4: Un telaio a cassone simmetrico

Si divide la struttura in sei tratti, e per ciascuno di essi si ipotizza una
linea elastica flessionale ed assiale, in funzione del modello strutturale che si
vuole adottare. Se non si ipotizza alcun comportamento particolare, le linee
elastiche flessionali saranno polinomi cubici, mentre le linee elastiche assiali
saranno lineari:

UQAB (3) = ap + arx3 + a2$§ + azzy

ug'® (x3) = by + bras

udP (3) = co + c123 + cow3 + c37)

udP (x3) = do + dyzs

udP (z3) = g + e1a3 + €273 + ez}

uf® (x3) = fo + fizs (21.22)
u§™ (z3) = go + gras + g23 + gsa .
u§™ (23) = ho + hyas

ub% (z3) = mo + mizs + moaj + maah

U:‘?G (z3) = no +n1z3

uy™ (x3) = po + prs + poai + psas

ug™ (z3) = q0 + quws

La struttura possiede un asse di simmetria verticale, ed il carico in esame
& anti-simmetrico rispetto a quest’asse. Ne seguirebbero alcune semplificazio-
ni geometriche, che pero si preferisce non sfruttare. E’ evidente infatti che
condizioni di carico senza proprieta di simmetria costringerebbero comunque a
studiare l'intera struttura. Si impongono allora le seguenti condizioni ai limiti:
— nell’appoggio in A, si annulleranno ambedue le componenti di spostamen-
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to ed il momento flettente:

uP(0) =0
ufB(0) =0 (21.23)
m*P(0) =0

— nel nodo triplo in B si hanno le condizioni di congruenza tra i tratti
orizzontali AB e BD:

uyB(L) = ufP(0) (21.24)
P (L) = ¢"P(0)

mentre le condizioni di congruenza tra 'asta orizontale AB e ’asta verticale
BG impongono:

uy (L) = ug'“(0)
uiP (L) = —uP4(0) (21.25)
¢*5(L) = 67 (0)
Le tre condizioni di equilibrio del nodo portano a scrivere:
—t4B(L) +tPP(0) + nPE(0) = 0
—nAB(L) +nPP(0) — tPE(0) = 0 (21.26)
—mAB(L) + mBP(0) + mBE(0) = 0

— nel nodo triplo in D si hanno le condizioni di congruenza tra i tratti
orizzontali BD e DE:

uPP(2L) = uPF(0) (21.27)

mentre le condizioni di congruenza tra ’asta orizontale BD e 1’asta verticale
DH impongono:
uy”(2L) = uz™ (0)
ufP(2L) = —ub™(0) (21.28)
¢PP(2L) = ¢PH(0)
Le tre condizioni di equilibrio del nodo portano a scrivere:
—tBP2L) + tPF(0) + nPH(0) =0
—nBP2L) + nPE(0) — tPH(0) =0 (21.29)
—mPBP2L) + mPE(0) + mPH(0) =0
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CAPITOLO 21. UN CASSONE

— nel carrello in F, si annullano gli spostamenti trasversali, gli sforzi normali
ed i momenti flettenti:

0
nPE(L) =0 (21.30)
0

— Nel nodo G, le condizioni di congruenza e di equilibrio dettano le sei
condizioni:

ug%(H) = —ug™(0)
ufY(H) = u§(0) (21.31)
¢PC(H) = ¢“1(0)

tPG(H) +n“7(0) =
—nBY(H) + 1 (0) =
-mBY(H) +m“H(0) =0

(21.32)

— infine, nel nodo H, le condizioni di congruenza e di equilibrio dettano le
sei condizioni:

u§H (20) = —uDH (H) (21.33)

0
—nCH2L) +tPH(H) =0 (21.34)

Le costanti di integrazione si ottengono facilmente, ma le formule per gli
spostamenti trasversali ed assiali sono lunghe e poco significative. Si preferisce
quindi limitarsi al caso in cui EA = oo:

Fb
ufB (1) = Ax?’ (a (20> (bEL, + 3EL H) + a® (2bEL, + 3EL H) +

3ab (2bE1, + 3EI H)) — (a + b) (2bEI, 4+ 3EI H) 3)

F —
uBP (z3) = M (2ab (2abEIy + b*Ely + 3aEL H + 3bEL H) +
2b(a +b) (bEI> + 3EI H) x3 — (a + b) (bEL, + 3EI H) x3)

(21.35)
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Fb(a—
uf? (z3) = 7% (2ab (2abEI, + b°El, + 3aEL H + 3bEL H) +
2a(a + b) (2bEI, + 3EL H) x3 — (a + b) (2bEL, + 3E1, H) 3)
Fab
uBY (z5) = — “A”““?’ (—2v? (bETL, + 3EL H) +
a® (4bEl; + 6 EI H) + 3b(a + b)El x3)
Fabz:
uPH (z5) = — ans (—20® (bEI + 3EL H) +
a® (4bEI, + 6 EI H) + 3b(a + b)E z3)
Fab(b—
us™ (x3) = w (2a (2abEI, + V*EI, + 3aEL H + 3bEL H) +
2b(a + b)Elxs — (a + b)Elx3)
(21.36)
con:
A = (6(a+b)*El (2bEl, + 3EI H)) (21.37)

Le linee elastiche assiali della trave superiore sono identicamente nulle, men-
tre le altre sono costanti:

Fa®b* (2abEI + V*EI, + 3aEL H + 3bET H)

U,BG (1,3) _
3 3(a+b)2EI (2bEI, + 3EL, H)
Fa*v? (2abEI, + b*El, + 3aEL H + 3bEL H)
ug ™ (x3) = —
WS () — FabH (3abEL H — b? (20EI> + 3EL H) + a? (4bEI, + 6EI H))

(21.38)

La deformata si presenta come in Figura 21.5.

—
=)
\

Figura 21.5: La deformata per il telaio a cassone simmetrico

I momenti flettenti ed i tagli si ottengono per derivazione, ed ovviamente
— essendo la struttura iperstatica — dipendono dalla estensibilita assiale delle
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CAPITOLO 21. UN CASSONE

aste. I momenti sono distribuiti con legge lineare, ed in ipotesi di inestensibilita
assiale, valgono:

Fbox
AB _ 3
m (@) = a+b
mBD (173) _ Fa (bEIQ +3EI1H) (b*l’g)

(a+b) (2bEL, + 3ELL H)

mPE (34) = _Fb(a—xg)

ath (21.39)
6 (1) Fab®ElI '
(a+b)(20EI, +3ELH)
Fab’EI
DH _ 2
m@s) = S @b 1 3EL )
FabELF (b—
mGH (xS) — a 2 ( x3)
(a+b) (20EI, +3ELL H)
Il relativo diagramma si presenta come in Figura 21.6.
A B c D E
q I~
G B!
—
F TF
\J

Figura 21.6: I momenti per il telaio a cassone simmetrico

Gli sforzi di taglio sono nulli sui tratti verticali, ed altrove sono costanti:

Fb
a+b
Fa(bEIs+3ELH)

4B (23) = tPF (a3) =

4BD _
(#3) = =050 @EL 1+ 3ELH)
P (25) =0
FabEI
1GH (35) = — abE I

(a+b) (2bEL, + 3ELL H)
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Infine, lo sforzo normale & nullo sui tratti orizzontali, mentre sui tratti
verticali vale:
F (anEIQ +202EI, + 3aEL H + 3bEIlH)
(a+b)(20EI, + 3EL1H)

nBY (z3) = —nPH (z3) = (21.41)
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Capitolo 22

Un telaio a due piani

Il telaio a due piani di Figura 22.1 & stato studiato in E.Viola Esercitazioni di
Scienza delle Costruzioni,Vol.II, attraverso una applicazione del classico metodo
di Cross. Le travi hanno rigidezza flessione 5EI, mentre i pilastri hanno rigidezza

flessionale EI.

Si vuole affrontare lo stesso schema attraverso la scrittura delle linee ela-
stiche, e poiche si ammette che la rigidezza assiale sia infinita, si annullano
identicamente le linee elastiche assiali (telaio a nodi fissi) e si scrive:

|¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢I<ﬂ
A B C

L2 of O

EEEEEEEY’

+ F
D E
L/2
G H
nn 7777777777
K
L L L ,

Figura 22.1: Un telaio a due piani
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4

ufB (x3) = ao+a1zs + agmg + agxg + quT)%I

uBC (x3) = by + byas + box2 + bz + q%

ulP (x3) = co + c13 + cox? + 323 + q12§§EI

ult (23) = do + dyv3 + doal + dzxl + Q% (22.1)
ugE xr3) = €9+ ej1x3 + egzvg + es3xy

(z3)
(z3)

A (23) = fo + fizs + foxd + f37)
(z3) = go + g123 + G273 + g3
(z3)

u2 1'3
FB 2 3
Uy r3) = hg + hix3 + ]’L2.1‘3 + h3$3

Le condizioni ai limiti da imporre saranno facilmente individuabili in tutti i
punti estremi. Nei due incastri si annullano spostamenti trasversali e rotazioni:

(22.2)

— nei due appoggi saranno nulli gli spostamenti verticali ed il momento
flettente:

0

0

. (22.3)
0

— nel nodo in A si annullano gli spostamenti trasversali, si ugaagliano le
rotazioni, e si equilibrano i momenti:

up 7(0) =0

L

070 =% (5) .
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CAPITOLO 22. UN TELAIO A DUE PIANI

— nel nodo triplo in B, allo stesso modo, si annullano gli spostamenti
trasversali, si uguagliano le rotazioni, e si equilibrano i momenti:

ufP(L) =0
uPC(0) =0
L
¢AB (L) = ¢ (0) (22.5)
() =o' ()
—mAB(L) + mBC(0) — mFP (é’) ~0

— condizioni del tutto analoghe si scrivono nel nodo triplo in F":

ufF (L) =0
ubB(0)=0

L
uIQLIF (2) =0

—mBF(L) + mFB(0) — mHF (]23) —0

— in corrispondenza del nodo quadruplo in F occorre imporre la congruenza
tra le quattro aste in esso concorrenti, e I’equilibrio alla rotazione del nodo. Per
I’ipotesi di inestensibilita assiale si potra scrivere subito:

(22.7)

La congruenza imporra poi I'uguaglianza delle rotazioni, sicche dovra essere:

¢ (L) = ¢74(0)
L

$PE(L) = gOF (2) (22.5)

¢PP(L) = ¢"7(0)
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Infine, I'equilibrio alla rotazione & garantito dallo scrivere:

Come si vede, la regolarita del telaio si traduce in una facile imposizione
delle condizioni ai limiti. Le linee elastiche sono ricavabili come:

ug'? (zs)

uy'® (w3)

up’” (w3)

uy " (x3)

GE

uy™ (z3) =

ub? (z3)

HF((L')

uy P (x3) =

qzs (10195L3 + 8528 L%z — 49721 L3 4 3099823)
- 3719760E1
g3 (2080L3 + 43377 L%x5 — 76455 La} + 30998z3)
- 3719760E1
qz3 (15034L2 — 30533 La3 + 1549923
1859880E1
_qus (465L% + 19119L%x; — 35083La3 + 1549923
1859880 F 1
31qLxs (L? — 423) (22.10)
 247984F1
qLxs (93L% — 2411 L3 + 44503)
- 371976 E1
455qL (L — 2z3) 3
B 92994E1
13qLaxs (35L% — 124 Lx3 4 10823)
B 185988 E1

La deformata ¢ riportata in Figura 22.2. Lo spostamento massimo viene
quindi raggiunto lungo la trave BC| e per conoscere il suo valore occorre ricavare
I’ascissa z% di rotazione nulla. Si ha subito:

% ~ 0.569L (22.11)

e lo spostamento massimo vale:

270

4

qL
maz ~ 0.00118072— 22.12
Ug 0.0011807 ol ( )
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CAPITOLO 22. UN TELAIO A DUE PIANI

Le caratteristiche della sollecitazione interna

I momenti si ottengono per derivazione successiva a partire dagli spostamenti
trasversali:

q (8528L% — 149163Lx; + 185988132

P () = - 371976
B q (14459L2 — 76455 L3 4 6199623)
m (@) = = 123992
DB q (15034L? — 91599Lx3 4 9299423)
m (ws) = = 185988
BF q (6373L2 — 35083Lx3 + 309983)
m~" (x3) = —
61996 (22.13)
93Lqxs
e (#3) = 5008
Lq (24111 — 1
mFA (5) = q( 335023)
185988
455Lq (L — 6x3
" (a) = = P
26Lg (31L — 8l
' (s) = = 46497 )

con diagramma riportato in Figura 22.3.
Il metodo di Cross ¢ un metodo numerico, e per ritrovare i valori riportati
in Viola basta porre ¢ = 20kN/m ed L = 6m.
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Figura 22.2: La deformata per il telaio a due piani
A B C
1 \_/((
L/2 j
| 4 .
4D E
L/2
G H
-+ TIITIITIT
<<
, L , L L

Figura 22.3: T momenti flettenti sul telaio a due piani
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Capitolo 23

Un modello di arco

La struttura in Figura 23.1, pu 0 essere considerata un modello rudimentale
di arco doppiamente incastrato. Si vuole dedurre la deformata, insieme alle
caratteristiche della sollecitazione interna.

YV Y qI

Figura 23.1: Un modello di arco doppiamente incastrato

Ciascuno dei due tratti in cui & divisa la struttura ha lunghezza:

S=+L?+ H? (23.1)

Si indica con « I’angolo di inclinazione del tratto AB rispetto all’orizzontale,
e quindi potra anche scriversi:
" H
o = arctan | —
L

Scos(a) =L
Ssin(a) = H

(23.2)
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Il carico g e verticale, e deve essere suddiviso nelle due componenti trasversali
ed assiali:

¢ = qcos(w)

4o = qsin(a) (23.3)

Si divide la struttura in due tratti, e per ciascuno di essi si ipotizza una linea
elastica flessionale cubica ed una linea elastica assiale lineare, presupponendo
che le aste siano assialmente deformabili:

3 qreos(a) 4

A
UQB(xg):ao+a1x3+a2x§+a3x3+ Vol X3
cos(a
U?B (1‘3) =by+ bix3+ ané)xg
(@) (23.4)
BC _ 2 3, @tCOS(x) 4
uy "~ (x3) —co+clx3+02x3+03x3+724E1 x5

B (23) = do + dyas — 252 ;Z?I(a) wj

Si osservi infatti che il carico verticale di partenza insisteva su una luce pari
a 2L, ed & poi stato trasformato in due stese di carico agenti lungo una luce 2S.
Di conseguenza le intensita a metro lineare dei carichi assiali e trasversali devono
essere opportunamente ridotte. Si faccia anche attenzione ai segni dei carichi,
diretta conseguenza della scelta dei sistemi di riferimento: il carico trasversale ¢
diretto secondo 'asse X5 su ambedue i tratti, mentre il carico assiale sul tratto
AB risulta orientato in senso contrario all’asse X3, e sul tratto BC' secondo X3.

Le condizioni ai limiti negli incastri in A e C sono banali, ed annullano
spostamenti e rotazioni:

(23.5)

mentre nel nodo in B, la congruenza impone che le componenti orizzontali e
verticali degli spostamenti delle due aste concorrenti siano uguali, cosi come
uguali saranno le due rotazioni:

wB(8) cos(a) + vAB(S) sin(a) = —wBC(0) cos(a) — v (0) sin(a)

wB () sin(a) — vAB(9) cos(a) = wPC(0) sin(a) + vB°(0) cos(a) (23.6)

¢P(5) = ¢P(0)
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CAPITOLO 23. UN MODELLO DI ARCO

Analogamente, ’equilibrio del nodo alla traslazione orizzontale e verticale,
ed alla rotazione, detta:

—nAB(8) cos(a) — 1B () sin(a) + nPC(0) cos(a) — t2C(0) sin(a) = 0
nAB(S)sin(a) — t4B(S) cos(a) + nPY(0) sin(a) + t2(0) cos(a) = 0
—mAB(8) + mPC(0) =0
(23.7)

Si ottengono le costanti di integrazione, da cui, portando la rigidezza assia-
le FA ad infinito si potranno scrivere gli spostamenti trasversali in ipotesi di
inestensibilita assiale:

_ L?q(S—=5)%3

AB

up (#8) = = e (23.8)
BC L% (S —as3) 223

uz (#3) = = pres

mentre gli spostamenti assiali sono identicamente nulli. La deformata & riportata

in Figura 23.2.
Y qI

Y Y Y Y Y YYYYYYYYYYYY

B
H
A C
| L | L |
| | |
Figura 23.2: La deformata per I'arco doppiamente incastrato
Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva :
L2 (5% — 6S5x3 + 622
m*P (73) = — ( 1252 . 3)
(23.9)
qL?* (8% — 6Sz3 + 623)
mPC (v3) = —
1252

Il diagramma del momento si presenta come in Figura 23.3: ed e facile
verifiacre che agli estremi si hanno momenti uguali, e pari a:

L2
My = Mg = Mg = —ql—Q (23.10)
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Figura 23.3: Il diagramma del momento per I’arco doppiamente incastrato

Gli sforzi di taglio si ottengono derivando i momenti:

_ qL%q (S — 2x3)

tAP (23)
257 (23.11)
(BC (23) = qL? (S — 2x3)
3 252

Gli sforzi normali sono invece forniti da:
qL ((2H? + L?) S — 2H?x3)

, 2H5 (23.12)
L°qS + 2H"Lqzxs
2HS?

Le reazioni esterne sono fornite dall’equilibrio dei nodi A e C:

AB(

n" (x3) =

nBC ($3) _

R, = nB(0)sin(a) — t*B(0) cos(a) = —qL

1,2 (23.13)
Ran = —nP(0) cos(a) — t12(0) sin() = ¢——
2H
Ry = nP9(8) sin(a) + tP€(S) cos(a) = —qL
e . 2 (23.14)
Reop =n”%(S) cos(a) — t7%(S) sin(a) = —U5
1 L?
M, 4 = —m*B(0) = —¢,5% cos(a) = K il
12 12 (23.15)
1 qL? '
_ o BC(qy_ _ o2 N
M,c =m>%(S) = 12th cos(a) 5

Si noti che la simmetria dello schema e del carico avrebbero permesso facili
semplificazioni. Tuttavia, poiche ora si vogliono esaminare condizioni di carico
e di vincolo che distruggono la simmetria, si € rinunciato ad una trattazione ad
hoc per questo caso.
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CAPITOLO 23. UN MODELLO DI ARCO

Il caso del carico su meta luce

Si ipotizzi ora che il carico agisca solo sulla meta di sinistra, portando allo
schema di Figura 23.4. L’unica modifica da apportare consiste nel modificare le

A C

Figura 23.4: Un modello di arco con carico su meta luce incastrato

linee elastiche del tratto BC', annullando i carichi. Si ha quindi:

5 qeeos(@) 4

u? (x3) = ap + a3 + agri + azri + SagT %3
o cos(a
uz? (3) = bo + bizs + Tﬁ)xﬁ (23.16)

BC 2 3
uy -~ (x3) = co + c1w3 + caws + c3xy

uf (z3) = do + di 23

Le dodici condizioni ai limiti restano immutate, e la loro soluzione porta agli
spostamenti:

B qL*x3 (58% — 9Sx3 + 4a3)

AB
ue () 96EIS? (23.17)
2 2 :
BC ~ qLPq(S —x3)°x3
uz - () = = 96ETS

mentre gli spostamenti assiali sono identicamente nulli. La deformata e riportata
in Figura 23.5.
Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva :

~ qL? (587 — 27Sxs + 24a3)

4857 (23.18)
| qL2 (25 — 3a,)

485

mAB (z3) =

mBC (IB) —
Il diagramma del momento si presenta come in Figura 23.6.

Esercizi di Scienza delle Costruzioni 277



YYYVYYYYVYYVYYVYYVY qI

Figura 23.5: La deformata per I’arco con carico su meta luce incastrato

InIIiEl

Figura 23.6: I momenti flettenti per I’arco con carico su meta luce incastrato

In B, quindi, il momento ora vale:

qL?
Mp = —— 23.19
LY (23.19)
mentre in corrispondenza degli incastri si hanno i valori:
5
My = —Z8qL2
5 (23.20)
s
ST
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CAPITOLO 23. UN MODELLO DI ARCO

Gli sforzi di taglio sono lineari lungo AB e costanti lungo BC"
~ qL? (95 — 16x3)

165% (23.21)
tBC (z3) = ﬂ
165

ed analogo andamento hanno gli sforzi normali:

qL (13H?S +4L*S — 16H?x3)

4P (3)

AB(

n xr3) =
) 162Hs2 (23.22)
b (g — LB +412)
o 16HS
Le reazioni esterne sono fornite dall’equilibrio dei nodi A e C:
13qL
Ra, = nB(0)sin(a) — t12(0) cos(a) = _ s
16
12 (23.23)
Ran = —n2(0) cos(a) — t22(0) sin(a) = Kl
4H
3qL
Ry = TLBC(S) sin(a) + tBC(S) Cos(a) — L
16
12 (23.24)
Rey = nPY(8) cos(a) — tP9(S) sin(a) = _ZITH
5qL>
M4 =-m*5(0) = (4]18
12 (23.25)
Mo = mBC(8g) = =
c=m"5) ="

Il caso dell’arco con incastro ed appoggio

Se ora si suppone che 'arco sia appoggiato nel nodo C| si giunge allo schema
non simmetrico di Figura 23.7. Rispetto al caso di arco doppiamente incastrato
bisognera modificare solo le condizioni ai limiti in C', perche in questo caso
le rotazioni sono libere, e si annulla il momento flettente. Bisognera quindi
imporre, in C":

uP(S) =0
ufC(S) =0 (23.26)
mPC(S) =0

Le altre condizioni ai limiti restano valide, e la loro soluzione porta alle linee
elastiche:

B qL?a3 (652 — 13Sx3 + Ta3)

AB

uz” (vs) = 168E15? (23.27)
BC B qL? (S — x3) 13 (52 + 10Sz3 — 71%) '

uz - () = 168E152
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Figura 23.7: Un modello di arco con incastro ed appoggio

Y Y Y Y Y Y YYYYYYYYYY

l

Figura 23.8: La deformata dell’arco incastrato—appoggiato

con deformata che ora si presenta come in Figura 23.8.
Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva:

qL? (257 — 13Sz3 + 1423)

AB
m (ws) = 2852

BC - qL2 (SS — 145(}3) (S — 3?3)
m (ma) = = 2857

Il diagramma del momento si presenta come in Figura 23.9.

In B, quindi, il momento vale:

3
\/j = — — 2
B 28(1
mentre in A si ha: 5
My = ——qL?
A 2861

(23.28)

(23.29)

(23.30)
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CAPITOLO 23. UN MODELLO DI ARCO

HHHHHHHHHHI{

Figura 23.9: Il diagramma del momento per I’arco incastrato—appoggiato

Gli sforzi di taglio si ottengono derivando i momenti:

_ qL? (135S — 28x3)

AB

t°7 (23) 9852

BC _ qL* (175 — 28 x3)
t (1'3) - 2852

Gli sforzi normali sono invece forniti da:

qL (29H* + 45H?L? + 16L* — 28 H?Sx3)

AB _
e () = 28 H S5
W () — gL (—H"+15H’L? + 16L* + 28H>Sux5)
98 H S5

Le reazioni esterne sono fornite dall’equilibrio dei nodi A e C"

Ray = n2(0)sin(a) - £17(0) cos(a) = ~ 232"

Ran = —n*7(0)cos(a) — 14 (0)sin(a) = 227

Rey = nBC(S) sin(a) + tBC(S) cos(a) = _%

Rep = nPY(S) cos(ar) — t79(S) sin(a) = *4;1]32
Mya = —m"P(0) = %

M,c =mP(S) =0
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Il caso dell’arco con incastro e bipendolo

Infine, si consideri lo schema di Figura 23.10, in cui I'arco & vincolato in C' con un
bipendolo che proibisce lo spostamento assiale, lasciando libero lo spostamento
trasversale. Ne segue che il taglio dovra essere nullo, e quindi le condizioni ai
limiti andranno modificate come segue:

Y q:l:

YYYYVYYYY YYYYYY

B
H
A c
| L | L |
1 1 1
Figura 23.10: L’arco incastrato-guidato

tBC(8) =0
uBC(S) =0 (23.36)
$77(8) =0

Le altre condizioni ai limiti restano valide, e la loro soluzione porta alle linee
elastiche:

qL?x3 (52 + 4Sz3 — 5a3)

AB _
uz™ (ws) = 120E152
) ; ) ) s (23.37)
uBC (1) = qL*z5 (6% 4+ 175%x3 — 20823 + 523)
2 120F152

ed alla deformata e riportata in Figura 23.11. Lo spostamento trasversale del
bipendolo si calcola come:

_ qS*cos()?
Uac = GET (23.38)
Le caratteristiche si ottengono per derivazione successiva:
qL? (S? +12Sx3 — 3022
mAB (23) = ( 052 3 3)
9 ) 9 (23.39)
BC (1) = _qL (175 — 60Sz3 + 30x3)
= 6052
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CAPITOLO 23. UN MODELLO DI ARCO

Figura 23.11: La deformata dell’arco incastrato—guidato

Il diagramma del momento si presenta come in Figura 23.12, e da essa
possono trarsi i valori notevoli agli estremi.
Y q:]:

Figura 23.12: 1l diagramma del momento per ’arco incastrato—guidato

In B, quindi, il momento vale:

Mp = ——qL? 23.4
B 60(1 (23.40)
mentre in A si ha:
1
My = —qL? 23.41
A 60‘1 ( )
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In corrispondenza del bipendolo in C, il momento vale:

13
Mo = —qL?
c =54

Gli sforzi di taglio si ottengono derivando i momenti :

AB _ qL? (S — 5x3)
17 (ws) =
qL? (S —x
tBC (1’3) _ (SQ 3)

Gli sforzi normali sono invece forniti da:

qL (11H?S + 9L*S — 10H?x3)

AB
e () = 10HS?
W () gL (H? = 9L2) S — 10H?x3)
10HS?

Le reazioni esterne sono fornite dall’equilibrio dei nodi A e C"

11qL
Ra, = n*P(0) sin(a) — 47 (0) cos(a) = ——1=
9L%q
— _,AB _ 4AB . _
Rap =—n (0) cos(a) t (0) Sln(a) 100
9qL
Rcy = TLBC(S) sin(a) + tBC(S) cos(a) = _%0
9L?2
Ren = nPY(8) cos(a) — tP9(S) sin(a) = — 10;
_,,AB _qL2
M,a = —m*~7(0) o
13
M,c =mPBC(S) = 760qL2

(23.42)

(23.43)

(23.44)

(23.45)

(23.46)

(23.47)
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Capitolo 24

Telaio a doppio spiovente

Si considera il telaio a due spioventi di Figura 24.1 (gabled-frame), costituito
da due ritti inclinati di un angolo « rispetto all’orizzontale, e di altezza H. Ne
segue quindi che la lunghezza dei tratti laterali e pari a:

_ H I
5= sin(a)  cos(a) (24.1)

mentre il traverso e lungo L.

I, L I

Figura 24.1: Un telaio a doppio spiovente

In ipotesi di validita della teoria di Eulero—Bernoulli per travi snelle, e di
elementi assialmente deformabili, gli spostamenti trasversali saranno polinomi

Esercizi di Scienza delle Costruzioni 285



cubici, mentre gli spostamenti assiali saranno lineari:

ufP (x3) = ap + arx3 + azz: + azr’

uf P (z3) = by + b3

u2BC (x3) =co+cros + 02:1:% + c3x3 (24.9)
uBC (x3) = do + dy3 '
uSP (z3) = eg + €123 + eaxs + e3xs

ug® (x3) = fo + frzy

Per poter determinare le diciotto costanti di integrazione, occorre imporre
le condizioni ai limiti (di equilibrio e congruenza) in corrispondenza dei quattro
nodi:

— negli appoggi in A ed in D si annullano ambedue le componenti di
spostamento, ed i momenti:

0
0
0 (24.3)
0
0
0

uf(0) = ug B (S) sin() 4 u5 B (S) cos(a)
uFC(0) = ud'B(S) cos(a) — usB(S) sin(a) (24.4)
¢P(5) = 6"(0)

e le tre condizioni di equilibrio:

—t4B(8) sin(a) — nB(S) cos(a) +nPC(0) =0
—t4B(8) cos(a) + nB(S) sin(a) + tBC(0) + F =0 (24.5)
—mAB(S) + mB¢(0) =0

La prima condizione di congruenza esprime 'uguaglianza tra lo spostamen-
to orizzontale del nodo B, inteso come spostamento assiale dell’asta BC, e la
somma, delle componenti orizzontali di spostamento del nodo B, inteso come
appartenente all’asta AB. Poiché — come evidenziato in Figura 24.2 — am-
bedue queste componenti sono positive, si giunge alla prima delle (24.4). La
seconda condizione di congruenza, invece, esprime 'uguaglianza tra lo sposta-
mento verticale del nodo B inteso come spostamento trasversale dell’asta BC,
e le componenti verticali di spostamento del nodo B, inteso come appartenente
all’asta AB.
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CAPITOLO 24. TELAIO A DOPPIO SPIOVENTE

F
BC
X3
=+ B C o
XBC X3
2 cp
X
H
AB
X3
1l A o D
5B
I L I

Figura 24.2: Una scelta di sistemi di riferimento per il telaio a doppio spiovente

Per la scrittura delle tre condizioni di equilibrio si puo fare riferimento alla
Figura 24.3, dove si e enucleato il nodo B, assieme alle forze su di esso agenti.

— nel nodo in C, analogamente a quanto si ottiene in B bisogna imporre la
congruenza:

uB (L) = u§'P(0) sin(a) + u$P(0) cos(a) (24.6)
¢PC(L) = P (0)
e le tre condizioni di equilibrio:

t9P(0) cos(a) + n“P(0) sin(a) — tP9 (L) =
—t9P(0) sin(a) + nP(0) cos(a) — nBC (L) = 0 (24.7)
—mPC (L) + mPC0) =0

+
+

Si sono cosi ottenute diciotto condizioni ai limiti, che possono tradursi in
altrettante equazioni lineari nelle diciotto costanti di integrazione. Risolvendo il
sistema, e portando la rigidezza assiale ad infinito, si ottengono le linee elastiche
flessionali:
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tap

Figura 24.3: L’equilibrio del nodo B per il telaio a doppio spiovente

FL
ufB (3) = %@m (S (L(L + 35) + 252 cos(a)) — (L + 28 cos(a))a2)
F L—-2
uBC (z3) = SCOS(Q)A( z3) (LS(L +28) cos(a) + L(L + 2S5 cos[a])z3—
(L + 28 cos(a))a3)
FL —
u§P (23) = — COS(OZ(S z3) (LS(L + 28) + 2S(L + 25 cos(a))z5—
(L + 28 cos[a])z3)
(24.8)
con:
A = 12EI(L + 28 cos(a))? (24.9)
assieme allo spostamento orizzontale ¢ del traverso:
ui? (23) = u§'® (23) = 0
_ FL2S%(L +28)sin(2q) (24.10)

ug® (z3) =

24FEI(L + 25 cos(a))?

La deformata si presenta come in Figura 24.4.
Nella stessa ipotesi di telai assialmente inestensibili, le caratteristiche si
ottengono per derivazione successiva:

mAE (15) = FLcos(a)zs
37 9L + 48 cos(a)
mP (z5) = Fg(zoi%g(i;j;?’) (24.11)
CD (1) = _ FLcos(a) (5 — z3)
me )= 2(L + 2S5 cos(w))
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I, L Iy

Figura 24.4: La deformata del telaio a doppio spiovente

_ FLcos(a)
tAB (.’II3) = WCOS(Q)
# (aa) = m (24.12)
2L + 45 cos()
nAB (3) = F (=4S cos(a) + L(—3 + cos[2a])) csc(w)
’ 4(L + 25 cos())
nBC (x3) = —%F cot(w) (24.13)
nCP (13) — _ F(25 + Lcos(a)) cot ()
’ 2(L 4 2S cos())

Il diagramma dei momenti e riportato in Figura 24.5.

Le reazioni dei vincoli si ottengono tramite considerazioni di equilibrio:

Ran = —n*P(0) cos(a) — t*B(0) sin(a) = %F cot(w)

Rpin = n°P(8) cos(a) — t9P(S) sin(a) = —%F cot(a)

24.14)
. F(L+ L) (
_ ,AB _,AB _ F@L+L)
Ry, =n*P(0) sin(a) — t°7(0) cos(w) L+ oL,
Rp, = nP(S)sin(a) + tP(S) cos(a) = __FLi
° L+2L,
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Figura 24.5: 1l diagramma del momento per il telaio a doppio spiovente

Il caso della forza orizzontale

Si consideri ora il caso di una forza orizzontale agente nel nodo B, come illustrato
in Figura 24.6. Le condizioni di equilibrio nel nodo B si scriveranno ora:

Ll L Ll

Figura 24.6: Un telaio a doppio spiovente soggetto a forza orizzontale

—t4B(8) sin(a) — nAB(8) cos(a) + nPC(0) + F =
—t4B(8) cos(a) + n*B(S) sin(a) + tPC(0) = 0 (24.15)
—mAB(S) + mPC(0) =0
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CAPITOLO 24. TELAIO A DOPPIO SPIOVENTE

mentre le altre condizioni restano inalterate. Le linee elastiche sono date, in
ipotesi di inestensibilita assiale, da:

FLsi
ugB (23) = %W) (z5 (S (L(L + 3S) 4 25% cos(a)) — (L + 285 cos(a))z3))
uBC (z3) = FS%H(OZ) ((L — 2z3) (LS(L + 2S) cos(a) + L(L + 2S5 cos(a))x3—
(L + 28 cos(a))z3))
cD FLsin(a)
ug” (z3) = —— (S8 —x3) (LS(L +2S) +2S(L 4 25 cos(ar) ) w3 —
(L + 28 cos(a))z3))
(24.16)
assieme allo spostamento orizzontale d del traverso:
2q2 : 2
5 = uBC () — FL=S (L—&-A2S)sm(a) (24.17)
La deformata si presenta come in Figura 24.7.
B
+ N C
H
— A a D
I, L I,

Figura 24.7: La deformata del telaio soggetto a forza orizzontale

Nella stessa ipotesi di telai assialmente inestensibili, le caratteristiche si
ottengono per derivazione successiva:

AP (5) = FLsin(o)zs

37 9L 1 48 cos(a)
mPY (z3) = F;?Tig(fo;j;?’) (24.18)
mED (35) = _ FLsin(a) (S — z3)

8 2(L + 2S5 cos(w))
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FLsin(«)

4AB _
(3) 2L + 45 cos(a)
FSsin(a)
t5Y (13) = —— S~ 24.19
(w3) L +2S cos(a) ( )
10D (5) = FLsin(o)
2L + 45 cos(«)
2FS 4+ FLcos(a
nAB (553) — ( )
2L + 45 cos(w)
F
nPC (z3) = -5 (24.20)
F (25 + Lcos(a
’rLCD(l‘g):f ( ( ))
2(L + 25 cos(a))
Il diagramma dei momenti e riportato in Figura 24.8.
B
T _F C
H
—t A a D
| Ll | L | Ll |
Figura 24.8: 1l momento sul telaio soggetto a forza orizzontale
Un valore significativo del momento flettente & ora pari a:
FLS sin(«)
Mp = 24.21
P 9(L + 25 cos(a)) (24.21)

Le reazioni dei vincoli si ottengono tramite considerazioni di equilibrio:
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CAPITOLO 24. TELAIO A DOPPIO SPIOVENTE

Rapn = —n*P(0) cos(a) — t*B(0) sin(a) = —g
Rpp, = n°P(S) cos(a) — t“P(S) sin(a) = _g
sin(a (24.22)
R, = nB(0)sin(a) — t*B(0) cos(a) = LiiScis(L)
Rp, =n“P(S)sin(a) +tP(S) cos(a) = —m

Il caso del carico uniformememte distribuito

Si considera ora il telaio a due spioventi di Figura 24.9, sollecitato da una
stesa di carico uniformemente distribuito ¢ lungo tutto il traverso BC. La
corrispondente linea elastica diventera quindi:

4

x
uBC (x3) = co + 123 + cox3 + c3ah + q24£3?I (24.23)

Viceversa, le condizioni ai limiti diventano omogenee, in quanto la forza
concentrata ¢ assente.

(] e

B C

Figura 24.9: Un telaio a doppio spiovente soggetto a carico distribuito

Se gli elementi vengono considerati assialmente rigidi, le linee elastiche dei
due tratti inclinati sono ovviamente nulle. Inoltre, la simmetria dello schema
e del carico garantisce che anche lo spostamento assiale del traverso si annulla.
Restano le tre linee elastiche flessionali, date da:
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qL3z3 (—S% + 23)

AB _
w2 (@) = S TS BL T 29)
— . 2 Y 2
W€ (34) = q (L — x3) x (2L%S + L(3L + 2S)x3 — (3L + 25)3) (24.24)
94EI(3L + 25)
—qL3x3 (252 — 38 2
W8P (ay) = - L B 35 )

24ETS(3L + 29)

La deformata si presenta come in Figura 24.10, ed ha le stesse proprieta di
simmetria del carico.

(A e

B c

I, L I,

Figura 24.10: La deformata per il telaio a doppio spiovente soggetto a carico
distribuito

L’abbassamento del punto centrale e pari a:

(24.25)

L) qL* 3L+108
2

_ . BC — | = T
U2 max = Ug <I’3 384FE1 3L +2S

Nella stessa ipotesi di telai assialmente inestensibili, le caratteristiche si
ottengono per derivazione successiva:

L3qx
AB (g4) = ——— 178
m U ws) =~ 575 + 852
BC ~ q(L® —2L(3L +2S)a5 + (6L + 45)a3) po
e (es) = 121 + 85 (24.26)
qu (_S + .733)
cD _ Lq(=S+x3)
N T
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CAPITOLO 24. TELAIO A DOPPIO SPIOVENTE

L3q
AB
7 (@) = ~ 515 1 892
1
tBC (z3) = 0 (L — 2x3) (24.27)
L3q
CD
T @s) = 5757 892

qL (6LS + 452 + L? cos(a)) csc(a)

nt? () = 4S(3L + 25)
~qL (L? 4+ 25(3L + 25) cos(a)) esc(a)
nP () = = 4S(3L + 25) (24.28)
0P (1) = _qL (6LS + 452 + L? cos(a)) csc(a)
8 4S(3L + 25)

Il diagramma dei momenti e riportato in Figura 24.11, ed i corrispondenti
valori notevoli si ottengono come:

VS 10
MB_MC_—12L+SS (24.29)
_ . BC L\ _¢L* L+28
Mpax = m (xg— 2)- 8 30125 (24.30)
(] e
+ B C
H
- A a D
L1 L Ll

Figura 24.11: 1 momenti sul telaio a doppio spiovente soggetto a carico
distribuito

Le reazioni dei vincoli si ottengono tramite considerazioni di equilibrio:
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gL (L* 4 25(3L + 25) cos(c))

Ran = —nAB(O) cos(a) — tAB (0) sin(a) = 1H(3L 1 29)

Rpn = nCP(8) cos(a) — t9P(S) sin(a) = _ak (L +4if(;3;:225i) cos(a))
Ry, = nB(0)sin(a) — t*B(0) cos(a) = —%

Rp, =nP(S)sin(a) +t“P(S) cos(a) = —%

(24.31)

Verifica

La stessa struttura é stata analizzata in T.Cavallina, E. D’Anna, Esercizi di
Scienza delle Costruzioni, Vol.II, pp.145-153 e pp.168-173.
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Capitolo 25

Trave a ginocchio

Si considera la trave a ginocchio di Figura 25.1, costituita da due tratti oriz-
zontali di luce Ly, collegati da un tratto di luce L inclinato di un angolo a. Ne
segue che il dislivello verticale tra i due tratti orizzontali e pari a:

H = Ltan(a) (25.1)

mentre il tratto BC' & lungo S = v/ L? + H?2. Gli estremi sono incastrati, ed il
carico ¢ insiste su tutta la luce. Sul tratto inclinato, quindi, esso deve essere
scomposto in una componente trasversale ¢; ed una componente assiale ¢, fornite
da:

q¢ = qcos(a)

o = gsin(a) (252)

In ipotesi di validita della teoria di Eulero-Bernoulli per travi snelle, e di

I L I

- MNANN
(o8]

Figura 25.1: Una trave a ginocchio
elementi assialmente deformabili, si dovranno quindi definire le linee elastiche:
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AB 2 3
ujy” (x3) = ap + a1x3 + a2x3 + azxy

U?B (ng) = bo + bll'g

COS( &y
uzBC (x3) =co+crzz+ 02x§ + CSCU§ + %Tg)xg
(25.3)

qa COS(O‘) 2

U?C (Sﬂg) = do + d1$3 + SEA X3
UgD ((133) = €p —+ €13 —+ 621’:2;) —+ 63x§

ug'? (x3) = fo + fizs

Si osservi infatti che il carico verticale di partenza insisteva su una luce pari
ad L, ed ¢ poi stato trasformato in due stese di carico agenti lungo una luce
S = ﬁ Di conseguenza le intensita a metro lineare dei carichi assiali e
trasversali devono essere opportunamente ridotte. Si faccia anche attenzione
al segni dei carichi, diretta conseguenza della scelta dei sistemi di riferimento:
il carico trasversale e diretto secondo 1’asse X5, mentre il carico assiale risulta
orientato in senso contrario ad Xs.

Per poter determinare le diciotto costanti di integrazione, occorre imporre
le condizioni ai limiti (di equilibrio e congruenza) in corrispondenza dei quattro
nodi:

— negli incastri in A ed in D si annullano ambedue le componenti di
spostamento, e le rotazioni:

(25.4)

— nel nodo in B si hanno le tre condizioni di congruenza:

uf? (L) = uf€(0) cos(a) + uF€ (0) sin(a)
ufP (Ly) = —uZ€(0) sin() + uZ(0) cos(a) (25.5)
¢"P (L) = ¢P(0)

e le tre condizioni di equilibrio:

—nAB (L) 4+ tBC(0) sin(a) + nZ€(0) cos(a)

Il
o o

(25.6)
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CAPITOLO 25. TRAVE A GINOCCHIO

La prima condizione di congruenza esprime 'uguaglianza tra lo spostamen-
to orizzontale del nodo B, inteso come spostamento assiale dell’asta AB, e la
somma delle componenti orizzontali di spostamento del nodo B, inteso come ap-
partenente all’asta BC. Poiché — come evidenziato in Figura 25.2 — ambedue
queste componenti sono positive, si giunge alla prima delle (4). La seconda con-
dizione di congruenza, invece, esprime 'uguaglianza tra lo spostamento verticale
del nodo B inteso come spostamento trasversale dell’asta AB, e le componenti
verticali di spostamento del nodo B, inteso come appartenente all’asta BC.

Figura 25.2: I sistemi di riferimento per la trave a ginocchio

Per la scrittura delle tre condizioni di equilibrio si puo fare riferimento alla
Figura 25.3, dove si e enucleato il nodo B, assieme alle forze su di esso agenti.

Mpc

nNgpc
Mpp

tas
Figura 25.3: Le forze agenti sul nodo B

Nel nodo in C, analogamente a quanto si ottiene in B bisogna imporre la
congruenza:
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(0) = uZ¢(S) cos(a) + uF(9) sin(a)
u§P(0) = —uP(0) sin(a) + uF(S) cos(a) (25.7)
$7C(S) = 67P(0)

e le tre condizioni di equilibrio:
t9P(0) — tBC(S) cos(a) + nPY(S) sin(a) =

)
nP(0) — B (S) sin(a) — nBC(S) cos(a) =
—mBY(S) +m“P(0) =0

0
0 (25.8)

Si sono cosi ottenute diciotto condizioni ai limiti, che possono tradursi in
altrettante equazioni lineari nelle diciotto costanti di integrazione. Risolvendo il
sistema, e portando la rigidezza assiale ad infinito, si ottengono le linee elastiche
flessionali:

B (13) = % (xg (8/:? + L2 (6S5(1 + cos(a)) — 8z3) + S (=S cos(a) + a3) +
2L, (352 cos(a) — 25(1 + cos(a))xs + 23)))

uBC (z3) = % (S(1+ 3cos(a) + cos(2a)) Ly + 2 cos(a) L3+
Scos(@)? (S — a3) 23 + S cos(a) L2 (S? cos(a)? + 6Sz3 — 622) +
4L3 (52 cos(a)? + Sxs — xi) +2cos(a)?Lixs (53 —28z2 + xi))

u§P (z3) = q ((Ll —z3)° (2sz + 5 (S cos(a) + x3)* +

A
2L1 (S + z3) (25 cos(a) + x3) + L3 (S(3 + 2cos(a)) + 4z3)))
(25.9)

con:

A =24EI (S +2Ly) (25.10)

I due tratti orizzontali non subiscono spostamenti assiali, mentre il tratto
inclinato subisce lo spostamento assiale d:

uz? (w3) = ug’® (23) = 0
uBC (z3) = — q (sin(a) LT (S? cos(a)*+ (25.11)

A
48% cos(a)L1 4+ S(3 + 2 cos(a)) L7 + 2L3))

La deformata si presenta come in Figura 25.4.
Nella stessa ipotesi di elementi assialmente inestensibili, le caratteristiche si
ottengono per derivazione successiva:
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CAPITOLO 25. TRAVE A GINOCCHIO

H
j a
E
Ll L Ll
| | | |
| | | |
Figura 25.4: La deformata per la trave a ginocchio
mAB (x3) = —% (8L3 + 6L7 (S + S cos(ar) — 4z3) 4 6L (S cos(ar)—
25(1 + cos(a))zs + 223) + S (S? cos(a)? — 65 cos(a)xs + 623))
mPBC (x3) = —% (=65 cos(a) L3 — 4L} — 12 cos(a)?Lq (S — x3) 3+
Scos(a)? (S? — 6Sz3 + 623))
mCP (z3) = —% (=65 cos(a) L] — AL3 + 12Ly x5 (S cos(a) + x3) +
S (52 cos(a)? + 68 cos(a)xs + 623))
(25.12)
t4B (x3) = g (S cos(a) + 2Ly — 2x3)
tBC (z3) = gcos(a)2 (S — 23) (25.13)
tOP (x3) = —g (S cos(a) + 2x3)
nAB (z3) =0
nBC (z3) = —% sin(2«) (S — 2x3) (25.14)
nP (x3) =0
con:
A =12(S + 2Ly) (25.15)

Il diagramma dei momenti e riportato in Figura 25.5. Nei nodi B e C' il momento
risulta uguale (struttura simmetrica) e pari a:
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q (53 cos(a)? — 65 cos(a)L3 — 4L3)
12(S + 2Ly)

Figura 25.5: Il momento flettente sulla trave a ginocchio

Le reazioni dei vincoli si ottengono valutando le caratteristiche agli estremi:

Ran=0
Rpn =0

1

Ray = =t"5(0) = =5 qS cos(a) — qL1
1

Rp, = t¢P (L) = fiqS cos(a) — qLq

q (53 cos(a)? + 652 cos(ar) Ly + 6S(1 + cos(a)) L} + 8L3)
12 (S + 2L)
q (9% cos(a)? 4 652 cos(ar) Ly + 65(1 + cos(ar)) L3 + 8L3)

Mpa = —mAB(0) =

— CD _
Mop =m=7 (1) = 12(S + 2Ly)

(25.17)
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