Verifica n.32

Giovedi' 27 Settembre 2012 - ore 9.30-11.30

Si consideri la trave di Figura 1, libera in A,iaoolata con un bipendolo esterno in B, una ceanieiC ed un incastro in
D. La trave e’ soggetta ad un carico triangolalie sbalzo, variabile con legge lineare tra O ie &q in B, e da una stesa
di carico uniforme, di intensita' g sulla campafa C

Si calcolino e si disegnino i diagrammi di spostath@otazioni, momenti e tagli
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Soluzione

Poiche' si desidera l'intero diagramma degli spostdi, delle rotazioni, dei momenti e dei tagliyslizza la metodologia
della linea elastica. Introdotte allora le tre igoibe spostamenta,, vo eW,, si hanno le tre equazioni differenziali:

, = 2 4% (1)
U =2— —
=
v, =0 2
. 4
Wy = — (3)
El

con soluzione:

a3

Up = + X+ a G +axs+as 4
60 EIL

Vo = bng-f- b1X%+b2X3+b3 (5)
ax3 )

Wy = + X3+ C X5+ CaXg + C3 (6)
24 El

Le successive derivate si scrivono quindi:

L s

U, = + 33X+ 2a; X3+ & (7)
12 EIL

.an

u, = + 6agXz+ 2a1 (8)
3EIL

. 9%

U= —+ 6ay 9
EIL

Vo= 3bgx3 + 2byx3 + by (10)
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V;: 6b0X3+ 2b1 (11)

v, = 6y (12)

Cax ,

W, = —— + 3CoX5+ 2C1 X3 + Cp (13)
6 El

.9

W, = — + 6CoXg+ 2C1 (14)
2El

W OX3

Wy, = — + 6¢Coy (15)
El

Le costanti di integrazione si ottengono imponeledmndizioni ai limiti in corrispondenza dei pudtidiscontinuita”:

- nell'estremo libero A, momento e taglio nulli:

—Eluyx3=0=0— a; =0 (16)
~Eluyx3=0)=0-— a;=0 7)

- in corrispondenza del bipendolo esterno, cortihuiel'abbassamento, annullamento della rotaziooetinuita' dei
tagli:

qL*
Uz(Xg = L) = V2(X3 = 0) — + ap L+ ag = b3 (18)
60 El
. qL® qL®
Uu(X3=L)=0— +a=0—>a=- (29)
12 El 12 El
Vo(xa=0)=0— by =0 (20)
qL qL
—Eluy(xg =L)=-Elvy(x3=0) — — + 6ay= 6bg — bg= — (21)
El 6 El

- in corrispondenza della cerniera, continuita'lidggpstamenti, annullarsi dei momenti, continuitai' tagli:

Vo(X3 = L) =Wa(Xx3 =0) — by L3 + by L2 +bs=c3 (22)
. qL?
—Elvy(x3=L)=0— 6bgL+ 2y =0— by = - — (23)
2El
—Elw,(x3=0)=0— ¢;= 0 (24)
qL
—Elvy(x3=L) = —ElWy(X3 =0) — bg=Cp — Co= — (25)
6 El

- in corrispondenza dell'incastro, annullarsi distamento e rotazione:

qL*

Wo(xg=L)=0 — +cL3+ cpL+c3=0 (26)
El

. gL 2qlLs
Wy(x3=L)=0— — +3q L%+ =0—c=—
6 El 3El

@7

Restano da calcolare le sole incogmageper la prima linea elastichg per la seconda linea elasticg,per la terza linea
elastica. Dalla (26) si ha subito:

11 gqL*
3= — —— (28)
24 El
e dalla (22) si ottiene:
19 qL*
b3=C3—boL3—b1L2=—— (29)
24 El

Infine, ag si ottiene dalla (18):
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qL* 103 qL*
—apl=z — — (30)
60 El 120 EI

az = b3—

In realta’, quindi, le costanti possono in questsoccalcolarsi senza risolvere alcun sistema dizaqui.

L'espressione di spostamenti, rotazioni, momenti e tagli

Le tre linee elastiche possono scriversi immediatamcome:

ax3 qlLs 103 qL*

up = - Xt — — (31)
60EIL 12El 120 EI
qL qL? 19 qL*
V2=—Xg— —X%+—— (32)
6El 2El 24 El
g% qL 2qL® 11 qL*
S O el il (33)
24El G6EI 3E 24 El
Le rotazioni sono calcolabili derivando e cambiaddsegno:
qx4 qlL®
w__ 7 (34)
12EIL  12El
qL qL?
@- 2y Ly (35)
2El El
gx gL 2qL®
-2 2y (36)
6El 2EI 3El
I momenti possono calcolarsi a partire dagli abdvaenti, derivando due volte, oppure a partire dallezioni:
qx
V- (37)
3L
M® = —qLxg+ qL? (38)
ax
MO = = _qLlx (39)
2
Infine, i tagli sono forniti da:
X2
TO = _ q_3 (40)
L
T?= gL (41)
T® = _qxs—qL (42)
| diagrammi

Il diagramma del taglio ha andamento parabolicédaB, poi prosegue costante lungo BC, per poiavarcon legge
lineare nell'ultimo tratto CD. In A il taglio ha laie nullo, e partira’ con tangenza orizzontalequanto il carico si
annulla in A, in B si ha il valore - gL, che siunserva fino a C, mentre in D si avra' il valorel-2ddiagramma €' quindi
immediato:
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T(x3) g

2qL

Figura 2 - Il diagramma del taglio

Il diagramma del momento avra' andamento cubigdHnannullandosi in A insieme alla sua derivataraie seconda,
avra' andamento lineare nel tratto scarico BC,ppéwvariare con legge quadratica nell'ultimo tra®d. Inoltre, esso
dovra' avere una discontinuita’ in corrispondenglbipendolo esterno, che introduce una coppidivaat dovra'
annullarsi nella cerniera in C. | valori immediatte a sinistra e a destra del bipoendolo sono:

qL?
Masin = — T (43)
Mgdes= L? (44)

mentre nell'incastro si ha:

3qlL?
Mp=—-—— (45)
2

Il diagramma si presenta ovunque decrescente,antqul taglio €' ovunque negativo:
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M(xz)

Figura 3 - Il diagramma del momento

Per tracciare il diagramma delle rotazioni, si falenseguenti informazioni: in A la rotazione assuhvalore:

qL®
da= (46)
12 El




Soluzione Verifica 27 settembre 2012 - Copia.nb |5

ed il diagramma partira’ con tangenza orizzontaldB la rotazione e' nulla, con discontinuita’ dage (dovuta alla
discontinuita’ del diagramma del momento), in @wsanno i due valori:
qlL® 2qlLs
dcsin= ——; Pcdes= ——— (47)
2El 3El

immediatamente a sinistra ed a destra della cexrigfine, nell'incastro la rotazione sara' nulla:

A B(X3)

2qL3
gL® qL® q
— p— 3 El
12El % 2El

1++

\

Figura 4 - Il diagramma delle rotazioni

Infine, il diagramma degli abbassamenti potra'diasi tenendo conto che si conosce il valoreats#hssamento in A:

103 qL*
Upp= — —— (48)
120 EI
che il diagramma dovra' presentare tangenza orialeom corrispondenza del bipendolo esterno, awal cambiare
curvatura in corrispondenza della cerniera, cheal®ssere ovunque decrescente, e che dovra' arsnitl D, dove

arrivera' con tangenza orizzontale:

X3

103q L4
120 El

UpX3)

Figura 5 - Il diagramma degli spostamenti

Figure




