Verifica n.45 - 12 crediti

23 aprile 2014 - Mercoledi' 9.30 - 11.30

Si consideri il telaio di Figura 1, vincolato cdne appoggi al piede e disconnesso con un biperiakgiono
ad asse verticale nella mezzeria del traversaarite g, costante, agisce sulla semiluce di saigérso il
basso, e sulla semiluce di destra verso l'altavuBle calcolare lo spostamento relativo tra le theee del

bipendolo
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Figura 1 - Un telaio isostatico di esempio pemitolo di spostamenti

Prima soluzione: principio dei lavoriu virtuali

Utilizzando il principio dei lavori virtuali, si @&me quale insieme di spostamenti quello risultalatiéo
schema (reale) di Figura 1, mentre il sistema diefqvirtuali) sara' quello di Figura 2, in cui df@ze
uguali e contrarie, di valore unitario, agiscontesdue facce del bipendolo. Si avra' quindi:

' Mds
JM " F (UzBdes - F U2gsin ) = FAUzp 1)
S

dove M' e' il momento dovuto al sistema di Figura@M €' il momento dovuto al sistema 1.
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Figura 2 - Il sistema di forze virtuali per il calo dello spostamento relativo in C

m || momento M

Il calcolo delle reazioni sul sistema di Figuradktp a scrivere :

RAH + NC = O
Ra +qL =0
qL?
Me-2NcH- — =0
2 ?)
REV -q L=0
Ren-Nc =0
qL?
-Me+ NcH- Te =0
Dalla seconda e dalla quarta si ha subito :
RAV = *ql-
3
REV = ql— ( )
mentre la terza e la sesta conducono a :
L2
Ne=-0q — (4)
a H
da cui le due reazioni orizzontali :
L2
Ray=0 —
AH =0 v
, (5)
L
Rep= - —
H q v

ed infine :
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gL2 gL?2 3qlL2

M= 2NcH+ = -2qL?+ SR

Il diagramma del momento si presenta come in Fiura

Figura 3 - Il diagramma del momento dovuto aidsrg

Le espressioni analitiche del momento, nei vattifnaossono trarsi immediatamente:

L2qg (2H-x3)
Msa (X3) = - -t
H
L2q (-H+X3)
Mbe (X3) = f%

1
Mc (X3) = 5 (4L2-2Lx3+x3)

1
Mep (X3) = Eq (-3L%+x3)

Nota - Per I'espressione del momento in BC si e' cenaid che:

Msc (0) = TA2H = - Ray2H = -2qlL?
3 2

Msc (L) =-—qgL
2

Tec (L) =0

mentre per il momento in CD si e' considerato che :

I
\
|
o
=
N

Mep (0)

Mo (L) = TeH = ReyH= -qL2
Tep (0) =0

(6)

()

(8)

©)

(10)

(11)

(12)



490 Soluzione Verifica 23 aprile 2014 - 12 crediti - DA FARE.nb

m || momento M'

Il calcolo delle reazioni sul sistema di Figuradtp a scrivere :

RAH + Nc = O
Raw-F=0
Mc-2NcH+FL =0
Rey +F = 0 (13)
Rer-Ne = 0
-Mc+NcH+FL=0
Dalla seconda e dalla quarta si ha subito :
RAV = F
14
Rev = -F (14)
mentre sommando la terza e la sesta si ha :
FL
Ne=2 — (15)
H
da cui le due reazioni orizzontali :
R ) FL
AH = =2 ——
i (16)
FL
Rew=2 —
H
Il diagramma del momento si presenta come in Figura
A
~s
Figura 4 - Il diagramma del momento dovuto allzdovirtuali
Le espressioni analitiche del momento, nei vattifnaossono trarsi immediatamente:
My aFL (1.8
(X3) = ( - —) 17
A o h 17)

Mbe (X3) = —2FL (17%3) (18)
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Msc (X3)

X3
3FL+FL(1—T) (19)

Mep (X3)

X3
2FL+FL(17T) (20)

Nota - L'espressione del momento lungo il traversdagaglivisa in due diverse formule, in vista dpjbb:
cazione del principio dei lavori virtuali

m |l calcolo dello spostamento

Si puo' suddividere l'integrale nelle sue quatadipottenendo

Mds 2H( L2q (2H-X3)
AUZB:JMI :J\ -0
s El 0 H

(4FL (1 ZHJJ dlE)ig

JOL %q(4|_22|_x3+x§)] (3FL+FL( 75))
flq(—ath%) (2FL+FL(1—X—3))d1X3+ (21)
o |2 L/ El

H( L2q (-H+X3) X3 dXs

| e e ) B

16 qHL® 47L%q 27 L%q 2qHL3 6HL3q 37L%q
"3 El  8El  8El  3El  El  4E

Seconda soluzione: metodo della linea elastica

Cosi' come nell'espressione del principio dei lavotuali si e' trascurato il termine del lavorowito allo
sforzo normale, occorre ora ipotizzare che il tekia rigido assialmente, ossia che le aste coimgela loro
lunghezza, e trarre le opportune conclusioni neifromti dei relativi spostamenti assiali. Ad esempiel
telaio di Figura 1, l'inestensibilita’ assiale etasenza degli appoggi in A ed ed in E implica che

Wea (X3) =0
22
Wbe (X3) =0 (22)
Inoltre, l'inestensibilita’ assiale implica che uedtratti orizzontali traslino di una quantita' @oge, e la
presenza del bipendolo ad asse verticale implieagciesta quantita’ sara' unica. Ne segue che potsa’

X3) =06
Wsc (X3) (23)
Wep (X3) =6
A partire dai momenti, si ricavano rotazioni e gpo®enti, attraverso due integrazioni successivetro-
ducendo quindi le otto costanti di integrazigfiee v;, che potranno calcolarsi, insieme allo spostamento

incognitod, imponendo le nove condizioni ai limiti relativibaafunzioneu, ed alla sua derivata prima:

2L2qx3 L2qgx3

1
oA = — JmSAleB + ¢ = - +¢1

El El 2 EIH

1 2 qL?2 aL ax3
0] :—Jm_:, dX3 + ¢p = - X3 + X5 - +¢
SR=T crre TR Bl ° 28 ° 6E °

£ AN
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1 3qL? qx3
¢cp = —Jm:odlx3+¢3=— + 3
El 2 El 6 El
1 gL? qL?x3
¢pE= — |MbedX3 +Pg = - —— X3z + + Q4
El El 2 HEI
ed ancora :

aL?x3  qL®x3

VBA:—J¢BAle3+V1: - + -1 X3 + V1
El 6EIH

qL?xg qLx3  ax}

VBC:*J(bBCleS*VZ: 5 6E +24EI - X3 ¢2 +V2
(25)

39L?x3 qx3}
Vep= - | $cpdXz + V3 = - - X3 ¢3+V
cD JCD 3+V3 2 El 24 El 3 ¢$3+V3

qL2x3  aqL?x3
VDE:*J¢DEdX3+V4: > El *GEIH*X3¢4+V4

Si sono introdotte quindi le otto costanti di in@gjoneg; ev;, che potranno calcolarsi, insieme allo sposta-
mento incognit@, imponendo le nove condizioni ai limiti relativéaafunzioneu, ed alla sua derivata prima:

In corrispondenza dell'appoggio in A, viene prabi traslazione:

Us Ba (2 H) =0 (26)

Nel nodo B si ha, ipotizzando chesia positivo se verso destra:

Uzgc (0) =0
Uzpa (0) = - (27)
dBa (0) = dpc (0)

In corrispondenza del bipendolo:

dsc (L) = dcp (0) (28)
Nel nodo D si ha:
Uzep (L) =0
Uzpe (0) = -6 (29)
dcp (L) = dpe (0)
Infine, in corrispondenza dell' appoggio E :

Uzpe (H) =0 (30)

Utilizzando le (42 - 43) si giunge ad un sistemaalie equazioni in nove incognite, che fornisce:

2HLZ (5H+9L) ¢

Vi =
! 3El
V2:0

L3 (24H+43L) q
V3 = -

8 El

2HLZ (5H+9L) ¢

Vg = -

3 El
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3L2 (H+L) q
¢1= - ———
El
3L2 (H+L) q
$2= - ————
El
L2 (9H+14L) q
¢3 = -
3 El
3L2 (H+2L) q
P4 = -
El
. 2HL2 (5H+9L) q
B 3 El

Lo spostamento del tratto BC puo' quindi scriversi

gL2x3 gLx3 gxi 3L2 (H+L)q

X3 (32)

VBc = - + +
5T TE 6El  24El El
mentre nel tratto CD si avra'":
3qL2x§ qx3 L2 (9H+14L) q L3 (24H+43L) q
Vcp = - + X3 - (33)
4 E| 24 El 3 El 8 El
Infine, la richiesta variazione di spostamento 'sdeita da :
AUpzc = Vep (0) —vpe (L) =
L3 (24H+43L)qg L3 (24H+31L)q L3 (24H+37L) q (34)
B 8 El B 8 El o 4 El

Nota - Il telaio illustrato e' definito "telaio ad umdo spostabile”



