Verifica n.38

Mercoledi 22 maggio 2013 - ore 9.30-11.30

Calcolare lo spostamento verticale della cerniei i

N
N | M

Figura 1 - Lo schema di partenza

Soluzione

La struttura €' costituita da due tratti, e possguindi scriversi quattro equazioni di equilibrlce relative incognite
statiche sono le reazioni verticali degli appogghiC e D, nonche' lo sforzo di taglio in B. Laustura e' quindi isostat-
ica, e lo spostamento in B puo' essere facilmealtsolato utilizzando il principio dei lavori virtliaAlternativamente, il
metodo dell'analogia di Mohr si presta egregiamelmtfine, puo' utilizzarsi il metodo della doppiatégrazione, o
addirittura il metodo della linea elastica del qaardine.

Primo metodo: il principio dei lavori virtuali

Si sceglie il sistema di Figura 1, ossia il sisteale, quale sistema di spostamenti, ed il sistéinfagura 2 quale
sistema di forze.
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Figura 2 - Lo schema delle forze virtuali

Il principio dei lavori virtuali si scrivera' allar

1 oL 1 2L
1-ug= — M M 'dxz + S f TT'dxs )
o

El Jo s

Restano quindi da calcolare i diagrammi di taglimemento sui due schemi di Figura 1 e Figura 2jodgsre gli
integrali.

m || calcolo dei momenti M e dei tagli T sullo schema di Figura 1

Le reazioni possono calcolarsi risolvendo le equraai equilibrio dei due tratti AB e BD:
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qL
RA+TB+—:O (2)
2
L qLL
RA—+——:0 (3)
2 2 4
3
-Tg+Rc+Rp+ —qL=0 4)
2
L 3 3 3
—RC——RD—L——qL(—L]:O (5)
2 2 2 4

con soluzione:

L
RA = —q —_ = _TA (6)
4
3
Re=--gL )
2
L
Ro=-q—=Tp (8)
4
L
Ta=—q- ©
4

Poiche' la legge di variazione del taglio e' lireigr AC, ed ancora in CD, il relativo diagrammauita immediato:

X3

Figura 3 - Il diagramma del taglio sullo schema degli spostamenti

Esso e' esprimibile analiticamente come:
L
T(x)=¢q 1 S p] (10)
in AC, e:
3
T(x3) = " qL-qgxs (11)

in CD.
Ne segue che il momento in AC puo' scriversi:
L X3
M(Xg) = g —X3—q— (12)
4 2
in quanto la costante di integrazione si annula,l@ presenza dell'appoggio in A. Dalla (12) madColarsi il valore del
momento in C:
L2
Mc=-q— (13)
4
ed infine dalla (11) si ha il momento in CD:
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L2 3 X3
M(3)=—-g—+ —gLxs—-gq— (14)
4 4 2

2
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32

X3

M

Figura 4 - Il diagramma dei momenti sullo schema degli spostamenti

Il calcolo dei momenti M' e dei tagli T' sullo sche  ma di Figura 2

Il calcolo dei momenti e dei tagli sullo schemalelébrze fittizie e' ancora piu' agevole. E' imnadiinfatti realizzare
che la reazione in A e' nulla, e che il diagrammbrdomento varia linearmente dal valore nullo irrispondenza della

forza al valore F-;— in C, mentre nel tratto CD si annullera’ in D,imado ancora linearmente:

L

M

Figura 5 - Il diagramma dei momenti sullo schema delle forze
Esso e' esprimibile analiticamente come:
M'(xg) = -F X3 (15)

in BC, e:
L F

M I(Xg) =-F— + — X3 (16)
2 2

in CD.

Ne segue che il taglio in BC e' pari a -F, mentr€D e’ pari acg.

T

F
v | —
S 1o

Figura 6 - Il diagramma del taglio sullo schema delle forze
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= || calcolo degli integrali

Utilizzando la (1) si potra' scrivere, tenendo ool solo effetto flessionale:
o 1oL % L 1 o L2 3 Xy L 1 5 qL*
uyp= — q—X—0— (—x3+—]d’x3+— -q—+ —gqLxg—gq— [——+—x3]dx3:—— 17)
El Juz| 4 2 2 El Jo 4 4 2 2 2 128 El

Si osservi che nel primo integrale il momento (&5%tato espresso riportando l'origine in A. Liiefhiza delle defor-
mazioni taglianti e' poi facilmente valutabile came

o 1oL 1 3 1 3 qL?
U= —— [q——qX3](—l)dx3+ — {—qL—qu][—]dX3: - — (18)
GA: Ji2\ 4 GA: Yo \4 2 8 GA

Secondo metodo: I'analogia di Mohr

Volendo affrontare il calcolo dell'abbassament8 iattraverso I'applicazione delle analogie di Malugorre:

1. calcolare il diagrammisl (x3) del momento sullo schema di Figura 1

M(X3)

2, costruire la trave fittizia, caricandola cowalico fittizioq*(xs) = 5

3. calcolare il momento fittiziv 3

Il primo passo e' stato gia' compiuto, e portaiayichmma di Figura 4. La trave fittizia prevede woambio di ruolo tra
cerniera interna ed appoggio interno, sicchedeetiausiliaria si presenta come in Figura 7:

qL?
4El
o -, -
32 A B C D
In base alle (12) e (14) il carico fittizio puotisersi:
L X3
) =0—X—-0— (19)
4EI 2El
in AC, e:
L? 3 q X3
g =-0—+ —qlxg— — — (20)
4El 4E El 2

in CD. Per il calcolo del momento in B, si scrivdeequazioni di equilibrio:

L
Ry, + Rg + T¢ + f q'X3)dx3 = 0 (21)

0

L L
—REE—TEL—f o (%) Xa dxs = O 22)

o
L
-Té + Ry + f q'(X3)dx3 =0 (23)
0
L
-RyL - f q'(x3) Xsd Xz = 0 (24)
0

ossia:
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qL®
Ry + Ry + Tg = oA e (25)
L qlL*
Ry—+ Tel= —— (26)
2 24 El
qLd
e s e @0
-RyL=0 (28)
con soluzione:
L3
Ra=-q 2E (29)
L3
Re=¢q 5E (30)
L3
=0 (31
Ry =0 (32)

Infine, il momento fittizio in B si calcola come:

L L/2 L
R’;—+f q*(xg)[——xg]clx3+ Mg=0 (33)
2 0 2
da cui:
L L/2 L ql® L qL* 5 qL*
ME=—RZ——f q*(Xs)[——Xz]dX3= —-q =— — (34)
2 0 2 12 El 2 384El 128 EI

valore coincidente con la (17).

Terzo metodo: la doppia integrazione di Saviotti

Partendo dalle relazioni di equilibrio:

dT
—=—q (35)
dX3
dM
=T (36)
dX3

si potra’ scrivere:

Tag(X3) = —qX3 + Ta (37)
x5

Mag(X3) = —q 5 +TaXs + Ma (38)

Tec(Xs) = a3+ Tg (39)
%

Mgc(X3) = —q ; +TeXs + Mg (40)

Tep(Xs) = —Oxs + T (41)
x5

Mcp(Xs) = —q ; + Tc X3 + Mc (42)

Le costanti di integrazione si calcolano imponeledoondizioni di equilibrio ai limiti:

MAB(O):O — MAZO (43)
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L L L
MAB[—]:O—>—q—+TA—+MA:0

2 8 2
MBc(O)=0—> MB=O

L L
TAB[_] =Tgc(0) — -q—+Ta=Tp
2 2
L L? L
MBC[_]
2
L2

Mpc(L)=0 — —q— +TcL+Mc=0
2

con soluzione:
Ma=0
L
Ta=0—
4
Mg=0
L
Te=-q—
4
L2

Mc= -q—
4

3
TC: —qL
4

e quindi, in definitiva:

L
Tas(X3) = —OXx3+q Z

X3 L
Mag(X3) = =0 — + g — X3
2 4

L
Tec(Xs) = —0X3 — q —
4

X3 L
Mgc(X3)= -0 — -4 —X3
2 4

3
Tep(X3) = —0 X3 + Zq L

X3 3 L?
Mcp(X3) = -9 —+ —qL X3 —q —
2 4 4

Si parta ora dalle condizioni:

dp¢ M
ds  El
dup

@Z_

che forniscono:

X3 L

3
Pae(e) = —q — + g — X5 + P
6 El 8EI
x4 L

q
24 El 24 El

U2 a(X3) =

=Mcp(0) — -q— + Tg — + Mg = M¢
8 2

X3 — ¢aXs+ Ua

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)

(53)

(54)

(55)

(56)

(67

(58)

(59)

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)
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X3 L
dec(Xs) = -0 — — 0 — X5 + ¢g (65)
6 El 8 El
x4 L
Uzpc(X3) =  —— +( X — ¢ Xa + Ug (66)
24 El 24 El
X 3 L2
deoXe) = —4 — + — qLXg — 4 — X3 + ¢c (67)
6ElI 8EI 4 EIl
¥ gL L2
Uzcp(X3) = ¢ -— X — ¢c Xa + Uc (68)

3+d—
24El 8EI 8EI

Le costanti di integrazione si determinando impaleele condizioni di congruenza:

Upag(0)=0— upa=0 (69)
L L4 L4 L
UZAB(_] =Uzpc(0) — q -q —¢a—+Us= Up (70)
2 16 x 24 El 8 x 24 El 2
L L L L
Uzsc[—]=0—’q +q ~¢—+Ug=0 (71)
2 16 x 24 El 8 x 24 El 2
Uzcp(0)=0— uc=0 (72)
L L3 L3
¢Bc[—] = ¢cp(0) — —q -q + ¢ = ¢c (73)
2 8x 6 El 4 %< 8EI

L4 gLt L4
Uep(l)=0—¢—+ - —+0——-¢cL+Uc=0 (74)
24El 8EI 8EI

con soluzione:

L3

éa=—q E (75)
ua=0 (76)

3 gL
¢ = 5 E (77)
5 qL* 79)
- 78

128 EI

L3

¢c=4q 2 El (79)
uc=0 (80)
(81)

ritrovando il valore dell'abbassamento in corrigfemza della cerniera

Conclusioni

Il principio dei lavori virtuali permette facilmemtdi aggiungere all'effetto flessionale il conttibadlella deformazione
tagliante. Inoltre il tracciamento dei diagrammi s®menti risulta agevole, e l'integrale e' di intlia¢a soluzione

Il metodo dei corollari di Mohr risulta probabilntenil piu' agevole, anche se appesantito dall'aetéonquadratico del
carico fittizio

Il metodo di Saviotti costringe al calcolo dellénd schema strrutturale, imponendo la soluzionendioppio sistema di
sei equazioni in sei incognite.
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Figure

Vincoli




