Soluzione Verifica 15 settembre 2010.nb 1

Esame 15 settembre 2010

Si consideri la trave di Figura, incastrata a siai®d appoggiata a destra, sollecitata da una fiormezzeria, e
costituita da due tratti, il primo di rigidezzadtonale 2El, il secondo di rigidezza flessiondleF€er essa:

1 calcolare le reazioni e disegnare i diagramntagli, momenti, rotazioni e spostamenti

2 calcolare lo spostamento massimo e l'ascissaeks@si verifica

2E| El

-9
-+
= 2

B Passo 1 - Scelta del metodo solutivo
La trave e' costituita da un unico tratto, quindsgono scriversi due equazioni di equlibrio, meigréncognite
reattive sono tre, ossia la reazione verticale eofapia reattiva nell'incastro, e la reazione eaté dell'appoggio.
Ne segue che la trave e' una volta iperstaticangiene utilizzare il metodo della scrittura dediguazioni differen-
ziali del quarto ordine della linea elastica, iraqgto la sezione retta discontinua impedisce btiliagevole della
scrittura di equazioni di congruenza.

m Passo 2 - Scrittura e soluzione delle equazioni differenziali della linea elastica
Esiste un solo punto di discontinuita’, in corrispenza della mezzeria, quindi devono scriversi egeazioni
differenziali negli spostamenty ev,, e poiche' non esistono carichi distribuiti qeesfuazioni sono omogenee:

u; (x3) =0 )
Vo (x3) =0
con soluzioni:

Uy (X3) = a@p + a1 X3 +az X3 + ag X3 )
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Vo (X3) = bg + by X3 + by X%+b3 Xg (3)

Le otto condizioni ai limiti dovranno esprimere dzendizioni di congruenza nell'incastro:

uz (0)

=0 4
uz (0) =0 4

guattro condizioni nella sezione intermedia:

uz (L) = vz (0)

up (L) =vy (0) ©)
MS) = MY — _2Elu, (L) =-Elv, (0)

TE = TW 4 F 5 2Elu, (L)=-Elv, (0)+F

ed ancora una condizione di congruenza ed unaudileé nell'appoggio a destra:

vy (L) =0

v, (L)=0 (6)

Derivando opportunamente le (2) e (3) e valutaed@-6), si giunge a scrivere il sistema di ottuazioni nelle
otto costanti di integrazioreg eb; :

ap=0

a; =0

ag+a;L+ayL?+azL3=hg

a1+2a2L+3a3L2: by

4a,+ 12azL = 2b, (7)

F
12a3=6b3z - —
El

b0+b1|_+b2|_2+b3|_3:0
2b2+6b3|_:0

Tale sistema si riduce immediatamente ad un sistisei equazioni:

a, L% +az L8 =by

2a,L+3azl?= by

2a,+ 6azL = by
F ®)
El

2az3=bz3 - ———bz=2az+

b0+b1L+b2L2+b3L3:0
b, +3bszL=0

Si sostituiscano - nelle ultime due equazioni -alovi di by by, b, e bs ricavati dalle prime quattro equazioni,

giungendo cosi' a due equazioni nelle due incognitdas :

F
(a2l? +azL®) + (2azL+3asL?) L+ (2az + 6asl) L?+ [2as + )L3:0
F 9)
(2a + 6agl) +3 |2az + ]LZO
El
e semplificando:
F
5a,+12az3L=-——1L
6 El
(10)

F
2a,+ 12azL=-——1L
2 El

con soluzione:
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13F
 216El
11
F (11
a= ——L
9EI
| valori dibg, by, b, ebs possono ora leggersi dalle prime quattro equazioni
11F
= L3
216 El
F
by = —— L2
24 El
12
5F (12)
R —
36 El
5F
bs =
108 EI
Gli spostamenti lungo la trave sono forniti quidd
F (1 13
Uz (x3) = — [=Lx§- —x§ (13)
El |9 216
F (11 1 5 5
Vs (xg):—[—L3+ — L%2xg- —Lx3+ x3 (14)
El [216 24 36
le rotazioni sono pari a:
F (2 13
oM (x ):7—[—Lx37—x§ (15)
9
F (1 5 5
¢? (xg) =-— | —L2- —Lxz+ — x3 (16)
El |24 18
il momento flettente e' esprimibile come:
. 13
M"Y (x3) = 2F |—L - — X3 a7
9 3
, 5 5
M2 (x3) = -F [——L + —ng (18)
18 18
Infine, il taglio €' pari a:
. 13
T (xa) = —F (19)
18
, 5
T,% (x3) =-—F (20)
18
B Passo 3 - Calcolo dellereazioni
Dai valori del taglio e del momento si deduce subite la reazione verticale nell'incastro e' pari a
13
Ra=-Tj" (xg=0) = -—F (1)
18
mentre la reazione verticale dell'appoggio e' pari
, 5
Re=T;" (xa=L)= -—F (22)
18

Si noti che, ovviamente, sara’, per I'equilibria élaslazione verticale della trave:
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Ra+Rg+F=0 23)

Infine, la coppia reattiva nell'incastro sara' fzari
. 4
Won = - M (x3=0) = —FL (24)
9

L'equilibrio alla rotazione dell'intera trave espettato:
4 5

4 5
%rA—FL—RB(ZL):—FL—FL——F(ZL):[——1+—]:0 (25)
9 18 9 9

m Passo 4 - Tracciamento diagramma del taglio e del momento flettente
Il diagramma del taglio sara' costante lungo itraritratto, e pari a 13/18 F, in corrispondenzaadfeiza si avra
una discontinutita' pari al valore della forza séeger poi proseguire costante e pari a -5/18F

I momento sara' pari a -4/9 FL nellincastro, éesa’' linearmente fino in mezzeria, con penderazaa valore del
taglio, crescendo quindi fino al valore -4/9 FL #3(18 F)L = 5/18 FL sull'appoggio. Nel secondottrda pen-
denza varia, ed il momento decresce fino ad amsullacorrispondenza dell'appoggio.

‘ Tagli
13
—F
18
S F
18
Momenti
4
9 FL
S FL
18

m Passo 5 - Tracciamento del diagramma di rotazione e spostamento
Per tracciare il diagramma delle rotazioni e degbistamenti si hanno le seguenti informazioni:
1. il diagramma delle rotazioni sara' quadratidoarmulla nell'incastro, e giunge con tangente zotitale in
corrispondenza dell'appoggio, laddove il momentaudd
2. il diagramma degli spostamenti varia con legggaa, si annulla agli estremi e parte con tang@mizazontale in
corrispondenza dell'incastro. Inoltre si avra' untp di flesso dove si annulla il momento
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t Rotazioni
7 FL?
. 72 El
L
e+ i Spostamenti
7 13
7./ L FL
108 El
2L 7— L
1\ 10

m Passo 6 - Determinazione del valore massimo dello spostamento
Lo spostamento sara’ massimo laddove la rotaziorerailla. Occorre quindi calcolare i punti di ruldella
funzione:

F 1 5 5

$@ (x3) =-— | — L2 - —Lxg+ —x3 (26)
El 24 18
ottenendo le soluzioni:
L1
DY (10|_ ~J70 L) - 016334 L
10
) (27)
x@ - (10|_ +J70 L) - 1.83666 L
10

E' evidente che la seconda soluzione ricade alati flell'intervallo fisico della trave (si ricordhe il sistema di
riferimento del secondo tratto ha origine in cqrosdenza della mezzeria), e pertanto il punto diondelle
rotazioni e' situato a distanza:

1
L+ — [10 L-+/70 L) ~ 1.16334 L (28)
10

ossia leggermente a destra della forza. Il corridpate spstamento e":

0 FL3 (29)

108 El



