Verifica n.43 - 12 credit

Lunedi 3 febbraio 2014 - ore 9.30-10.30

Si consideri ora il telaio di Figura, sollecitatia una coppia agente in corrispondenza del nod8&iB.
calcolino le reazioni vincolari, e si tracci il dimmma delle caratteristiche della sollecitazianierna.
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Figura 1

Primo metodo: la scrittura diretta delle equazionidi congruenza

Il telaio €' tre volte iperstatico, ed una convaetgestruttura isostatica equivalente e' riportatkigura 2, con
le associate equazioni di congruenza:

$a=0
®BA = PBC (1)
¢c=0

e sfruttando la conoscenza dei coefficienti fondatadeper una trave appoggiata si ha:

M H Msa H
3B 6E
Ma—H M i Vs . M:—L (2)
6Bl 3m 38  Cem
L L
-Me - Msc =
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Figura 2 - La struttura isostatica equivalente
Per I' equilibrio del nodo B si potra' anche sarve
Mea + Mec+ 7% =0 (3)
Dalla prima e dalla terza delle (2) si ha subito:
~ Mea
2
4
e (4)
2
e sostituendo nella seconda,si ha :
M 3H My 3L (5)
A T - C T
Infine, utilizzando la (3), si ha :
7L
Msa = - (6)
H+L
Moo = - 1 (7)
T T HLL
ed ancora :
L
© 2 (H+L)
(8)
7 H
© 2 (H+L)

Si ha quindi, infine :
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Figura 3 - Il diagramma finale del momento fleteent

Secondo metodo: una seconda scelta di sistema ishisb equivalente

Si puo' anche assumere - come sistema isostaticivadente - la mensola di Figura 4, con le asseciat

equazioni di congruenza:

A X,
- T

——

——

Figura 4 - La struttura isostatica equivalente aso&

VC:0
WC:0 (9)
¢c=0

Sfruttando il principio di sovrapposizione deglietfi si potra' scrivere :
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v axg v X v + X v -0

W X W X w2 s W = 0
0 1 2 3

¢+ X1 o) + X o0& + X3 0E7 = 0

m |l calcolo dei coefficienti di Xy

Lo schema di calcolo e’ riportato in Figura 5, @énsé al diagramma dei momenti (essenziale pelidzdildel
metodo della composizione degli spostamenti).

l 1
H
L
| |
T T
Figura 5 - Lo schemi® per il calcolo dei coefficienti dX;
Si ha subito :
L3
v =L — L+
El 3 El
H
2 El
2
d)((:l) - i _ L_
El 2 El

m |l calcolo dei coefficienti di X,

Lo schema di calcolo e' riportato in Figura 6, eedso si evince:
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Figura 6 - Lo schemi® per il calcolo dei coefficienti dX,

(2)
\V; -
c 2 El
w2 = —|-f3
3 El
o) = o
2 El

m |l calcolo dei coefficienti di X3

Lo schema di calcolo e’ riportato in Figura 7, eedso si evince:

——

——

Figura 7 - Lo schemi® per il calcolo dei coefficienti dXs

H L2

v - Lo —
¢ El 2 El

——

(12)
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wo -
2 El
H L

63 - L, =

c El  El

m |l calcolo dei termini noti

Lo schema di calcolo e’ riportato in Figura 8, eedso si evince:

/4

L

L
| |
1 1
Figura 8 - Lo schemi&©@ per il calcolo dei termini noti
7 H
(0)
Y = -—1L
E El
w H
2 El
7 H
60 _
E El

Le tre equazioni di congruenza diventano quindsistema di tre equazioni:

L2

X1+ HL+2—] X3:%HL

L3
[HL2+— Xo -
3

2H
LX1+

Xo — Xg = (15)

L2 H
HL+ o Xus =X = (HrL) X = 7H

con soluzione :
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3H
X\= M —F——
2L (H+L)
3L
Xo=M ——— (16)
2H (H+L)
H
X3 = M ———
2 (H+L)

Il tracciamento del momento, infine, e' immediatndndo conto che il diagramma deve essere lineariee
nei nodi esso vale:

Moz Xgo % —
¥ 2 (H+L)
M= - X, L+Xg = 7 a
c=- Xt L+X3=-
|I:|+L (17)
Maa = - Mac - 7% - -
H+L

L
My = -7 + Xg L+ Xp He Xg = w(i)
thrmres 2 (H+L)

riottenendo gli stessi valori del primo approccio

Terzo metodo: il principio dei lavori virtuali

Siano ora M i momenti flettenti effettivM©@ i momenti flettenti generati dalla coppia applicatM® i
momenti flettenti generati da una reazione unitXial, M@ i momenti generati da una reazione unitaria
X,=1 ed M@ i momenti generati da una reazione unitaxig=1 .

Utilizzando il sistema di spostamenti effettivo, iedistema di forze virtuali in cuX; = 1, si puo' scrivere |l
principio dei lavori virtuali come:

N
JM(“ o ds =0 (18)
S

Utilizzando invece il sistema di spostamenti eiffett ed il sistema di forze virtuali in cuf; =1, si puo’
scrivere il principio dei lavori virtuali come:

v
JM@) = ds =0 (19)
S

ed infine, utilizzando il sistema di spostamentetivo, ed il sistema di forze virtuali in c{z =1, si puo’
scrivere il principio dei lavori virtuali come:

(20)

v
JM“) - ds -0 (21)
S

Per il principio di sovrapposizione degli effeitimomento M puo' esprimersi come somma dei momenti
generati dalla coppi#, e dalle tre incognite;:

M= M +X; MY 1 X M2) 1 X3 M) (22)
e quindi le (10-12) divengono :
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M) ML
JM(“ ——ds + X JM“) —— ds +
s El s El

M2) M3
X5 JM“) — ds + X3 JM“) — ds =0
s El s El

M) ML
JM@ ——ds+X% JMQ) —— ds +
s El s El

M2) M3
X5 JMQ) —ds +Xg JMQ) — ds=0
s El s El

M©) ML
JM“) —ds+X JM@) ——ds +
s El s El

M2) M3
X, JM@) ——ds +Xg JM@) —ds =0
s El s El

m |l calcolo degli integrali

Il tracciamento dei diagrammi del momento non presalcuna difficolta’, ed e' stato peraltro giportato
nelle Figure 2-5. Scegliendo le origini in A edBnrispettivamente, sul ritto si avra’

MO (x3) = %

M (x3) = -L
X

M2 (x3) :_H(l__g’) (24)
H

M3 (x3) = 1

mentre sul traverso :

MO (x3) = 0
X3
ML) (x3) = -L (17—)
e ] (25)
M2 (x3) =0
M® (x3) = 1
Sara' quindi, eliminando la rigidezza flessionale E
H
JM(“ M® ds = 7J L dxs = -7 HL (26)
s 0
X3 H?
JM(Z) M(0> dlS :—%H (1_ﬁ) dng—%?
S 0 (27)
JM@ M® gs = wﬁ dxs = 7 H
S 0

L X3 2 L
JM(“ ML) ds = L2 dlx3+L2J (1__) dxs = L2H+ —
s 0 0 L 3

H X L
JMm M<2>dls:HLJ (1__3) dxz = H — (28)
s 0 H 2

H L X3 L2
—LJ d1x3—LJ (1——)d1x3:—LH——
0 o H 2

T
<
=

@
o
o
Il
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H L
JM(3> M®) ds :J dxs +J dxs = H+L
s 0 0

ritrovando le tre equazioni (15)

Quarto metodo: la scrittura delle equazioni dellaihea elastica

Trascurando le deformazioni da sforzo assialepss@no definire le linee elastiche:

Vea (X3) = @p + @81 X3 +ap X3 +az X3

Vec (X3) = Cg+C1 X3 +Ca X3 +C3 X3

imponendo poi le condizioni ai limiti:
In corrispondenza dell' incastro A si avranno ledirioni di congruenza dettate dai vincoli:

vea (H) =0
¢ea (H) =0

Nel punto B si avranno tre condizioni di congrueaaana equazioni di equilibrio:

vea (0) =0

vege (0) =0

¢ea (0) = ¢rc (0)

Mea (O) +Msc (0) +72 =0

In corrispondenza del punto C si avranno le condizii congruenza:

vec (L) =0
¢sc (L) =0
Si hanno quindi le equazioni:

ag+a; H+ra, B +az H =0
a;+2a,H+3asH =0

ag=0
Co=0
ai =C

_2El a,-2El o+ =0
C0+C1L+C2L2+C3L3:0
C1+2C2L+3C3L2:0

con soluzione:
apg =0
HL

ay=--Mm-—
4E (H+L)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)
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L
a =M ——
2El H+2El L
L
332—%
4E H+4E HL
Co=0
HL
1= M —
4El (H+L)
H
Co-M—
2El H+2El L
H
C3:—%

4El HL+4El L?

Le due linee elastiche sono quindi:

L (H-x3)2x3

" 4El H(H+L)

VpBa =

H (L—X3)2X3
C4El L (H+L)
Si ha quindi la deformata :

VBc =

——

Figura 9 - La deformata

I momento flettente varia linearmente, e vale:

A =

L (-2H+3x3)
A
2H (H+L)
H (-2L+3x3)
2L (H+L)

Myc =

| tagli sono quindi costanti a tratti, e si ottienito:

(37)
(38)
Ck
§
|
1
(39)
(40)
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3LM
T

3HM
Tee= o1 (H+ L)

Si noti la correlazione tra la curvatura della defata ed il diagramma dei momenti flettenti, egantico-
lare la variazione di segno della curvatura inisppndenza dei due punti di nullo del momento.

Quinto metodo: la scrittura delle equazioni dellainea elastica Il
Adottando due sistemi di riferimento con origineAned in C si ottiene una semplificazione dellezén

elastiche. Infatti, la presenza degli incastri ied\in C impone che sia:

2 3
Vag (X3) = @2 X3 +asg X3

Veg (X3) = Co X§+C3 Xg (42)

avendo gia' annullato i termini costanti e line&estano solo da scrivere le equazioni di equdilericon-
gruenza nel nodo B:

Vag (H) :Oﬂasz+a3H3:0
VCB(L):O%C2L2+C3L3:0 (43)
opg (H) = ¢ (L) %2&2H+3&3H2 :2C2L+3C3L2
-Mg (H) -Mg (L) +7Z =0 — 2El a +2El co+7 =0
e semplificando:
a, = -asg H
C,=-C3L
2a,H+3asH =2c,L+3cy L2 (44)
A
dp +Cr = ——
Y=
Le due linee elastiche sono quindi:
L (H*X3)2X3% (45)
vg= ——MM— = -V
"7 4B H(HAL) oA
H (L7X3)2X3
Veg= ——————— % = Vg (46)

4E L (H+L)

Si noti la discrepanza di segno tra le linee afhstiottenute con il presente approccio, e quetenote con
I'approccio precedente. Essa dipende dal divelisatamento degli assp.



