Questioni di e]a.sticita' non linearizzata'ece. ({3

"VIL. SOLIDI ELASTIOI INCOMPRIMIBILI OMOGENEI E ISOTROPI,

Tutto cid che dird in questa conferenza e nelle tre successive
vuole specialmente riguardare i «solidi elastici incomprimibili « éso-
tropi e omogenei », G,. Anzi, per brevitd e semplicitd, fin da prin-
cipio non parlerd che di essi, rinunziando a ogni ragguaglio su
questioni pit generali di Elasticitd non linearizzata.

1. Proprieta principale.

Riattaccandomi a quanto dissi Panno scorso sotto la condizione
di isotermia, quale proprietd principale di @, assumo quella che, per
ciascun valore z della temperatura in un certo intervallo (z, , 7,), esista
qualche stato naturale intrinsecamente stabile di isotropia e di omoge-
neitd alla temperatura uniforme v, C..

Appresso, insieme ‘alla specializzazione di @, in un @,, sara
sempre sottinteso che O, sia un C,. Anzi marcherb la cond1z1one
di 1sotropla. m C, sostituendo ora la (VI 17) con

' 7217’(')(9'“92, T),
mentre la condizione di omogeneitd in C, varrd da sola a escludere
che il secondo membro possa dipendere da altre variabili [le y:] oltre
quelle ora indicate: J,,%, T, .

Se C non differisce da C, [clb che per ogni smtema incompri-
mile a temperatura costante implica T = T,] insieme a

A1=A2=—".A3=1, 9=9=38...C,,
per ogni @, si ha dalle (VI, 18)" [nello stato attuale]

Br —_—p=— 276* [F:l + 2F2]é|=32—3, /o I C* .

Cosl la condizione che il nostro.(}',, sia anche stato naturale [B, =
= B, = B, == 0] si limita a imporre alla pressione in tale stato uno
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stesso valore nell’intero C,,

: SF® oF®
1 ® = 2k*
@) P 39 +2 892 Som Sam8, Tt

Resta da specificare 1’ulteriore, essenziale restrizione che O, sia
« intrinsecamente stabile », Per questo, va pensato anche qui a una
qualunque trasformazione isoterma del sistema a partire da un C,,

CS(’) = Ct - O(’)’

8’ intende, sotto il vincolo intrinseco di incomprimibilita.

Sia £ il lavoro complessivo delle forze intime in J3®. Dicendo
stato naturale « mtrlnseca.mente stabile » 8i vuole aggmngere la re-
“gtrizione

@ £0 < 0

per ogni cS(') che non degener: in un semplice spostamento rigido :
altrimenti .20 & necessariamente nullo,

2. Potenziale elastico ilotermo, espressione 1ntrlnsecu del poten-
ziale termodinamico.

Nella (2) ¢ implicito che a partire da un O, se ne pud ottenere
un altro alla stessa.temperatura, C;, solo mediante uno spostamento
rigido : altrimenti il lavoro complessivo delle forze intime verrebbe
a essere negativo [invece che nullo] per ogni trasformazione isoterma
di O, in se stesso che portasse @, a transitare per C..

Potrd dunque parlare del Or corrispondente alla temperatura
attuale 7 di un determinato, ma qualunque, elemento e del sistema,
delle caratteristiche di deformazione, e}”fT ', e degli invarianti prin-
~ cipali, 9T , relativi allo spostamento C, — Cr} dell’uniforme pres-
sione [efr. (1)] in Cr, pT); dell’entropia [efr. ad es. (IV, 20),] in Or,

8(T), Rlsulta dunque funzione della sola T anche il calore spemﬁco

T ds(T)
ar '’

" olT) =

da considerare come un altro dato sperimentale cireca la natura
di G,. Indicando naturalmente con ky la densitd in. Or, introduco il
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potenziale elastico isotermo alla. temperatura T, Wr, mediante la
posmone :

B W= kT{F“Ngl,'gg,T)—F“’(gi"f’.gé”’*"’,T},

che implica Wr=0 per (= C,, qualunque sia 7.
Rlprendo poi la (IV, 18),

dF. k* A0, = — §’1V — 5 8’T - k*dC,,
e penso alla speciale trasformazione isoterma,
S = 0p—~ 0T

definita dallo‘spostamento bmogeneo‘ta‘.ngente in e a 0’1-4 c.

In essa, dovendosi gssumere 8T =0, il lavoro complessivo
delle forze intime per e, lﬁr), viene a essere espresso da
| UT) = — kf“dC, {Fle| T)— F=T) | T},
ciod da |
) | ) =—a0r- Wy,

con dCrp=Fk* dO‘/kT :
- Questa uguaglianza & molto espressiva. In primo luogo essa met-

te, in luce che Wy ha un valore intrinseco, come I{7): cambiando la

- temperatura z di 0,,,, cambia la sua espressione medla.nte gli I, ma
il suo valore non pud mai essere diverso da quello che la (3) da
per t=T, ciod (3¢) . , 1

k (F(T)(g(f) 9’(1') ) F(T)(3 3 T)},
se 8i accennano con Y, ) gli iiivarianti priﬁcipali di cS (T , che, ri-
guardo a ciascun ¢, hanno gli stessi valori degh invarianti principali
~ per Or -.C. Insomma. per Wz si ha sempre un’espressione intrin-
seca del tipo . .

Wo= We(9D, 9 iy o

@ 95D = g _ 3,

g T DR sEgE T A

[
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B poi evidente che, sempre in gonseguenza della (4), la (2) im-
pone, per ciascun T,

(5) Wr (95, 9 =0,

col segno = per Q(T) 2(T) =3, col segno >0 per ogni altra
possibile scelta dei due argomenti: dicendo « possibile » voglio dire
per ogni alira scelta dei due argomenti compatibile col loro sigmﬁcdto
di tnvarianti principali per uno spostamento che come Vattuale 3§

conserva t volumi. :
, Anzi, riprendendo le precedenti conmderazwm, 8i riconosce su-

‘mto che la (5) [stante ’omogeneitd in Cr) proprio equivale alla (2).
Gia a questo punto si ha per F(? lespressione

1 P
F(ﬂ (gi ’ 92’ T) — E WT (gl(-’l') , 32(1')) + Fu) 9‘(:,1’) g(r,T)

Ma pensiamo anche alla trasformazione non isoterma risultante dal
successivo passaggio di G, per tutti gli stati naturali O, da O, a
Cr. In corrispondenza a ogni stato naturale & 3’1 = 0, onde la
(IV, 18) viene a dare per il generico elemento della trasformazione

in esame
, _ 8(1’ )d_tr — dF(x\ (91(t,t) , 92(2,1- } : _rr) .
Ne risulta ’

. r T 7’ el
N, e
FOGED gD Ty = — [8(”@,, _ _fdtl =,

con 7, e T, costanti arbitrarie. Il potenzmle termodmamlco, stante
la sua stessa deﬁmzmne,

F=w— 8T,

doveva bene essere suscettibile di un’espressione intrinseca [a meno
dell’aggiunta di una funzione lmeare di 7']: essa & ormai acquisita
nell’uguaghanza.

' T &
. . 1 0("")d‘t"'
6)  FU(9,, 9, T) == Wr(gf“,%‘“)—[dr’fT,

-

dovuta a P. G. BORDONt (37).

(®") P. G. BorDONI, On the Exact Relation Between the Specific Heats of an E-
lastic Solid «Journal of Rational Mechanics and Analysis» Vol. 4 (1955) pp. 975-981.
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OSSERVAZIONE.

E'la (5)1a pi'oprieté. del potenziale termodinamico che nettamente
distingne un solido elastico incomprimibile, omogeneo e isotropo, da
un generico G,. Converrd in partieolare rilevare che essa esclude
la degenerazione della F=*(9,,5,,T) in una funzione della sola T
— il caso dei liquidi perfetti — perchd allora risulterebbe Wy =0.

v

3. Necessaria similitudine degli stati naturali,

La proprietd principale, prima di un qualunque altro ricorso"
all’esperienza, permette di caratterizzare il tipo delle deformazioni
dovute a semplici variazioni di temperatura: precisamente, come
ora fard vedere, dalla sola proprietd principale risulta che quando -
8t vart v in 7', la deformazione di C. in un O, deve corrispondere a
una semplice similitudine.

Basterd per questo far vedere che lo spostamento C,— O, deve
essere uno spostamento conforme. Invero, un celebre teorema di
LIOUVILLE assicura che per uno spostamentd conforme [in tre di-
mensioni] la deformazione pud essere data solo da una similitudine
o da una a.ntiihversi_one per raggi vettori reciproci, e la seconda
eventualitd resta qui senz’altro esclusa dalla presupposta omogeneitd
in G, e in C,.

Per.lo spostamento C,— C,, riguardo a un qualunque P*, in-
dico con P, = P*j,jsJs la terna principale di deformazione; con
P, = P’j1j:j; immagine di P, su O, ; con o,, gy, o5 i coefficienti
principali della deformazione pura. Lo spostamento O, — C. rlsultera
conforme solo quando si abbia (38)

(7) ' 6y =0y, =03 =14(,7)
per ogni P*. _
Per dimostrare la necessitd della (7), partiamo da qualche os-

servazione di carattere puramente cinematico. Rivolgiamo Vattenzione
"a tre elementi lineari di C,,

-

(8) dP} = ds,j,

(*®) Uno spostamento risulta conforme solo ¢uando, per ogni elemento del
sistema, siano uguali i tre allungameuti principali. Nelle (7) si tiene conto del
fatto che per C -~ C,, il coefficiente di dilatazione cubica viene sempre a esser
dato da ¢,0,05 — 1.
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uscenti da P* con gli orientamenti degli j,, e siano dP, e
(8)’ AP/ =ds;ji = o,ds.jy

gli elementi corrispondenti di' C e C,,. Conservando le notazioni
abituali per lo spostamento O, - O e invece distingnendo con un ’’
tutto cid che pud riguardare C, — O, si deve intendere

| dP, = adP} = o’dP;}
e quindi ' -

apP, < aP; =dP} = & df,*: dP,’_x_o%)’ élP.',,‘ N
«¢id che implica, per le (8) e (8Y,
Jo X BFs = o,.'o,,j;,xcb'j;._
* Si hanno dunque le semﬁlieisﬁi;ne relazioni
(9) | ‘ o by = 0,04 bys

tra i éoefﬁcienfi b,, della & rispetto alla P, e i coefﬁcienti by, della
@’ rispetto alla 9. Questo _in' particolare vuol dire che, accanto
alle e,sp;'essioni ' s ‘

(10) :gll =X b;'r ] 92’ =3 (b:'-}'-l,'r-{-l b;+2,,~+§ —'bg-l-l-"+2) y
. o . T ' .
G = || by | = 4 (T, ")

degli invarianti principali della &', necessariamente si _hanno per
gli 9, le uguaglianze ' : .

9 2'0 (b b’ — b2

r+1,r4+1 7+2.f‘+2 r+1,1;+2)’
\

g — 222
9‘——01020393.

3

1y 9 =2adb,

1. r+2

‘ Dopd queste - osgervazioni di carattere puramente cinematico,
la condizione che @, sia isotropo tanto in°® O, quanto in- O, pud
tra.dursi in quella che per ogni 7 e per ogni possibile scelta d_ei
b, 1e (10) e (11) diano luogo a una relazione del tipo

. (12) _ F()(91'1927' ) f(gl’gZ}T)
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B cib_ehe si verifica se lo spostamento C, — C, @ con'forme,
perche allora le (11) s8i riducono a stabllu-e una corrispondenza
biunivoca tra gli I, e gli Iy,

13) =m0  (r=1,3,3)

Per dimostrare anche la necessita delle (7), ba.éta adoperare la (12)

per ' .
’ T=I', 93’=1.

Comincerd col pensare che ¥ () effettivamente dipenda dall’argomento
Yy, in guisa che [insieme a Iy == 1] si débba intendere soddisfatta,
quale necessaria conseguenza della (12), un’eguaglianza del tipo

) GHh=0 (%, iy 9;).

. Tra tutte le pOSSlbllI scelte de1 brg (,erto & legittima quella
che consiste nell’assumere
biy = by =1, vbiz =0

e insieme nell’a.ttnbulre valori costantl pure a b33 , bm s D23 con le
ulteriori restrizioni '

' : i ’ 1 ] B
baa >1, - b+ by = by — 1, b= bag ;
_perché essa da subito luogo a

FH =24 by =3 +—b;'“;+ b=, % =1

e anche fa risultare posmve tutte tre le radici dell’equazlone geco-
lare (%) in A’, ‘
" ' ” b:«‘.‘ arq A’ ” = 0.

Ma in pid, con tale scelta dei b,, dalle (11) si ha

. . . |
G = 6 + 03 4 6§ (1 + bjs+ bug), To = 03 0} (bgs — bzp) +
+ 04 f (bss — by3) + 0} 03 = 03 (05 by3 + 0} bs) + 3 07ty Oppa -

(39) 8i tratta qui dell’eqna.zmne

OaAa—(2+J>33)A'2+(2+b3)A —1_(,.4 —1){A2—(1+b3)A + 1}

[
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Cosl tutti gli argomenti della @ sono dati da funzioni simme-
triche delle due variabili bi;,b); e la (14) viene a dire che tale
dovra essere anche il binomio o by + o} bye, ciod a imporre Iugua-
glianza ' '

Oy == 0y

che evidentemente eqmvale alla (7).

Abbiamo perd ammesso che la F() effettivamente dipenda da.
Iy Quando questo mon si verifichi, la F® dovry effettivamente
dipendere (°) da Y, e con un ragionamento analogo a quello or ora
svolto (#1), che solo per brevitd non riassumo, s8i arriva lo stesso a
dlmostrare la, necessita delle (7).

4, Proprieta invariantiva del potenziale termodinamico. -

Appresso, per ciaseun valore della temperatura, indicherd con

1a lunghezza degli spigoli di un cubo di O avente massa uno. La
necessaria similitudine degli stati naturali specializza la 1 (T, 7) in

l
AT, 7= z_T

T

e insieme permette di ricavare dalle (13) tutte le uguaglianze :
(15) . BI =9 =197

Come immediata conseguenza si ha che la completa determinazione
della struttura della F (I, J,, T) resta sempre e assai semplicemen-
te ricondotta all’assegnare, per ogni T, Vespressione del potenziale
elastico isotermo, insieme ai valori della’ densitd e del calore speci-

k4

(4% La simultanea 1nd1pendenza. da &, e da J,, come ho gid osserva.to, ?
esclusa dalla (5). :

(4) V. G. Cartcato, Sulle tragformazioni di un sistema eldatico atte a conser-’
vare Visotropia « Rend. di Mat. » vol. 17 (1958) pp. 313-318.
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fico, Invero le (15) permettono di ridurre la (6) a

. ZZ l4 ' de’’ '
16) FO (T, T, )_—WT( Sy ) ]dr[o -

kp %

Anzi le stesse (15) dicono che i prodotti !> J,. hanno struttura in-
variantiva. rispetto alla scelta di v: donde la necessitd che lo stesso
si verifichi per Vintera F(*. Resta quindi messa fuori di ogni dub-
bio la bontd del postulato che adoperai(4?) fin dal 1942 per caratte-
rizzare completumente la struttura del potenziale termodinamico
nella Elasticitd di secondo grado.

VI1II. POTENZIALE ELASTIOO ISOTERMO.

Al termine dell’ultima conferenza si & visto che, almeno per i .
Q. , il problema centrale [cfr. IV, n. 1] della teoria delle trasformazioni
termoelastiche finite sostanzialmente si riduce alla determinazione
del potenziale elastico isotermo. Sard data oggi una conveniente
gintesi di risultati sperimentali all’uopo gid nettamente acquisiti.

Assai utile sembra l’introduzione di certe due variabili indipen-
denti al posto dei tre allungamenti principali. Fra l’altro, essa porta
a delimitare in modo assai espressivo l’area di definizione del po-
tenziale elastico isotermo. _

1. Estensioni, scorrimenti :semplici.

Pensando a una qualunque trasformazione omogenea isoterma di

un qualsiasi G, — e anche qui indieando con 4, gli allangamenti
pnnclpah, con d, = 1 + 4, i coefficienti principali della deformazione
pura — serviamoci del vincolo di conservazione dei volumi,

(1) o | : d1d2d3 = 1,-

(#) V. anche C. Tororri, Sul potMale termodinamico dei solidi elastiei omo-
genei ¢ isolropi per irasformazioni finite « Atti dell’Accademla. d@’Italia» Vol. XIV
(1943) pp. 529-541.





