64 _A. B1GNORINI

esse dovranno dare le tre radici dell’equazione secolare

o 1 dd, |
(10) N a,.B = 0.

V1. ESTENSIONE DELLE FORMULE DI ALMANSI, SISTEMI ISOTROPL.

In questa conferenza mi propongo in | primo luogo di richiamare
P’attenzione su certe formule che in modo espressivo estendono a un
qualunque @, [sistema incomprimibile a trasformazioni reversibili] le
espreésioni assegnate da ALMANSI, fin dal 1911, alle tensioni prin- -
cipali di un comune solido elastico isotropo. Da quelle formule, pas-
sando a parlare specificamente dei @, isotropi nello stato di riferi-
mento, potro agevolmente dedurre che per questi le ordinarie carat-
teristiche dello stress vengono a dipendere — oltre che dalla pres-
sione e dalla temperatura — solo dalle caratteristiche di deformazione
dello spostamento inverso: senza un esplicito intervento della rota-
zione locale. .

1. Lemmi di Cinemat'ica.

Mantengo le notazioni della conferenza precedente per un de-
terminato stato % di @,, rivolgendomi a un determinato punto P*,
comunque scelto in C_. Insieme, indipendentemente dallo speciale
significato della terna trirettangola '

P = Py,
introduco tre parametri '

P1s P2y Ps

con l'unica restrizione che comﬁlessiv&mente essi risultino in eorri-
spondenza biunivoca col generico orientamento della 2. Ad es. potra
trattarsi di una tefna di angoli di EUuLERO della ? rispetto a una
terna fissa scelta una volta tanto in modo del tutto arbltrarlo, in-
dipendentemente dalla C :

Relativamente a un qualunque altro stato %’ di G,, sempre
per P* indicherd con P’ == P*ijd;i; 1a terna principale di deforma-
zione, con ¢, i valori dei @, spettanti alla P/, con &' l'omegrafia
di deformazione, con B, Fj, Bj le caratteristiche principali di de-
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formazione: e in seguito a.ccennerb con T’ T, T,e p y p, p*
valori della temperatura e della pressione dello stesso elemento P"

~in ¢/, in 9 e nello stato di nferlmento

Dovendo essere

el =B, -8 (t=1,2,3),

avremo , .
e =IC, <4 -t =2 H; ¢, >< 43y 1;
t t
e . .
(1) . OrXPGg Z-Et 0r><’5¢°0.><’£,.

A

In queste espressioni dei coefficienti della o rispetto alla T, le
F’ intervengono golo’ esplicitamente e gli ¢; sono da trattare come
determinate funzioni €} (¢;, @z, @s) dei-soli ¢’. Alle (1) corrispondono
per le cara.tterlstmhe di deformazione ¢;(j = 1 2,...86) le espressioni

(ry ';—ZEa e >< &1, 83+z—22E¢ c;+1><i, - Cipa < 4 (z_1 2,3).

Queste hanno come evidenti conseguenze tutte le uguaglianze

@) - [ g Ls le: >< 4,15 - [aeﬁ_l] e 20“'1 >< ’i cl+2 < (r =1’ 2,3)

oE; 0By

BB
e o | |
_ ' .
681‘—22¢E¢ Gz)(it.clxa
a(pf P=h1 . _ aq;’_ | ‘
st o, (%t
— 92 % . q
I 3% Lﬁ;=eﬁszt icz+1>< 6<p 0l+2 >< 4 +Cz+1><zt Cria>< 50§
.. Pongo ora’
" 18 .. 8 |
G)r-_—-z—-{:t@g/\ Bq;, (’)"=1,2’3)’
ciod (3!)
‘ 6’51 Ad _ _
(4) a@f —_ (!.)r i 7 (Ir , z —_ 1’ 2’ 3) .

(31) Cfr. ad es. A. SIGNORINI, Meccanioa razionale con elementi di Statica gra-

fica, Vol. I, 88 ediz. (Roma, Cremonese, 1959) Cap. III, n. 15.
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formazione: e in seguito accennerd con T T,T,e p yp, P*
valori della temperatura e della pressione dello stesno elemento P’
~in 9¢/, in 9 e nello stato di rlferlmento

Dovendo essere

el =F, -, (t=1,2,3),

avremo
e, =3¢,><% el =23 By >y 1
t t
e .
(1) L e} &eG=2 B 0, <4 c; < 1.
t

Ay

In queste espressioni dei coefficienti della & rispetto alla T, le
E’ intervengono solo esplicitamente e gli ¢; sono da trattare come
determinate funzioni ¢} (g1, @;, @s) dei soli ¢?. Alle (1) corrispondono
per le caratteristiche di deformazione s; (j = 1 »2,...6) le espressioni

(1)’ e,—ZE; [01><’l:¢]2, 63+z—22Et Cl+1><i: CI+2><’0:¢ (l-—-l 2 3)

Queste hanno come evidenti conseguenze tutte le uguaglianze

@) - [38‘ LS ler >< @2, [6‘”’+’]—-2cz+1><i i < 4y (r=1,2,3)

aEr _,,,,5 3Er
e .
ail.._22.'tE'¢ Gint C X 04,
0@r [prme 1 8p,’ ,
(3) IR (1=1,2,3)
8834—1} : 0t 04,
= 22 ¥} - G142 ><
8%r | =1 i 3<P e s
Pqngo ora
1 3, ot;
o =5 Zid, A5 (r=1,2,3),
ciod (31)
(4) ‘ g(p’ =, N\ b r,1=1,23).

(3!) Cfr. ad es. A. SIGNORINI, Meccaniéa razionale con elementi di Statioa gira-
fica, Vol. I, 388 ediz. (Roma, Cremonese, 1959) Cap. III, n. 15, :
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Ta.nto gli o,, quanto le loro componenti p, rispetto alla terna
prmclpale P risultano ben determinate funzioni dei soli ¢,. Ad es.
se per i ¢, si assume una terna di angoli di EULERO della P, e,
piu precisamente, se s’intende
(5) 5 =0, O =y, Pp=0,

- »
gli @, ordinatamente si riducono (¥?) al versore della linea dei mnodi,

al versore dell’asse di precessione e al versore dell’asse-di figura, e
le p, restano semplicemente espresse da

Pyy = COSQ, Pipg=—s8ing, pg=0,
(6) Py, = 8iné sing pzz = 8inf cosp, p,; = cosd,
Py =0, Py =0, Pz =1.

Stante le (4), dalle (3) subito si ricava che & anche

88‘] Z,E’, Ci>< 4+ 0, < (4 A\ €)
a‘Pr h'= ‘
A7) _ ) _ (17":]7213)
6;34]@6— fﬁz,Et {(!).,-X(’it/\cl.i.l)-01+2><’iz¢+(!)y><(’ic/\01+2)‘Cl+1><’i¢]. ‘
r = '

Nulla vieta — e a questo punto conviene — di assumere per la T
la P, senza cambiare il primitivo significato dei @. Accenno con g i
valori delle ¢ corrispondenti a questa specializzazione della T: per
riferire le (2) e (7) alle ¢f non ci sard che da porre nei loro secondi
membri )

¢, =1, e=1, cg=1;.

Con questo le (2) evidentemente dianno |

o0&l 383+: _ _
(8) [aE"]eﬁ, alr ’ [ BET ]06'_?6 (T, l= 1, 2’ 3)
e le (1), |
- |o& ' .
9 : 0 : S r,1%=1,2,3
( )l i [a(pf]cﬁ’ggﬁ ( 4 y “ )

perche pér ogni ! e ¢t si annulla o @;><%; o 4 A 1.

(%) Cfr. ad es, op. cit. nella nota pree., Cap. 1V, n. 5.
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Ai- tempo stesso si viene ad avere
Wy < (& A\ C141) + Cryg < €+ 0, >< (i, ‘/\ Cit2) - Cip1 >< =
= O >< (8N Gip1) Seis + (;)r >< (8 A Qi) Ot
onde le (7), semplicemente aggiungono | |

el
L

(9 | { ] = 2Py (Bipy — Biys) (r,l=1,2,3).
_ , o5 ==h

2. Estensione delle formule di Almansi.

Sempre per quanto riguarda lelemento P*, il potenziale termo-
dinamico di G, si presenta come una funzione del tipo

Fle'| TT

la cui forma effettiva dipende dalla scelta dello stato .di riferimento
e generalmente anche da quella dell’orientamento della ‘C. Indicherd

con

F*[e*| 1)

la particolare forma che la F[¢’|T’] assume per T = .

Riprendo la relazione stabilita al termine della prima confe-
renza tra Pomografia lagrangiana di tensione f,, la pressione p,
la dilatazione associata alla <D [e] e il prodotto per k* della dilata-
zione associala al potenziale termodinamico, ;

C Be=p | Vil —w;

relazione omografica cui vengono a corrispondere, con ovvio signi-
ficato dei simboli, le sei equazioni scalari

| 8D |e’] dF[e'| T']
10) Y =p il g 22O
( ) 2 .p 68} ‘ ) - 83}

Continuando a indicare con A, i coefficienti principali della @ in
P* e con d, quelli della «;, dall’identitd

D (] = | Srs+- 26k |
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& ben facile ricavare

0 .
eﬁ';cﬁ T

3D [8“]]

#] l | .
{CD 38,- ] = r+1 Ar+2 = r+1 dr+2 ' [ 33 +'

in modo che, chiamando anche qui Y*le caratterlstlche lagrangla.ne
‘di tensione [m P*J rispetto alla P, le (10) danno

(11)' b

r+1 dr+2 k [6 9’

' 6?*
w
=P d2d3 oer 'Lé';@ﬁ Yy =—¥ l ]

I P
Le (1Y direttamente permettono di ridurre la ?7[3’ | T’] & una fun—
zione del tlpo
FE (B |’ | TY),
la stessa qualunque sia la T di partenza, e Videntitd
T 1= F® (B g7 | 1)

ha come necessaria. conseguenza

F® _[9FW (B | ¢ | 1Y) _ [a‘-}"‘ a1
B, oE, cﬁrE@ 1 aef aE" '05

ingieme a -

a%E):{a%m {E’!tp’lI”}] _ 2[37* 2! }
op, opr ' 1 38: O Prlgy =5

Con l’ihtervento ‘delle (8) e (9) ;'ispettivamente si" ottiene

: - V(E) 37"‘ -
e . '
) ag.’(E) 3 5 *
(13) : =2 EzPrl (El—l—l — Hiy) [ 7 }
8@y Oegy1

Dalle (11), e (12) risul'ta

dpp1 dptr 1 8T &)

(\ ) T p dydyds o, ’
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dalle (13) e (11)2

§FE)
apr

_ . .
(15) k* = —2 121 Pri (B — Bigs) Y

Sono queste; ‘in sostanza, le formule che dinno la preannunziata
estensione delle formule di ALMANSI, come meglio potrd dire dopo
aver cominciato a parlare di_ sistemi isotropi. Frattanto osserviamo
che per quanto riguarda le X;; — le ordinarie caratteristiche dello
stress rispetto all’immagine %, di P — le (14), in base alle rela-

zioni generali
d.d

* __ hd
XTS - di d2 da ‘Yrs ) A
‘implieano |
: | kK*d, oFE)
(16) -  Xr=p—

dr+1 dr+2 aEr
Facciamo intervenire anche la funzione
FO{d|e|T i

che si ricava dalla FE&) {F|¢| T} esprlmendo le F mediante (3%) gli
allungamenti principali 4. Evidentemente sara :

d OF E) ‘dE,a?-(E) dF (4
" 0B, dd4, oE, o4, '’

. onde le (16) possono tradursi in

K* AT
(14 Ar+}) 1+ Ar+2) o4,

ey Xi=p— (r=1,2,3).

‘3. Sisteml isotropi In C,.

Dird che @, @ isotropo in un determinato suo stato, C, (juando
‘il tipo del potenziale termodinamico sia_talé che, in corrispondenza
a un qualunque stato attuale, O, Vimmagine .di una terna principale

di deformazione risulli sempre terna principale di tensione, ‘

91498 =Q + 4 = a2
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T una restrizione che risulta identicamente soddisfatta nel caso
dei liquidi perfetti. Comunque essa non ha affatto carattere formale
e, con la terminologia ormai adottata, impone, e solo impone, che
vengano a essere identicamente nulle le X,} con indici diversi:
restrizione che a sua volta, stante le (V, 9), equivale a quella che
risultino identicamente nulle YJ, Y;*, ¥g*

Ripensando alle (15), si ha dunque che, come ben poteva pre-
sumersi, la nostra definizione di «isotropia in O, » non differisce
dall’imporre alla (&) di non dipendere effettivamente dall’orienta-
mento della terna principale di deformazione, ciod da @, , @, ,@;.
‘Se @, & isotropo in O, , il potenziale termodinamico pud dipendere
dalle caratteristiche di deformazione solo attraverso alle B o agli
‘allungamenti principali : ‘

F=FE(B|T)=FD (4| T).
Invece che delle E, o dei A, si pud parlare degli
Ay =1+ 28, =@+ 4,7
o dei tre invarianti principali della &,

Iy = Ay Ay Ay, Ty= Apdy+ AgA + A 4y, Ty= A, 4,4, =D,

che speso chiamerd anche invarianti principali per lo spostamento
C,~ O o invarianti principali di deformazione.
Anzi, stante il vincolo di ineomprimibilitA a temperatura uni-

forme,
D=3 (T,T,,

si pud identificare J; con 28 (T, T,). Cos in definitiva, per ogni G,
isotropo in C,, al potenziale termodmamlco potremo sempre attri-
buire un’espressione del tipo

17 | F=FI,,%,T)

- lageiando anche qui sottinteso V'intervento della temperatura T, nello
stato di rlferlmento, nonché queilo di P* se G, non & omogeneo
in C,.

Nelle stesse condizioni, certo & terna principale di tensione l’im-
magine P, = @, Pdi P su Cele X,* non possono differire dalle ten-
sioni principali B,.: in guisa che, introducendo le temswm principali
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depurate mediante le posizioni
B(ﬂ).___: B, — P,
le relazioni generali (16) si riducono a

o 9@
(1 4+ drt1) X + dry2) 64,

Sono proprio queste [salvo la considerazione di trasformazioni qual-
siasi di un @, invece delle sole trasformazioni isoterme di um: solido
elagtico esente da ogni vincolo intrinseco] le formule di ALMANSI
ripetutamente citate (3¢), Esse esprimono le tensioni principali depu-
rate in funzione degli allungamenti principali [oltre che della T'].
Le (16)” possono anche leggersi dicendo che i secondi membri delle
(18) conservano un semplice significato anche per sistemi anisotropi:
precisamente essi continuano a dare gli sforzi normali depurati
X% — p sugli elementi di superficie corrispondenti a quelli che nello
S8tato  di riferimento appartengono at piani principali di defor-
mazione (%), '

(18) | B~

OSSERVAZIONE.

L’isotropia in O, ha come necessaria conseguenza che la f, am-
mette come terna trirettangola unita la PlYF=Y*=Y=0]:
richiede dunque che pure la

as By
sia una dilatazione, con la P come terna unita e i coefficienti prin-
cipali [cfr. (14)]

39? (E) a OFD
Py Aryg — k* d, oE, —Pdr+1 dryg — K* od, °

(34 E. ALMaNs1, Sulle deformazioni finite dei solidi elastici isotrapi, Nota I,
« Rend. Acec. Lincei», serie V, vol. XX, 10 sem. 1911, pp. 705-714.

() Adoperando pure le (15) si pud a.nche, per ogni @ o’ specificare un’equa-
zione secolare di 8° grade avente per radici proprio le B, esprimendone tutti i
coefficienti mediante derivate parziali prime della & (4) {4| ¢ | T}. Naturalmente
nel caso di isotropia essa si spezza in tre equazioni di 1° grado equivalenti alle
formule di ALMANSL [V. Estensione delle formule di Almansi a sistemi elastici ani-
sotropi, « Rend. Acc. Lincei» s, VIIL vol. XXV (1958) pp. 246-253].
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4. Espressione delle sei caratteristiche dello stress mediante le
caratteristiche di deformazione dello spostamento inverso.

" Ma le formule di 'ALMNSI, o le equivalenti

B, §FF W, 8F )
dri1drp2 0B, B (I,T,) 8B, '

(18 BY —= —

'si prestano pure assai bene a mettere in luce notevoli espressioni

di tutte le o : : \
a

Xi.) = Xrs — Ors D, -

le ordinarie caratteristiche dello stress depurate, rispetto a una

qualungue T.
Gommclamo, per questo, con l’osservare che alla (17) si asso-

* ciano, per le §FF /6B, , le espressmm

ag(E) 6F _ .
oF, = + 2 ag 1‘+1 + A:r+2)'

Ne segue che le (18)’, quando si adottino le notazioni abbreviative

oF oF
agi i? , 892 2
possono sostituirsi con |
2K*
B(“)————-(F Ar 4 Fy A (Arpy A+ Arpa)]
e pure con
(18" - BY¥ = — 2Ky (Fy I, + F, A, — Fy Apiy 4,140},

se 8’indica con ks la densitd attuale, legata a k"“ dall’uguaglianza ‘
E* =k D= ki3,

Gli A, sono i coefficienti principali della dilatazione & == 1 -+ 2e,
gi 4,4, 4,40 quelli della dilatazione complementare R, ma le (18)"
[efr. (V, 3)] non hanno come necessarm conseguenza l’uguagha.nza
omografica :

B—p=—2ky {F, 9, + F, ® — F, R},
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perchd la a, A, terna unita di g, di regola non & orlentata come la

P [terna unita di & e R &)
Per giungere al risultato voluto oceorre fa.re 1nterven1re lo spo-

stamento inverso,
0 - C* .

Rispetto ad esso, anche fisicamente, C, — C" non pud vantare
aleun diritto di precedenza, e il porsi, in certo modo, da un punte.
di vista euleriano [invece che lagrangiano, come ho fatto finora| ri-
sulta ora decisivo, per il motivo che, come gid volli rilevare nella se-
conda conferenza, per lo spostamento inverso & la 77, terna principale
di deformazione: e qui, nell’attuale ipotesi di isotropia, la § viene
certo ad avere in comune con la nuova omografia di deformazione
una terna trirettangola unita, la ,. , .

Distinguo con un soprassegno tutto cid che riguarda lo sposta-
mento inverso. Cosi ne introduco gli allungamenti principali e le
caratteristiche principali- di deformazione mediante le uguaglianze

14+ 4 =01+4)1 1428, =1+ 4, =1+ 2E,)"

e insieme pongo

| A,=1+2E,= A7,
noncheé

gx#Ai%‘Aé"‘ , =4 A3+A3 +E1;4-—2:

Ty= Ard—w‘@

_ Naturalmenté appreéso & anche indicata con & l’omograﬁa di de-

Yormazione dello spostamento inverso e con & =14 2¢ la nuova
@, la dilatazione che ha come terna trirettangola unita la P, e come
coefficienti principali gli A, . -1 coefficienti principali della dilatazione
complementare, Rw, vengono a essere datl dai prodotti A,.H A,.|_2
Grll g, sono gli invarianti principali di @, gli invarianti principali
per lo spostamento inverso.

Si riconosce subito che risulta

(19) 2:#@,%#ﬂi,
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onde alla (17) si pud sostituire

7?7-"'—"-?7(9_“9—:2"17)
con :

79,95, T)=F@u7,,i1#T,,T).

Conviene anche porre

) subitb visto che ne risultano le identitd

F, 9.2 = '1’_11 91 y Fy A, = 172 Zrﬁ Z1f+2, FoAryy Aryo== j_vazn
insieme alla possibilitd di tradurre le (18) in
(20) BY=2kr|—F T+ F, A, — F, 4,45 A,ys)-

Qui i secondi membri si presentano come i coefficienti principali della
dilatazione

%ky {— F, 9,4 F, & — F, R&)

e quésta ha in comune con la f — p anche una terna trirettangola
unita, la %,. Si pud dunque legittimamente concludere che

(21) ﬁ—p=2k:£t—f'i§1+1715-—f'z‘353-

Rispetto a una qua.lunque c, i coeﬂiclentl della & =1 + 2% €
sono funzioni lineari delle & e quelli della R® funzioni di secondo
grado. In definitiva rimane stabilito che, una volta assegnata la
espressione F del potenziale termodinamico, insieme alla 1(T,T,):

1% la § — p resta individuata, oltre che da T, dalla sola &3

2% le espressioni fornite dalla (21) per le singole X' s¢ pre-
sentano come funzioni di secondo grado delle s_,, i cui coefficienti pos-
sono perd dipendere da 9 e 92 con legge comunque complessa, fin-
ché non si specializzi la ¥, :





