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trad:znonale restrmone al potenzmle elastico, prima di ogni particolare
dato sperimentale circa la struttura del corpo naturale schematizzato
nel nostro sistema continuo incomprimibile a trasformdmom rever-

sibili. Si tratta, come meglio dird nella prossima conferenza, del fatto
che il potenziale viene in deﬁmtwa a dipendere dalle nove 4’ solo
per il* tramite delle cos1dette caratteristiche di deformazione, che
. gono sei: e questo, eome & ultranoto ha smtematlcl riflessi anche
nelle teorie elassmhe. '

II. SOLIDPI ELASTIOL

Cid che dird nei ni 1 e ¢ vuol riguardare qualunque sistema
continuo : solo-nel n. 3 riprendero quanto ho detto nella prima confe
renza per i sistemi 1ncompr|m1b111 a trasformazioni reversibili, Se, per.
poi dare una, definizione dei solidi perfettamente elastici e riassu-
mere le relazioni generali della Elastostatica isoterma.

1. Carqtteristiche di deformazione.

Indico con
‘ 2 bn d. Yr d‘-.%
r8 .

la forma dliferenzmle che esprime il quadrato dell’elemento lmes\mre.
di ¢ |d32 euclideo] mediante le y, cio® intendo R

3
bry = bgp == 2 @iy Ligy
1

€ pongo, con la notazione d1 KRONEGKER
| rs = 67‘3 + 2 srx

Questa convenzione equivale ad assumere

. ) ) ' 1 ‘ 1 V .
(1) Epy == Egr ='—§" (“rsr'.'l‘ Ugyr) + 7 2 Wiy Uis 2

‘saranno utili anche le notazioni

;o o 1
(1) . "]rs=7]ar—'-"§" “ra"l’"ar
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L’annullarsi delle sei Erg in tutte ¢, ¢ condizione necessaria e suffi-
- ciente perche il ds® di ¢ si presenti proprio in forma pitagorica, cioe
perché ¢ possa differire da ¢, solo per uno spostamento rigido. Co-
_ munque la conoscenza (8) delle &, [ddei bys) in tutto ¢, individuna lo-
spostamento ¢, - ¢ a meno- del prodotto per uno spostamento rigido,

mentre la conoscenza, in tutto ¢,, delle 7,,, individua lo stesso spo-

stamento a meno dell’aggiunta d1 uno spostamento del tipo degli spo-
stamenti rigidi infinitesimi :

@ T sy —h+EAOP,

con h e Kk di qua,lunque entitd, ma 1nd1pendent1, come O, da P,.
Basta poi che tutte le e,, — o0 anche solo le 7, — siano costanti in
¢, perche le x si riducano a funzioni lineari delle y: spostamento-
omogeneo. :

Ormai a.bltuale e Ia denomlnazmne di caratteristiche di defor-
mazione c¢omplete, non proprlo per le &,, ma per le sei quantita

hY

(3) g Ty B34 =2 & 1,042

e quella di caratteristiche di deformazione linearizzate per le sole
parti° di primo ordine nelle w, '

(3)’ _ e == Npp' = Uypr 7]3+r =2 Nr41,042 = u('+1,r+2 + Ur42,r41

La D (u’) — dato che D — 1 & il coefficiente di dilatazione cu-

bica [locale] inerente al passaggio da ¢, a'c — deve dipendere dalle
nove u’ solo per il tramite delle ¢(j==1,2,...6) e neppure pud di-

pendere dall’orientamento della C. In realtd sii trova subito

(4) ' .@[3]=V1+211?+4126+8138

dove I, 2,I,e,I;¢ sono i tre inmriqﬁti principali di deformazione :

. ' ‘ _ | R 2
®) Lie=e +ete, 125=§152'+8283+3385._'?{834-”

CLe=|ell.

(8) Non voglio qui dilungarmi a parlare delle condlzmm di congruenza di
DE SAINT-VENANT, ecc. :
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Appresso indicherd con . . _ :
: D g ‘_ (j=1-2 ..,.6)

le 8 D[e]/o ¢ eifettuate prescmdéndo da ogni eventuale lega,me tra E
le caratteristiche di deformazione e distinguerd :empre con un * i
valori di una qualunque delle quantitd in esame per c¢=c,
lu, =0,¢ =0, ecec. Ad es. risulta 4

(6) o D=4,

pur d’intendere — clb che faro anche in seguito — d;=1 ovvero
8; = 0 secondo che sia j g 3. oppure j > 3. Si nom che, in paral,
lelo alle (6), si ha _ N

(6 o - @;:m,
2. ESplessmne del 919 esplicitamente snbordmatu alla pmprieta
‘di simmetria delle 01'dinarie car atteustiche dello stress.

In corrispondenza a un qualunque Bs = §* (P,)., le vanazloni
oxy e Oeyn delle 2y € Em (I =1, 2, 3) sono espresse da '

. ) X 1 .
0Ly, = E:n y Ofm = 5 z-{wil & + & wim] 3
, P . :
mentre 1identita ;
(9 wt 3 yl
rm = 2 vm =
E p 3 r 2 Etm 'u P f’/'vr
quando si ponga - ‘ :
. - oy Y & Ym
7 ' Ym - 78 %
()_ ‘ ’ E:aw,- ‘ (Dfax,a z,
da luogo [cfr. (%) (I, B)] &
(8) R ‘ Bl(i)zdc,-ZYmZa;u_Eifwnl

tutto. questo senza un esphclto mtervento delle proprietd. di sim-
metrla. delle cara.tterlstlche eulermne dello stress, le X . - :
) Ma in base a tali’ proprietda — che da questo punto mtendo a-
dopera.re — i ha il fatto sahente [cfr (N} di analoghe proprietd di

®) C‘iué, la (5) della prima conferpnza.-
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simmetria pér le Y, caratteristiche lagrangiane dello stress,
(9) Y, im = lei

con Vimmediata conclusione che 4 I® pud pure esprimersi mediante
una forma lineare nelle ds;; e precisamente si ha

1y | dI) =de,-ZX; 8¢
J

se 8i pone Y,, = Y, e - .
' . ' Yio=Yspy

per 8 = r, indicando e¢on t'=6 — r — 8, come fard in tutti i casi
consimili, Pintero fra 1 e 3 diverso sia da r che da s. Cid equivale
a porre

Yn =. :Yj

COnL j=+ per s=r e Jj=38+4+t=9—r —s per s r: conven-
zione pure questa di carattere permanente. |
' Qualche volta converra adoperare una notazione a un solo in-

~dice anche per le X , con posizioni del tutto analoghe.

 Come le K, le ¥ non differiscono dalle X per ¢ =¢c,, e sono
sempre in corrispondenza biunivoca con le X, a paritd di ¢, e ¢.

3. Solidi .iﬁcomprimibi'li a trasformazioni reversibili.

Per un sistema incomprimibile a trasformazioni reversibiliy 8, .,
e per ogni trasformazione elementare [isoterma] di una qualunque
sua particella y, I'intervento della (10) riduce la (I, 10) a

SY 0 g=—aw,
§

~ se naturalmente si accennano con g’¢; le variazioni delle caratteri-

stiche di defdr_mazione corrispondenti a un §’s8, soggette alla re-
’ 0.= 6’@52622,-3’3,-.
, i

Null’altro occorre per riconoscere che ormai il potenziale elastico
[per ciascuna y] potra pensarsi anche come . una funzione

Wel
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.

delle sei ¢, tra loro legate dalla condizione di incomprimibilita,
(11) : Dle]=1;

funzione ben determinata se ben determinata s’intende la W (w’), 'con_-
formemente a una convenzione della prima conferenza. o

Indicherd con Wj,S; le derivate [efr. (I, 11) e (4)] della W [¢]
e della : ‘

Sle] = W[E].—%‘(D2_];E Wi —p,Lie—2p,L,e—d4p, T, e

rispetto alle &, effettuate [come le D] preéeindendo da (11).
~ Con queste notazioni |sarebbe facile controllarlo] le (I, 12) equi-

valgono a _
(12) o Yj=—8; + & <Dy,

proprio con la stessa & .
Dato che per ogni y rimane ovviamente disponibile in W una
costante additiva, si pud sempre inténdere, e ormai intendero,

(13) - wr=o,
e quindi anche 8" = 0.

Per ¢=¢,, p=p, le K e le Y vengono a coincidere nelle X,
e dalle (I, 12) - (12), insieme a '
(14) . l X:g: - S:, .
risulta (19) S% — 8 nonche

8% = 8 = 8% (8 7).

Dird che ¢, & configurazione naturale di S, quando, subordina-
tamente a una conveniente s’pgciﬁca.zione della p, (P,), possa in ¢,

(*) Queste ultime nguﬁ.glianze [efr. (6)-(6)'] indipendentemente "dal -pa,rticolare

‘significato della 8[e], sono semplice conseguenza del fatto che, nel derivare rispetto

alle u’ per il tramite delle &) in corrispondenza a ¢, viene a essere nullo il contributo
della parte di secondo grado di ciascuna delle &, onde i singoli risultati non,
possono differire da quelli che si avrebbero assumende fin da principio &, =u,,

&4t = ¥y + Ugp+ .
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risultare identicamente nullo lo stress :

#*

(15) | - X%=0...c,.

Stante la (14), una tale condmone equlvale a quella che per c=c,
possano annullarsi tutte le derivate parziali prime di S (") e § [e],
in ogni punto di ¢,. 8i tratta in sostanza di notevoli restrizioni per
“le Whijo W], in quanto le (15) equ1va1gono a

W =10, 8,
ovvero a W'=p,d;. La ¢, & conﬁgurazione naturale solo se, in
ogni suo punto, si annullano tutte le WX con indici diversi e le -

W} hanno uno stesso valore, proprio quello che va attribuito alla
Po(P,) perché risulti identicamente nullo lo stress: stato naturale.

OSSERVAZIONE.

Indico con o: le tre componenti di rotp, 8, ciod pongo, per s % r,
Upg — Ugr = = 4

col segno + secondo che rst¢ sia o non sia una permutazione
circolare di 3 21. Parallelamente, sempre per s == r e con la stessa
convenzione riguardo al segno, pongo

2H; = * (K,, — K,),

~_ciod indico con H, le componentl del vettore dell’omografia || K,|;
mentre indicherd con

K'rn == ? (-Kra + Kar)

i coefficienti della corrispondente dilatazione. . _
-Le S{u’) e <D(u’) possono evidentemente tradursi in funzioni
ben determinate, -
8{n,o}, Din,el,

delle sei caratteristiche di deformazione linearizzate,

Ny = Urr Na4t = Upg -+ Uer
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e delle tre g,. Basta allora pensare la § e la D come funzioni delle
u’ pel tramite delle 7; e g;, per riconoscere, senza alcuna difficolta,
che le (I, 12) equivalgono all’insieme delle tre uguaglianze '

o8 (.0} | ;3Dnel

H; = —
_ ¢ 89; 89,
e delle sei altre | '
‘ — o8, e 6 0D
‘ Kr = — (!;]’ } _|_ éﬂ? Q} y
/] Ni

se anche qui s’intende j — r per s§=7re6j=3-41tperszr.

~ Una taie trasformazione delle (I, 12) [al pari della (12)] risulta
veramente opportuna sotto vario aspetto, ma in queste conferenze,
per impellente motivo di brevitd, dovrd accontentarmi di averla

indicata. ' , : -

4. Solidi elastiei.

La forma effettiva della W [e] deve intendersi caratterizzata
dalla natura del corpo schematizzato nel nostro sistema ineompri-
mibile a trasforma_zioni reversibili, S, .

Per i solidi elastici — Vho fatto presente fin dall’inizio della
prima conferenza — la completa specificazioné locale della. W mette
di fronte a gravissime difficoltd, non appena si rinurnzi a trattare
gli spostamenti elastici come spostamenti infinitesimi. Riparleremo
m segulto di questo problema centrale, di vera Fisica matematica,
ma per avv1are, dico solo per avviare, sviluppi paralleli a quelli
_delle teorie classiche, pud essere sufficiente qualche restrizione di
carattere globale, imposta da esperienze banali. '

Perd in queste conferenze, sempre per brevitd, devo fin d’ora
trascurare tutto cid che pud avere rapporto con Veventuale inter-

vento di autotensioni, ovvero con fenomeni di stabilita artificiale,

subordinatamente a opportuni vincoli in superficie [corde elastiche]:
e cosl prendo le mosse da restrizioni che in parte hanno anche
carattere locale, assumendo quale propmeta principale dei solidi
elastici incomprimibili, S,, quella di ammettere qualche stato. natu
rale intrinsecamente stabile, C.

A partlre da O prendiamo in esame una qualunque. tra.sforma
zione isoterma, '

I=

III
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che magari [a differenza della ¢, —¢] non si uniformi ai vincoli in
superficie, ma [come la ¢, ~ ¢] rispetti il vinecolo intrinseco di incom-
primibilitd : e sia B il lavoro complessivo delle forze intime in 9.
Dicendo stato naturale « intrinsecamente stabile » voglio, s’intende,
aggiungere la restrizione ‘

L <0

per ogni I , finita o infinitesima, che non corrisponda a un semplice
spostamento rigido (). :

In questa «proprietd principale degli S,» & implicito che a
partire.da un O se ne pud ottenere un altro, C’, solo mediante uno
spostamento rigido: altrimenti £2 certo verrebbe a essere negativo
'per ogni trasformazione isoterma di C in se stesso che portasse
S & transitare per O’

D’ora innanzi, insieme alla speclahzza,zwne di S, in un S,
rimarrd  sottintesa quella dello state di riferimento in un C: cid
che (*?)" individua ¢, & meno di uno spostamento rigido che rispetti
i vincoli in superﬁcle, quando pure questi ne consentano qualcuno.

Per una qualunque 5 indicherd con ¢ (P, )— £y, 85, C4) 10 spO-
, stamento. Jocale, con ¢’ I’ingieme delle {rey cOM e, i valori finali delle
earatteristiche di = deformazione complete, espressi da & = s",

&pr — 2;1-4-1, r+2 8e 8i pone

1 me=pCat e Sl

Sara dunque |
A7) . D= Dle] =1 ve.C,

' Punica restrizione da intendersi verificata dalla funzione vettoriale

L(P,). o - |
Per un’intera 9 il Javoro delle forze intime relativo alla generica
particella del sistema dipende dalle sole ¢ e precisamente [stante la

" convenzione (13)] & ugudle a —de, Vi’[;] . Quindi £ viene a’esser

(4) Altrimenti .£ & necessariamento nulle; come non pud essere che nullo
per ogni & nel caso dei liquidi perfetti.
~ (*?) 8i @ gid convenuto che ¢, si uniformi ai vineoli-in saperficje.
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dato da — V se si pone, tenendo conto della (17),

_fS[]dc

In definitiva 1la proprleté. prmclpale degh S, resta tradotta
dalle condizioni locali

8y,  8*=0, . 8Ff=0...¢,,

che [oltre a W* = 0] implicanc la specificazione délla‘ Py (P,) 1n
Wi = W3 = W, e dalla assai pil restrittiva condizione globale

(8)s | ]S[E]dc,,>.o

Ca

per ogni 37 finita o infinitesima, che non corrisponda a uno sposta-
mento rigido.

Perd anche la (8), si riduce a una restnzxone di carattere locale
non appena S, sia omogeneo in ¢, [e quindi neppure la § dipenda
.esplicitamente dalle y;]. Precisamente allora la (8), viene a equiva-
lere alla condizione che, almeno per ogni scelta dei sei argomenti
subordinata al loro significato di caratteristiche di deformazione e
al vinecolo (17), sia '

(8)0‘ » Cot S{;]2Oa

col segno = solo quando tutte le ;, siano nulle ¢ per convincersene,
basta pensare omogeneo anche lo spostamento ¢, - ¢.

5. Una basilare conseguenza delle (§).

Pensiamo ora a una qualunque J ’ §1 , che dipenda, regolar-
mente, da un parametro 1, eon = ¢, per A=0. Vengono cosi a
figurare come funzioni [regolari] di 4 sia { e le &, , sia V:

— J
C(Psnl)y f:ra(-P*}l)) Vi(4)
con . _ i
C(P*,O)EO, 873(P*,0)500
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“Converrd porre

f - .
(;9%)1—0 =w(b) = ‘wﬂ e wa.‘)

5'1:) = ? (wra‘-+ w&r) ? 719") = "S':) y ’)g-?r“: 2’75?21,1;-;-2 3

.~ cio che corrisponde a indicare con w di lo spostamento locale e
con (™ di i valori finali delle caratteristiche di deformazione per

una J, infinitesima.
Parallelamente da (16) risulta

%) — (,3;} _. (1)
18) - (aa )4-0 e ) =

“e 1a (17) [che & 'unica restrizione convenuta per 9;.] dﬁ, come unica
, restrlzmne per la w(P,), .

X . - —" ' a .. . l : . .
(19) I 0=2; 'l}"’)‘E leP* w:
& ben na.turale che il solo vincolo di 1ncompr1m1b111t& lasci alla

P) la possxblhta, di ra.ppresenta.re un qualsiasi vettore solenoi-

da.le in ¢, :
Rlprendlamo ora le (8), cominciando col rilevare che, qualunque

possa essere la 9,1, le (8),, da sole, 1mphca.no

~ SR av |
@0 - vo=o, (F)_ =0

nonche, c¢ol concorso delle (18),

BV f - (328[;])
N —_ = fde, Z|——m——r (w) (w) |
(51" )z-o, Y .aa,- _aaq\ KK

Cx
-

senza ohe resti traccia delle (0% 4/ 024%)1mg -

Poniamo ,. 4

| O rewle]\* (oW )\ . |
M=P)=(__:______) E(_) =1,2,..6

i (B dgj degy 0&j deq (>9 7+
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convenendo poi di indicare con @QI[¢,, &, .. &) =@Q[§] la forma
quadratica ' :

1 -1 o,
5 2 My sj£q+p.,{zsi+?25§+,}.
q r } r

Ingsieme rileviamo [efr. (4) e (5)] che la dlretta. espressione della
8] pud sostituirsi con

- L - _ 1 - R -
S[e] == W[e] — Py I;s--{—-p*g{.'eﬁ—{— ?‘5524.,“‘(118)2} — 4py L3¢,
che a sua volta si riduce a
(21) - 8[e ]=Q[ ] p,,(za,) + .

non appena la si pensi sviluppata Secon‘do la formula di TAYLOR,
rivolgendo attenzione ai soli termini di ordine minimo nele ¢,

che & il secondo [donde la notazione §]. Insomma, per c=e¢,, ac-
canto allannnllarsi di § e di tutte le 8;, st ha l'esatta coincidenza

delle singole 6%8]e]/ B¢ Oeg con gli omologhi coefficienti della forma

quadratlca. 2{Q[¢] — »,(Z )%, in modo che, qualunque possa essere
‘1a 9,, risulta [efr. (19)]

Facciamo ora intervenire la (8)g. Oome gia ripetutaxy_ente ho
voluto far rimarcare, essa s'intende valida anche per una I infini-
tesima (*3). Quindi, stante le (20), la (8), viene a imporre proprio

. d?V
( dlg )1_0 > 0 ?

tutte le volte che non si abbia a che fare con semplici spostamenti
rigidi.

- ke

(1) B una restrizione del tutto analoga. a quella che normalmente si adopem
nella teoria delle piccole oscillazioni di un sistema olonomo attorno a una con- -
figurazione di equilibrio stabile [minimo dell’energia potenziale riconoscibile sulle
derivate parziali seconde]. ' ‘
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Come conclugione, resta. messo in luce che le (8) [dettate da
esperienze banali] si riflettono in una netta — e, sotto vari aspetti,

L

essenziale — restrizione globale per i soli coefﬁmentl della @; quella
che rlsulti ‘
@ . fQMMM%>0

in corrispondenza a ogni scelta del vettore solenmdale w(P,) che
non dia luogo. ail’annullarsi di ciascuna 4 in tutto o, .

Basta che in ¢,, per ogni j B sia n(w) = co8t. = Ej [spostamento
omogeneo] perché detti M,q e p, i valori medi degli. My, ep,, la
(¢) dia luogo a _ P

1 — — 1
gzmm&+m§§+ggﬁw>m
almeno per ogni sestupla di valori non tuttl nulli delle { che veri-

fichi l'uguaglianza £ + & - & ==0: anzi questa necessa,rla. restri-
zione per gli Mj, e p,, proprio equivale alla (@) se S, 'y omogeneo in c,.

6. Riassunto.

Per ogm 8, in qmete sono sta.te ﬁssate [efr. pp. T '-9-13]. le
uguaglianze locah '

(22) ‘ f’D(u')=1.... )
' 0d 08,
78 i —-F’ -------
ECD 0Ys ?ay. (P, ) , e
23 o ' |
& o Q) ot
! wZ(Drgvg*ZSrgya:‘-“‘Ooo--.Ao"

Nar. .. .. a,

8= Wis] — 22 (@2 [¢] — 1),

)

dove ' .

a=o0y,— 4o, e

(24) . ' ><v* =0 ... a,
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se naturalmente si continua ad accennare con v (P)=v*(P,) un
qualunque spostamento virtuale a partire dalla configurazione attuale.

‘Rispetto al generico S,, un S,, dopo la ormai convenuta spe-
-cificazione di ¢, in una configurazione naturale intrinsecamente -
stabile, per ora g’intende caratterizzato solo dalle restrizioni (8); ed
(8),, per la § o la W, :

S?:O, Sj*;ﬂ-.. C*V,‘.
‘fS[‘é]'dctzo,

\ ex

(8)

’

le quali perd implicano
@ f Q1] dey = 0.

Le sole (23) possono smtetlzzarm nell’uguagha.nza. scalare

(25) , — f i 2o A0, —{—fﬁ‘*dc,,xz -+
+ff*dor><z*+f¢*da:‘;><z*=0,
’af ‘@ .

purche la si intenda valida per ogni scelta della fanzione vettoriale
#*(P,) = z(P) fra tutte quelle che, in corrispondenza al considerato
stato di quiete, ¢, rendono soddisfatta T’uguaglianza

(25’ :  Z QD=0 ... c,,

rm
equivalente a -

_diva=0 ces €.

Si possono anche sintetizzare le ¢23) e (24) in una relazione
pura, la relazione simbolica '

(26) -—Z[ ,mLmdc*—l—fF*dc ><v"—|—ff'*do < vt 0,

x
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da intendersi -valida per ogm funzIone vettoriale v* (P ) = v(P) che,
oltre rendere seddlsfatta l’uguagha,nza, . Co

rm

(26) . e Z(D,-m'v,-m=0 e e G*,

equivalente a
divp v (P ) =0. ¢,

si uniformi su o, — Ao ai 'vmcoh attuali: restando poi localmente

~arbitraria, anche in verso, tanto su ¢;, quanto su Ado. Assegnata la
sollecitazione attiva, quando si sia riusciti a determinare le tre-
%, (P,) — e quindi 46 — in modo da rendere completamente sod-
disfatta la relazione simbolica [insieme alla (22)] si potra ulterior-
mente ricorrere alle (23) per ricavarne, con’ sole quadrature, le
reazioni vincolari, dopodiché resteranno umvocamente determlnate
le K, da :

Krm = - Safm + C?) (Drm

e suceessivamente le X,,, da

(27)_ Xes = — 2 Sy Tsm + @ atn = — -(‘Srs(‘l" Z Bem Wem) + @ Org.
m : ! m

III. STATICA SEMILINEARIZZATA

1. Piceole trasformazioni.

Questa conferenza rigudrderd, sempre nell’ambito della Statica
'isoterma, solo le piccole trasformazioni degli S,.

Sia dP, un qualunque elemento llnea.re di Oy © dpP il corrlspon
dente élemento di ¢: insieme sia

-

|aP| —|ap,|

6“? (AP,

l’allungdmento unitario di dP e 0 ¥ misura in radianti della sua
deviazione dP dP. Dicendo piccole trasformazioni voglio proprio
asserire la possibilitd di trascurare, rispetto all’umté, tanto ogni
84, quanto ogni 0.





