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Liquidi perfetti. — Dicendo liguido perfetto intendo rife-
rirmi a un G, pel quale il potenziale termodinamico venga a non
dipendere effettivamente dalle ¢: '

F= F[T].
In questo caso — che, & inutile dirlo, restera nettamente
escluso dalla definizione dei solidi elastici incomprimibili — si an-

nulla identicamente la ¢ e la (21) dd x» = pRa. Quindi, stante
- Pidentita » = fRa, semplicemente risulta [come era ben prevedibile]

p=p, B,.=pn.

Al tempo stesso dalle (22) 8i. hanno, come equazioni la,gmngidne
dell’ Idrostatica , le -

(23) Roe (gradpp) = k*F ... C,, PpRaN*=f* .. 3,.

V. INTERVENTO DELLE TERNE PRINCIPALI DI DEFORMAZIONE,

Per piccole trasformazioni notoriamente conviene la sistematica
decomposizione dell’omografia

@ = |||

nella somma di- una dilatazione [omografia a matrice simmetrical
con una omografia assiale [omografia a matrice ahtisimmetrica].‘
Per trasformazioni finite conviene invece decomporre la « nel pro-
dotto di due omografie, con le modalitd che mi appresto a precisare
per poi metter subito in rilievo, in vario modo, la loro efficacia.

1. Deformazioné pura e rotazione locale.

Ogni dilatazione ammette una terna unita trivettangola. In altri
termini, quando l’omografia y = ||-gi; || ® a matrice simmetrica, esi-
stono tre versori ¢,(r = 1,2, 3) mutuamente ortogonali tali che
ognuno dei yi, conserva la direzione, se non il verso, del relativo
¢, . Esistonoe cio® tre scalari I, — i coefficienti principali.- della
dilatazione — tali che
- plp = Iy 4,

essi coincidono con le tre radici dell’équazione secolare in I

| 92 — 8a I'[| = 0.
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Unica & la terna trirettangola unita di y se i tre coefficienti
principali sono tutti diversi, mentre & unita ogni terna trirettan-
gola di cui faccia parte 4, ogniqualvolta sia I',y; = I',42.

Ho ormai D’abitudine di chiamare dilatazione pura una dilata-
zione [propria] per la quale tutti tre i coefficienti principali siano
positivi, in modo che nella corrispondente (27) affinitd [non degenere]
8i abbiano tre semirette unite mutuamente ortogonali. Risulta sem-
pre una dilatazione pura la

=Ko - o

per il solo fatto che la « non & mai degenere [D == 0).

B poi superfluo ricordare che un’omografia vettoriale prende il
nome speciale di « rotore» se la corrispondente affinitd equivale a
uno spostamento rigido con un punto fisso. :

Sia as la dilatazione pura univocamente caratterizzata dall’a-
guaglianza

1y : a3 =@ =1+ 2,

-

ciot la dilatazione pura che si ricava dalla & quando, senza toc-
care le sue direzioni unite, si sostituisce ciascuno dei suoi coeffi-
cienti principali col valore assoluto della'rispettiva radice quadrata.

La a; si riduce alla o solo quande anche questa sia una dila-
tazione pura, ma peppure e difficile riconoscere che la condizione
D > 0. basta sempre a garantire la possibilita di decomporre la o
nel prodotto della as per un conveniente rotore a,, ' ‘
(2) ‘ ‘ o= as: |
anzi & questo 'unico modo di decomporre la « nel prodotto di una
dilatazione pura per un rotore.

Ebbene, proprio la (2) & la formula di decomposizione che meglio
conviene per i successivi sviluppi, insieme alla denominazione di
deformazione pura in P* per la as e a quella di rotazione in P* o
-rotazione locale per a,.

2. Una notevole decmnposizi\one‘ «del’omografla euleriana di ten-
sione. ' '

’

Per mettere subito in rilievo ’utilita di questa decomposizione,
riprendo le uguaglianze che, per un qualunque sistema continuo 8,

(2) Quella che ad es. intercorre tra i punti 7 e W se si pone OW ==y (0V).
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legano Vomografia » di KIROHHOFF all’omografia euleriana e all’o-
mografia lagrangiana di tensione, § e $,:

‘x = fRa = af,.

i

La (2) — sarebbe. facile controllarlo — equivale a
Ra =, - Daz?,
in modo che 8 e f, vengono a essere legate da.ll’uguaglianza
B-Da gyl =a %t
e questa neppure diﬁ'erisce da

3 | f=apfat

se 8i pone
, 1
Be = D xsBets +

Cosl la B, certo risulta una dilatazione [perche evidentemente
non differisce dalla sua coniugata] e la (3) viene a presentare la
come la trasformata della B, mediante il rotore a,. Resta quindi
messo in luce che le due dilatazioni § e B, differiscono solo per
Porientamento dei loro assi prineipali. Pin preclsamente gi ha che:

a) il rotore o, stabilisce una corrispondenza biunivoca tra le
direzioni unite di g, e quelle di B, direzioni principali di tensione ;

- b) le tensioni principali B,,B,,B; in P [coefficienti princi— |
-pali di f] ordinatamente coincidono con i coeﬂiclentl principali di
B, , ciod con le radici dell’equazmne secolare in B

4 1 Za— 8B =0,

se si  accennano con Z; i coefficienti della 8, rispetto alla T [co-
munque prefissata]. |

Ad es. basta che § sia un @,, perché [quando sia assegnata la
forma effettiva del potenziale termodinamico] la g, resti localmente
individuata dalle g;, p e T; onde lo stesso pud ripetersi (*%) per la
B, con immediata conseguenza che le tre tensioni principali restano

(*) La a; » sempre localmente individuata dalle sole & . .
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sempre localmente individuate solo dalle caratteristiche di deforma-
zione, dalla pressione e dalla temperatura [in base -all’equazione
secolare (4)] mentre le direzioni prineipali di tensione diretfamente
dipendono anche dalla rotazione locale [in quanto possono ottenersi
solo trasformando mediante «, le direzioni unite di f£.]. _

Nel caso tanto pin particolare dei liquidi perfetti si riconosce
- subito che & _

Be=p=2§:

le tre tensioni principali coincidono in p, qualunque terna trirettan-
gola & unita per f,, come per B.

3. Un teorema di esclusione nella Statica isoterma.

Riprendo le equazioni raggiunte per ogni sistema incomprimibile

a trasformazioni reversibili, &,, al ter_mine della prima conferenza :
Ra (grad pp) — 2 dp0

(5) | TR
' (pRa —ap) N*=f*...2,,

dove ¢ sta a indicare il prodotto per k* della dilatazione a.ssoclata

al potenziale termodinamico. ,
Pensiamo per un momento alla sola Statica isoterma,

=k’F...0*,

@  T=I,, Dll=1...0,,

per un G, non soggetto a vincoli in superficie, intendendo proprio
agsegnate tutte le forze di massa e le forze al contorno, nonché
Pespressione effettiva del potenziale termodinamico.

Le (5)-(6) non possono non lasciare indeterminata una trasla-
zione d’insieme, pel semplice motivo che, ‘in' corrispondenza a
ciascun P*, quando a 8 si aggiunga un qualsiasi vettore costante,
insieme ad a, a3 6 ¢ resta esattamente invariata la ¢, qualunque
possa essere la sstruttura del potemziale termodinamico. I inutile ag-
giungere che, anche trascurando tale inessenziale indeterminazione,
non & affatto detto che il sistema in esame univocamente defermini
la «(P*), mentre, se cid si verifica, resta pure univocamente deter-
minata la pressione (*9).

(%) Dato che allora le (5) si riducono a dare gradp, p in tutte C, e p in
tutto 3, . :
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Perd si pud nettamente mettere in luce una clrcostanza di cui
non resta traccia nelle teorie linearizzate e ciod che sussiste il se-
guente teorema di esclusione: gli- spostamenti

C,~C, C—C

inerenti a due diverse soluzioni delle (5) e (6) non possono diﬂ"erife',
per unag semplwe rotazione rigida, a meno che tutte le forze

F.k*ac,, f*dz,

ammettano una stessa direzione, destinata a essere quella dell’asse
di tale rotazione. In ogni altro ‘caso una indeterminazione di 8 effet-
tiva [ciod non limitata all’aggiunta di un vettore costante] deve ri-
JSlettersi anche in una qualche indeterminazione della deformazione pura.
Confermerd questa circostanza inaspettata con un esempio tangibile
nella penultima conferenza. '

Frattanto, per tracciare la diﬁlostmzione ‘delPasserto, convengo
-di distinguere con un apice tutto ¢id che pud riguardare € e
rivolgo la attenzione al fatto che la mnostra ipotesi implica

a' = R, Ra = KRa

con R rotore costante.
~ In base a questo dalle () risulta

*F =R (K*F) + RRa gradps (p' — -P)--
f"’ ‘R(f*) ~+ (9" — p) ‘RRa N*.

Per dimostrare che deve essere

(7) ‘ BF=REE...0, [*=R(..

bastera dunque accertare che le equazlom ora scrltte hanno come
necessaria conseguenza

(8) . p'(PYH=p(P"Y...C
L’equazione indefinita equivale a (%)

(=1 — 1) k" F = Rat gradpe (p’ — p) = D gradz (g’ ~ p)

(*) Qualunque sia lo scalare m*(P*) =m(P) si ha Ra (grad pum™) = Dgrad pm.
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e l’equazione al contorno a
(R1—1f*dZ, = (p’ —p)Ra (N*dZ,)=(p' —p) NdZ.

D’altra parte il trasformato di un qualunque vettore mediante
‘®—1—1 & normale al comune asse, a, di K ed ‘®—!, onde la no-
stra ipotesi impone che lo stesso si verifichi per gradp(p’ — p) nello
intero ¢ e per (' — p) N sull’intero 3. La prima condizione dice
solo che p’ — p dovra avere uno stesso valore lungo ogni corda 1
di C parallela ad a, ‘ma Ia seconda aggiunge che agli estremi di
ciascuna ! tale differenza non potra essere che nulla, onde resta
esattamente dimostrata la necessita della (8) e con essa quella delle (7).

4, Terne principali di deformazione.
Come & tradizionale, dird che la terna trirvettangola
P=P*i 1,1,

& terna principale di deformazione per P* quando essa & terna unita
per la deformazione pura in P*, (as)p+. Questa definizione esatta-
mente equivale a chiamare la. ? terna principale di deformazione
‘soltanto quando & trirettangola anche la sua immagine

P =, P

sulla configurazione attuale: onde una terna trirettangola di origine ‘
P & terna principale di deformazione per lo spostamento inverso,

c—-0

* )

soltanto quando la sua immagine su C, & terna prlnclpale di defor-
mazione per C, -+ 0. .
Appresso saramno sempre indigati con -d, i coefficienti principali
della a3, con 4, gli allungamenti principali, legati ai d, dalle egua-
glianze , .

dp =1+ 4, :

onde avremo

L D=ddady = (14 4,) (1 + 4y) (1 + 45).
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Indicherd invece con A, i coefficienti principali della & e con
B, le caratteristiche principali di deformazione [i coefficienti princi-
pali della s] legate agli A, e ai A, dalle uguaglianze

1428, =A,=(1+ 42:

per piccole trasformazioni le F, si confondono con i 4,.

Per un determinato P* si ha un’unica terna principale di de-
formazione ‘solo nel caso generico di allungamenti principali tutti
tre diversi, ma per semplicitd di linguaggio non terrd sistematica-
mente presente l’eventualitd opposta: onde parlerd della terna prin-
cipale di deformazione, ecc. L

~ Continuando a pensare a un qualunque sistema continuo §,
giano Y3, (r,8=1, 2, 3) i coefficienti di g, [in P*] rispetto alla P
e X7 le ordinarie caratteristiche dello stress rispetto alla P, .

Stante la (3) gli X} devono ordinatamente coincidere con i

coefficienti Z¥ della

, 1
ﬁ¢=6“6‘3ﬁ0&5

rispetto alla . D’altra parte, essendo P terna unita di o, si ha

“aig=d5'ig (8=1,2,3)

e quindi
DZs = 4, >< asf, asty = agi, >< B xsts = d,.d,Y%.

In conclusione rimane stabilito che tra le X* e Y* sussistono
le semplici uguaglianze

Qs
9) X5 = Ty
Si noti che in ogni caso le X,¥ danno gli sforzi normali sui tre
elementi di superficie do di O corrispondenti ai tre elementi di su-
perficie do, di C, che in P* sono ortogonali a ¢, ,4,,%,; elementi
do che in genere non saranno ortogonali a direzione unite di g.
Per quanto invece riguarda le tensioni principali B,,-finche si
parla di un ‘sistema continuo qualunque si puod solo aggiungere che



64 _A. B1GNORINI

esse dovranno dare le tre radici dell’equazione secolare

o 1 dd, |
(10) N a,.B = 0.

V1. ESTENSIONE DELLE FORMULE DI ALMANSI, SISTEMI ISOTROPL.

In questa conferenza mi propongo in | primo luogo di richiamare
P’attenzione su certe formule che in modo espressivo estendono a un
qualunque @, [sistema incomprimibile a trasformazioni reversibili] le
espreésioni assegnate da ALMANSI, fin dal 1911, alle tensioni prin- -
cipali di un comune solido elastico isotropo. Da quelle formule, pas-
sando a parlare specificamente dei @, isotropi nello stato di riferi-
mento, potro agevolmente dedurre che per questi le ordinarie carat-
teristiche dello stress vengono a dipendere — oltre che dalla pres-
sione e dalla temperatura — solo dalle caratteristiche di deformazione
dello spostamento inverso: senza un esplicito intervento della rota-
zione locale. .

1. Lemmi di Cinemat'ica.

Mantengo le notazioni della conferenza precedente per un de-
terminato stato % di @,, rivolgendomi a un determinato punto P*,
comunque scelto in C_. Insieme, indipendentemente dallo speciale
significato della terna trirettangola '

P = Py,
introduco tre parametri '

P1s P2y Ps

con l'unica restrizione che comﬁlessiv&mente essi risultino in eorri-
spondenza biunivoca col generico orientamento della 2. Ad es. potra
trattarsi di una tefna di angoli di EUuLERO della ? rispetto a una
terna fissa scelta una volta tanto in modo del tutto arbltrarlo, in-
dipendentemente dalla C :

Relativamente a un qualunque altro stato %’ di G,, sempre
per P* indicherd con P’ == P*ijd;i; 1a terna principale di deforma-
zione, con ¢, i valori dei @, spettanti alla P/, con &' l'omegrafia
di deformazione, con B, Fj, Bj le caratteristiche principali di de-





