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I. PREMESSE DI CARATTERE ASSAI GENERALE.

1. Introduziéna. |

Vorrei cominciare i miei discorsi su quesfioni di elasticitd non
linearizzata e semilinearizzata, leggendo in parte le prime due pa-
gine di una conferenza (!) che io tenni qui nel 1942. Mi sembra che
in esse siano ben dichiarati i criteri di sinceritd a cui si Sono sempre
uniformate le r1cerche mie e dei miei collaboratori. N on si & mai
“ cercato, in punti esgenziali, dl « evadere la pratica » con qualche co-
modo escamotage presentato come suggerimento di una speciale in-
‘tuizione fisica, Speciale intuizione che certo non potrebbe derlvare
da una conoscenza comunque a.pprofondlta. della teoria linearizzata,
dove tacitamente impera un principio di sovrapposizione degli effetti

" che va irrimediabilmente perduto nel passaggio a trasformazioni finite.

« Nella teoria ordinaria delPElasticita, duplice & il gnadagno che

7 .« pilt 0 meno giu’stiﬁcatamente 8i ricava dal trattare gli spostamenti

"« come infinitesimi: si linearizzano i singoli problemi » (almeno fin-
.che non si va a pensare a vincoli umla.terah) « 81 riduce il poten-
« ziale elastico a una forma quadratica, in modo: che per raggiun-
_« gere la sua espressione definitiva si hanno solo da chiedere all’e-
«sperienza i valori di un certo numéro di parametri, invece che
L« Vintera struttura di una funzmne di piit variabili.

(‘)‘Recenti.‘pro'greasi della teoria delle trasformazioni termoelastiohe finite « Atti
del Convegno matematico del 1942 » (Roma, Bardi, 1945) pp. 153-168.
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« B quindi duplloe anche la dlfﬁcolta di estendere 1a Elasto-
« meccanica oltre i suoi conﬁm abituali. ‘Rinunziando a trattare gli
-« spostamenti elastici come spostamenti infinitesimi, si va incontro '
«a problemi al contorno di tipo non lineare, e, quasi c¢id non ba-
« stasse, prima di ogni calcolo numerico si ha da affrontare un pro-
« blema estremamente difficile di vera Fisica matematica : scelta del-
« Pespressione completa del potenziale elastico.

« B pur vero che in svariati e anche fruttuosi tentat1v1 di esten-
« gione della teoria ordinaria una parziale rinunzia alla 1nﬂmte81ma-
« litd degli spostamenti & stata abbinata all’espressione tradizionale
« del potenzm,le elastlco. Ma un tale abbinamento & giustificabile golo

.« nel caso dei sistemi elastici sottili (sbarre, plastre, ecc. ), €aso Spe-
« ciale che oggi intendo trascurare.
' -« Ho detto « deformazioni elastiche» e « potenzmle elastico »,
« Propriamente avrei dovuto dire « trasformamom termoelastiche »
« e «potenziale termodinamico » perché quando si rinunzia a trattare
«le deformazioni elastiche come infinitesime la legge di Hooke deve
« cedere il passo ai due prineipi classici della Termodma,mlca., secondo
«le indicazioni date da Thomson fin' dal 1855.

« In definitiva si & rlcondottl a uno schema di carattere pura-
« mente meccanico tanto nel caso di trasformazioni isoterme, quanto
«in quello di trasformazioni adiabatiche. Ciononostante mi pare che
« il necessario riattacco della teoria generale dell’Elasticitd alla Ter-
« modinamica nen possa mai venire dimenticato. Invero tale riattacco
« subordina il potenziale elastico, isotermo o adiabatico, al poten-
« ziale termodinamico. Quindi, se anche ad es. e¢i si vuole occupare
«solo di trasformazioni: isoterme, al momento decisivo [voglio dire,
« al' momento della sceita del potenziale elastico] si deve tenmer ben
« presente che un’espressione del potenziale elastico pub avere un
« effettivo valore fisico solo se si pud associarla a un’espressione
« del potenziale termodmamleo che non dia laogo a incongruenze.

Queste saranno le direttive. anche delle mie conferenze attuali,
~ ma per procedere per gradi, cid ehé ora comincio a dire vorra ri-
guardare, fino a contrario avviso, la sola Statica isoterma.

Pure con ‘questa’ limjtazione la teoria resta assai complessa. se,
come intendo fare, si pensa a un solido elastico soggetto aon solo
a vincoli in’ superficie [appoggi, punti fissi], ma anche al vincolo in-
terno di ‘incomprimibilitd [conservazione dei volumi), vincolo di uso
.ormai tradizionale in tutte le questioni riguardanti la gomma ei
corpl consimili.
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" Comineerd col richiamare, nella sua essenza, quaiche proprietd
comune a tutti i sistemi continui, per poi ordinatamente introdurre
il vincolo di incomprimibilita, la eondizione di reversibilita delle tra- .
sformazioni, i vincoli "in buperficie, senza mai fare esplicito ricorso

~alle proprietd di simmetria delle ordinarie caratteristiche dello stress :
_ & solo nella  seconda conferenza che passerb a parlare di questioni

rlguardantl unicamente i SOlldl elastici,

-

" 2. Le equazioni di Cauchy..

Sia dunque S un qualunque  sistema continuo tridihlensiona.le,
~in quiete rispetto a una prefissata terna di riferimento (C cartesiana
ortogona.le, di origine 0. ‘

Indicherd con ¢ il suo stato attuale, con o il suo contorno com-
'pleto con P un punto qualungue di ¢, cen @y (r=1,2,3) le coor-
dma,te di P rispetto alla C, con » il versore della normale interna
a o, con Fdcle forze di massa, con Edo le forze in superficie,
con Xra( 8=1,2,3) i valom delle ordmane caratteristiche dello
‘stress in P_ dei quah sia preclsato il segno computando positiva-

mente le pressmnl
Con questo le equazmm genera.h della -Btatica dei sistemi con-

tinul — le classiche equazioni, di CAUOHY — si presenta.n_o nella
forma [eulerianal ' ‘

0 Xri
' s 0%s

1) =F...6c, ZSXuyvy=25...0.
) : 2
" In seguito al posto di Z,, scriverd f, quando si tratti di forza at-
~ tiva, e invece @, quando si tratti di reazione vincolare. '
. Sia ora &(P) una funzione vettoriale di P del tutto arbitraria.
Come ben si sa, Ie (1) possono sintetizzarsi nella condizione

 ,(2) -decxa—l—fEdnx&-l-fdc.zg".

'purcﬁé 'qil‘ést’unica.; uguaglianza [écala,:e] g'intenda valida per ogni

.- ‘scelta dells §(P). . -

e Si tratta di semplice equivalenza analitica, per nulla subordi-
' na.ta al,sigfniﬁcato fisico delle F,&, X. Anzi perché essa sussista,
non occorre neppure la proprieta- di simmetria delle ordinarie carat-
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teristiche dello stress :
‘ C Xra = X, ‘.i -

Di solito si legge la (2) dicendo che‘ le équaiioni ‘ai CAﬁ'ﬂHY pos-

~sono sintetizzarsi nella condizione che per ogm spostamento mﬂm-
tesnno, ' :

as—-&(P), B

a partire da uno stato" d1 qluete gia nullo il Iavoro nomxnale (2)

complessivo delle forze di massa, delle forze in superficie e delle o

forze intinie: per un elemento qualunque  del sistema il lavero no-
~mingle’ azm delle forze intime s’mtende proprlo espresso da’

BEr

@) 19 = de. zx,, T

3. Le equazioni di Kirchhoff

3

In ogni questione di deformazwm ﬁmte occorre Ia ruluz:one

delle equazioni di CAUORY a forma lagrangiana.

- S8ia ¢, una conﬁgurazmne di- riferimento di 8, scelta nel modo .

che pil possa far comodo per un determinato scopo, fra tutte le pos-

sibili conﬁgurazmnl di 8. Indlchero con ¢* il contorno completo di- -

¢,, gon ¥* il versore della normale interna a o*.

Tra i punti di ¢ e quelli di ¢, va sottintesa’ una mcondlzmna.ta ‘

corrispondenza blumvoca. Chiamero . sempre P il punto di prove

nienza di P; y, le coordmate di P,, anche queste rlspetto alla pre- l

fissata T; 8 (P) PPl sposta.mento locale ;

. . .ug- = Xy — yr .
le componenti di 8 e o

' D>0
il determinante jacobiano. delle © rispetto alle y:.‘
- Conviene anche porre

Fde= F*de,, Bdo=BE*do*

(% V. ‘Meccanica razionale con elementi d@ Statica graﬁca, vol II 25 ediz. (Ro-
ma, Cremonese, 1954) pp. 53-85'e 118- 114 .
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emé rappresentare con F’ l’mtensnté, della forza di massa [attuale]
riferita aﬂ’umta di volume di ¢,, e con B* Vintensitd della forza
superficiale riferita alPunitd di area di o®. ~

~ IYincondizionata cornspondenza blumvoca tra P e P, permette
di pensare £, funzione vettoriale al_'bltrza.rla;, di P, come un’arbltra
- ria funzione vettoriale di P,,&*. Resta dunque senz’altro acquisita
un’espressmne lagrangiana del lavoro nommale delle forze di ‘massa

e delle forze in super(lcle,.

, ,-Subwo che, posto .

fm‘c,,ge«',: fE*do*x&*,

~ Per qua.nto poi rlguarda i lavoro nominale delle forze mtlme,
_quando 8i pensi §. come. funzmne di P per il tramite di P _appare

0 Yo

(74) P Ko = (D 2; Xfc 0% (r,m ‘“—"1, 2, 3),
~ 'risulta [ofr. (3)] | - B
o S e - 0&
(B) A = ey 3 Ky .

o

" 8¢ ¢, per caso, coincide con oy [, =0, =y le K non differi

. scono dalle X. In generale [# parita di ¢, e ¢] le K vengono a es-
~ sere in eornspondenza, biunivoca con Ie X, le ordinarie caratteristi-

’ che dello stress eqmva,lendo le (4) a

C(4) . . X,. == E K
( ) o (D ; aym
: Abbiamo 6rniai tfaddtto 1a (2) nella condizione che sia
| '- | " * | #r ' * | 35:*.
(6). 0= F'd‘%x% + B do* >< §* - doy - 3 Ky ’
. . . ) . : ’ ' ) ' ’. m

© o¥ [

m

' per ogni scelta. di &, Ma quesba condmone o proprlo dello stesso
- tipo della (2), salvo le agglunte di aéterls('hl e la sostituzione delle
.y ‘alle 2. Null’altro dunque oceorre per concludere che le equazioni.

- di CAUCHY equivalgono alle equazioni di Kirchhoff

9 . 2
U T

=F}... ¢,y S Ky =25%..,c*,
T O
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4. Notaziohi.

Per abbreviare le notazioni, sard utile convenire di indicare
‘semplicemente con ‘

&%

la g & /ay,, qua.lunque sia la funzmne vettorlale %" di P,. In par-
ticolare scriverd u, al posto di dw,/0y,, cid ehe’ ‘ad es. tra,duce il
determinante jacobiano @ nel determinante di 3° ordine che ha quale
elemento generico &, | 4., cOD la notazione di KRONECKER : <)
viene dunque a corrispondere a una ben determinata funzione di 3°

grado, : .
Dy, .

delle u’, se cos) si accenna l'insieme delle nove variabili «,,.
Fra un momento comincerd a scrivere

Drs

per 1ndlcare la & D(w’) /8 un, effettuata prescindendo -da ogni’ even-

. tuale legame fra le »’: insomma D,, restera a indicare il comple- 3

mento algebrico di x, nel primitivo determinante Jacoblano e, ad es:
le (4) potranno anche scriversi

Km=2X1gCngo - - o g
8

Converrd inoltre rilevare subito che per un gualungue sposm-
mento infinitesimo 88 = &(P) a partire da ¢, le variazioni delle u,,
ordinatamente coincidono con le &: : '

371,.,:5,‘-5 T (r,s=l,2,3)',‘

per il semplice motivo che Voperatore § & permutabile con la deri-
vazione rispetto alle variabili lagrangiane y [non con la derlvazmne
rispetto alle ] . :

Seilos e completamente arbltrarlo, per un aetermlnato ma
qualunque, elemento del sistema viene anche a essere completamente
arbitraria ciascuna delle du, : se invece si assoggetta il d8’a qual-
che restrizione, questa ha come necessarm riflesso quaiche restrizione
per le 8u,. Il caso di magglore mteresse, per cid che poi dovro .
dire, & quello che al Bs>ve11ga imposto di conservare tutti i volumi,
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caso che dlstmguerb scrlvendo 0’ al posto del sempllce a e z(P)
( ,) al posto dleoé’ '

Vs=a(P)=#(B), Pw=2h

'Al]ora le o’ Upy Vengono ev1dentemente 2 essere lega.te dall’ugua-
glianza

(8) . ' - . ' N Z-(Drn a,u»rg = 0 .

e solo da essa. Se per caso 8i ha la com(ndenza di ¢ con o.,, di z(P,)
con z* (P, ( ) esattamente si riduce a

. }-* —
divp 2" =0,

mentre in generale si h# golo Videntitd della (8) con

(8Y N | ' div,z=0.

5. Sistemi incomprimibili.

- Pensiamo ora che S sia un sistema continuo incomprimibile.
Dicendo «sistema incomprimibile », lo-ho gia avvertito, voglio pre-
-cisamente dire che per ogni elemento y del sistema, in ogni suo
stato, le w’ g’intendono legate dalla condizione

(9) ‘ L D) =1,

" la condizione che per ciascun elemento non vari il volum nel pas-
-gaggio dalla configurazione di riferimento allo stato attuale. Quindi
in ogni trasformazione elementare, effettiva, di y lo spostamento lo-
cale non puod essere altro che del tipo 9’8 e le corrispondenti: va-
riazioni §"u,s delle u,, devono intendersi legate dalla (8). -

Al tempo stesso, sempre per ciagcun y e per ogni sua trasfor-
mazione elementare; il lavoro §’!;/de, delle forze intime riferito al-

. " Punitd di volume di c,, in base a (5) viene a essere espresso da

PR
de,

=2‘Kma’um..
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6. Sistemi a tra.sfol'-m‘azioni reversibili.

’ " Passo ad a.ggmngere la restrizione che S gia un smtema a tra-
sformazioni reversibili, 8,, prendendo ancora di mira una determlnata

ma qualunque, particella y del sistema.
Per quanto pud riguardare la Statica lsoterma, i due pl‘lllClpl

classici della Termodinamica direttamente vengono & ‘dire che, in ogni - -

‘trasformazione elementare, effettiva, di x, ¢’ l;/de, deve Tisultare un
dlﬁerenzmle esatto, il differenziale esatto di una funzione — W delle
u’, tra loro legate dalla (9):

I

Ao, =—dWu’).

(10)

La W @& proprio il potenziale elastico, funzione caratteristica della
struttura del corpo naturale schematizzato nel continuo: la si deve
intendere dipendente anche esphcltamente ‘dalle y se il corpo non &
omogeneo nel prescelto stato di nferlmento , - _

1 vincolo di incomprimibilita, per quanto dlrettamente nguarda
il potenziale, da luogoe soltanto a una certa indeterminazione nella
sua espressione effettiva. Invece a due espressioni d;verse della Wiu')
- generalmente corriSpondono anche valori diversi per le derivate par-
ziali rispetto-alle singole wu,, pensate come mdlpendentl, derwate che
brevemente mdmherb eon W,

0 :V () W,

tUyg
~ Si tratta pero di indeterminazioni che naturalmente ﬁmscono per
riuscire inessenziali sotto ogni- aspetto, e potrd fare a meno di pren-
‘derle in considerazione. Per eliminarle basta intendere, come -inten-
~ derd, di far sempre capo a una stessa, ben determinata, espressmne
della W (x'), tra tutte quelle che siano consentite da,lla (9).

' Oomunque deve verificarsi l’uguaghanza

ZKrma Upm = —-Z Wi 0 Uem |

L4

- per tutte le nonuple di valorl delle 0 Wy, soddwfacentn a]la (8), onde
si pud- concludere che, per solo effetto -dei due prlnclpl classici della
‘Termodmamlca,, deve esistere uno scalare,

.t ('P*) )
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a prwn del tutto indeterminato, che renda smultaneamente verifi-
. -cate, per ciascuna particella del mstema, le nove uguaglianze (3)

: ‘Krm= - Wrm +PCDrm-
Per W = cost. esse danno K rm =P Drm © qumdl [cfr. 4)’]

er =p (S'rs

-8, 11 caso dei hqmdz perfetti.
Comungue lo- scalare p riesce at,bo a caratterizzare da solo le
~ reazioni vincolari interne: potremo chiamarlo la presswne vincolare

' -mterm o brevemente la pressione [positiva o negatival in P.

Accenniatmo con py(P,) i suoi valori in e,, che fin d’ora penso
quali dati: diremo nella seconda conferenza come ad es. essi restino .
. univocamente individuati dalla restrizione [per il momento del tutto
K rsuperﬂua] che ¢, sia una configurazione naturale di S,.

Insieme indichiamo con '

AR O =p— Pa

1’mcogn1to incremento di presswne nel pa.ssagglo da]lo stato di rife-
rimento allo ‘stato attuale, e poniamo :

ay L Swy=ww) =L @) —1).

L'e' derivate . pa.i'ziali, 8w, della ‘S" rispetto alle singole W.m Ppensate
come indipendenti, dlrettamente sono espresse da ‘

Sr'm = Wrm — p‘ @rm

‘ma ® inutile conservare il D, perché a derivazioni eseguite si pud
“subito fare intervenire ta (9), in modo che per le singole K, si ha -
anche l’espressmne A

(12) - Krm = ""lSrm + @ rDr'm.-

~ Cosl ]e equazioni mdeﬁmte di KIRGHHOFF restano rldotte a

(13)1 I Z = + 2 @'rm = Fr‘ (1’ = 1, 2, 3), '
’ ‘ m o Ym !(9 Ym ’
- perch® 3 8 Dym/0 ym & sempre zero [note identitd).

.» In asaenza del vincolo di mcompmmlbﬂlth si- sarebbe semphcemente tro-
vato K, = — i,
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Al tempo stesso le coud,izioni al contorno si riducono a
(13), - Z(— Sem + & Dem) v = & .
.om o .

Nei primi membri delle prime e delle seconde; a calcoli fatti, figu-
rano come incognite solo le tre componenti di spostamento u, e l'in-
cremento di pressione @, insieme a loro derivate parziali prime e
geconde, rispetto alle y. Anzi nei primi membri delle equazxom in-
definite @ interviene solo attraverso le 9 @/6 Ym .

_ Per quanto rignarda la relazione sintetica (6), sotto vari punti
di vista riesce veramente essenziale il fatto che, dopo la specifica-
zione delle K,,, nel modo ora detto, la (6) resta depurata dell’inco-
‘ gnita @ non appena si specializzi il vettore completamente arbitrario
§* in uno 2*(P,). Insomma, come Lecessaria conseguenza delle (13),
8i ha :

(14) —|Jdoy 2 Spm 25 +fF*do,,><z* —|—[E*do*><z* =0
' ' ‘ . o* ' .

Cx

per ogni scelta di z* (P,) tra le funzioni vettoriali che in corrispon-
denza al considerato [ma incognito] stato di quiete rendono soddi-
sfatta la (8), '

S Dy 2n = 0.
rm

E sussiste anche la proprietd inversa: il verificarsi della (14)
per ogni 2* & anche sufficiente per 1’esistenza di uno scalare @& (P,)
atto a rendere soddisfatte tutte le (13) [dove si pensino le F, e =¥
- come datil. La cosa non sorprende e si pud dimostrarla in vari modi-
Se ne parla, in forma euleriana, anche all’inizio della mia 3* Memo-
ria (4) degli « Annali » sulle trasformazioni termoelastiche finite.

Quando si sia rinsciti a determinare incognito stato di quiete
in modo da rendere interamente soddisfatta la (14), insieme alla (9),
si pud ulteriormente ricorrere alle (13) per la determinazione della
@ , problema aggiuntive molto piut facile del primo, e che non ci
sarebbe neppure in assenza del vincolo di incomprimibilitd.

(%) Trasformazioni termoelastiche finite, « Annali &i Matematica », serie IV ;
Mem, 18 Tomo XXII (1948) pp. 33-143, Mem, 2# T. XXX (1949) pp. 1-72, Mem
8a T, XXXIX (1955) pp. 147-201.
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7. Vineoli in sﬁpefﬂcie;

Passando a-parlare dl vineoli in superﬁcle, ammetto natural
mente che anch’essi non dipendano dal tempo e siano privi di attrito,
ma non escludo che possa trattarsi d1 vineoli. unllaterall, qua.le ¢ un
' semphce appoggio. g '

' La scelta della conﬁgurazmne di rlfemmento e finora restata
eompletamente arbitraria, tra tutte le possibili conﬁgurazmm del no-
stro sistema incomprimibile, ma ormai & ovvio 1mp0rre a ¢, una pri-
ma restrizione, intendendola conforme anche ai vincoli in superﬁele.',

Per il contorno ¢* di ¢, chiamerd o¥ la regione o 'insieme delle
regioni soggette a vincoli esterm € superficie lzbem, of , tutto il re-
sto. E insieme chiamerd o, e o; le immagini dl o¥ e of sul ‘contor-
noogdie. : L

- In-corrispondenza a ogni elemento della superficie libera con-
verrd ormai indicare la forza attuale con

fdoy = f* dot.

Nei singoli problemi ¢oncreti la f* figurera come un dato. Anzi
in. queste conferenze, anche per agevolare taluni enuaciati, pensero
solo alla ricerca di stati di equilibrio forzato corrispondenti a prefis-
sati valori attuali di tutte le’ forze attive; voglio dire corrispondenti
a un prefissato valore 'di F™, F*P,), per ciascun punto di ¢, e
insieme a un prefissato valore di f*, f*(Q,), per ciascun punto @,
di of: come se neppure (%) le f*do* = fdo potessero mai dipendere
dallo stato attuale del nostro sistema incomprimibile.

' Invece, in corrispondenza a ogni elemento di o3 la forza attuale
si presenterd sempre come un’incognita reazione vincolare,

-

® do, = D* doy.

Non escludo — contrariamente a una comoda tradizione — che nel .
passaggio dallo stato di- riferimento allo stato aftuale possa aversi
un parziale distacco da un vineolo unllaterale, in conseguenza del
. qu.a,le la regione di ¢ eﬁ'ettwamente vincolata sia minore di o, : voglio

» () Ad -es. esattamante non » guesto il caso di un selido immerse in un
fluido a pressmne presta.blhta, q[f = qv, F* = qv do/dd" con v e do dipendenti dalla
_cercata conﬁgurazmne attuale]. - - : :
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dire, sia 'immagine ¢, — 4o 'di una psirte‘ soltanto di o},

a =90, — do,:

.ma,gd;rl Ao, potra chlamarm area dz dzstacco ea l’a,rea, di dppoggw' -

effettivo. ‘
La 4 o, ¢ una nuova mcogmm, quando nox & vuole escludere -
a priori la possibilita di distacco da un vincolo unilaterale, ma in-

' cambio, quasi direi, ¢ naturale a.mmetter‘e che su tutta I'immagine

Ao dellarea’ d1 distacco uwon a,glsoa alcuna forza, né Vlncolare, nd.

attiva : L _ _ S
) ¢d0=0-.-dﬂ, | . . } /1

. 1

Ogni spostamento virtuale v (P) del sistema a' part‘ire dalla, sua@
configurazione attuale ormai non & plu condlzlonato dal 8olo vincolo -

‘di incomprimibilita, - - . . . , B ‘ ‘ "

leP’U-.—O e

¢’® da aggiungere Ia restrlzwne — e 8olo la restmzmne —_ che v (P)

si aniformi anche ai vineoli attuali - in superﬂcle, ciod- che perd lo -

lascia localmente arbitrario, anche in verso, sia su oy, 8ia su Ao [men-

tre, in uno spost&mento virtuale del sigtema a partire da Cyy 10 spo'

stamento locale non resterebbe arbitrario sull’area di dlstacco]
Per ogni v(P), causa Passenza di attmto, dovra mtendereu

Nl

. ¢ >< v 2 0 o0 Ov - AG ) .
¢id che equivale a y - A
asy 45*><v*_>__0..,.,a, R

e §i accenna con v* (P) l’espressmne di v (P) medlante P .

Si possono anche rxassumere le (15) e (15)- in

_(16) B &* >< v 20...0,,

‘ perchd in Jg, dato che in corrlspondenza ad essa v* @ localmente. :

arbitrario, la (16) non pud essere soddisfatta altro che da ,di" =0,
L’mtervento di vineoli in superficie non porta ad alcuna ;_nodx- :
fica formale delle equazioni indefinite (13),. Invece, per. quanto ri- -

guarda le condizioni al contorno, diviene necessario. distinguere i -

punti della, supprﬁcxe libera da quelli dell’area di distacco e da quelli
dell’area di appoggio eﬂ'ettlva, _naturalmente serivendo f r al posto
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.di EF nel primo- caso, 0 nel secondo e Pf nel terzo:

/f, ...o_;*,
a7 Z‘(——bm-}-w@rm)vm———() . Ao.,
| \qs*'

Le f*, come ho gid detto, in ogni smgolo problema. concreto verranto -
_a corrispondere, al pari delle F¥, ad altrettanti dati, mentre su a '
le @} restano solo soggette alla condiziene (15)"."

Passando alla relazione sintetica (14), & evidente, stante la (16),
che tale relazione ha ora come Decessaria conseguenza

(18) - [ dey - Z S 0}, + f F*P,) dey ><o* 4 f yal(/% d&?xv* <0
- . 1'm. ) Ce - 3 .

Cy

- per ogni spostamento virtuale a partire. dalla configurazione attnale.

E purge qui sussiste la proprieta inversa : il verificarsi della (18)
_per ogni 9* & anche sufficiente per Pesistenza di uno scalare @ (P, )
atto a rendere localmente soddisfatte tutte le-attuali (13), e le (17)
‘insieme alla (16). Una dimostrazione esaurle_nte di e¢id che ora he.
‘affermato. & contenuta, in forma euleriana, in una Nota del dr. G.
»'FERRARLSE (%) comparsa di recente jn questi Rendiconti.

La (IS) & una Telazione . pura, in essa non interviene alcuna
reazione vmcola.le, né interna, né esterna. Assegnata Ia sollecitazione
‘attiva, quando si sia riusciti a determinare ¢ — ciot 8(P,) e do —
in modo da rendere completamente soddisfatta la (18), insieme alla
»‘37(9) 8i- potra ultermrmente ricorrere alle (13), e (17) per il calcolo di
& e delle. DF , calcolo. che anzi richiederi solo delle ‘quadrature.

E con questa conclusione & terminata la mia prima conferenza.
Vorrei solo far di nuovo notare che ih tutto ¢id che ho" detto non

e’d stato un espljcito lntervento delle propnetﬁ dl simmetria delle
ordmarle caratteristiche. dello’ stress : ‘

X,.,=X .

s Tali condlzmm — dovute alla. tradlzlonale eselusmne di mo-
-_ mefntz elementam () delle forze intime ~— sono propno quelle che,
' nell"ordme di 1dee da me oggl seguito, finiscono- per unporre una.

! . ' .
(8) G. FERRARESE, Sulla relazione simbolica della meccanica dei sistemi continui

vincolati, « Rend. di Matematica », vol. 17-(1858) pp. 305- 312
(7) V. loe. clt ®), p. 98 & p. 104,
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v

trad:znonale restrmone al potenzmle elastico, prima di ogni particolare
dato sperimentale circa la struttura del corpo naturale schematizzato
nel nostro sistema continuo incomprimibile a trasformdmom rever-

sibili. Si tratta, come meglio dird nella prossima conferenza, del fatto
che il potenziale viene in deﬁmtwa a dipendere dalle nove 4’ solo
per il* tramite delle cos1dette caratteristiche di deformazione, che
. gono sei: e questo, eome & ultranoto ha smtematlcl riflessi anche
nelle teorie elassmhe. '

II. SOLIDPI ELASTIOL

Cid che dird nei ni 1 e ¢ vuol riguardare qualunque sistema
continuo : solo-nel n. 3 riprendero quanto ho detto nella prima confe
renza per i sistemi 1ncompr|m1b111 a trasformazioni reversibili, Se, per.
poi dare una, definizione dei solidi perfettamente elastici e riassu-
mere le relazioni generali della Elastostatica isoterma.

1. Carqtteristiche di deformazione.

Indico con
‘ 2 bn d. Yr d‘-.%
r8 .

la forma dliferenzmle che esprime il quadrato dell’elemento lmes\mre.
di ¢ |d32 euclideo] mediante le y, cio® intendo R

3
bry = bgp == 2 @iy Ligy
1

€ pongo, con la notazione d1 KRONEGKER
| rs = 67‘3 + 2 srx

Questa convenzione equivale ad assumere

. ) ) ' 1 ‘ 1 V .
(1) Epy == Egr ='—§" (“rsr'.'l‘ Ugyr) + 7 2 Wiy Uis 2

‘saranno utili anche le notazioni

;o o 1
(1) . "]rs=7]ar—'-"§" “ra"l’"ar





