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Ma il sistema ora seritto, per i d, e la p, & ancora il sistema
(10), che ammette una ed una sola soluzione, costituita dai d7 e
da p*. , '

I quanto dire che la (21) si esaurisce nell’imporre

p=p" os=Re4pG* Reop,

c. d. d. i

11 risultato & in perfetto accordo col teorema di esclusione di
-cui parlai fin dalla seconda conferenza. Nel caso t, =, = 0 tutte le
f* hanno la stessa direzione, mentre la (20); si riduce a individuare
@y in G*; perch® necessariamente ¢ df = df, ciod proprio la g*
ammette come terna unita qualunque terna trirettangola di cui faccia
parte lasse ¥y, . ,

Invece nel caso t, = — ¢, 3= 0 le /™ non hanno tutte la stessa
. direzione e l'indeterminazione della rotazione d’insieme si riflette in
un’indeterminazione della deformazione pura: precisamente, a una
rotazione d’insteme di ampiezza ¢ [attorno a y,] inevitabilmente si ac-
compagra une rotazione in senso opposto, di ampiezza — @f2, della
terna principale di deformazione.

X. FLESSIONE DI UNA PIASTRA RETTANGOLARE
DI SPESSORE QUALUNQUE.

Quest’ultima conferenza vuol riguardare una completa trattazione
del problema della flessione di una piastra rettangolare di spessSore
qualunque nella Elasticita .di secondo grado.

Per brevitd, ma anche per far meglio risaltare la sorprendente
coerenza che anche qui si rivela in tutti gli sviluppi di una tratta-
zione accurata, quasi fin da principio non parlerd altro (5!) che del
caso limite [efr. (VITI, 7)]

. hy =0. :

Questa restrizione porta h, a coincidere col secondo coefficiente

di LAME (%%), onde mi verrd naturalmente fatto di scrivere

M
al posto di ,.

(3) B invece del tutto eserite da questa restrizione la trattazione del preo-
blema esposta nel § 2 del cap. III della mia 3% Memoria degli « Annali».

(52 Cfr. ad es. Mem. 3%, p. 172: al tempo stesso si viene ad avere la coinei-
denza di 3hy col module di Youneg, E.
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1. Posizione del problema. :

Intendo che in C, il solido si presenti come una piastra rettan-
golare [parallelepipedo retto rettangolo] di spessore 2¢, , di larghegz'a
2L,, di altezza 2H,, e assumo come origine della solita T= Oc¢,c,€¢,4
il baricentro di O, , attribuendo a ¢, la direzione normale alle due
Jacce [direzione parallela agli spigoli di lunghezza 2¢,), a ¢, la di-
rezione normale ai bordi laterali [direzione parallela agli spigol di
lunghezza 2L,] e quindi a ¢ la direzione normale alle -basi della
piastra [direzione parallela agli spigoli di lunghezza 2H,] '

Insieme intendo che, adoperando le usuali notazioni

1 ot R — .
r-—.ar;f;—|—w§_, . = cos#, - = ging- (' n$9.<u),

lo spostamento inverso € — O, resti definito — a meno di uno spo-
stamento rigido — da uguaglianze del tipo '

(1) Y=y, yp=0®) ys=2(z)
con A | ' = B
1 . y()>0 @ >0 (@g) >0
in tutto C e | |

1y’ 90 =0, z(0)=0:

in sostanza, suppongo che il sistema tripio ortogonale costituito
dalle tre famiglie di piani paralleli agli attuali piani coordilia.ti, sia
trasformato da O, — O nel sistema triplo ortogonale che serve a de-
finire le coordlnafe cilindriche r, 9 Xy . :

Le (1)-(1)-(1)" precisano che in € il solido si presenta come un
settore di crosta cilindrica di asse Oc¢,, avente come piani di sim-
metria Oeye, e Oc¢,c,. Indicherd con a il raggio della faccia interna
Zi, con b>a il raggio della faccia esterna X,, con 7, 'la media
geometrica dei due raggi, con a < =z 11 semiangolo di apertura, con
2H Daltezza. In altri termini pongo

(2) —q=yla), Q-u:y(b)" _—FLt=@(i“)r + H,=z2(x H)

e ingieme

r, = Vab.
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Rispetto u un punte qualunque P = (r, 6, ;) di 0 gia @g il semi-
piano per P uscente da Ocy.

Riuscird pure comodo convemre fin d’ora di indicare con Z®
il bordo laterale di € contenuto in B—q, con Z® quello in @,; con
30 1a base appartenente al piano xy = — H, con >®) Paltra base ;
con o' una qualunque delle strisce 1nﬁmtesxme di z® (t=0,1
normali a ¢;, voglio dire, una striscia di s compresa tra due
piani infinitamente prossimi normali all’asse x3, 715, e ”xs+dxs’ con
1% Pinsieme delle forze esterne agenti su o '), con | dxgy | - RY il
suo risultante, con | dxz | M % il suo momento risultante rispetto
-a 0; con 6® un settore infinitesimo di =%V (i = 0, 1) compreso fra
T g € Dotds; con I® TVinsieme delle forze esterne agenti su o(b)
con |r,do|. R™ il suo risultante, con |, 48| - A1 suo
momento risultante rispetto a 0. ’

Appreéso, quando dird « piastra seftile » vorrd unieamente porre
la restrizione che il pure numero

. 2q 0
{ = I,

sia tanto piccolo da poter conservare in ogni equa.zmne solo i ter-
mini di ordine minimo in {.

In primo luogo — problema preliminare — mi propongo di
specializzare O -~ O, [e in particolare di scegliere a e b] in modo che
¢ dia una configurazione di equilibrio forzato rispetto a forze agenti
solo sui bordi laterali ¢ sulle due basi della piastra : \

F=0...0, f‘=0...2\-—|—-2,.

Potrd dimostrare, senza alcuna incertezza, che [gualunque siano
H,, L, e q,] prefissati a piacere « < 7 e H > 0 il problema preli-
minare ammette uma ed una sola soluzione, per la quale ciascun
1% equlvale a una coppia.

Successivamente — problema effettivo — cercherd se ® possibile
che Dequilibrio in O sia mantenute solo da coppie: precisamente,
intendendo ancora prefissato a piacere a < z, se & possibile disporre-
~di H in modo che anche ogni 1% equivalga a una coppia. Come ve-
" dremo, pure il problema effettivo ammette una ed una sola solu-
zione ; anzi per una piastra sottile [qualunque possa essere Pentita
di a] in definitiva gli MY e .M(b‘) conservano proprio le stesse
espressioni che fornirebbe la teoria linearizzata e si hanno proprieta
semplici anche per la sollecitazione riportata allo stato di riferimento.
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2. Priine conseguenze della condizione di"incomp_rimibilith.
Alle (1) si accompagna l’espressioxie
déi =y (r)dr® - O (9)do* + z’?"(.rs), da?

del quadrato dell’elemento lineare di C,. Questo vuol dire che: 1°)
in corrispondenza a oghi P sono direzieni principali di deforinazione
per ¢ - C, la direzione della normale «{) all’asse Oc;, la direzione
della normale #% a @, e la direzione della parallela p@) 8 ep; 29

si pub intendere L

' ‘ - - o® -
@ 14Zi=ye), 1+E="2, 144, =4

La condizione di incomprimibilitd resta dunque tradotta da

!/’ (’r) Gr (0) zl' (wa) — 1 ;

r
“8i puo dire, da
[C &' (0) = (;ost. =K, 2 (ws).E cost. = u
o | .
® Y=oz

Le (1) impongono alle costantl Kewu d1 essere pogitive. Le (1)"
specializzano le (4) in

(6) ' 6 (6) = K0, z(»;) = uw,.
L’insieme. delle (5), (2), e (2); equivale a

| 27 — at — b . ¥ —a?
@ yin= Wk M= "ouk -

mentre le (2), (2), possono ormai sostituirsi con
L - H
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si moti che la ('8)l da luogo a
r: - | —_ 2q*

e la (8), au<1 per H < H, ecc.
Naturalmente la y (r) deve annullarsi per un valore di r com-

preso tra a e b, il valore
.l/az + b*
2

“che risulta < b md >r.

3. Caratteristiche di tensione, equazioni di Cauchy.

_ Trattandosi di un sistema isotropo in O, per ciascun P la
- terna trirettangola Pn) ¢ p@) & anche terna principale di tensione,
con Vimmediata conseguenza che deve essere '

(9) | .' f=BN
“in ogni punto di 3; e 3,, |

(10) . f=BN
in ogni punto dei bordi laterali di O,
(11) _ | - = ByN

in ogni punto delle basi.
Comincio ora ad adoperare la restrizione .

Col suo intervento, le (3), (4) e (5) gid a questo punto permettono
di specificare le (VI, 6) in

(12) By — p = — pu?K%~% By —p == — puK~%* By —p=— pu 2

Per quanto poi riguarda le equazioni indefinite di CAUCHY [o
con ub semplice ragionamento diretto, o specializzando la loro espres-
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3

.

sione generale in coordinate cilindriche] si trova che attualmente. _
esse equlva.lgono a \ :

0B,
oxy

13y . ”a—B—‘,——Bz""Bu ._'?E_g_‘___'_o’

or =0.

" Nei secondi membri delle (12) non ﬁgurano né 6, nd 3 onde
le (13)y e (13), possono sostituirsi con - :

3
I
o

t

ciod con la condizione che p sia una funzione p (r) della sola r. Cosi
le (12) impongono anche a ciascuna delle B, (s =1, 2, 3) di essere
una funzione B, (r) della sola r», e la condizione che f si annulli in
ogni punto di 37 e.3, resta semphcemente tradotta [cfr. (9)] da -

(14) . B, (a)=o,Bi<b)=o

Detto # un qualunque numero reale, la. (13), nsulta equlva
lente a

: d .
(15) o ar (rm+! B,) = (B, <+ nB,) ™

in modo che le (14) danno subito luogo a
‘b . ) .b
(16) . fB, " ar =—n / B, rvdr:
' " *a .
per n =0 si ott_iene
.’ b 4
anmn o o ‘_» f—Bzd" = 0,

a

per n =1

b b
(18) - - fBzrldr.= —fB,r ar. .
i ‘ o @ oo a
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- ‘D’altra parte 1a (10) evidentemente implica

L
<‘i)=" fB,,dr.
1

in modo che la (17) basta a imporre Pequivalenza di ciascun I(‘) a
una coppta, una coppla ‘di momento corrlspondente 8

(¢ =0, 1))

b .
a MY == 1ye [Byar

& -

ﬁ.

= 0, 1).

Rilevo fin d’ora che la (11} da luogo, per ognf 1) ,' a

b

_ b o .
©(30) BR™ = (—1y ¢, — [ Byrdr, M® = (— 1y+149. 2 [ By,
LR It )

a

me si indica con #; il vettore unitario che ha la direzione della nor-
male a g col verso in cui cresce 6. \

- 4. Risoluzione dél l;roblema i;reliminave.

Dalle (12), ® (12), ben facllmente si ricava che la (13), puo or-

mai sostituirgi con ;

(21) L pry = % (wEw-? — K-%2) 4 o, o

purcheé s’intenda ¢ indipendente da 7.
Corrlspondentemente Ia (12) resta ridotta a

B, = — V%,[M”K“r—z + K27 4 ¢
-}e"le (14) posson tradursi nella 'condizione che Pequazione -di sécondo
grado R

2 2K2¢

m+‘ﬂ2£4=0
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abbia per radici a? ,e bs, ciod nelle due uguaglianze

- (29) _ 2+b2 2K e

, a*b® =u® K*,
F )

La seconda evidentemente fornisce

o1
(22) Cor=uE="

ma col concorso di (7), da ‘puré qua.r‘;to basta per individuare sepa-
ratamente a e b in funzione di , K e g,. Invero, posto

b
Q=7>17
la (22), d& subito luogo a
- o R R 3 R
(23) - a=u*Kp 2,b=u2 Kp?,

‘mentre la (7), univocamente fornisce (3)

@) e==<:+V1+:=

anzi g risulta indipendente da u e —1 8 confonde ocon &' nel caso
di una pmstm sottile,
La (22), permette pure di tradurre la (22), in

- =“__ -1
| =3 9+Q )

Quindi, introducendo la notazlone abbreviativa

2

—r—
=—=

e

-3|-}
- -]

() Perchd la (32), zende la (7), equivalente {cfr. (8)1a

B2 — a? 1

o= @ e
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si pud precisare la (21) in

@) = -+ et o=
o e E S ]

Al variare-di  da a a b, la ¢ passa monotonamente dal valore
a?lab = o—1 al valore ¢ e la p(r) dal valore uug al valore. gL,
Appresso trarremo pure profitto dal fatto che [essendo rdr = r2dé/2]
da (25) risulta * ' '

b

o .
. aur?
- (26) f prar =0 f (& + &) e
o ' -1 _

5. Risoluzione del problema effettivo.

Continuiamo a pensare « come un dato [insieme a ¢., L., H,

e' K, {, o] e passiamo a cercare se @ possibile disporre di H, o me- -

glio di v = H,_/H, in modo che anche ogni 1% equivalga a una
coppia R

Lo b. g

@271 . . fBa'rdr = 0.

a

Questa restrizione equivale a un’equazione in  atta a indivi-
duare % da sola, in quanto ammette un’unica. radice positiva. In-
vero, stante la (26), essa non differisce da '

: e SRS I
purs -, T
1 f(E + &) d& —\.u%‘zf"df =0,

e—l a

ovvero da

usf-(é + & NdE—2( — ) =0.

o1



110 C e fA;, SIGNORINI

~

Si tratta dunque, fortuna.tamente di un’equazione algebrlca che
'ammette una sola radice reale e positiva,

3

‘ ) » /9 _.—1“ '
28) | u, = 9(9 .9 )

f(E + &Y dg
‘—1 .

Ewdentemente u dlpende soIo da o, cio&, solo da, C, e certo sussi-
‘ste Ia doppia llmltamone
(29) L etuw <,

perch® per ogni & >0 si ha & |- &1 2 2, mentre l’appartenenza. di
£ allPintervallo (074, Q) implica che non. pub essere &1 > o. In par-
ticolare resta cosl accertato un allungamento della. plastra, che sva-
nisce nel caso della. piastra sottile.

Le (23) permettono p01 sublto di rlcavare da (29) la doppla li-
mitazione .

e < K< b,
equivalente a

aa ‘< L, < ab.

6. Proprieta dello .-étresé.

Le (12), possonb vorm,a,i. sostituirsi con
30 B =p— put, B, = » - pufy By =p — pu~? ,
é la (25) permetter anche di precisarle 'in

e ey MU w(o — &) — oY
{9+Q —5 51}—_'2_ 3 :

B, = =

Iw!t

@0y (By=ERie et —se e -

By

||
ro| 3

Ylem— te+ et — )
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La -B,(r) nsulta positiva per . ogni fra a.e-b, in modo che per
n > 0 la (16) ha come necessaria conseguenza '

g ) ’ - v .
@3y | R f Byrtdr < 0

e in particolare impone a M [cfr. (19)] il verso di — ¢4, ecc.
La B,(r) sempre decresce, dal valore -

By(0) = mle — ) > 0

al valore B, (b) = — B, (a), annullandosi quindi per un solo valore,
*-La differenza [cfr. (30)"] .

By— B, =pu (£ — )

si annulla solo per E = E“l, ciod per r=ry Quindi [efr. (18),] B

-ha come massimo

: (o — 1)2
Bi(r,‘)‘:‘%— Q . ),-

Al variare di r da a a b.anche la Bvs (n sémpre decresce : nel proble-
ma effettivo dal valore pu, (o — u3®) >0 al valore pu,(o—!—u;?%) < 0.

7. Proprieta degli M™% o M®.
| Indipendentémente:‘dalla (27), le- (19), 18) e (30)' forniscono

MW= (— 1) g po _”i (9 — 5) (& — Q—l)

2 2 &
-1
Essendo ‘
‘ ’ e :
o, ‘ 1
Je—oE—emar=fe—e
-l ' .
si pud porre |
: _ 2
M(l.) pu ry 0 — oY)
24 f Q‘ . )

pur d’intendere Z convenientemente scelto fra o—! e g.
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Questa espressione di M @ [& facile controllarlo] equivale a
a8 agd ‘
(32) M<*9=Twz-g¢ L +0—1)

con 6 compreso tra 1 e —p~1>—1. Per una plastra sottile . essa .
si confonde con
' . 8 g
(32)1 _ M(l.) — _:_5_ P H_q_t’
, .
almeno nel problema effettivo. :
Passando a occuparci degli M(b", si ha in primo luogo che dalle

(20)g e (30)g risulta

MY =(— 1)t (P, + By
s’intende

' g
wr? [{ —1
v =" 25 ete %V£d§>0
9-—1 .

(33) ¢

h . 4 o -
2 i X
p, = — 0 g f(s ) EdE — 20 ﬁ?des.
- ’ o1 7 o1

Confrontando 1’espressione di ¥, con la (32) si trova che in ogni
caso viene a essere

(34 2%, {1+99—1}—M(I')%1—0 (9_1)}

con & compreso tra 0 e 1, nonchd <10 (¢ — 1)~%/7.
Ma in pilt nel problema effettivo necessariamente risulta

35 | . <¢* ¥ (e — 1)

_ Per stabilire questa disuguaglianza occorre anzitutto” rilevare
che, posto’ |

. : 0 e e e .
(g—e—l)D=f(5+ &) V?déjdé-—](£+£-1)d6]}’§dé,
. —1 -1 -1 —1
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l’intervento della (27) [stante la (28)] permette di ridurre la (33), a

pur?
D,
4

36) Wy = —
D’altra parte &

Q 1 1\2 ] , i
e—e—‘)D— (52—5 B §d§jd5—f 2)d5f;f§d§,
e—-l

e 1

¢id che implica
(9_% — 9%) f(fé —& %) &< D <( v — _%)fe(fl"‘— 5_%)2015- |
el ¢! .

a (36) d3 quindi luogo alla 'disugua,glianza

e
e <)l e

dalla quale agevolmen‘te si arriva alla (35): & lintervento, a secondo
1 1
" membro, del fattore 0? — g 2 che viene a essere decisivo.

Per ‘una plastra. sottile, l’espresswne di M (by) fornita dalle (34) e
(36) si confonde con Puguaglianza

'

Tyt L o0 4 B
M =5 3 o I,

8. Proprieta della 'ét)lleci'tazioné ri portataallo stato di riferimento.

&)

. Accenmamo con o," @ o, V4=, 1) le strisde di spessore infi-

nitesimo corrispondenti a o e 4% [efr. n. 1]; con I“') I"") Iin-
sieme delle (D s f"") per o“‘ e o(f'). Nel problema: eﬁ'ettlvo ognuro

degh I @ e I(“ equlva.le a una coppia.
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Indicando con | dy; |- Ml e |dyy |- M, M i momentl di tali cop-.
pie, dalle (10) e (11) si ha oo ‘
S ‘ b ,
|y |- MEP =[0Q, N B, Nd3S = |du,|-[0Q, A By N ér, .

N @

{

|'dy2| M‘“ OQ,,,/\Bal\ dz_[derfoq,/\BaNrdr
\ o (b‘)

a

- Facilmente queste uguaglianze possono ormai ridursi &

M“‘) . (_ 1 COS /
(37) o - ‘
b

Ly (b)) it1 1
M“=(‘—1) cemearadr.-
- a..

Rivolgiamo ora l’a,tt‘enzi‘one al fatto che al variaredi daaab

la B, (r), oltre rendere soddisfatta la (17), pa.séa dal positivo al ne-
gativo annullandosi una sola volta, per r=r;. E’ quanto. basta
perche, oltre :

o o b b ,
fBg rdr --.:fB2 (r— ry) dr <L 0,
_ ‘ a . . a . .

8i abbia '

a

f B,r*dr = f B, (?_2 — 1)) dr ;fBz (r —ry)dr-(r -{— "rz') <0,
a : : a : '

e insieme : S
' b

(38), | ' '2bj‘B,rdr< By ré dr<2afBga'dr. _

Anz1 nel problema. eﬁ'ettwo certo susswte anche la duphce li-
mlta.zwne

(39) ‘ 2be'3r-rdr<fB,3r-r2dr<2afB31'-rd'r,

a a . @
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perche -da 'a.a. b pure la funzione rBs(r), oltre avere nullo il suo
integrale definito, passa dal posltwo al negatlvo annullandosl una

K sola volta. . . ¢

Le (38) e (39) permettono di ricavare, da.l confronto delle (37)

" eon Ie (19) e (20),, le semphcx limitazioni

= |cos |
23l

M < = *“’*,“'w
: u 2 .

I : 1
Q-+-E,'M(b‘) < Mibﬁ <Q'2" M(bﬂ

[cosa| M%  M¥  lesa| MH
b < <e 1, .
u3/2 M( Q) — M (b;) —_— us/g M (b}

. Per una pia—stra sottile esse si confondono con

q®
M(h) — I CO8 & | M(lu) M(b;) M(bi) E;M‘(*Tﬁ = 2| COo8 & ]-
. ' : ’ ' ) N
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