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A, il viriale del sistema (eserc. 21, Cap. prec.) & espresso
da < (8 — 4d); quindi esso & massimo se £ ha la di-
rezione ed il senso di H— 4 ; minimo se ha il senmso
contrario; ciot in ogni caso quindi il sistema & in equi-
librio. Ma nel primo caso, fermo restando il corpo, se
sp‘ostiamo infinitamente poco la direzione di B — 4 si
origina una nuova coppia il cui senso & opposto. a quello
della rotazione ; nel secendo caso la coppia ha invece
senso concorde; e perd TVequilibrio & stabile o instabile se-
condo che il viriale & massimo o minimo. LEssendo

Ve 2(Xa-- Yyt Z3)
per Pequilibrio si ha effettivamente
eV=2(Xbx+ Yoyt Z8z)

Riflettendo poi che, per le note espressioni di &,

6‘_1-', g {5
iV =tiu 22Xt 4+ p 2@y =Y+t
si deduce
BV =tlp2(Zay— Vo) +...|
o.s.jia, tenendo presenti le condizioni di equilibrio, ¢ le po-
sizioni farte alleserc. 7 del Cap. precedente,
e
dove i
S==(dyy - Ap) PP — w2404

B perd, secondo che S, forma quadratica emogenea di
P, g, 7, & definita negativa o positiva, Pequilibrio & sta-
bile o instabile,

[Mérws, L ¢, I, Cap. 9; Scuir, 1. ¢., 2, Cap. 12}

CAPITOLO IIL
EQUILIBRIO DELLE CURVLE FUNICOLARL

g 1. Equazioni di equilibrio. — Conside-
riamo un filo flessibile ed inestensibile ; un ele-
mento ds di questo sia soggetto ad una forza
applicata in un punto 2 dell’elemento e dello
stesso ordine di 5. Rappresenteremo il vettore
di questa forza con fd's, essendo f un vettore
di modulo finito. Supponiamo che lo stesso ac-
cada per tutti gli infiniti elementi in cul pud
immaginarsi decomposto il filo. Gli estremi 7,
P, potranno esser liberi, oppure f{issi, o obbli-
gati a restare sopra curve o superficie date, ecc.;
ma, in ogni caso, possiamo supporli liberi e sog-
getti a due forze di vettori f,, .

La configurazione di equilibrio del filo sara,
generalmente, curva; di qui il nome di curva
funicolare. Ora, applicando il principio generale
dei lavori virtuali, vogliamo trovare le condi-
zioni neccssarie e sufficienti per l'equilibrio.

Il filo riceva un qualunque spostameuto vir-
tuale ; la somma dei lavori virtuali delle forze
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distribuite lungo il filo &
| Fx82. 45

I'integrale essendo esteso tra o ed / (lunghezza
del filo) e supponendo contati gli archi positiva-
mente da 7, a P,. Considerando ancora il la-

voro virtuale delle forze applicate agli estremi,
avremo

(1) fo =8P+, <3P + [fx8P . ds=o,

Consideriamo ora le condizioni cui debbono
soddisfare gli spostamenti invertibili ¢ no dei
vari elementi.

L’elemento 5 ¢ eguale al modulo di d2;
avvenuto lo spostamento virtuale, Pelemento avra
variato di posizione e di grandezza; sia dP-1-d5 P
il nuovo elemento. Per gli spostamenti inverti-
bili la lunghezza di ogni elemento & restata inal-
terata ; e per quelli non invertibili, il filo es
sendo inestensibile ¢ quindi inestensibile ogni ele-
mento, la lunghezza sara diminuita ; cioe

dP'=(dP -+ d5 Py,
quindi
2d P <d6 P+ (dePP=o.

Dividendo per &s?, trascurando gl' infinitesimi
di ordine superiore, e ricordando che

dr

b
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essendo t un vettore umitario parallelo alla tan-
gente in /2 nel senso degli archi crescent, si ha:
¢ de P 5
X —— =
(2) ds

Consideriamo anzitutto gli spostamenti inver-
tibili e teniamo quindi in (1) e (2) il segno su-
periore. Moltiplichiamo la (2) per una funzione
incognita » dell'arco s e integriamo tra o ed I
avremo

L/}¢xf£3dn=@txaﬂ;
"

__f A0Y s P de—os
ds

basta osservare che
d (3 t) di P

ol 5P = o5 Pt e
ds(f\tx:.P)__—ds G PRt

Sommande con la (1) e accennando con glimn-
dici 0 ed 1 lc quantita che si riferiscono agli
estremi P,, £, si ha

(f, — A, ty) = & Po+ (fy + ) EP
—}j lf—diggg} < &P -ds=o0,

la quale contiene linearmente ed omageneamente
tutti gli spostamenti invertibili.
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Conforme al metodo generale, porremo eguali
a zero i coefficienti dei singoli spostamenti  ed
otterremo le condizioni necessarie per 1" equi-
librio
{3) b dptizinl & F L A tyre=0,

oty
(4) e S B |

Le (3) valgono per i due estremi del filo e
perd diconsi equazioni ai Limiti @ la (4) vale per
ogni punto intermedio, cio¢ per ogni valore di
s compreso tra o ed /, e dicesi eguazione inde-
Jinila,

Inoltre la funzione 1, finita, determinata e
diversa da zero tra o ed /, deve avere lo stesso
segno del primo membro della (2) nel caso degli
spostamenti non invertibili ; deve ciog essere co-
stantemente negativa. Quindi dalla prima delle
(3) risulta' che f, ha la stessa direzione ma il
senso contrario della tangente t, in 7Z,; mentre
in 2 la f; ha la stessa direzione e senso di £

Per determinare il significato di A, si tagli il
filo in 2 e dicasi v la intensity della forza che
occorre applicare in A2 per ristabilire I'equilibrio,
Tale forza ha la stessa direzione e lo stesso
senso di t ed ¢ in generale variabile da punto
a punto del filo. Essa dicesi fensione del filo
in P. Il punto P essendo ora Destremo supe-
tiore del filo e soggetto ad una forza di vettore
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7 t, varrd in esso la seconda delle (4) cioé
tt+ At=o,

onde A= —1. : : :
Sostituendo quindi nelle (3) e (4) — © in luogo
di A, avremo le equazioni definitive :

(5) fi+ 7, to=0 , =1t —o0,
el
(6) f-g—ﬁ(.t_}_o.

S5i pud agevolmente verificare, conforme al po-
stulato di solidificazione, che da queste cquazioni
si deducono quelle che competono al sistema

supposto rigido. .
Infatti integrando la (6) si ha

jf(i.&‘ S & — Tty by =0
e quindi per le (5) risulta
f, + f, +j‘fd3=o;
¢ nulla cioé la risultante delle forze del sistema.
Inoltre
Y
ds
c perd dalla (6)
[s@P—O)Atds 45, (2, — O N L
— Ty (Py— O) A t,=0

: E o4 G5 o
TP — O)Ati=(FP-0O) A g

—
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ciot & nullo il momento rispetto ad un punto
qualunque O,

Se il filo ¢ adagiato su di una superficic le-
vigata, per trovare le equazioni di equilibrio, o
possiamo seguire lo stesso metodo, oppure, pil
semplicemente, possiamo supporre il filo libero,
applicando nei vari elementi delle forze normali
che rappresentano la reazione della superficie.
Se quindi n, & un vettore umitd parallelo alla
normale alla superficie, ed & ¢ il modulo della
reazione, l'equazione indefinita dell’equilibrio di-
venta

. : d
() fwrfﬂlllﬁ—ﬂ(’tt)r-:o.

§ 2. Equazioni in coordinate rettango-
lari ; equazioni intrinseche. — Sc rispetto
al sistema fondamentale 1, j, k diciamo X, ¥, Z
le componenti del vettore f, dalle (5) ¢ (6) tro-
veremo agevolmente

' dx 5 o
(B - Ko (:E)Ozo o 2 (—. EL:O

ecc.; mentre le equazioni indefinite di equilibrio
sotto forma cartesiana sono :

= d y dx _ d ¢ dy
PP ) T T V) =
(9)

d ds
P, el P e
+ ds (t ds) i

I, Shc, ML e
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Nel caso di un filo adagiato sulla superficie

di equazione
f(ﬂ:, y! 3)=D!

essendo le componenti di m, proporzionali alle
derivate parziali di /£, dalla (7) ricaviamo:
25 tls = Gr & fd& 8,
1) A_"_p_?}':r_*_ds('a’s)_o
e due analoghe,

Sviluppiamo la (6) e ricordiamo la (23) della
pag. 17; si ha

) f - d:t ¥ o
(11) e -+ o n-=—
essendo m un vettore unita parallelo alla nor-
male principale alla curva in P e diretto verso
il centro di curvatura, g il raggio di curvatura.

Chiamando adunque ©, N, B le componenti
di f secondo la terna t, n, b, si ha moltipli-
cando scalarmente per t, n, b,

> d < T -
(12) 8 —{---ds—ﬁo, N + ? = B=u
che sono le equazioni intrinseche dell’equilibrio
del filo.

La prima di queste sussiste anche se il filo
& adagiato su di una superficie; infatti in tal
caso la componente tangenziale di £ n, & zero.

Dalla (11) si deduce che la forza che sollecita
l'elemento ds & contenuta nel piano osculatore
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della curva e la sua componente normale & di-
retta in senso contrario a quello della normale
principale.

Se il filo (libero o situato su di una super-
ficie) non & soggetto a forze, oppure soggetto
a forze normali alla superficie, ® =0 e quindi
dalla prima delle (12) 1= cost.

Nel caso del filo situato su di una superficie
e ferma l'ipotesi precedente sulle forze, la nor-
male principale alla curva risulta anche normale
alla superfice € la curva di equilibrio del filo,
uniformemente leso, & una geodetica della  super-
Jicie.

TPossiamo ora proporei questi due problemi

* 1. Data la configurazione del file ¢ la di-
stribuzione delle forze, verificare se ha luoge [ e-
quilibrio.

2. Dale le forze, determinare la configura-
zione di equilibrio.

§ 3. Risoluzione dei due problemi fon-
damentali. — Bisogna verificare se sono sod-
disfatte le (5), (6) o le (12) equivalenti, ® e N
sono funzioni note di 5. Elimininando 1, otter-
remnmo

gte)

ds

Supposta verificata questa equazione, la se-
conda delle (r2) ci fard conoscere t; cognita la
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tensione sari facile vedere se sono soddisfatte
le condizioni agli estremi.

Passiamo ora al secondo dei due problemi. I
dato sistema di forze deve intanto soddisfare alle
condizioni di equilibrio di un sistema rigido. Le
forze, nel caso pit generale, dipenderanno dalla
posizione del punto d’applicazione, dalla dire-
zione dell’elemento e finalmente dall'arco. Rife-
rendoci dunque alle (g), supporremoche X, ¥, Z
siano funzieni di =x, ¥, 2, x, ¥, 2, s, in cul
accenniamo con accenti le derivate rispetto al-
I'arco. Il problema proposto sard risoluto se sa-
premo determinare x, ¥, 2, T in funzione di s;
e queste guattro funzioni debbono soddisfare *al
seguente sistema di equazioni simultanee del
2% ordine

X 47 @ 4w =0 eoe
x? 2l =1,
le prime tre si deducono infatti dalle (g9) svi-
luppando le derivazioni. '

Ora dimostriamo che /a énlegrazione di guesio
sistema dipende da quella di una sola equazione
differenziale del sesto ordine.

Deriviamo infatti quattro volte di seguito le
prime tre equazioni e cinque volte la quarta ri-
spetto all’arco s. Otterremo con cid ventun equa-
zioni contenenti :

r N1

i A
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Supponiamo che tra queste equazioni si pos-
sano eliminare ;

1Y le venti funzioni
ik . o 3
Py s AP Byl el magt ¥

2% le funzioni

1 ! VI . o 3 ¥
T R T i R L R ol T

*

Otterremo

Py & ", sl=0
- I .
P (@, & a9, =0 ecc.

La prima & un’equazione differenziale del sesto
ordine, la quale definisce x in funzione di s con
seitcostanti arbitrarie :

EHT= XS, €y Cygonney €)

[La seconda, dopo che con successive deriva-
zioni avremo trovato ..., 4" espresse per s, si
trasformerd in una equazione tra y ed s, ¢ perd,
senza nuove integrazioni, conosceremo y in fun-
zione di s ¢ delle stesse costanti arbitrarie Oy nevssils
Lo stesso dicasi per z e per © ed il teorema &
provato.

Con un ragionamento analogo possiamo pro-
varc che:

La deterninazione della figura di equilibrio
di un filo poste su di una superficie levigata, di-
pende dalla integrazione di una eguazione diffe-
renziale del quarto ordine.
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In tal caso infatti insieme colle (10}, in cui fi-

gura la funzione incognita p, si devono pure
considerare le

B p =1, (5, Y B) =0

I'ultima delle quali & gia una delle equazioni fi-
nite della curva di equilibrio,

Si vede dunque che la sola conoscenza delle
forze non & sufficiente a determinare la configu-
razione di equilibrio ; bisogna cio¢ determinare
le costanti introdotte colla integrazione, fissando
le condizioni agli estremi. Se, per es., nel caso
pitt comune supponiamo fissi gli estremi ¢ diamo
le loro coordinate, avremo per s=0 e per

Ay —— z’
X == (0, €, €50y &) 5 X = (4 Cpy € senns €g) 5

ece. ; avremo cio¢ stabilite sei equazioni, atte a de-
terminare le costanti; corrispondentemente avremo
tunte posizioni di cquilibrio, per quante sono le
soluzioni reali del sistema precedente.

Se il filo sta su di una superficie, possiamo
dare due sole delle coordinate di 7 e di P, e
quindi stabilire quattro equazioni tra le quattro
costanti.

§ 4. Di alcuni integrali primi delle equa-
zioni di equilibrio delle curve funicolari.
— Nulla in generale possiamo dire sulla inte-
grazione delle equazioni di equilibrio. Sole in



30_4 : Capitalo IIT

aleuni casi, abbastanza-generali, ¢ possibile as-
segnare alcuni integrali primi delle stesse equa-
zioni e di cui possiamo valerci per ahbassare
- Pordine delle equazioni.
a) Se le fovze sono fungioni del solo arco,
il problema pud ricondursi alle quadrature.
In tal caso infatti dalla (6) risulta

jfds @t =cost,,

la quale ci fard conoscere la tensione; quindi
dalle (g) ricaviamo tre equazioni della forma

x’:;ﬂ(s) ) yrmrpg(“‘} v & =1, (5);

con altre tre integrazioni otterremo Ay, E
b) le forze ammettono un potenziale .
In tal caso

fe—=grad I/
e quindi la componente tangenziale ® del vet-
tore £ & '
Bt 0 el URd P 2l
: 5 ds g

e la prima delle (12) ci da

A N
P
0ssia
(13) U T
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% essendo una costante arbitraria; tale integrale
¢i fa conoscere la tensione a meno di una co-
stante.

La (13) sussiste pure nel caso di un filo posto
su di una superficic; perché & t><mn,=o.

¢) Le forze inconivano una reifa fissa. Sia

Ok tale retta; dalla (6) si deduce
% tt)=0;
iR
il primo terminc & nullo; il sccondo pud scri-
versi

FAP—O)xk L (P—0O)xkA

di, # YR A j__ .
= -l!(-.‘txi.‘P—O) 5-\1(;—0,

e quindi abbiamo l'integrale
Tt < (P — 0) \ k=cost.

Cosi per es., se la retta fissa ¢ l'asse x, svol-
gendo colla solita regola il prodotto misto ri-
sulta
(14) t(ys—p ) —a

Perché lo stesso integrale abbia luogo per l'e-
quilibrio di un filo posto su di una superficie, &
necessario e basta che la normale alla superficie
incontri la retta fissa ; cioé che la superficie sia
d7 volazione intoyne alla retia,

d) Le forze somo cemtrali; cioé concor-
rono in un punto O.

20 — MARCOLONGO.
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Il piano osculatore in un qualunque punto 2
della curva dovendo passare per O, la curva di
equilibrio ¢ contenuta in un piano passante
per O,
In questo caso sussistono tre integrali ana-
"loghi a (14).
¢) Le jorze sono parallele e non dipendono
dallarco. La curva di equilibrio ¢ contenuta in
un piano parallelo alla direzione delle forze. In
questo caso si pud facilmente formare I'equa-
zione differenziale della curva di equilibrio.
Il piano della curva sia il piano x 2, e l'asse
z parallelo alla direzione delle forze. Le (9) si
riducono alle
& f duax s a.’"/:')
e o G G ek

ds
e dalla prima si deduce
‘ dn
T =t

cioé & costante lo lensione parallelamente ail’asse

x, Pei punti della curva z ¢ funzione di a4, po-
to p= i risulta
sto p = .

: dxn’

dx L _'V' e g 3“_ ey
ﬂ_ll I'P’.(zs Pl gt

Quindi successivamente

t=¢}1 4 p

Eguilibrie delle curve funicolari
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avendo supposto ¢ == 0, com’'e certamente possi-
bile ; e eliminando 1,

¢ d;ﬁ_o

(15) B g

;
che & l'equazione differenziale richiesta.

Z, per ipotesi, dipcnde soltanto da. 2 2
dx dz
ds’ds
una equazione di sccondo ordine.

Il suo integrale

. ciot da #, -2, p; e percid la (15) ¢

?

2= (%, ¢, €1 o)

da Tequazione della curva di equilibrio. La ten-
sione & subito conosciuta; poscia integrando la

ds=V1+pdx

esprimeremo § mediante & ed una quarta co-
stante.

La integrazione della (15) si pubd -cffettuare
con quadrature sc Z dipende dalla sola z o dalla
sola 2 o dalla sola p. :

& 5. Catenaria emogenea. — Supponiamo
di voler determinare la figura di equilibrio di
una catena omogenea pesante sospesa por due
suoi estremi; sia #z il peso dell’ unitdh di lun-
ghezza, e quindi mds la forza che sollecita l’t?-
lemento &5, parallela all’asse z verticale e posi-

£
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tivo in alto; ossia Z— — m e la (15) diventa
; 1 dp 1
1Lt de w
; ; ¢ g %
I cui a= -, esprime il rapporto tra la com-

ponente orizzontale della tensione e il peso del-
Punity di lunghezza.
Per integrare questa equazione poniamo

p=5hu

essendo « una funzione incognita di 2. L'equa-
zione diventa

du 1
dx
onde :
X —
; a
poscia da
dz v
pe=——=58h_ 0
: ; dax a
TiIcaviamao
s
(16) 2’—2(':& Ch__ _b
1 a

e se trasportiamo gli assi parallelamente a loro
stessi nel punto (x,, 2,) otterremo

e
gy==g Ch—*
a
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che & l'equazione della cafenaria omogenea di pa-
rametro a. (%)
Risulta pol agevolmente
x —
(17) s=cost +aSh— ~;
&
inoltre, dal valore di t del paragrafo precedente

risulta

40 ¢
t= ¢Ch ="z, —maz
a a

cioe la tensione in un punto, la cui distanza dal-
I’asse orizzontale & z,, eguaglia il peso di un
tratto di filo lungo z,.

Nella (16), come sapevamo, figurano le tre co-
stanti arbitrarie x,, 2,, ¢; per determinarle diamo
le coordinate dei punti a cui il filo ¢ sospeso e
la lunghezza / del filo. L'origine Q sia il punto
pitt basso; A (a, ) laltro; quindi da (16) e
(17) avremo: :

&
—z,—=aCh=2
a

& — &
B—ZozaC]l'-' x L
@

! —a Sh LT S e ;
& a

(*) Per la storia e le proprictd di questa curva consi-
derata da GariLgo, Opere, Ediz. Naz, 8, p. 310, che ne
aveva notata la somiglianza, non la identitd, con la para-
bola, vedi l'opera del Lomia, p. 575.
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f—g (Sh B % *o)
& 23

!

f=a (Ch“ — 20, )
a a )
Z
I
'
O

3

W R Xy
Fig. g2

e finalmente
% @R g &
/ B =g a2 Sh%—
za
estraendo la radice quadrata, e ritenendo il se-

gno -, perche si pud supporre o ¢ B positivi,
e ponendo E=oa:2a si ba

Sh = PRET w
(18) sh§_ Ve—p
& o 2
equazione trascendente in £ Il primo membro
da £+=0 a E= =% cresce costantemente da 1

R
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ad w ; dunque tale equazione avrd una sola ra-
dice reale positiva, purcheé il secondo membro
sia maggiore di 1; e cid &; infatti /> 04 ;

2 2
B>of - B

La risoluzione della (18) pud effettuarsi col
metodo delle approssimazioni successive; oppure
graficamente costruendo la intersezione della
curva

y—ShE
e della retta
V=,
Prernm= A

Si hanno infine delle tavole che danno, per
valori di E, il valore del primo membro della (18)
e che agevolano la risoluzione di detta equa-
zione.

Tale equazione infine & soddisfatta da una ra-
-dice negativa eguale, in valore assoluto, alla po-
sitiva. A tale radice negativa corrisponde una
catenaria colla concavita volta in basso e che
non & certamente posizione di equilibrio. La con-
figurazione corrispondente alla radice positiva &
stabile. : '

Determinato &, sard déterminato il parametro
a ; quindi da

Z+{5’=ae__:ﬂ (c%— 1)

gl trovera x, e infine z,.
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Esercizi.

1. Un filo fissato in due punti ha i suoi
clementi respinti da una retta 4 Z (asse x) nor-
malmente e proporzionalmente alla distanza, Di-
mostrare che un’elica cilindrica pud essere figura
di equilibrio e poscia investigare, in generale, la
figura di equilibrio.

Le cquazioni di equilibrio sono

d [ dx d {_dy
L e e T e tﬂ)“o'

o g_}.d&( . )—0

Se la figura di equilibrio ¢ un’clica di asse 48 e rag.
gio R, si ha

il - dv psene  dy o ysen o i

e Y o e i ROl —r — 5 == COSL
d s P oals A df g i
essendo

TCOS @ == 0
dalle due ultime equazioni di cquilibrio si deduce

R w? cos o
c=-
52N o

‘che determina ¢ e quindi 3

w

Le forze ammettono il potenzialc
n?
U= —(¥+2%
quindi (13)

¢ 4 y 5
2._('121-2+T:‘:b;"0 ¥ ?,z:}_.ﬂ_‘i__—{é‘
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Poscia (14) .
e r—yr)=w , TX=u0
Ma
' — =0+ {}(1"'*+ g Sl 2 i e 2
3
idF i PG
donde
dr__ WFOS
ds B T ol 1
2
dove

filr?) =g } (b—%w’r” )2—- & % — a*;

poscia assumendo un sistema di coordinate polari nel
piano vz si ha

rdi=adr:Vf@E% -

cquazione differenziale della proiezione della curva di
equilibrie sul piano yz. Infine
cds crdr

T LV

Le integrazioni introducono, oltre b, r, «, altre tre co-
stanti arbitraric.

La discussione della curva di equilibrio pud farsi col
sussidio delle funzioni ellittiche.

|MarcoLonGo, Rend. R. Accademia di Napoli, (2) 5
p. 71 (1892); GREEwHILL, I'he Applications of Elliplic Func-
tions, p. 210 (1892)].

Se il filo & fissato in due punti delPasse A B, si rea-
lizza 1a configurazione studiata nel moto uniforme della

dx =
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corda intorno P'asse: percio la curva & detta «courbe 4
sauter » [Loria, 1 c, p. 558; GrEENHILL, 1, ., p. 673

2. Detto 22 il peso dell’unita di lunghezza
di una catena omogenea sospesa a due punti 2
e () egualmente elevati sul piano orizzontale e
distanti tra di loro di 2 4 dimostrare che sc il
parametro della catenaria ¢ molto grande, la ca-
tenaria pud riguardarsi come una parabola ed
esprimere il parametro e la tensione per mezzo
di %, m ¢ dalla freccia £ della parabola.

L’equazione della catenaria &

x e
X ] ' ST
:{:{I(Jh a’m{?(a ﬂ'....{_g %

L

sviluppando in serie e trascurando i termini di terzo...
grado, risulta

Dette x, 7, le coordinate di P si ha

xE
. :a-«!- =1 i A L]
e A1 f E aal —H*—*b
quingi
2

s W
1505

La tensione 1, nel punto pitt basso della catenaria &
espresssa da

: T, == 2w
Cognito @ dalla prima equazione, la seconda ¢i fara co-
noscere t,, La tensione massima si ha nel punto P ed

& 1
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¢ data da
n,=my=m(atfl=am- af,
e siccome [ ¢ molto piccolo, si pud ritenere 7, =73, e
I m b
T

i}
Diciamo [ la lunghexza dell’arco P Q della catena; 'arco
s contato dal punto piti basso &

x ¥ 1 e
s—aSh = — 2 — o= :
» 2 > ( o i z) u 6 a
o
quindi essendo, per x =1x,, r= — risulta
2

Z—ﬂh_] -‘-13 =2h
T at T

Per es., se hi=m. 40 =cm. 4oop, se il filo presenta una
frecein di cm, 45 e il peso di un cm. di filo ¢ di un gr,
s5i ha

B
i = 2_]{.

3. Un filo ¢ soggetlo a forze parallele pro-
porzionali alla tensione. IFigura di equilibrio.

= 1780 m. (circa); ==178 kg.; I=m. 80,67.

La curva sia nel piano x ¥ e Tasse y parallelo e con-
trario alla dirczione delle forze : quindi ¥ = — ‘; ¢ le e-
quazioni di equilibrio danno subito, eliminando =

i By

Ll Ui S

il raggio di curvatura ha proiezione costante su asse y.
Inlegrando e spostando le # in modo da annullare la
costante si deduce

= tang -
g S
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e quindi

T
¢ Cos—Tm
@
Notiamo poi che
T M e O i s 1
Sremte sl Cen Ciapeaee gl e B o
¢ (14 ¥Hn g A A ¥
cos —
Integrando si trova
5 LS
@ = 2 2@
& [ = - — =
i a
cos —
quindi
: 5
P = adCh -
a

.€quazione intrinseca della curva, detta catenaria di egual
rs:.ﬁ'.i.sfm&{a, ed ¢ di forma analoga alla (16).

[Bopiikr et Fink, Ann, de Gergonte, 27, p. 01 (1826),
D. Gusert, Philos, Trans. (1826), Part. 3*, pp. 202-218;
Cortorss, Journ. de Mathém. 1 (1836); ecc. La equazione
intrinseca & stata data da MINcHIX, A Treaiise on Stalics
(1" ediz)]. !

4. Stesso problema supponendo che la forza
che sollecita un elemento di filo sia proporzio-
nale alla proiezione dell’clemento sull'assc .

Si ha Yds = — &* dx; quindi

i ay
T({';:ﬂ i z_aizk"x—i—ac

eliminando <
dy B

}Ei—c JJ-'—(E
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ed integrando -
h‘}
y=_— "+ as-+ cost.
- b
Si ha una parabola ¢ quindi il nome di « calenasia pa-
rabolica » © curvae dei ponii sospesi.

5. S¢ le forze che sollecitano il filo sono
centrali, la curva & piana, e si ha

20
2 —
TF ds
p SR
P b

in cui /7 ¢ lintensita della forza riferita all’unita
di lunghezza del filo.

Se nel piano vz della curva assumiamo un sistema di
coordinate polari ¢ trasformiamo la (14) otteniamo preci-
samente la prima delle proposte cquazioni.

Inoltre essendo O il centro, ¢ supponendo la forza at-
trattiva

P— ()
f=—F.
%
e quindi
P—(0 4P Lol
D=f=xt=—1" > -__'—J"v{f
il ds dsx
¢ la prima delle (12) diventa
Fdr—d==0
0ssia i
pos e & e
T dr cde a8

¢ quindi risulta la seconda formula,
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6. Nella ipotesi del problema precedente,
calcolare /7 supponendo che la curva di equili-
brio sia una spirale logaritmica oppurc una spi-
rale sinusoide. Le forze sono dirette al polo.

Se

P gmg

si trova subito

e
_ay - an?

a

fi
se (vedi pag. 73)
rhcoskn—=c¢
51 trova
_ k1) e
&

=

~ [Catenaria di egual resistenza per forze centrali, Bonner,
Journal de Mathém. 9, p. 97 (1844),

7. Curva di equilibrio di un filo soggetto a
forze centrali funzioni della sola distanza.

Poiché F == f(r) si deduce

T=)—g¢ [r) s g =0rndr;
quindi i

Il problema & ridotto alle quadrature.
Se la forza ¢ costante ==k si ha g (r)=k7

T=h—Fkr ; r“‘;-?
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le integrazioni si effettuano con funzioni elementari; in

; R
particolare se k=0, ponendo kr?=— si ottiene
i

¢
rieos2 (l —6) = —
(0 —6)=—

tguazione di una iperbole equilatera.
Si pud collo stesso procedimento trattare il caso di due
o pitt centri di attrazione.

8. Catenaria omogenea su di un piano in-
clinato.

Sul piano sia Passe z orizzontale, 7 normale al piano e
formi l'angolo @ colla verticale. Detta R la grandezza della
reazione (normale al piano), le equazioni di equilibrio

Sono
d i x . d _ff-j'
K(«E) =0 , —Mmcos 9L—|— ;é—s'(-a:) =0,
—msena—+4R=o0
percht ::—E —o. Le prime dug, analoghe a quelle della ca-

tenaria, dicono che la curva & pure una catenaria, ecc.

9. Nuova forma delle equazioni di equili-
brio di un filo su di una superficie.
Dalla (7) abbiamo

d= T
f—{_tf{}_i_n -p-+Rn1=0.

Ora sia ¢, un vettore uniti normale 2 t e n, e diciamo
x Pangolo che la proiezione della forza sul piano tan-
gente (parallelo a t e t,) forma con t; y quello che la
forza forma con m,; e ¢ l'angolo tra piano tangente ¢
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piano osculatore, complementare di (a, n,), Posto # = mod#,
si ha =
f=TI(senycosa - tsenyseng -t -4cosy-n,)
n=cosl -t 4-send.n

¢ quindi
d T
E-{—Fsenycnuzo, ?cosﬂ—i-Fsenysena-—-—-o

_ R—}-—:~se1_10+1"c051=0.

Se g, ¢ il raggio di curvatura geodetica, + il raggio
di curvatura della sezione normale avente la stessa tan-
gente, si ha

Pr==p1c058 , r==pisent

(teorema di MEUSNIER) e le equazioni precedenti diventano
dt s
“-[-Fsen-rcm;ozzo 5 “F__["FSEHTSE““ZG
1

%+Fcas«;+fa':o,

e di qui, dicendo w, 'angolo di curvatura geodetica, ab-
biamo
gn s ey
T ptangw tang e
Si pud trarre una conseguenza notevole, La figura di
equilibrio di un filo posto su di una sviluppabile, S0g~
getto a forze le cui proiezioni ortogonali cadono su ge=
neratrici, & la stessa di quella del piano su cui si svolge,
purché non varino le forze ; e reciprocamente.
Cosi la figura di equilibrio d’una catena situata su di
una superficie cilindrica, sviluppata su di un piano ¢ una
catenaria omogenea; la catenaria di un cono retto ad

Equilibrio delle curve funicolari

i
(]
-

asse verticale, sviluppata, ¢ la figura di equilibrio d’un
filo soggetto 4 forze centralis ecc.

10. Tra le curve passanti per due punti
dati e aventi la stessa lunghezza, la catenaria
ha il centro di gravitd pitt basso. Stabilita della
calenaria,

Si deve cercare la curva per cui & minimo

Tzds:fds
essendo
fds=cost:
cio¢ il minimo di
n=JF |} ads
Pia generalmente, valendoci del calcola delle variazioni,
annulliamo 1a variazione prima di
fpds.
Osservando che

Ly

I3 00 . Sliid

Sdx
ax

¢ ancora che

dz dz
- déxds—|»-— i §
S?da‘d)x d 5 (; -8 ) ‘[d.s( rfs; ~ds,

giungiamo alle seguenti equazioni

d dz -a—?—() P
is\Yas T

che sono precisamente le equazioni di equilibrio di un filo
la cui tensione & ¢ ¢ soggetto a forze derivanti dal po-
tenziale —y. Se 9= m ;4 abbiamo precisamente la ca-
tenaria omogenca.
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Si vede agevolmente che risulta minimo ancora
Jtds.

Lo stesso risultato vale per un filo situato su di una
superficie levigata,

Resterebbe a dimostrare che y ¢ effettivamente un mi-
nimo, esaminando la variazione seconda. $i veda per que-
sta discussione : Maver, Mathem, Ann., 13, pag. 6 (1878);
KwEskr, Lelwbuch der Variationsrechnung, p. 142, Braun-
schweig (1900).

11. Figura di equilibrio di un filo omogeneo
pesante posto su di una sfera o superficie di ro-
tazione ad asse verticale.

Se lasse 7 ¢ verticale, positivo in alw, m & il peso
dellPunitd di lunghezza del filo, si ha
! :
U=—mz
¢ quindi dalle (13) e (14) risulta
t=hb4tmy , T(xy —x 9)==g,
alle quali sono da aggiungere le
AP =a aa Ty rg=o, Sy =
se il filo & situato su di una superficie di rotazione in-
torno a g, le due prime equazioni saranno sostituite da

b =20 , Aty =¢(0) -7
Considerando Pidentita
@ +5%) (0 + 9 — (52" + 9y = ey’ — 9y
esprimendo tutto per 7 e 2, si deduce agevolmente

a =m0 \_'f';f‘({) 4 im'; + i)

JRi= (_‘3! =By ) — R

dove

e —m e g
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Poscia dalla

si ricava
d ¥ >
gt - = it
Il problema & ridotto alle quadrature ellittiche.
[ ¢ negativa per y =zt a, ed essendo 7 compreso
tra 4+~ e —a, in un intervallo compreso fra questo,

f(z) deve risultare positiva: ciod [(z) ha almeno due ra-

dici reali in valor assoluto minori di @ ; ossia
La catenaria sferica & compresa ira due pavalleli ai
quali risulia [engente (per essere ivi 3 = o), ’
Adoperando un sistema di coordinate sferiche, I'ultima
relazione ¢i di l'equazione della catenaria sferica ciot
de=cdb:sent/a?sen® 0 (a m_cgﬁm
Se una estremitd & libera, -, = 0 oppure sec giace nel
punto pill alto della sfera, 2',=4",=03 in questi casi
t=0 ¢ perd essendo #y'— x'y=01a curva ¢ piana e
contenuta in un piano meridiano verticale. 5i pud anche
avere una configurazione di cquilibrio in un piano oriz-
zontale. ]
La reazione, verso I'csterno & data da

I ;
g (2mz40).
&

[Vedi MsrcoLoxco, Rend. Acc. Napoli, (2) 4 (1892);
GreexHILL, Tbe spherical Catenary, Procecdings London
Mathem. Socicty, 27 (1896) in cui ¢ discussa ¢ disegnata
una catenaria sferica algebricay Trixcma, Trailé des corr-
bos spéciales efe. Obras, §, Coimbra 1909, pp. 359-367).



