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dove ik = mod (P; — P,

V:HZ{' [ fix X (Ps — O) - fhli = (P — O))

3 :

ik Tik {(Z—0) > (L — Py (P — Py = (P — O}
¢ finalmente

V= 2ri fix (ru)).

[La considerazione del viriale ¢ dovuta a
buch der Statih (1837)5 Werke, 3;
Journal fiir r. und ang. Mathem., 38, Pe 77 (1848): 47,

p- 238 (1853). 1l nome ¢ dovuto a Crausius, Annalen
der Physik, 141, Peo124 (1870

Morius, Lebr-
¢ poi a Scnwems,

P

CAPITOLO II.
1L PRINCIPIO DEI LAVORI VIRTUALL

Il problema generale della Statica ¢ la ricerca

- delle condizioni necessarie e sufficienti per I'e-

quilibrio di un sistema di corpi soggetti a de-
terminate forze. Il principio che ora esporremo,
il pit fondamentale della Statica, permette di ri-
solvere un tal problema, perche: '

1Y raggruppa in un solo enunciato le sva-
riate condizioni di equilibrio dei sistemi mate-
riali ;

20 permette di dedurre le equazioni ne-
cessarie ¢ sufficienti per 'equilibrio con un pro-
cedimento semplice e uniforme.

§ 1. Spostamento virtuale. — Se un punto
£ di un sistema materiale pud assumere lo spo-
stamento infinilesimo 2, — 2, pensato anche come
semplicemente possibile, si dice che pud ricevere
uno spostamento wirfuale o facoltative. Se poi
tale spostamento pud aver luogo anche in senso
opposto, esso dicesi inwvertibile ; altrimenti non in-
vertibile,
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Un punto libero pud assumere qualunque spo-
stamento invertibile ; un punto posto sulla su
petficie limite di un corpo solido, impenetrabile
assume spostamenti invertibili sul piano tangente,
e poiché questi sono infinitamente piceoli, esso
non cessa di restare sulla superficie ; se i’nvece
st sposta verso lo spazio esterno al COTpo, as-
sume sl‘mstamenti non invertibili ; per questi il
punto si allontana dalla superficie,

L'estremo £ di un filo teso, flessibile ma jne-
stensibile, fissato nell’altro estremo O, pud assu-
mere spostamenti invertibili sul piano tangente
alla sfera di centro O, sono anche possibili spo-
staznenti che avvicinano P ad @ : ma questi, per
la Fnestendihilitﬁ del filo, non sono invertibili.
.Se Jn punto & obbligato a restare nell'interno
di un triedro di spigoli @, 4, ¢ uscenti da O e
scavato in un certo corpo, pud assumere qua-
lunque spostamento invertibile; se & invece si-
tuato sul piano & ¢, saranno invertibili solamente
guelIi contenuti nel piano ; gli altri, che portano
il punto verso linterno del triedro, non sono in-
vertibill. Se cade sullo spigolo @ saranno inver
tibili solo quelli eflettuati lungo @; ¢ finalmente
se.cade in O, zessuno dei possibili spostamenti
¢ invertibile. ;

Se un corpo rigido & libero o ha un punto o
un asse fisso, 1 suoi punti possono assumere qua-
lunque spostamento invertibile.
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Se & a contatto, per es., in un sol punto, con
una parete fissa, le rotazioni del corpo intorno
alla normale comune nel punto di contatto e le
traslazioni parallelamente al piano tangente danno
luogo a spostamenti invertibili ; mentre ogni mo-
vimento che allontani il corpo dalla parete da

‘luogo a spostamenti non invertibili.

In tutti questi, e in casi analoghi, diremo che
il punto, il corpo sono liberi o vincolati.

Un sistema vincolato pud dungue assumere
spostamenti invertibili o no; i primi non alterano
i legami o i vincoli del sistema; non cosi i se-
condi. Si dice brevemente :

(li spostamenti virtuali sono conciliabili coi vin-
coli del sisiema, quelli non tnvertibili non lo sono.

§-2. Sistemi olonomi ed anolonomi. —
Accenneremo con $ 7 lo spostamento virtuale di
un punto, con &x, 3%, 5z le sue componenti
ortogonali. I vincoli del sistema limitando la mo-
bilith di questo, in generale avverra che gli spo-
stamenti invertibili dei vari punti sono determi-
nati quando siano fissati quelli di alcuni altri,
oppure gl’incrementi (che seguiteremo ancora a
chiamare spostamenti) di certi parametri atti a
fissare la posizione del sistema; avverrd cio¢ che
alcuni degli spostamenti invertibili sono funzioni
di altri spostamenti. Trattandosi poi di quantita
infinitamente piccole, annullantesi contemporanea-
mente, queste {funzioni sono lineari ed omogenee;
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oppure conterranno, linearmente ed omogenea-
mente, altre indeterminate arbitrarie ; eliminando
le quali, in tutti i modi possibili, otterremo ancora
delle relazioni lineari ed omogenee tra gli sposta-
menti dei punti del sistema. Dunque, in generale

Gl spostamenti virtuali invertibili des Punti

di wn sistema wvincolato, soddisfano ad wun sistema

a1 relazioni lineari ed omogenee della forma
(1) X(A8x+ Biy-L C3 =,

In cul & x,... potranno anche, eventualmente, rap-
presentare spostamenti di altri parametri diversi
dalle solite coordinate cartesiane.

Le (1) sono anche soddisfatte se si cambia il

segno a Sx, 8y, 8.2; dunque:
Se un sistema @i spostaments viriuali soddi-
Sfanno le (I) esso & invertibile.

Gli spostamenti virtuali non invertibili rende-
ranno quindi i primi membri delle (1) non tutti
awdli v che altrimenti essi sarebbero invertibili.

Le (1) poi riguardate come un sistema  di
equazioni ai differenziali totali possono essere in-
tegrabili (illimitatamente) oppur no; nel primo
caso i vincoli sono espressi da equazioni finite
tra le coordinate (equazioni dei vineoli) e percio
appunto il sistema fu chiamato olowome (*); nel-
Paltro caso si dice: anolonomo.

("} H. Herre, Pringipien der Mechanik, 18g4.
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Un punto obbligato a restare su di. una su-
perficie di equazione f=o0; o su di una curva
di equazioni f==o0, 3=0; due punti collegati
da un'asta rigida e tali quindi che

(x; — )t 4 .. —P=o0;

sono esempi semplicissimi di sistemi olonpmi, nei
quali sono subito trovate le equazioni finite dei
corrispondenti vincoli,

Una stessa cquazione pud corrispondere a con-
dizioni fisiche diverse: per es., Pequazione

22 —1'—}'2 _f_g':l_g?:o

pud esprimere che il punto =, ¥ =z deve tro-
varsi su di una sfera limite di un corpo solido,
o di una cavith sferica, o che esso & |’ estremo
libero di un filo teso e fissato nell'origine.

In un sistema olonomo ¢ facile trovare il si-
stema (1) cui soddisfanno gli spostamenti inver-
tibili ed il sistema di disuguaglianze degli spo-
stament] non invertibili, Sia infatti f=—o0 I'e-
quazione di uno dei vincoli, contenente le coor-
dinate x,, ¥,, 2. di un certo numero di punti
del sistema; poich¢ gli spostamenti invertibili
non alterano 1 vincoli del sistema, le coordinate
x, -+ 0 #,,... dovranno ancora soddisfare la /=0
di guisa che avremo

Sl Ty B Lyt ) =10
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e sviluppando in serie

-

i ¢ b
h i S s B i ?ox ~+ e —o0

o g

¥

e trascurando i quadrati, i prodotti delle & x
st ha, conforme alle (1), o

B : .r
X ( f cx, |- (_f Y, |- __df 5 5
C?' r 0,_ i

7 xr =L ]
- ™ i

la sommatoria essendo estesa a tutti i punti le
cul coordinate figurano nella f—-
Questa relazione poi pud dedursi direttamente

da’lla equazione del vincolo, poiché equivale sem-
plicemente alla

o7

f:-: (3 H
Con un ragionamento analogo si proverebbe
che per gli spostamenti non invertibili deve es-
sere
gf=0,

'Cosi per es., se un punto sta sulla superficie
di una sfera solida impenetrabile, considerando
che il prodotto scalare di P — O (direzione della
norma‘lt? esterna) per lo spostamento & 72 & nullo
0 positivo secondo che lo spostamento & inver-
tibile o no, avremo, nell’une o nell’altro caso,

x8x-4py8y+28z=o0.

_ Invece se il punto & I'estremo libero di un
filo fisso in O, oppure giace sulla superficie in-

-
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terna di una cavitd sferica, avremo
x3x+y8yfzCz=o.

Diamo ora un esempio semplice di sistema
anolonomo ; e consideriamo una sfera di raggio
a, obbligata a restare a contatto con un piang
fisso, per es., £; la I sia positiva dalla  parte
della sfera. Sia A4 il punto di contatto; la sua
velocity secondo la normale in A4 alla sfera ¢&
nulla. Se poi supponiamo sia nulla la velocita
di A lungo il piano, si dice che la sfera pud
rotolare, senza strisciare, sul piano. Il moto istan-
taneo della sfera si riduce ad una rotazione istan-
tanea intorno ad un asse passante per 4. Pel
centro O (E, 7, a) della sfera consideriamo  una
terna x,, ¥,, #, parallela a quella fissa ed una
terna x, ¥, 2 rigidamente connessa con la sfera
e figsata, rispetto alla prima, dai parametri ¢,..., 8;
oppure dagli angoli g, §, 4 (Part. I, Cap. 3%.% 6).

Rispetto agli assi fissi, dette p,, ¢, 7 le com-
ponenti della velocitd istantanea, dalla formula
fondamentale di cinematica avremo

dE g o o
df+glg' = ?){"r?'lll—plzlzo;

,’51)"1 = ?l 1:1 =

quindi pel punto A (o, o, —a) risulta
dc an
e [ —— It | § - =0,
dr i TP

17 — MARCOLONGO.
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Valendoci finalmente delle (16) (Part. I, Cap. 5°),
si deduce che per uno spostamento virtuale com-
patibile coll'imposto vincolo, si ha

B-E_ﬁsenq)f)_ﬂ—*—asen ['}COS ’JJE-:?:()

8"’J‘|‘“COS'-]JBU—}—aseanean Eyg=—0

,
mentre { & costante. Tra gli spostamenti dei
cinque parametri che individuano la posizione
della sfera sussistono dunque effettivamente due
relazioni lineari ed omogenee ; ma esse non sono
integrabili; il sistema ¢ anolonomo.

Lo stesso ha luogo - per due superficie qua-

lunque che rotolano 1’ una sull’altra senza stri-
sciare. (¥)

§ 3. Lavore virtuale di una forza e di
un sistema di forze. — Sia f il vettore di
una-forza applicata in un punto P, il quale ri-
ceva uno spostamento virtuale £ 2,

Dicesi lavoro virtuale delle forza il prodotie
Scalave del vettore della forza per lo spostamento
virtuale del suo punto d&applicazione.

Tale lavoro ¢ quindi un numero positivo, nullo
0 negativo secondo che forza e spostamento for-
mano un angolo acuto, retto od ottuso ; ed & a
sua volta espresso dal prodotto del modulo della

("} AppiLr, Les monvements de voulement en Dynami-

gue. Coll. Scientia, 4, pag. 38: Geppia, Rend. Circolo
mat. Palermo, 20, pp. 265-303 (1905).
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forza per la proiezione dello spostamento sulla
direzione della forza; od anche dal pm.dotto del
modulo dello spostamento per la prolezione della
forza sulla direzione dello spostamento.

La proprieta distributiva del prodotto scalare
ci da subito il seguente teorema:

La somma dei lavori di pin forze concor-
venti, rispetto ad uno stesso spostamento del co-
mune punto di applicazione, ¢ eguale al lavoro
della risultante. : ]

Se X, ¥, Z sono le componenti ortog('}nah
della forza applicata nel punto P (¥, y, 2), si ha:

(2) fxZP—XBx+ Y3y+ Z8z

come ¢ poi chiaro dal fatto che f ¢ la risultante
di X, ¥, Z1 cui lavori sono X&x,..... . y

Consideriamo un corpo (o un sistema di corpi)
vincolato e soggetto a un sistema di forze .S, per
un qualunque spostamento .virtuale del corpo (e
quindi dei suoi punti) i'ac(:lamo- la somma dei
lavori virtuali delle forze ad essi applicate ; otj
terremo cid che chiamasi lavoro virtuale del st-
stema S di forze ; ciog

(3) lav. S=X fx3 P=3(X0x Y&y-+ Z8z2).

Esso & quindi espresso da un numero che pud
essere positivo, nullo o negativo. . o

§ 4. Principio dei lavori virtuali. — ZLa |
condizione necessaria e sufficiente pev Uequilibrio |
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A wun sistema materiale ¢ che il lavoro uvivtugle
del sistema delle_forze sia nullo per gli sposta-
mendt invertilili ¢ negative Fer quelli nown inver-
Hbili.

a) Cominciamo a considerare il caso  di
un punto solo e libero. Se ¢ in equilibrio, la

risultante di tutte le forze che lo sollecitane deve

essere nulla ed & quindi nullo il suo lavoro vir-
tuale per qualunque spostamento. Reciprocamente,
se tale lavoro & nullo per qualsivoglia sposta-
mento, ¢ nulla Ia risultante delle {orze ed il punto
& in equilibrio.

Il punto sia vincolato: per es., si tratti di una
piccola sferetta adagiata sulla superficie di un
corpo solide e sia f il vettore della risultante
delle forze. La superficic esercita sulla sferetta
una certa azione : ammelteremo che tale azione
sia. rappresentata da una forza di vettore r, ap-
plicata al punto e diretta verso I'esterno del
COTPO  (principio delle pressioni vincolari) ;  se
inolire r & normale alla superficie diremo che
non vi ha attrito. Questa reazione vincolare pud
completamente sostituire il vineolo e, per la sua
aggiunta, potremo riguardare il punto libero ;
e poiché & in equilibrio, dovremo avere

lav. f i lav. re= o,

per qualsivoglia spostamento. Ma si ha lav. r=o
rispettivamente per gli spostamenti invertibilj e
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non invertibili ; e quindi per gl stessi risulta
lav. f = o.

Reciprocamente, sc queste condizioni sono so‘d-
disfatte la £ non solo & normale alla superficie,
ma & diretta verso 1 interno del corpo, ed il
punto materiale & in equilibrio. 3

4y Consideriamo ora un corpo rigido; e
5u[')p0nia{molo costituito da due .piccoie sterette
(punti materiali) 4 e /@ che, unite 'da una..‘sot—
tile asta rigida, si conservino a dislanza inva-
riabile. ‘ ‘

Per scguire un procedimento uniforme, imma-
gineremo sostituita 'asta con due‘ forze di vet-
tori r ed r'; la prima, applicata in A, rappre-

A A, e
e B
A
Fig. =24.
senta V'azione della sferetta 2 su A, laseconda,

applicata in /73, rappresenta quella di 4 su ,13’ ;
per I cguaglianza dell’ azione e della reazione
sari r==—r'.

In uno spostamento virtuale, l'asta dalla po-
sizione A 7 passi alla 4" B’ infinitamente pros-
sima, cssendo rimasta imlterata!l? grandezza del
segmento ; si proiettino 4' e B'in A e B sulla
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A A avremo

A B =1 B — A, B,

onde
AA— BB,

Inoltre in A sia applicata una forza di vettore
fein B une di vettore £, Per Pazione di f e
di v il punto 4 & da ritenersi libero ed in equi-
librio,. ¢ cost pel punto 7 : quindi

fxdd4 r =3 4—9

"=l +1r' %58 —o0.
Ma
pr/I::InOdr.A/Il; <8 A= ~-modr. B8 ;
quindi sommando

f<@d 1 x8 Bevo,

Reciprocamente, se tale condizione & soddi
slatta qualunque siano  glj spostamenti, lissando
il punto B sard f8.4--0: quindi f & nor-
male ad A A" ciod ha la direzione di ./ 4 - e cosi
dicast di ¥ ; fiiohie T 1 e e due forze 51
fanno equilibrio.

Suppoenendo il sistema costituito da lre, quat-
tro, ecc., punti rigidamente conncssi due a due,
si pud, volta a volta, applicare lo stesso ragio-
namento ; quindi si conclude ¢he se un sistema
rigido libero ¢ in equilibrio, il lavoro virtuale
delle forze che lo sollecitano ¢ nullo per qual-
sivoglia spostamento e reciprocamente.
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l.a stessa conclusione ha luogo se il sisten?a
ha uno o due punti fissi. Sia O uno di quest ;
applichiamo in € (sostegno) una forza (rcazione)
che rappresenti 'azionc del sostegno s‘ul corpo.
Il sistema rigido potra, dopo cio, ng‘uaf'(:’lar‘sl
come libero; e poiché sussiste ancora I'equilibrio
sard nullo il lavoro di tutte le forze che 10_ sol-
Jecitano per qualsivoglia spostamento; ma il la-
voro della reazione, essendo O fisso, ¢ 1:11;110;
quindi sard nullo il lavoro delle forze diretta-
mente applicate. 5

Supponiamo ancora il corpo 1‘|g1d0 C a con-
tatto con una parete fissa; se il corpo & ob-
bligato a scivolare (senza attrito) sulla parete,
noi possiamo immaginarla soppressa, p‘urché in
uno dei punti di contatto, per es. 4, sia appli-
cata una forza di vettore r, diretta all’esterno
della parete (e quindi nell’ intex:nu- del corpo) e
normale a questa. Possiamo quindi supporre 1{—
bero il corpo che sardt ancora in cqu{hbrw. Se
S & il sistema 'di forze applicate a (.‘, avremo,
per qualsivoglia spostamente virtuale di esso:

lav. S Fopxoed =0,

Ma per tutti gli spostamenti invertibili (rota-
zioni intorno ad assi uscenti da A e traslazioni

lungo il piano tangente) r<ZAd=—o0, e pcr

quelli non invertibili (traslazioni dalla parte
esterna alla parete) r>&.4>o0; dunque nel
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caso dell’equilibrio sara
lav. S'= o.

Notiamo ancora che se il corpo € fosse ob-
bligato a rotolare sulla parete fissa, la reazione
r potrebbe non risultare necessariamente normale
al corpo, pur essendo sempre applicata in A4,
Ma essendo in tal caso nulla la velocita di A,
il lavoro della reazione ¢ nullo per ogni spo-
stamento invertibile e quindi sard sempre

lav. S=o0.

Dunque se un corpo rigido libero o vincolato
(nei modi descritti) & in cquilibrio, il lavoro vir-
tuale delle forze che lo sollecitano ¢ nullo per
gli spostamenti invertibili, negativo per quelli
non invertibili.

¢) Passiamo ora a
considerare il sistema i
due corpi rigidi Ce ' a
contatto tra loro; ed an-
zitutto  sdpponiamo  che
slano  sempre a contatto
in 4. Potremo, come al
solito, supporre liberi Ce
" considerando le due
reazioni r = —r’; allora
essendo e (7 liberi ed
in equilibrio, per qualun-
que spostamento virtuale

g, z5.

T Yyrawy

Il principio dei lavori virtuali 265

avremo :
lav.S +r %8 A=0
lav.S" + ' <& 4=0,

perche, per ipotesi, 4 & sempre sovrapposto a
se stesso in ogni spostamento invertibile; quindi
sommando risulta

lawaS - v, S =o.

[n ogni altro spostamento non invertibile, 1
due corpi si distaccheranno; i lavori delle rea-
zioni essendo entrambi positivi risulta

lav. $+4 lav. S < o.

Supponiamo invece che i due corpi possano
scivolare 'uno sull’altro ; sia v la velocita di A,
v' quella di 4', punto di C' attualmente a con-
tatto con A4, che & poi la velocitd relativa di A
.rispctto al corpo C’. La velocita di str:asclna-
mento & parallela al piano tangente ¢ ponch(l: v
& la somma di v' e della velocita di strascina-
mento, le componenti di v e v’ sulla norm;ﬂc‘e
sono eguali. Lo stesso varrd per gli spostamenti
virtuali di .4 e A, che sono eguali alle dette
velocita moltiplicate per 'elemento & ¢ del tempo;
quindi

e pero
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Tale somma risulta invece ne
corpi sono allontanati.

@) Continuando in questa guisa si
a dimostrare che in ogni

gativa se i due

riesce
sistema in equilibrio
costituito da corpi rigidi con o senza punti o
assi fissi, appogeiati tra di loro o a4 pareti fisse
sulle quali possono scivolare o rotolare, ccc., il
lavoro virtuale delle forze del sistema & nullo
per gli spostamenti invertibili, neg
non invertibili.

Dimostriamo ora la reciproca ;
pitt corpi vincolati ¢ soggetti ad
di forze,

ativo per quelli

e sia, in uno o
un sistema .S

lav.S5=05,

senza che sussista I"equilibrio ; il sistema dei
COrpl, assumerd un certo movimento cotnpatibile
coi vincoll a cui & soggctto,

si-
tuale nel senso in cui .
il quale, per ogni punto,
sara prodotto dalle forze direttamente applicate
e dalle pressioni vincolari ; sia Sy il sistema di
queste pressioni; avremo quindi

Immaginiamo impresso ai vari punti del
stema uno spostamento vir
avviene il movimento :

lavisS 4 law, 8. 0.

i

Ma se lo spostamento impresso & invertibile, per
cid che si & detto, risulta, lav, Si =0, onde,
contrariamente alla ipotesi, si ha Jav. BT
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I
=
~]

Se invece lo spostamento non & il-l\’i:'!rﬁbilc,
deve risultare certamente lav..S, :)-D, cio¢ le va-
ric pressioni vincolari debbono risultar tutte po-
Mu;ﬁ.dimostrazione data non coa:;siderandn ch’e
speciali sistemi materiali, non pud C’f_‘.‘l‘lilm?‘ﬂtﬁ‘.‘:i’l:
tenersi per assolutamente generale. Tuttavia 51:
come il principio esposto, come ora ve(?rffmf), s
presta assai benc alla ricerca ‘dtelle.: Cond'l?.l{).l:{l ne-
cessarie e sufficienti per l’equlhbl:w dei sistemi
materiali ; cosl esso si suole apl_}hcarc,_amm-essfo
come principio generale, -anc!.lc a quei ,C?SI- .n;
cui, a rigore, non & applicabile la d]I'I'IDht-I’le{}ll
precedente ; salve poi, con altro procedunei?t'u,
a verificare s¢ le condizioni trovate con tal mezzo
assicurano lequilibrio.

Tale principio poi _condfjce al‘ta _seg'ug}te c?n:
seguenza, che in alcui casi speciali abbiamo giu
Stlﬁ(d?; !.m-*om virtuale delle reazioni o ﬁre_sswrz.z:
vincolari ¢ nulle o positivo sfw‘r.zde che gl spe
stamenti sono invertibili o no. (*)

(*) 1l principio dei lavori o delle .vn:loc'itz'nl \:liri:aili.”r(l:
cui prime traccie si riscontrano negli ‘SCr.lt‘tl di_ ‘1 RIS ¢
TELE e di Eroxe [vedi: Vaiary, Il principio dei L 'u.!..cf
Aris. wi Er. in Awi R Acc. Torino, 32,})‘ 940 (?896- ,—;}.
in quelli di Gaurzeo che lo riconovbbe in quasi ‘tut_t: e
macchine semplici [Opere, Ediz. Naz. 2, Iz Mecaniche];
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§ 5. Equazioni generali dell’ equilibrio
di un sistema materiale ricavate dal prin-
cipio dei lavori virtuali.

a) Se gli spostamenti dei vari punti del
sistema si esprimono mediante gl spostamenti
di altri 2 parametri Jyye--- @, arbitrari: ciod se

& = 5 Py 2,8 s s eoes,

di D_ESCIAL{'I‘ES, ecc., fu enunciato senza dimostrazione da
Glov. BERNOULLI (1717) in una lettera a Varioxon, il
quale, nell’opera citata al § 4-del Cap. precedente, 2,
pag. 171-223, lo dimestrd e verilics nei casi pit semplici,
Vedasi pure Popera del Dumen, Les origines de la Siatiyue,
gia citata.

Posto a fondamento della Meccanica analitica da La-
GRANGE ed ammesso come postulato (1788}, fu dimostrato
da Pourier, Mém. sur la stiliyie confenant lo démonsira-
tion du principe des vilesses virtuelles . de Plic, Polytech.,
5 (1798); Oeuvres, 2, p. 477]; & la sua dimostrazione,
con gualche lieve wvariante, abbiamo - seguito nel testo,
Anche a Fourier ¢ dovuta la considerazione degli spo-
stamenti pon invertibili e quindi salvoe un cambiamento |
di segno) Tenunciato generale come g

Lacrance, che nella successiva edizione della  Mée.

CAnalyt (1811) e poi nel Traité des Jone. analyt. (1813) ha
date due dimostrazioni del principiv, non ha tenuto conto
degli spostamenti non invertibili.

Le idee di Fourier furono riprese da A. Courvor,
Lxtension dw principe des wvitesses virtuelles au cas o lus
conditions des liaisons du svstéme sont exprimies  pur  dos
indgalités [Bull, de Férussac, 8 (1827)]; alle stesse giunse
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allora, poiché per gli spostamenti invertibili deve

essere
(4] 1‘4(_71’5 X -{_ }’53}—,—2’83):0‘
fatte le sostituzioni, la (4) si trasformerd nella

08¢+ 289+ . =03

quindi per P'arbitrarieta delle 5_471, 5'4;‘!2,.:.. risul-
teranno le equazioni generali di equilibrio
(5) O, — 0, ....=0.

Gauss, Gesamm. Werke, 5, p. 35, nel 1829 e m-. un:a1
l-e.ttt:ra a Masius nel 1837: & GAUSB: che ha‘propobm _110
nome di spostamenti facoltutivl. \"Cdlv aqc}}e in ‘pr?p’(mm
una memoria di OSTROG‘R;&DSICT:.(.l‘.:r.'.ﬂa'h"rﬂ.h.o:'n ga.::'mgt
sur les moments des jorces (1834? f}l&;:in de T'Ac. de 5t
P e (6) 1, pp. 229-150 (1835))
PL’EE ;:b?;”'f?ar{ie) din?é)strazioni dirette ed indirettc: r’na non
prefecibili a quella di Fourigg, notiamo quella di le;;:‘T‘
Théorie ginérale de Téquilibre et du :.u-uu-i-'s»‘wm U..Le : HC_
' I’olvtucﬁ., 13, p. 206-247 {1806‘?]; d{‘ AMPRRE, Uef.::‘-.‘r;;h:n
rale du principe des wil. virt. dégagee de .M C(J}Lﬂ',(—f_ [Be‘
des infiniment pelits [Ibid., p. 247-269]; x‘h f\TEUM,’\_NN 1
rich. der Siich, Gesell, der Wiss. zn Leipzig, 31 (18§2,},
p. 33 ¢ 38 (1886), p. yo; Mathem. Ann, 27 (1886),
2l :
plé?n—l Popera del DumneM si veda pure: L‘(t:.-DT,h _clz.:z
Pringip der virt, Geschwindigheiten |Abhand. zur ;cfst? :,‘\N
der math, Wiss. 18 (1904), p. 147], ‘nonché‘ Bf}l.l‘!.,;j:. )
Forl, i, die Princ. der Mechanik, 1, 5 33. Leipzig, 1897.
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&) Ma, nel caso pit generale, supponiamo

che gli spostamenti invertibili soddisfino ad un .

certo numero di equazioni lineari ed omogenee
(6) L(Ai%x - BEy+ CEe)=n0.

Perdr le & x4, &y, &2 dei vari punti non sono
tutte arbitrarie; ¢ si potranno dividere tutti gli
spostamenti in un gruppo di arbitrari: ¢ in un
altro gruppo di spostamenti che, conforme alle
(6‘.)_, saranno funzioni lineari ed omogenee dei
primi ¢ che diremo dipendenti. Ora il nostro
sCopo ¢ di eliminare dalla (4) gli spostamenti
dipendenti e possiamo procedere in due modi :
o risolvendo il sistema (6) rispetto agli sposta-
menti dipendenti, oppure operando col metodo
del moltiplicatori.

Moltiplichiamo ciot le (6) rispettivamente per
delle funzioni (incognite) 2;, X,,.... € sommiamo
colla (4] ; ofterremo una nuova equazione lincare
ed omogenea nelle Ex, 8y, &2, ciod

2X 42 A+ w)Bad (V2B +..)by
S AZ R Gt Bt e '

Ma Je A sono in numero eguale agli sposta-
menti dipendenti; ¢ perd possiamo disporne per
al?.nullare, nella precedente, i coefficienti di ?1116-
sti spostamenti. Topo cid la stessa cquazione
-conterrd, linearmente ed omogeneamente, i soli
spostamenti arbitrari; ¢ allora anche i coeffi-
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cienti di questi debbono essere nulli, perché posso
sceglierli in modo che siano tutti nulli meno uno;
cioe, in breve, tutti i coefficienti della equazione
ottenuta si pongono eguali a zero. Ayremo quindi
gruppi di equazioni come il seguente

IY+;\1A1+}"Q‘49_*!F----"'—O
(7) ?Y+h&+%%+w:
\ Z+)"‘l Cl _T_}“g Cg+----=0.

Eliminando tra queste equazioni le funzioni
incognite % in tutti i modi possibili avremo le
equazioni necessarie per ’equilibrio. Supposto che
queste siano verificate, le (7) ci permetteranno
di determinare le A ; noi supporremo che le 2
risultino finite e diverse da zero.

Passiamo alla considerazione degli spostamenti
non invertibili. Moltiplichiamo le (7), che si sup-
pongono verificate, rispettivamente per 5x, &Y,
8 z, componenti di uno spostamento qualunque
% P : sommiamo e facciamo lo stesso per tutte
le equazioni analoghe ; le 4 essendo comuni a
tutte le equazioni, avremo

(8) B(X8x 4 w)+kE(A 82+ )
+ A B (4,5 x + i) F =0,
la quale & valida per gualungue spostamento. Per

gli spostamenti invertibili essa si riduce identi-
camente a zero; per gli spostamenti non inver-
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tibili, essendo il primo termine negativo, sara
(9) 2, B(A8x-+ .4 32(4xr+4 )4 ... 00
~Consideriamo uno speciale sistema di sposta-
menti non invertibili-; precisamente uno sposta-
mento per cul

{10} DA G v Y204

mentre tutte le altre somme analoghe sono nulle.
Risulta

A A S L S B

cio¢ A, deve avere lo stesso segno del primo
membro della (10); e cid vale per £A—1, 2, ...
Ora poi & facile concludere che se sono soddi-
sfatte le ecquazioni che si deducono dalle (7)
colla eliminazione delle A, e se per le A s r1i-
cavano valori finiti e diversi da zero ¢ dello
stesso segno dei primi membri di {’ITO\),. pel caso
degli spostamenti non invertibili; allora la (g) ha
luogo per ogni sistema di spostamenti non in-
vertibili ¢ quindi da (8) si deduce che, per esso,
il lavore virtuale di tutte le forze & negativo.

Le condizioni enunciale sone dungque necessarie
e sufficients, (%)

(*) Le considerazioni sul metodo dei moltiplicatori sono
di Lacranar, Méc analvtiue. Oenvres, 11, p 775 quelle
relative ai segni di & sono di OsTrRoGRADSKY nella mem.
citata al § precedente,
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Le (7) ricevono una semplice interpretazione ;
supponiamo che esse si riferiscano ad un punto
P del sistema, in cui & applicata la forza di
vettore f. Tal punto, per 1'azione di questa
forza e per quella dei vincoli & in equilibrio.
Tolti i vincoli, supposto cio& isolato il punto,
I'equilibrio non avra pilt luogo; ma se perd, nel
tempo stesso, supponiame il punto soggetto oltre
che alla forza data, ad altre forze applicate in
P e i cui vettori r,, I;,.. hanno per compo-
nenti ortogonali rispettivamente X, A,, A, B, A, (3
ecc.,le(7) esprimono che la risultante di f, r , r, ....
¢ nulla; ed il punto quindi ¢ in equilibrio come
se agissero ancora i vineoli, Si pud dunque dire
che le forze di vettorl r;, r,,... rappresentano
le reazioni vincolari in 7.

Nel caso speciale dei sistemi olonomi, se f; =0
& I'equazione di uno dei vincoli, si ha

7l 2l i
—2 =L, a3t

A;
quindi la r, ¢ normale alla superficie 7, =o,
quando in essa si consideri variabile il solo
P, 9, 2).

§ 6. Stabilita dell’equilibrio. — Si dice
che una forza di vettore f deriva da un poten-
ziale {/, quando

(11)

If w=— MARCOLONGO.

f—grad, U,
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essendo [/ una funzione del punto d’applicazione
P (]-’ar. I, Cap. 1° § 5). Il lavoro virtuale di
tale forza & quindi espresso da

e quello di tutto il sistema di forze, derivanti
tutte dallo stesso potenziale, da

avendo accennato con 2 {/ la somma del wvari
differenziali della funzione 7,

S pud dunque dire :

Quando le forze che sollecitane wun sistema
vincolalo devivane da un polenziale, le  posizions
di equilibrio sono tali che @n esse
(12) g l=o0.

In tal caso la 7/ pud assumerc un valore mas-
simo ; se cid effettivamente ha luogo, allora di-
mostreremo (Parte 11I, Cap. 4") che spostando
infinitamente poco il corpo dalla sua posizione
di equilibrio, imprimendo al vari suol punii una
piccola veloeity, le oscillazioni compiute dal corpo
saranmo comprese tra limiti assai ristret(i ; si dice
che 'equilibrio & stadile, (*)

Nel caso di un sistcma pesante le forze sono
tutte parallele all’asse =z, verticale verso Palto, e
(M) LacranGE, Mé. Analytigue: Ocuvres, 1, pag. 6.
Nel 2° volume daremo maggiori notivie bibliografiche,
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proporzionali ai vari elementi di volume in cui

pud decomporsi il corpo; ciod
——opkdr.

Quindi
fx3P=—pdt.kxEP=—pdt.Gz
—8(—padt);
cioe le forze derivano effettivamente dal poten-

ziale

U —ZFpzdti=—¢pg|2dr——0p V7
se indichiamo con P il volume e con { la z del
centro di massa. Dunque :

Nel caso dei sislemi pesanti le condizioni di
equilibrio si riducono alla

o

.
E‘m_o,

a

e vi ha stabilifa se il cenfro di massa é alle mi-
wime dislanza da un piano ervizzontale. ()

§ 7. Alcune applicazioni del principio
dei lavori virtuali.

a) Una piccola sferefta é posta sulla su-
perficte di wn corpo solido ed & soggetta ad una
forza di vellove §; condizioni di equilibrio.

Se P & il punto d’applicazione si ha
fxdP=o;

(%) Tormicril, Opera geomelrica. De Motu, lib. L"p. 79.
Florentiae 1644. Clr. DuurM, Les origines de la Slatique,
2, Paris 1406.
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inoltre se m ¢ un vettore unith parallelo alla
normale in 2 e diretto verso l'interno del corpo,
si ha

nxeél=o

secondo si tratta di spostamenti invertibili o no.
Col metodo del § precedente risulta quindi

I Lfis=0

¢ inoltre A <7 o; si conclude che la forza & nor-
male alla superficie e rivolta verso I"interno del
Corpo,

Si trovano subito le condizioni in coordinate
ortogonali; se f=—=o0 & l'equazione della super-
ficie, e notiamo che & f= o per gli spostamenti
invertibili, mentre &, per es.,, 8/ >0 per quelli
non invertibili, risulta conformemente alle (7),

o 0s T
(Y -..'ﬁ—" o ¥ )f 3 ;:\h'===' T = s e et
+}(,-'x. 0 ~+ 2 ie 0 /}fﬁg o

Eliminando A si ottengono due equazioni, atte

a determinare, colla ecquazione della superficie;

le coordinate dei punti in cui potrd aver luogo

Pequilibrio. In questi punti pol Pequilibrio avrd

luogo effettivamente se il valore di A risulta po-
sitivo,

b) Trovare le condizioni di equilibrio di

un sistema di forze che sollecita wun corpe rigido.

In questo caso, detto © un tempuscolo infini-

tamente piccolo, e ricordando la solita formula
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fondamentale di cinematica, si ha
BP—zs O QAP —0)}.
Se quindi f & il vettore della forza applicata
i &, s ha
awv. S=3fx¢P
— 3| O xTf+QxI(P-0)AfY,
ossia dicende R il vettore, M il momento risul-
tante del sistema, rispetto al punto O,

lav.S=71|{ 0 xR+ QxM}.

Rispetto ad una terna x, ¥, £ connessa col
corpo, colle solite notazioni si ottiene

lav.S=1(y R +v B+ @y R, + pM A g M +7 M,)
(Parte I, Cap. 4% § 1 e Parte II, Cap. 19§ 5).
Se il corpo & libero, dovendo essere lav. S =0

per qualunque spostamento, e quindi qualunque
siano Q' ed Q, risulta

R—o, M=c¢

come abbiamo gid trovato al Cap. precedente.
Esse equivalgono a sef condizioni,

Se il corpo ha un punto fisso O, avremo so-
lamente

M—o;

le condizioni di equilibrio si riducono a #re.
Se poi il corpo ha due punti fissi, sard nullo
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il prodotto
Qx<M=o,

ciot & nullo il momento del sistema rispetto l'asse
fisso; le condizioni si-riducono a wwa.
lSe infine il sistema rigide riposa con uno o
pitt punti su di un piano fisso, per es. xy, e la
z ¢ positiva dalla parte del corpo, abbiamo
= i} 1
. y .[\_x T —|——-ﬁ ﬁ{x TR e =
e inoltre
Wy BN — X0
secondo che gli spostamenti sono invertibili o no.
D %
Procedendo secondo il metodo gencrale si
hanno le equazioni
o, ik o : !
i /L}, =M= &K 4 L=10
, " s
M.+ Ay=0, M,—Aix=0, A0

; i : :
L’ invariante del sistema & nullo ¢ inoltre
e I ok s 5 %
R, =2 o; dunque il sistema di forze & riducibile
ad una forza unica normale al piano e diretta
Zceondo_ le # negative. Se diclamo & la gran-
ezza « ta 1 g i
za l.‘11 questa risultante, £, 1 le coordinate del
punto In cul.essa incontra il piano, dalle prece-
denti ricaviamo

My=nR , M,— -ER

3 i
Ieir questo punto, come per ogni altro dei
punti x, ¥ di contatto si ha

wotpn—glo, w4 py—~qgxo;
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ciod i punti di contatto e il punto d’applicazione
della risultante giacciono tutti da una stessa partc
di una retta del piano, quindi se si traccia il
poligono convesso avente i vertici in certi punti
di contatto, in modo che i restanti giacciano nel
suo interno, anche il punto d’applicazione della
risultante deve cadere nell’interno.

Esercizi.

1. Un punto pesante & posto su di una el-
lissi il cui asse minore & verticale, ed & respinto
dullo stesso proporzionalmente alla distanza. Po-
sizione di equilibrio.

5i ha

}\"'_:k‘z?ﬂ » }":--—}‘J
Bl o = * P

Brix—pdy=o , ﬂ—zax—[— A iy=0,

e quindi
x(k'z—]— —iﬁ;):e s );b;-_‘p

Ver x =0, il punto sta negli cstremi dell’asse minore,
la pressione ¢ cguale al peso.

Poi y==—pb®: ka* purcht risulti minore di b Tl
punto giace dalla parte delle ¥ negative; la pressionc ¢
diretta secondo la normale esterna; il punto & quindi
appoggiato contro la parte concava.

2. Lo stesso per un punto pesante su di
una parabola ad asse verticale e colla concavita
in alto, cd attratto da un punto A della tan-
gente al vertice proporzionalmente alla distanza.



S5i ha
glam e . NPl —¥ Y= —p— 2y
€ ¢ome prima
Bla—m)drz=0 , p+Bytfarm=o;

A & negativo, x ¢ positive e =7 ay inoltre

S@ = dam (fs -+ m) #—2mta=0

Questa eyuazione ha una sola radice reale positiva,
compresa tra 0 ¢d ¢ perché
flO)=o , fla):=o0;
si ha dunque una sola posizione di equilibrio.

3. Due pesi uguali sono posti su di una
parabola ad asse verticale e si respingono con
una forza inversamente proporzionale alla di-
stanza. Posizione di equilibrio,

I punti (%, 3), (x', 1) siano alla distanza 7 ; procedendo
come prima si ha

5 x
. &

i E—almt 5 —y)s—pr =0

k:&

. L .
----- s (x— 2"y m - 5 (3 —aha" - pa’ =0
Eliminando p, si ha

b} o R
1-2

k ; o
S (# — &'y 2) -

e tenendo conto dell’equazione della curva, si ottiene
#x = ——m?,
Poscia sottraendo le cquazioni, con qualche riduzione,
si ha

Gt e am =208 =
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(3 —d)as' =0
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Se v~ #' —o, risulta evidentemente
g=—a'—=Fm;
ponendo invece eguale a zero Paltro fattore, potremo ri-
cavare x-}-z' purche 2*>2mp,; ecc
4. Lo stesso per un punto pesanie su di
un'elica ad asse verticale, respinto con intensith
inversamente proporzionale al quadrato della di-
stanza da un punto dell’asse.

Le componenti della forza sono

Bred Byt Briri—p;

inolre

#dxtryér—o
quindi

E2z:9* —p—o,

Posto
2 k*
B o a2 e
yi—af - P=n, —=m,
P

risulta

18— i at = o,

Ha una radice reale negativa, da escludere; le altre due
debbono esserc positive e maggiori di a®.

5. Un’asta rettilinea pesante poggia su di
un pernio orizzontale (e con una estremith A4
contro un muro verticale. Posizione di equilibrio
e reazioni.

Sia G il centro di massa, p il peso dell'asta, 4G =a
e ¢ la distanza di C dal muro verticale; R la grandezza
della reazione in C ¢ normale allasta, NV la grandezza
di que]la in 4. Proiettando su di una orizzontale e su di
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una wverticale ;

—Reos) - N=o
Rsenl— p = o;

esprimendo guindi che il
momento di tutte le forze
rispetto al punto 4 & nul-
lo, si ha

pasenl —R. A C=no,

Fig. a6,

Da queste agevolmente
st ricava il valore dell’angolo acuto ¢ tale che

e
senf=\/¢:a;
saranno quindi determinate le reazioni,
Si pud procedere in altro modo, col principio di Lo

ricelli. Se ¢ & Tordinata di G, rispetto Porizzontale di
abblamo

E—=d cos b — ccotg 6,
Cerchiamone i valori massimi o minimi. Si ha

LA

— g 5en 0 4
T +'§en e

donde

3 :
senfl = V”c; )
luoltre ;

d-é-i:-— (acr}s !J-_|_— CUbJ) F};

si ha dunque un massimo; qu{udi Pequilibrio & fnstabile.

Ad ogni valore di 0 ¢ di @ corrisponde un valore per
¢ ¢ quindi un punto C il cui Tuogo ¢ una curva, sulla
quale appoggian'do Pasta, essa ¢ in ogni posizione in
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1
=2
et

equilibrio. Essendo d{ =0, il luogo di G ¢ una oriz
zontale; A G essendo costante, il luogo di C ¢ un'a-
stroide,

Un’asta rettilinea pesante 4 5 pud ruo-
tare inlorno ad un asse orizzontale in 4; una
fune accavalciata ad una carrucola C, situata
sulla verticale in A, sostiene B e all’ altra
estremith 37 porta un peso  mobile su di una
curva. Come deve essere tale curva perché in
qualunque posizione del punto A7 su di essa si
abbia equilibrio 7

!,
J"a
__m._x_-f}-ﬁ

Y

/
\'\
o

e -
¥

o

<

S

Fig. 27

2 e
\ l

Sia @ = f(6) Pequazione della curva in cui giace M e
pongasi
Af=2a , BCI+CM=1
(I—e)f=qa*+1*—4q4alcosyp.
11 sistema non pud ricevere che una rotazione iutorno
ad .4 ¢ nel piano della figura; quindi per P'equilibrio

pasenziy— (Qilpcosh)=o.
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Col solite metodo dei moltiplicatori si-deduce
pt2rb=0 , — Qeoslfrg4+2,(l—p)=0
Qpsenb—un, [ (1) =o.

Eliminando A, e %, ottenianio

Lo
(l—p)dp+ Zﬁéd(f; cos i) =0 ;
integrando ¢ sviluppando
< )
pre=z (l4-beost) p4cost. | b== 8 L,] © z
i P

che rappresenta una ovale di Carrusio. Se poi la curva
passa per €, si ha
p=2(l+4 bcost)

lumaca di Pascar (vedi Loria, L ¢, pag. 140)

7 I dato un poligono piano snodato nei ver-
tici ; ogni asta & soggetta ad una forza normale,
proporzionale alla lunghezza del lato e applicata
nel punto di mezzo, Configurazione dl equilibrio,

Wi R Siano R e R' le grandezze delle
A oo 4 . Fio
---t}f;———-«—--.-—-,, reazioni dei lati contigui ad A4 B ;

oy o

B per I'azione di queste pressioni
e della forza P il lato 4B & in
cquilibrio: onde K =R’ e le loro
linee d’azione concorrono in un
punto di P. Inoltre

R=P:asena; P=k-AH
R=kAB:asenag=4% 5.
O Counsiderando il Tato successivo

]
]
:
|
]
;
I
}
i i
I
I
|
|
[
4 .
Fig. 28. B¢, la normale nel suo punto me-
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dio incontrera B (0 in un punto (), tale che (la rea-
zione cssendo la stessa) R =k - BO'; ciot OF coincide con
0 e il poligono risulta inscritto in un cerchio.
8. Determinare le condizioni di equilibrio

di un flo flessibile e inestensibile, i cni punti
Ay A, Ay, A, (a distanza fissa tra di loro)
sono sollecitati da forze di vettori f,, f,, ,....T,-
{Poligono funicolare).

Procedendo al modo solito si ottengona le equazioni

f,—n (4, —dd=0
ot r (A= deai)—n sr{dpr 1 —A)=0 (r=1,.,n-1)
fo 2, (Ay— dp-) =0

Basta infatti riflettere che una gqualungue delle equa-

zioni dei vincoli &

Je={(dy — dyp-1)f = L* = cost.
quindi: _
(A — Ay )y} @ A, — S de-r) =0
secondo che gli spostamenti sono invertibili 0 no. Quindi
le %, sono negative. Posto
7 S, S O o
sara =, la tensione del lato #™. Le¢ equazioni di cquili-
brio diventana

‘]“-',{'jr—l Ar‘.-i‘_"‘!f_

__I“Tr""l— =0
Iy

fl‘_' < I1'—!—{
valida per r=0, I,..#, purcht si ammetta t,=0,
Thi+r = ,
oli estremi hanno irczioni dei ol T
Le forze agli h le dirczioni dei lati; la
forza nel vertice A, & complanare coi due lati ivi concor-

venti. Se le forze sono concorrenti, il poligono & piano.
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Le equazioni scritte sono 3 -3 : eliminando le Ty
avremo 2 # -3 condizioni di equilibrio.

9. Determinare le condizioni di equilibrio
di un poligono piano articolato i cui lati sono
soggetti a forze applicate in un loro punto,
Siand Ao, Ay An = A, i verticiy 'y, A’ le po-
sizioni che rispettivamente assumono in uno epostamenm
virtuale del poligono nel proprio piano. Dalla prima si
passa alla seconda con una traslazione 8 4,, una rota-
zione & w, intorno A,, 8w, intorno A, ecc.; quindi
BAr=28 A, i(dr— A)s0,+ i(dr— 4)% 0.
i (A — Apm1) B Ope
in cui Poperatore ¢ ha un significato noto, Essendo poi
34, =38 A si ha
(@) (dn—dYto;+ it (dy — di-dE gy =o0.
In un punto B, del Jato A,., A, sia applicata una forza
di vettore f,; poiché
Br = Ar— 1 ’|' [~ 4% (Ar e 4'1.-_- |),
si deduce agevolmente
Ghy=8Ad 4 i(By-—A)am, (B — A Bm,
'—I—'T(Bp-— A,--t)a ey
Sostituendo nella equazione dei lavori virtyali
B> By w58 By=0
~e ponendo a zero i coefficienti di 5 A4,, & w,, che non fi-
gurano in (a), otteniamo anzitutto
Sfe=10 , EiiBi—d i —0
le quali esprimono, come doveva essere, che @ nulla Ja
risultante ed il momento risultante delle forze, Lrequarione
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L ]
risultante, posto

o=

r

Sl —d et

Il

diventa
I":g b uy —!— e + l(u 7 Wp-1 = 0-

Da guesta e dalla (a) al modo solito si ottengono le
equazioni di cquilibrio, che in coordinate ortogonali si
scrivono cosi

Ko = % {20 — xe-1) 5 2 (3 — ¥s-1) = 0.

LEliminando » cd p da queste #— 2 cquazioni, trove-

remo le # — 4 condizioni di equilibrio: per es.:

K-s Ln — Xg=1 ,1":! i ¥gr l
Ki-i &i—@ Ss—ms | =0 E=ggmn—2)
K Xp— Xp=t Vou— ¥n-t

Fissati, ad csempio, Ay, dn=1; A=z € riguardando I,
come funzione di xe-1 € ¥g-1, Pequazione precedente rap-
presenta uua curva su cui trovasi Y [

Se i tre punti sono in linca retta, sparisce il termine
in Ky e Pequazione rappresenta una retta. Nel caso del-
I'esercizio 7, si ha

= B ) 5 Ye=200(x.— Xpm1)
Ki=2%#? S:. K\r—]— i ) xq_;) (:s."- — :\',,-1)-}— ]
r=3§k 2 )
= [‘(xn — Xz l)‘3 4 — Ys- l)ﬂ ]

I vertici sono su di un cerchio.
to. Un punto 7 pesante & attratto da due

punti fissi 4 e /& proporzionalmente alla distanza
ed ¢ collegato col punto medio O di 45 me-
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diante un’asta sottilissima girevele in ). Posi-
zione di equilibrio.

Il lavoro virtuale del
a B3 pesa poe
o

28

6

O
S

p&(c senb);

quello delle altre due

forze &
i g AM-8AM
P | —BBM-5BM
= i b.(ad M2 4§ B M)
=y c(ff—a)sent L b

(e cost:m.ti).
11 lavoro totale & espresso da
8 U=]a(B—«) sent~pcosb]c?o,
Quindi nella posizione di equilibrio

tang 0 = p: a (o — f).
Inoltre

82 U=[g (P — u)cotgt — plesen b a6
e poiché, col valore trovato per
i e
P

risulta 82 U< 0. La Ut massima e Pequilibrio ¢ sta-
bile.

a(p—a)cotgd—p= p<io,

11. Un’asta A4 /2 girevole in A & attaccata
mediante un filo nel centro di gravita 2 ; il filo
passa su di una piceola carrucola ( situata sulla

;‘?‘-\m .
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verticale di A4 e sostiene in /2 un peso Q. Inol-
tre A = A C; posizione di equilibrio.
Risulta, detta 1 la lunghezza del filo,
DC=1—2acosh;
procedendo come nell’esercizio precedente, le posizioni di
¢quilibrio sono determinate da
2U=n2a[—psenzb-+Osentlgb=0
donde

cosll = —

ap’

=0, 0
Pel primo valore risulta
B U=(—2p+ 00
Pequilibrio & stabile se
Q<2p;
per Paltro wvalore (essendo
sempre = 2 p) risulta
3! U =0,

i

Pequilibrio non ¢ stabile,

12. Un’asta rigida = 4K
& appoggiata in .4 nella
parete interna di un vaso a forma semisferica e
in B sull’orlo orizzontale del vaso. Posizione di
equilibrio.

Fig. 30.

La figura & contenuta in un piano verticale. la ¢ del
centro di gravita G &
¢ =1(2rcosd—1l)sent.
Esprimendo che 8 {=o0 e ponendo

T—=1tp% ., a=l%

19 = MARCOLONGO.
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risulta

fy=42" —az-—2=0,

Ma AB<21; onde 2 <7 a; perché Pequazione abbia
la radice positiva minore di a, occorre che

2
]/ DT 2

Flg. 31.
Quanto alle reazioni in 4 & B, si ha

Qeosali--Rsend =0
da cui

s Qeen284 Reosh=p,

e

= p e —
Q ptangul e e

13. Stabilitd dell’cquilibrio di un corpo pe-
sante a contatto con una supetficie fissa.

Supponiamo, per semplicita, che il corpo pesante abbia
un piano di simmetria, contenente il centro di massa G,
¢ che taglia il corpo e la superficie fissa secondo due
curve I' e 1',

Se C & il punto di contatto e le due superficie sono
levigate, per Pequilibrio ¢ necessario e basta che 1a retta

e
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C G sia verticale e normale a I, e inoltre la direzione
del pesu sia volta verso 1'interno di ;. Immaginando
spostato il corpo, oppure I'su [, , secondo che la traiettoria
di & presenta risperto a C la convessita o la concavita,
I'equilibrio sara stabile o instabile. Ma riguardando TI' €
I, come le duc curve di C (centro istantaneo di rota-
zione) ¢ costruendo il cerchio dei flessi- (vedi p. 148) pos-
siamo dire che Pequilibrio ¢ stabile se G cade entro que-
sto cerchio; instabile se cade fuori, Perd il cerchio dei
flessi dicesi anche cerchio di stabilifd.

Cosi se una semisfera pesante di raggio R’ poggia in
C sulla sommitd di una sfera di raggio K, ¢ certamente
soddisfatta la prima condizione: il cerchio di stabilita ha
per raggio K R': (R4 R"); il centro di gravita G dista

da € di % R’ (vedi eserc. 16, Cap. prec.); dunque si
ha la stabilita se

Y e o

5 R xqw

ciot se

Bt o il
5

mentre se la sfera & poggiata nel punto infimo si ha
sempre stabilitd.

| I'momson a. Tarr, Nat. Philes, 2, pag. 111 (1895),
Routn, Analvt, Statics, 1, p. 172 (1896)]

14. Stabilith dell’equilibrio di un sistema

astatico.

Supponiamo che un sistema astatico di forze, applicato
ad un corpo rigido, si riduca ad una coppia di braccio
AR e di forze di vettari f ¢ — f. Scegliendo Porigine in
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A, il viriale del sistema (eserc. 21, Cap. prec.) & espresso
da < (8 — 4d); quindi esso & massimo se £ ha la di-
rezione ed il senso di H— 4 ; minimo se ha il senmso
contrario; ciot in ogni caso quindi il sistema & in equi-
librio. Ma nel primo caso, fermo restando il corpo, se
sp‘ostiamo infinitamente poco la direzione di B — 4 si
origina una nuova coppia il cui senso & opposto. a quello
della rotazione ; nel secendo caso la coppia ha invece
senso concorde; e perd TVequilibrio & stabile o instabile se-
condo che il viriale & massimo o minimo. LEssendo

Ve 2(Xa-- Yyt Z3)
per Pequilibrio si ha effettivamente
eV=2(Xbx+ Yoyt Z8z)

Riflettendo poi che, per le note espressioni di &,

6‘_1-', g {5
iV =tiu 22Xt 4+ p 2@y =Y+t
si deduce
BV =tlp2(Zay— Vo) +...|
o.s.jia, tenendo presenti le condizioni di equilibrio, ¢ le po-
sizioni farte alleserc. 7 del Cap. precedente,
e
dove i
S==(dyy - Ap) PP — w2404

B perd, secondo che S, forma quadratica emogenea di
P, g, 7, & definita negativa o positiva, Pequilibrio & sta-
bile o instabile,

[Mérws, L ¢, I, Cap. 9; Scuir, 1. ¢., 2, Cap. 12}

CAPITOLO IIL
EQUILIBRIO DELLE CURVLE FUNICOLARL

g 1. Equazioni di equilibrio. — Conside-
riamo un filo flessibile ed inestensibile ; un ele-
mento ds di questo sia soggetto ad una forza
applicata in un punto 2 dell’elemento e dello
stesso ordine di 5. Rappresenteremo il vettore
di questa forza con fd's, essendo f un vettore
di modulo finito. Supponiamo che lo stesso ac-
cada per tutti gli infiniti elementi in cul pud
immaginarsi decomposto il filo. Gli estremi 7,
P, potranno esser liberi, oppure f{issi, o obbli-
gati a restare sopra curve o superficie date, ecc.;
ma, in ogni caso, possiamo supporli liberi e sog-
getti a due forze di vettori f,, .

La configurazione di equilibrio del filo sara,
generalmente, curva; di qui il nome di curva
funicolare. Ora, applicando il principio generale
dei lavori virtuali, vogliamo trovare le condi-
zioni neccssarie e sufficienti per l'equilibrio.

Il filo riceva un qualunque spostameuto vir-
tuale ; la somma dei lavori virtuali delle forze



